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Bu yazimzda gruplar teorisinde sik sik
kargilagilan grup teorik bazi ozelliklerin simetrik
grup, Sy uzerinde saglanip saglanmadigim in-
celeyecegiz. Cebirsel yapilarda genellikle tamimlar
arkasindan yardimci teoremler ve teoremler ve-
rilir. ~ Bu' teoremlerin anlamlarini pekigtirmek
igin teoremin ifadesine uygun bir 6rnek bulmak,
veya bilinen orneklerden hangileri igin teoremin

--sonucu dogrudur hangileri igin dogru degildir,

dogru olmayanlarda neden dogru degildir, ek-
sik olan Ozellik nedir, sonu¢ dogru ise teoremin
kanitindaki adumlar: birer birer takip ederek neler
yapildiginin incelenmesi, neden sonug iligkilerinin
kavranmas: bize teoremi anlamamiz konusunda
oldukca yardimei olur. Fakat matematik¢iler her
zaman bu kadar sansh degildirler, Ornegin bir
teoremin ifadesinde yer alan dzellikleri saglayan
‘bir grubun var olup olmadifini ortaya ¢ikarmak
hi¢ de kolay degildir, bu tiirden hentiz cevaplan-
mamig problemler vardir. )

Biz isin kolayim1 se¢ip, simetrik ~grup
iizerinde bazm &zellikleri inceleyelim. S =
{1,2,---,n} n elemanh bir kiime olsun, S den
S ye giden bire bir ve orten fonksiyonlara per-
mutasyon denir. Bir kime iizerindeki permu-
tasyonlar, fonksiyonlarin birlesimi iglemine gore
bir grup yapist olugtururlar, bu gruba simetrik
grup denir ve kiimedeki eleman sayist n ye bagh
olarak S, ile gosterilir. Biz n = 4 durumunu in-
celeyecegiz. Simetrik gruplarn altgruplarina per-
mutasyon gruplar: denir.

S kumesi Uzerindeki bir permutasyon o
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seklinde gosterilir. o bire bir ve drten fonksiyon
oldugundan 7 # j igin o(i) # afj) dir. of1)
i¢in 4 segenek, «(2) i¢in 3 secenek ve «(3) icin 2
segenek ve son olarak «(4) i¢in tek segenek vardir.
Oyleyse Sy grubunun 1-2-3-4 = 4! = 24 eleman:
vardir. Bir gruptaki elemanlarin saysina grubun

ise
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mertebesi denir. o
Permutasyonlarin - ¢esitli- - gosterimleri
vardir, biz burada her permutasyonu -ayrik
déngiilerin carpim bigiminde yazacagiz ve on-
lar asafidaki 6rnekte oldugu gibi carpacagiz.
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Tanmm: G grubunda her g € G igin‘:z:g =
gz ozelligi saglayan « lerin kiimesine grubun ™
merkezi denir ve Z(G) ile gosterilir® Yukarda

ornek grubumuz Sy de Z(S4) = 1 oldugunu ko-

layca gorebilirsiniz.

a = (apa1y - ‘alkl)

 (a21a92 - - agg2) - (Gmilmy - amkm)

aynk permutasyonu verilmis olsun.. (ai1 -+~ aix1)
dongisiinde k; e donglnin uzunlugu adi verilir.
Her permutasyon bu sekilde ayrik dongtlerin
carpimu  bi¢iminde yazilabilir. Dongiintin
uzunlugu iki olanlara 6zel bir isim transpoziyon
adi verilir. Permusatyon gruplarmin incelendigi
her yerde su onermeyi goriiriz: Her permutasyon
transpozisyonlarm carpumi  olarak yazlabilir.
Transposizyonlarimn sayist tek (¢ift) ise permutas-
yona tek (¢ift) permutasyon denir. $'mdi bunlarn
ornegimizde gorelim.

Cift permutasyonlar bir grup olugtururlar
bu gruba Alterne grup A4 denir. (Tek permutas-
yonlarm kiimesi grup yapis: olugturmaz neden?)

As = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(28),(123),
(134), (234), (241), (243), (314), (132), (214)}.




de ¢ift permutasyonlar

(134) = (14)(13)

4) = (24)(23)
(241) = (21)(24)
{243) = (23)(24)
{314) = (34)(31)
(132) = (12)(13)
{214) = (24)(21)

Sy de tek permutasyonlar
{12)

(13)

(23)

{14)

(34)

(24)

(1234) = (14)(13)(12)
(1243) = (13)(14)(12)
{1342) = (12)(14)(13)
{1432) = (12)(13)(14)
{1324) = (14)(12)(13)
{1423) = (13)(12)(14)

Her permutasyon ya tek yada ift olacag
nurada Sy igindeki butin elemanlar: gormiig

Tanmim: G grubunda o, elemanlan igin
G.-esitligini saglayan bir ¥ elemam

Simdi “ ~" bagintisinin G zerinde denk-
1mtist oldugunu yani

i} Yansima (o ~ «)

it) Simetri (o ~ B ise B~ «)

iit) Gegisme (a ~ 8 ve §~ v ise & ~7)

kerinin bagintimiz tarafindan saglandigini

Bir kiime uzerinde denklik bagintist varsa
kume iginde denklik siniflar1 vardir o elemanim

igeren denklik sinifi

o] = {y tayly € G}

-ile gdsterilir.

i
Simdi Sy igindeki "~ denklik simflarim yazalim
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bunlara eglenik siniflarida denir.

{(m} ‘
{(12),(13),(23),(24), (14), (34)}
{(12)(34), (14)(23), (13)(24)}
{(1342), (1234), (1324), (1432),
(1423), (1243)}

{(123), (134), (234), (124), (243),
(143), (132), (142)}
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Bu yazimizda iki teorem Lagrange Teoremi
ve Cauchy Teoremi kullanacagiz. Bu teoremler
gruplar teorisinde temel iki teorem oldugu igin
bunlarin kanitlarinida verecegiz.

Simdi sonlu gruplar i¢in Lagrange Teore-
mini verelim.

Teorem: (Lagrange) G sonlu bir grup
ve H de G nin altgrubu olsun. H nin mertebesi
G nin mertebesini boler.

Kanit: G kimesi tuzerinde bir bagnt:
~'" tamimlayalim z ~ y ancak ve ancak oyle
bir A € H vardir ki ¢ = yh dir. Bu bir denk-
lik bagintisidir, yani yansima, simetri ve gegisme
ozelliklerini saglar. «’i iceren denklik smifina sol
kalan smif denir ve zH ile gosterilir ve oH =
{zhlh € H}.

Lagrange Teoremini kamitlamak i¢in her
denklik simifinda H nin mertebesi kadar eleman
oldugunu gozlemek yeterlidir. Bunu bir kalan
smiftan zH den yH e bire bir ve orten bir
fonksiyon yani zh - yh gotiren fonksiyonla
gosteririz. Dolaywsiyla H nin mertebesi G nin
mertebesini boler ve bolum sol kalan simiflarinin
sayisina egittir.

Burada sol kalan simiflarini tammladigimz
gibi- sag kalan smiflarinida  tanimlayarak
yukaridaki kamit tekrar yapilabilir. Bu sonugtan
sol kalan smiflarin sayisimin sag kalan smiflarin
sayisina esit oldugunu gorebiliriz. Bu saywya H
nin G igindeki indeksi denir.

Tanim: G grup ve H altgrup olsun. H
nin her sol kalan simifi ¢, sag kalan smifi Ha
ya egit ise, H ye normal altgrup denir.

Simdi 6rnegimize donip

V = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

"

grubunun Sy icinde normal altgrup oldugunu
gosterelim.
V nin Sy i¢inde kalan simiflar1 goyledir.

Vi o= {(1),(12)(34),(13)(24), (14)(23)}
= 1V
V(12) = {(12),(34),(1423),(1324)}



V= {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

Zy X Z2 = {(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)}
Zg X Zy iizerinde iglem bilegenlerine gore toplama
vani {a,b)+(c,d) = (a+e¢,b+d) burada toplama
Zy deki toplama f : V. — Zy x Zy tammlanan
bir fonksiyon olsun

.(070)

A1) =
f((12)(34)) = (1,0)
AODEH = (1,1)
f((14)(23)) = (0,1)
[ istenen fonksiyondur ve V ile. Z, x Z,

esyapihidir.
Sy tin mertebesi 6 olan altgruplan
Bunlar S kiimesinde bir noktay: sabit
birakan fonksiyonlarin kiimesidir ve sunlardir:

Hy = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)}.
Hy = {(1),(42), (41),(21), (421), (412)}
Hy, = {(1)? (24)> (43)> (23)v (234)v (432)}
Hs = {(1),(13),(14),(34),(134), (143)}

S$imdi H, grubunu alahm 22l = X = 4 (sag)

sol kalan siniflarinin sayisi.

Bunlar .
Hy(1) = {(1),(42),(41),(21),
| (421), (412)}
Hy(13) = {(13),(13)(24),(134),(132),
(1342),(1324)}
Hy(123) = {(123),(1423), (1234), (23),
(234), (14)(23)}
H5(12)(34) = {(12)(34),(3214),(3124), (34),
(324),(314)}
(3)H; = {(13),(13)(42), (143), (123),

(4231), (4312)}

. altgruplarmin  birbirleri ile

H3(13) # (13)H; oldugunu gozlemleyiniz.
Hj nin (13)i igeren sag ve sol kalan smiflar1 egit
degil dolaywsiyla Hy grubu Sy iginde normal alt
grup degildir.

84 iin mertebesi 8 olan altgruplan

Sy = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23), (12),
(34), (1423), (1324)}

S3o= {1,(12)(34),(13)(24), (14)(23),
(13),(24),(1234), (1432)}

S3 = {1,(12)(34),(13)(24), (14)(23),
(23), (14),(1342), (1243)}

dir.

Gruplar teorisinde bir G grubunun
olan altgrupluk
iligkilerini bazen bir diagramla gormek bazi
iligkileri gormemiz igin ¢ok yardime: olur. Hasse
diagramm bunlardan birisidir ve asagidaki grup
yukardaki grubun altgrubu ise bunlar bir dogru
ile birlegtirilir. Bunu bir ornekle gorelim.

<H,K >

Hng

Burada (H,K),H ve K gruplan
tarafindan iretilen grubu gosterir. Dolaysiyla
HNK hem H nmn hemde K nm altgrubudur.
H ve K da (H, K) nin altgrubudur.

Simdi A, iin Hasse diagramimi gorelim: - .

As = {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (123),
(134),(234), (124), (243), (143), (132), (142)}

V= {10203, 13N} (1423}

(1)-(23a00243)) (1), 0033,

{3} sl {19023

{e1)}

L (1320} {01). (142002200} {(1). {234) . {143)
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Euler (1707-1782) 1936 yi1hnda zamaninin
¢ozumu bilinmeyen Konigsberg Kopriisi prob-
lemini ¢ozerek yalmiz topolojinin degil, aym
zamanda buginki anlamda graf teorisinin de

babas1 sayilmaya hak kazandi [1]. Fakat graf
teorisi bu yuzyihn ilk yarisinda 1930°da Kura-
towski [2] dizlemsel graflan karakterize eden
" Unli teoremi kanitlayincaya kadar matematikgiler
arasinda daha ¢ok topolojinin bir uzantis: olarak
ele alindi.  Fakat son 60 yil icerisinde graf

teorisi ve uygulamalar: tizerine yogun ¢ahgmalar

yapimakta ve bu gelisim artan hizlarda de-
vam etmektedir. Bu yazimzin amac graf
teorisinin ne etrafli gelismelerinden ne de, ne
oldugu hakkinda ozet vermek olacaktir. Amag
ozellikle matematigin diger dallarinda ugrasan
Turk matematikgilerine ve matematige ilgi duyan
herkese graf teorisinde, yeni ve anlasilmas: kolay,
fakat ¢ozimiiniin var oldugu iddia edilen bir graf
teorisi problemi ile davetiye sunmak olacaktir.
Bu davetiye ¢ikarilirken graf teorisinin geometri
ile iligkili olan Gerhard Ringel’in bir problemi-
ni ozellikle se¢tigimizi burada belirtmek istiyoruz

(6].

Dizlemsel graflarin - bazi  geometrik
sekillerle iligkisini ortaya koyan ve birbirlerinden
bagimsiz Wagner (1936) [3], Fary (1948) [4] ve
Stein (1951) [5] tarafindan kanitlanan su teoremi
verelim:

Teorem (Wagner, 1936). Her diizlemsel
graf dizlemde kirigleri dogru parcalar: seklinde
cizilebilir.

Yukaridaki teoreme ornek olarak, Sekil
1’deki graf Sekil 2°de egrisel kirigler yerine dogru
pargalar1 kullanilarak tekrar ¢izilmistir.

Sekil 1

Sekil 2

1990 yihnda Wagner’in "80.  yildoniimii
onuruna Bodendiek tarafindan toplanan graf
teorisi ¢aligmalar: igerisinde taninmig graf teorici
Gerhard Ringel’in su problemine rasthiyoruz.

Ringel Esalanh dizlemsel Graflari:
Dogal olarak duzleme gizilen her diizlemsel graf
birbirleri ile degigik komsuluk iligkileri igerisinde
kapali cevrimler (graf teorisi deyimi ile yiizler
veya bolgeler) olugtururlar. Ornegin Sekil 1 ve
2’deki diizlemsel graflar 5 tane i¢ yuz ve bir tane
de tum grafi ¢epegevre cevreleyen dig yiizden
olusmaktadir. Burada ~uzlemsel graf ¢iziminde
bu yiizlerin alanlan tizerine hi¢ bir simirlama ge-
tirilmemigtir., Ringel verilen bir diizlemsel grafin
dig ylizii hari¢ tiim i¢ yiizlerinin birbirlerine eg
alanh olarak ¢izilip ¢izilemeyecegini incelemis

* Diizlemsel graflarin geometrik ozelliklerini ele alan bu yazidaki tamimlar: hatirlamak igin Matematik Diinyasi, Cilt
3, Say1r 1 ve Say1 2'de yaymlanan “Graf Teorisi I” ve “Graf Teorisi II” bashkli yazilara balalabilir.
' Dogu Akdeniz Universitesi, Matematik Béliimii Sgretim iiyesi




