TD5 d’Analyse (DUMI2E)

Dérivabilité

Le symboles # signale les exercices que les étudiants doivent impérativement savoir traiter. Le
symbole 8 signale les exercices qu’il faut faire chez soi, ils sont relativement faciles .

Exercices type Cours

Exercice 1. [Cours]

# 1. Montrer que toute fonction dérivable en z( est continue en x.
& 2. Montrer que toute fonction dérivable a droite en x( est continue a droite en xg.
& 3. Montrer que toute fonction dérivable a gauche en x est continue a gauche en z.

§ 4. Montrer que toute fonction dérivable a gauche et a droite en xg telle que f;(xo) = fi(wo)
est dérivable en xg.

& 5. Donner un exemple de fonction dérivable a gauche et a droite en xy mais qui n’est pas
dérivable en .

Exercice 2. [Cours] Soient f et g deux fonctions dérivables en . Montrer que leur somme
et produit sont dérivables en zy. Montrer que si de plus g(z¢) # 0, alors le quotient 5 est
dérivable en xy. Enfin, en supposant que la composée g o f est bien définie et que de plus g est
dérivable en f(xg), montrer que g o f est bien dérivable en .

Exercice 3. ¥ [Cours] Montrer que la somme et le produit de fonctions C*° sont encore C*°.

Exercice 4. [Cours| Soient / un intervalle ouvert et f une fonction dérivable et strictement
monotone sur I. Posons J = f(I) et notons g : J — I la bijection réciproque de I'application
bijection I — J définie par f. Montrer que si I'on a f’(z) # 0 pour tout x € I, alors g est
dérivable sur J et donner son expression en fonction de la composée f’' o g pour tout = € J.

Exercice 5. [Cours|] Enoncer et démontrer les Théoremes de Rolle et de Darboux.

Application du Cours

Exercice 6. %

1. la fonction x — |z| est elle dérivable sur R ? La fonction x — /x est elle dérivable sur
R 7



2. la fonction x — xsin (1) siz # 0 et 0+ 0 est elle dérivable en 07

Exercice 7. Calculer la limite en +00 de la fonction

x +— In(x + 1)% - ln(aj)%.

Exercice 8. # Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :
1 1
fi(z) =a2*cos— sixz #0, f1(0) =0, fo(x)=sinasin— siz#0, f,(0) =0
T T
w|vat -2 41

r—1

f3(x) sixz#1, f3(1) =1.

Exercice 9. # Déterminer a,b € R de maniere a ce que la fonction f définie sur R par :
fx)=vVrsi0<x<1 et f(r)=az®+br+1 sinon

soit dérivable sur R7 .

Exercice 10.
1.# Que peut-on dire de f’ si on sait que f est paire ? impaire ? périodique ?
2.4 Que peut-on dire de f si on sait que [’ est paire ? impaire 7 périodique ?

3. Montrer que si f" est T-périodique et f(T) # f(0), alors f n’a pas de période (on
étudiera f(nT') pour n € IN).
Exercice 11.

1. Soit f: R — R dérivable. Montrer que |f| admet en tout point une dérivée a droite et
une dérivée a gauche.

2. Soit f: R — R dérivable telle que Yz € R, f'(z) # 0. Montrer que |f| est dérivable.

Exercice 12. Soit f: R — R dérivable et a € R tel que f'(a) # 0.
1. Montrer qu’il existe un voisinage V' de a tel que V z € V' \ {a}, f(z) # f(a).

2. Si f" est continue au point a, montrer qu'’il existe un voisinage V' de a tel que f}y soit
injective.

1
Exercice 13. # Soit f : R* — R définie par f(z) = 22 sin —. Montrer que f est prolongeable
x

par continuité en 0 ; on note encore f la fonction prolongée. Montrer que f est dérivable sur
R mais que f’ n’est pas continue en 0.



Exercice 14. Montrer que le polynome P, défini par
Pt)=[1-t*)"]

est un polynome de degré n dont les racines sont réelles, simples et appartiennent a [—1, 1].

Exercice 15. # Soit f une fonction n fois dérivable sur |a, b s’annulant en n + 1 points de
Ja,b[. Montrer que si ™ est continue alors il existe un point zo de ]a, b[ tel que £ (o) = 0.

Exercice 16. Par application du théoreme des accroissements finis a f(z) = Inx sur [n,n+ 1]

montrer que
“ 1
Su=2_%
k=1
tend vers I'infini quand n tend vers I'infini.

Exercice 17. Soit f : R — R continue en 0. Montrer que f est dérivable en 0, et f/(0) =1 si
et seulement si :

f(h) — f(=F)

Ve > 0,36 > 0tqV h,k €]0,4], ’ — /| <e.

Exercice 18. Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) =0, et f'(a) > 0, f'(b) > 0.
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que f(c) =0, et f'(¢) < 0.

Exercice 19. # Soit f une fonction dérivable sur Uintervalle [a, +o00[ telle que f(a) = 0 et
lim; . f = 0. Montrer qu’il existe un réel ¢ > a vérifiant f'(c) = 0.

Exercice 20. Déterminer en fonction du réel a le nombre de solutions de I’équation e* = ax.

Exercice 21. Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] avec a < b. On suppose que f(a) =0
et que f(b)f'(b) < 0. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b] tel que f’'(c) = 0.

Exercice 22. Soit f deux fois dérivable sur R™, bornée et telle que f” > 0. Montrer que f est
décroissante sur R™*.

Exercice 23. Soit f : [a,b] — R dérivable, telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que pour tout
d € R\ [a,b], il existe une tangente au graphe de f passant par le point (d,0).

Exercice 24. Soit f : [a,b] — R dérivable. On suppose que : ¥V z € [a,b], f'(z) # 0. Montrer
que f’ est de signe constant.

Exercice 25. Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(z) — f(a) quand 2 — +oo. Montrer
qu'il existe x € ]a, 00| tel que f'(x) = 0.

Exercice 26. Soit f : R — R dérivable et bornée telle que f'(x) tende vers [ quand x — +00.
Montrer que [ = 0.



Exercice 27.

1. Soit f: R — R dérivable telle que f’'(z) tende vers [ quand x — +o00. Montrer que

@ — [ quand x — +00.

2. Chercher un contrexemple pour la réciproque.

Exercice 28. # [Reégle de I'Hospital] Soient f,g : [a,b] — R dérivables avec V z €]a, ],
g'(x) # 0.
1. Montrer qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que :
fb) = fla) _ f'(c)
g(b) —g(a)  g'(c)
(Appliquer le théoreme de Rolle a f — Ag, o1 A est un réel bien choisi).
2. En déduire que si

/
f/(a:) — 1, quand z — a™,
g'(x)
alors (regle de I’'Hospital)
M — 1, quand z — a™.
9(x) — g(a)

3. Application : déterminer
) cost — e
lim

a—0t (z 4+ 1)er — 1

Exercice 29. A l'aide du TAF, déterminer

In(si —1
lim Il(SlI‘I x) — In(cos z) ‘
rz—7 /4 SN — COST

Exercice 30. Soit f : [a,b] — R de classe C'. Démontrer que :

Ve>0,36>0tel queV z,y € [a,b], si0< |z —y|<d, alors

Exercice 31. Soit f : [a,b] — R de classe C?.
1. On suppose que f(a) = f(b) = 0. Soit ¢ € ]a,b]. Montrer qu'il existe d € |a, b| tel que :

7 = =0 pry

(Considérer g(t) = f(t) + A(t —a)(b—t) ou A est choisi de sorte que g(c) = 0)



2. Cas général : Soit ¢ € Ja,b[. Montrer qu’il existe d € ]a, b[ tel que :

_b—c c—a (c—a)(b—c)
BT A Al e e

f(e) f(d).

Exercice 32. [Dérivées n-iemes|

. 7 VL . . 3
1. Etablir une formule de récurrence pour les dérivées successives de la fonction x +— e*".

2. Calculer la dérivée n-ieme de z — (2 + 222 — 5)e™®.

2 3

3. Calculer la dérivée n-itme de o — sinx, s sin®z et x — h(z) = sin® x + cos® z.

Exercice 33. Etant donné f et g deux fonctiosn dérivables a l'ordre n sur un intervalle I,
montrer par récurrence que la dérivé d’ordre n du produit fg sur cet intervalle est

(F)™ =D Cn 1™ g0,
k=0

z241
1) et

En déduire les dérives successives des fonctions z — z%e*, x +— 2%(1 + 2)", x —

x— 2" In(x).

Exercice 34. Soient a et b deux réels et f(x) = (v — a)"(x — b)". Calculer f™ et en déduire

2 k= (C)*.

Exercice 35. Soit f(z) = exp(—x%) siz#0et f(0)=0. Montrer que f est C* et que pour

tout n € N on a f((0) = 0.

Exercice 36. Soit n > 2 un entier fixé et f : Rt — R la fonction définie par
fla)=(0+a")1+z)™"

l.a. Montrer que f est dérivable sur R™ et calculer f’(x) pour tout z > 0.

L.b. En étudiant le signe de f’(z) sur R, montrer que f atteint un minimum sur R* que
I’on déterminera.

2.a. En déduire que

(1+z)"<2" Y1 +2"), VzeR".
2.b. Montrer que si x € R et y € RT alors on a

(y+2)" <2 Hy" +2"), VreR'.



Exercice 37. Pour tout n > 2, on définit sur R la fonction
x

fn: m|—>x—cos(—>.

n
1. Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique réel z,, €]0, 1| vérifiant

Tn,
T, = cos|—
n

2. Montrer que pour tout x €0, 1] et tout n > 2, on a 'inégalité

fn<x) > fn+1(x)'

En déduire que la suite (z,),>2 est croissante.

3. Etudier la convergence de la suite (z,,)n>2.

Exercice 38. On considere la fonction f : R — R définie par f(t) = ei sit <0 et 0 sinon.

1. Montrer que f est dérivable sur R et en particulier en 0.
2. Etudier 'existence de f”(0).

3. On cherche a montrer que pour t < 0, la dérivée n-ieme de f s’écrit
FU(@) = et 7 Po(t)

ou P, est une fonction polynomiale.
3.a. Trouver P; et P.
3.b. Trouver une relation de récurrence entre P, .1, P, et P, pour tout n € IN*.

4. Montrer que f est de classe C*°.

Exercice 39. Soit o > 0. On consideére la suite

1. Montrer que l'on a s9,(1) — s,(1) >
2. En déduire que la suite (s,(1)),, diverge pour tout a € [0, 1].

3. Montrer que pour tout x > 0
a(z+1)"O) <pm (24 1) < qz@F,



7

Exercice 40. Soient a un nombre réel strictement positif et g :] — a,a[— R une fonction de
classe C telle que g(0) = 0. Soit f :] —a,a[\{0} — R la fonction définie par f(z) = @.

1. Montrer que f se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que f est de classe C* sur | — a,a[\{0} et exprimer f(z) en fonction des
dérivées de g.

3. Montrer que pour tout x €] — a,a[, il existe 6 €]0, 1] tel que 'an ait
2 n n+1

_ Ly = ) ) ) — (i ()
o) + 70/ (x) = G0"(@) o+ (1) g () = (1) g 6
4. En déduire que pour tout n € N, la limite lim,_q f™(z) existe.
5. Montrer que f est de classe C* sur | — a, af.
Exercice 41. Soit f : [ = [-1,1] — R une fonction impair de classe C*. On suppose que

la dérivée f©® existe sur 1. On pose a = §f'(1) + 2f/(0) — f(1) et on considere la fonction g
définie sur / comme suit

g(@) = f(a) = 5(/'(@) +2'(0) + aa”

1. Montrer que g est de classe C3. Exprimer g, ¢” et ¢©

) en fonction des dérivées de f.
2. Calculer ¢(0),4'(0) et g”(0).
3. Montrer quil existe 3 € I tel que I'on ait g©®(3) = 0.

4. Montrer qu’il existe v € I tel que 'on ait

1 2 1
D= =f(1)+=f(0) — — fO().
FO) = 2P+ 210~ 5 F9()
Exercice 42. Soit g :] —00,0] — R la fonction définie par g(x) = e* —x et soit h : [0, +oo[— R
la fonction définie par h(z) = e* — .

1. Montrer que g et h sont des bijections de | — oo, 0] sur [1, 4+o00[ et de [0, +oo] sur [1, +o00|
respectivement. Tracer leurs graphes sur un méme dessin.

2. Pour tout z,y appartenant a R, on pose ®(z,y) = % silonax#yet ®(z,x) =e".
Montrer qu’il existe une unique application ¢ : R — R telle que, pour tout z € R, on

ait ®(x, ¢(x)) = 1.

3. Montrer que ¢ est dérivable sur R* et exprimer ¢/(x) en fonction de = et ¢(z).



4. Montrer que ¢ est dérivable en 0 et que 'on a ¢/(0) = —1.

Exercice 43. Trouver les fonctions f : R — R dérivables en 0 telles que

INeRT\{-1}, VzeR, f(Ox)=2f(z).



