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lyi sirali kiimeler

@ X bir kiime olmak lizere, X tizerinde tanimh bir < bagintisi

e asimetri, yani Vx,y € X x <y =y AXx
o geciskenlik, yani Vx,y,z€ X (x <yAy <z)—=>x<z
o tamlk, yaniVx,y € X x<yVx=yVy<x

ozelliklerini saghyorsa, (X, <) yapisina dogrusal sirali bir kiime denir.

e (X, <) dogrusal sirali bir kiime olmak iizere, bos olmayan her S C X
alt kiimesinin <-minimal elemani varsa, bu durumda (X, <) yapisina
iyi sirali kiime denir.

o Es deger olarak, dogrusal sirali bir (X, <) kiimesinde
e <X Xx3 <X X2 < X1 < Xo
bagintilarini saglayan bir (x,)nen dizisi yoksa, o zaman (X, <) bir iyi

sirali kimedir.
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e (N, <) bir iyi sirali kiimedir.
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e (N, <) bir iyi sirali kiimedir.

e (R, <) bir dogrusal sirali kiimedir ama iyi sirali bir kiime degildir
¢tinkii (0,1) C R alt kiimesinin <-minimal elemani yoktur.
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e (N, <) bir iyi sirali kiimedir.

e (R, <) bir dogrusal sirali kiimedir ama iyi sirali bir kiime degildir
¢tinkii (0,1) C R alt kiimesinin <-minimal elemani yoktur.

@ Benzer sekilde, (Z, <) bir dogrusal sirali kiimedir ama iyi sirali degildir
clinki Z~ C Z alt kiimesinin <-minimal elemani yoktur.

o Ote yandan Z kiimesi uzerindeki m < n ancak ve ancak
(mneZ An<m)V(mneNAmM<n)V

(meZ AneNAn<m)

seklinde tanimlanan < bagintisi icin (Z, <) iyi sirali bir kiimedir.

0<1<2<3<-+<-1<-2<-3<...
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

@ Bir ordinal elemani olmak iliskisi € tarafindan iyi siralanmis bir
gecisken kiimedir.
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

@ Bir ordinal elemani olmak iliskisi € tarafindan iyi siralanmis bir
gecisken kiimedir.

@ Eger « bir ordinalse, o zaman S(a) = aU {a} da bir ordinaldir. Eger
S kiimesinin elemanlar ordinallerse, o zaman Uaesa bir ordinaldir.

o Ik birkac ordinal asagidaki gibidir.

0=10
1={0}
2 ={0,1}
3=1{0,1,2}

w=1{0,1,2,...}

Her iyi siralanmis (S, <) kiimesi biricik bir (o, €) ordinaline es yapisaldir.
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

@ « ve [ ordinaller olmak tizere a + 8 ordinali 8'nin bir kopyasinin «’'nin
ardina eklenmesiyle elde edilen iyi sirali kiimenin siralama tipidir.
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

@ « ve [ ordinaller olmak tizere a + 8 ordinali 8'nin bir kopyasinin «’'nin
ardina eklenmesiyle elde edilen iyi sirali kiimenin siralama tipidir.

o(")rneéin,
2 eoe
w eee. ..
W+2 eee.. .00

24w eeee. ..

Demek ki 2+ w =w ve 24+ w # w + 2.
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

@ « ve [ ordinaller olmak tizere a + 8 ordinali 8'nin bir kopyasinin «’'nin
ardina eklenmesiyle elde edilen iyi sirali kiimenin siralama tipidir.

° (")rneéin,

2 eoe
w eee. . .
W+2 eee...00

24w eeee. ..

Demek ki 2+ w =w ve 24+ w # w + 2.

@ Ordinal toplamasi, dogal sayilardaki toplamanin her o6zelligine sahip
olmasa da birlesme, sagdan sadelestirme gibi bazi 6zelliklerine sahiptir.
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

@ « ve 3 ordinaller olmak tizere « - 8 ordinali a'nin 3 tane sirali

kopyasinin art arda eklenmesiyle elde edilen iyi sirali kiimenin siralama

tipidir.

° Orne‘g’;in,

2

Demek ki 2-w =w ve 2 -
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

@ « ve 3 ordinaller olmak tizere « - 8 ordinali a'nin 3 tane sirali
kopyasinin art arda eklenmesiyle elde edilen iyi sirali kiimenin siralama

tipidir.
oérne‘g’;in,
2 oo
w o006 ..
W-2 eee.. . eee. ..
2w eeeeece.. .

Demek ki2 - w=wve2- -w#w-2.
@ Ordinal carpmasi, dogal sayilardaki carpmanin her ozelligine sahip
olmasa da birlesme, sagdan sadelestirme gibi bazi 6zelliklerine sahiptir.
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

e « ve j ordinaller olmak iizere o ordinali 3'dan «'ya sonlu destekli
fonksiyonlar kiimesinin (ters) sozliik siralamasiyla elde edilen iyi sirali
kiimenin siralama tipidir.
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

e « ve j ordinaller olmak iizere o ordinali 3'dan «'ya sonlu destekli
fonksiyonlar kiimesinin (ters) sozliik siralamasiyla elde edilen iyi sirali
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Kimeler Kurami 101: Ordinaller tizerine bir yogun ders

e « ve j ordinaller olmak iizere o ordinali 3'dan «'ya sonlu destekli
fonksiyonlar kiimesinin (ters) sozliik siralamasiyla elde edilen iyi sirali
kiimenin siralama tipidir.

° (")rneéin, 2'den w'ya sonlu destekli fonksiyonlar kiimesini w lzerinde 2
uzunlugunda diziler kiimesi olarak diisiiniirsek w? ordinali

(0,0) < (1,0) < --- < (0,1) < (1,1) < --- < (0,2) < (1,2) < ...
kiimesinin iyi siralama tipidir. Goriilebilecegi iizere w? = w - w.

@ Ordinallerde us alma islemi, dogal sayilardaki iis alma isleminin ¢cogu
ozelligine sahiptir.
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Ordinallerin bir resmi
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Ordinallerin Cantor normal formu
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Ordinallerin Cantor normal formu

Teorem

« > 0 bir ordinal olsun. O zaman 6yle 31 > B2 > --- > [, ordinalleri ve
oyle ki, ko, ..., k, pozitif tam sayilari bulunabilir ki

azwﬁl‘k1+w52-k2+---+w5".kn

olur. Dahasi, o’'nin bu sekilde temsili biriciktir.
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Ordinallerin Cantor normal formu

Teorem

« > 0 bir ordinal olsun. O zaman 6yle 31 > B2 > --- > [, ordinalleri ve
oyle ki, ko, ..., k, pozitif tam sayilari bulunabilir ki

azwﬁl‘k1+w52-k2+---+w5".kn

olur. Dahasi, o’'nin bu sekilde temsili biriciktir.

@ Bu temsile a’'nin Cantor normal formu denir.

@ Bir ordinalin Cantor normal formu bu ordinalin w-tabaninda yazimi
olarak dustuniilebilir.

o Diger taraftan, dogal sayilarin standart tabanlarda yazimindan farkh
olarak, bir ordinalin Cantor normal formu kendisini barindirabilir.

Burak Kaya (ODTU) HUMDAT 31 Mayis 2023 10/31



Ordinallerin Cantor normal formu

Teorem

« > 0 bir ordinal olsun. O zaman 6yle 31 > B2 > --- > [, ordinalleri ve
oyle ki, ko, ..., k, pozitif tam sayilari bulunabilir ki

azwﬁl‘k1+w62-k2+---+w5".kn

olur. Dahasi, o’'nin bu sekilde temsili biriciktir.

@ Bu temsile a’'nin Cantor normal formu denir.

@ Bir ordinalin Cantor normal formu bu ordinalin w-tabaninda yazimi
olarak dustuniilebilir.

o Diger taraftan, dogal sayilarin standart tabanlarda yazimindan farkh
olarak, bir ordinalin Cantor normal formu kendisini barindirabilir.
Ornegin, o = sup{w,w”,w*”,...} olmak iizere eg = w olur.
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Bolum Il: Herkul ve Hidra
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Cizge Kurami 101: Temel tanimlar

o V bir kiime ve E C [V]? olmak iizere (V, E) yapisina bir cizge denir.
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Cizge Kurami 101: Temel tanimlar

o V bir kiime ve E C [V]? olmak iizere (V, E) yapisina bir cizge denir.
e V kose kiimesinin sonlu oldugu durumlarda (V/, E) ¢izgesi bir
diyagramla temsil edilebilir:
e V'deki her eleman icin bir nokta koy.
o Her {v,w} € E sirasiz ikilisi icin v ve w kdselerini temsil eden noktalari
bir cizgiyle (ya da egriyle) birlestir.
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e V kose kiimesinin sonlu oldugu durumlarda (V/, E) ¢izgesi bir
diyagramla temsil edilebilir:
e V'deki her eleman icin bir nokta koy.
o Her {v,w} € E sirasiz ikilisi icin v ve w kdselerini temsil eden noktalari
bir cizgiyle (ya da egriyle) birlestir.
@ Bir cizgenin herhangi iki kosesi arasinda her zaman bir patika
bulunabiliyorsa bu ¢izgeye baglantili denir.
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Cizge Kurami 101: Temel tanimlar

o V bir kiime ve E C [V]? olmak iizere (V, E) yapisina bir cizge denir.
e V kose kiimesinin sonlu oldugu durumlarda (V/, E) ¢izgesi bir
diyagramla temsil edilebilir:
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o Her {v,w} € E sirasiz ikilisi icin v ve w kdselerini temsil eden noktalari
bir cizgiyle (ya da egriyle) birlestir.
@ Bir cizgenin herhangi iki kosesi arasinda her zaman bir patika
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o Icerisinde dongii barindirmayan baglantili cizgelere agac denir.
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Cizge Kurami 101: Temel tanimlar

V bir kiime ve E C [V]? olmak iizere (V, E) yapisina bir cizge denir.
V kose kiimesinin sonlu oldugu durumlarda (V, E) cizgesi bir
diyagramla temsil edilebilir:

e V'deki her eleman icin bir nokta koy.
o Her {v,w} € E sirasiz ikilisi icin v ve w kdselerini temsil eden noktalari
bir cizgiyle (ya da egriyle) birlestir.

Bir ¢izgenin herhangi iki kosesi arasinda her zaman bir patika
bulunabiliyorsa bu ¢izgeye baglantili denir.

Icerisinde dongl barindirmayan baglantili ¢izgelere agac denir.
(V, E) bir agag ve r € V olmak tizere (V, E, r) yapisina bir koklii
agac denir.
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Cizge Kurami 101: Temel tanimlar

V bir kiime ve E C [V]? olmak iizere (V, E) yapisina bir cizge denir.
V kose kiimesinin sonlu oldugu durumlarda (V, E) cizgesi bir
diyagramla temsil edilebilir:

e V'deki her eleman icin bir nokta koy.
o Her {v,w} € E sirasiz ikilisi icin v ve w kdselerini temsil eden noktalari
bir cizgiyle (ya da egriyle) birlestir.

Bir ¢izgenin herhangi iki kosesi arasinda her zaman bir patika
bulunabiliyorsa bu ¢izgeye baglantili denir.

Icerisinde dongl barindirmayan baglantili ¢izgelere agac denir.
(V, E) bir agag ve r € V olmak tizere (V, E, r) yapisina bir koklii
agac denir.

e (V,E,r) bir kokli agag¢ olmak lizere V'nin derecesi 1 olan kokten
farkl koselerine yaprak denir.
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@ Bir hidrayr matematiksel olarak bir sonlu kokli (V, E, r) agaciyla
temsil edebiliriz.
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@ Bir hidrayr matematiksel olarak bir sonlu kokli (V, E, r) agaciyla
temsil edebiliriz. Bu durumda agacin yapraklari hidranin kafalarini
temsil edecektir.
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@ Bir hidrayr matematiksel olarak bir sonlu kokli (V, E, r) agaciyla
temsil edebiliriz. Bu durumda agacin yapraklari hidranin kafalarini
temsil edecektir.

o Herkiil kokten farkh bir hidranin (agacin) kafalarini (yapraklarini)
kesmeye baslasin.

@ Herkil n. adimda bu kokli agacin bir yapragini kestigi zaman,
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@ Bir hidrayr matematiksel olarak bir sonlu kokli (V, E, r) agaciyla
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o Herkiil kokten farkh bir hidranin (agacin) kafalarini (yapraklarini)
kesmeye baslasin.

@ Herkil n. adimda bu kokli agacin bir yapragini kestigi zaman,

o eger kesilen yaprak koke bagliysa, bu durumda aga¢ degisime
ugramamakta,
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@ Bir hidrayr matematiksel olarak bir sonlu kokli (V, E, r) agaciyla
temsil edebiliriz. Bu durumda agacin yapraklari hidranin kafalarini
temsil edecektir.

o Herkiil kokten farkh bir hidranin (agacin) kafalarini (yapraklarini)
kesmeye baslasin.
@ Herkil n. adimda bu kokli agacin bir yapragini kestigi zaman,
o eger kesilen yaprak koke bagliysa, bu durumda aga¢ degisime
ugramamakta,
o eger kesilen yaprak koke bagh degilse, bu durumda agacin kesilen
yapragindan koke dogru bir adim ilerledikten sonra erisilen kosesinden
agacin “Ustte kalan” parcasinin n kopyasi ¢citkmaktadir.
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@ Bir hidrayr matematiksel olarak bir sonlu kokli (V, E, r) agaciyla
temsil edebiliriz. Bu durumda agacin yapraklari hidranin kafalarini
temsil edecektir.

o Herkiil kokten farkh bir hidranin (agacin) kafalarini (yapraklarini)
kesmeye baslasin.

@ Herkil n. adimda bu kokli agacin bir yapragini kestigi zaman,

o eger kesilen yaprak koke bagliysa, bu durumda aga¢ degisime
ugramamakta,

o eger kesilen yaprak koke bagh degilse, bu durumda agacin kesilen
yapragindan koke dogru bir adim ilerledikten sonra erisilen kosesinden
agacin “Ustte kalan” parcasinin n kopyasi ¢citkmaktadir.

@ Eger hidranin sadece kokii kalirsa, bu durumda Herkdl hidrayr maglup
etmis sayilir.
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@ Bir hidrayr matematiksel olarak bir sonlu kokli (V, E, r) agaciyla
temsil edebiliriz. Bu durumda agacin yapraklari hidranin kafalarini
temsil edecektir.

Herkiil kokten farkli bir hidranin (agacin) kafalarini (yapraklarini)
kesmeye baslasin.
Herkil n. adimda bu kokli agacin bir yapragini kestigi zaman,
o eger kesilen yaprak koke bagliysa, bu durumda aga¢ degisime
ugramamakta,
o eger kesilen yaprak koke bagh degilse, bu durumda agacin kesilen
yapragindan koke dogru bir adim ilerledikten sonra erisilen kosesinden
agacin “Ustte kalan” parcasinin n kopyasi ¢citkmaktadir.

Eger hidranin sadece koku kalirsa, bu durumda Herkil hidrayr maglup
etmis sayilir.

@ Herkiil hidrayr her zaman maglup edebilir mi? Herkiltin hangi
stratejiyi takip etmesi lazim?
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Hidra nasil buytr?

-

after stage 1

after stage 2 after stage 3
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Paris-Kirby teoremi

Teorem (Paris-Kirby)

Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.
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Paris-Kirby teoremi

Teorem (Paris-Kirby)

Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Bu teoremi kanitlayabilmek i¢in once her hidraya bir sayilabilir ordinal
atayacagiz.
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Paris-Kirby teoremi

Teorem (Paris-Kirby)

Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Bu teoremi kanitlayabilmek i¢in once her hidraya bir sayilabilir ordinal
atayacagiz. Verilen bir H = (V/, E, r) hidrasi i¢in ayy ordinali 6zyinelemeli
olarak
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Paris-Kirby teoremi

Teorem (Paris-Kirby)

Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Bu teoremi kanitlayabilmek i¢in once her hidraya bir sayilabilir ordinal
atayacagiz. Verilen bir H = (V/, E, r) hidrasi i¢in ayy ordinali 6zyinelemeli
olarak

@ eger hidra sadece kokten olusuyorsa ayy = 0,
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Paris-Kirby teoremi

Teorem (Paris-Kirby)
Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Bu teoremi kanitlayabilmek i¢in once her hidraya bir sayilabilir ordinal
atayacagiz. Verilen bir H = (V/, E, r) hidrasi i¢in ayy ordinali 6zyinelemeli
olarak
@ eger hidra sadece kokten olusuyorsa ayy = 0,
@ eger hidra sadece kokten olusmuyorsa, o zaman agacin kokiine bagl
koseleri kok kabul eden alt hidralarin ordinalleri v3 > v > --- > v,

olmak tzere
ag =Wt 4+w? 4. Fwh

seklinde tanimlansin.
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Paris-Kirby teoremi

Teorem (Paris-Kirby)

Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Bu teoremi kanitlayabilmek i¢in once her hidraya bir sayilabilir ordinal
atayacagiz. Verilen bir H = (V/, E, r) hidrasi i¢in ayy ordinali 6zyinelemeli
olarak

@ eger hidra sadece kokten olusuyorsa ayy = 0,

@ eger hidra sadece kokten olusmuyorsa, o zaman agacin kokiine bagl
koseleri kok kabul eden alt hidralarin ordinalleri v3 > v > --- > v,
olmak uzere

O[H:w’h +w’72+,,,+w7n

seklinde tanimlansin. Hidralarin yiiksekligi sonlu oldugu icin bu
ozyinelemeli prosediir her hidra icin sonlanacak ve her hidraya €p'dan
kiictik bir ordinal say atayacaktir.
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Hidralardan ordinallere
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Herkul'tun gucu

Verilen kékten farkli bir H = (V, E, r) hidrasinin bir yapragi kesildikten
sonra olusan hidra H' = (V' E',r") olsun. O zaman ap < ay.
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Herkul'tun gucu

Verilen kékten farkli bir H = (V, E, r) hidrasinin bir yapragi kesildikten

sonra olusan hidra H' = (V', E', r'") olsun. O zaman ap < ap.
7 ) M

Teorem (Paris-Kirby)
Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.
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Herkul'tun gucu

Verilen kékten farkli bir H = (V, E, r) hidrasinin bir yapragi kesildikten

sonra olusan hidra H' = (V' E',r") olsun. O zaman ap < ay.

Teorem (Paris-Kirby)
Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Verilen bir Hy = (V, E, r) hidrasi icin Herkdil hidranin yapraklarini istedigi

bir sirada kesmeye baslasin.
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Herkul'tun gucu

Verilen kékten farkli bir H = (V, E, r) hidrasinin bir yapragi kesildikten

sonra olusan hidra H' = (V' E’, r'") olsun. O zaman ap < ay.

Teorem (Paris-Kirby)
Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Verilen bir Hy = (V, E, r) hidrasi icin Herkdil hidranin yapraklarini istedigi
bir sirada kesmeye baslasin. Herkil’in n.adim sonunda elde ettigi hidra H,

olsun. Onsav geregi oy, > gy > ... olacaktir.
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Herkul'tun gucu

Verilen kékten farkli bir H = (V, E, r) hidrasinin bir yapragi kesildikten
sonra olusan hidra H' = (V' E’, r'") olsun. O zaman ap < ay.

Teorem (Paris-Kirby)
Herkiil her stratejide hidrayr maglup eder.

Verilen bir Hy = (V, E, r) hidrasi icin Herkdil hidranin yapraklarini istedigi
bir sirada kesmeye baslasin. Herkiil’iin n.adim sonunda elde ettigi hidra H,
y olacaktir. Ancak ordinaller iyi siral
bir sinif oldugundan sonsuz azalan bir ordinal dizisi olamaz. Demek ki
yeterince bliyiik bir n € N icin Hy, hidrasi sadece kokten olusmak zorunda.

olsun. Onsav geregi oy > gy > ...
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Bolum |ll: Goodstein teoremi
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Pur b-tabani temsili

@ Bir b > 2 tam sayisi alalim.
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Pur b-tabani temsili

@ Bir b > 2 tam sayisi alalim.

@ Her n € Z™ icin n'nin piir b-tabani temsili
e eger b > n>1ise, n'nin pur b-tabani temsili n olarak,
e eger n > b ise, n'nin b-tabaninda geleneksel temsili

n=>b"c+b™1c_1+---+bM¢

olmak lizere bu temsildeki her pozitif m; tssiintin pir b-tabanindaki
temsiliyle degistirilmesiyle,

ozyinelemeli bir bicimde elde edilir.
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Pur b-tabani temsili

@ Bir b > 2 tam sayisi alalim.
@ Her n € Z™ icin n'nin piir b-tabani temsili
e eger b > n>1ise, n'nin pur b-tabani temsili n olarak,
e eger n > b ise, n'nin b-tabaninda geleneksel temsili
n=>b"c,+ b™1ck_1+ -+ b™Mc
olmak lizere bu temsildeki her pozitif m; tssiintin pir b-tabanindaki
temsiliyle degistirilmesiyle,
ozyinelemeli bir bicimde elde edilir.

o Ornegin, 116 sayisinin piir 3-tabani temsili

116 =3%1+33.1431.242=3%+1.1433 .143.242
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Pur b-tabani temsili

@ Bir b > 2 tam sayisi alalim.
@ Her n € Z™ icin n'nin piir b-tabani temsili

e eger b > n>1ise, n'nin pur b-tabani temsili n olarak,
e eger n > b ise, n'nin b-tabaninda geleneksel temsili

n=>b"c+b™1c_1+---+bM¢

olmak lizere bu temsildeki her pozitif m; tssiintin pir b-tabanindaki
temsiliyle degistirilmesiyle,

ozyinelemeli bir bicimde elde edilir.

o Ornegin, 116 sayisinin piir 3-tabani temsili
116 =3*143.1+3".242=3"1.143%.143".242
pur 2-tabani temsili

1 1 1
116 = 26.1425.142%.1422.1 = 227 +2" .14 22 +1.1 1 2% 14 92" 4
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e Her n € Z7 icin Rp(n) sayisi n'nin piir b-tabani temsilindeki tim
b'lerin b+ 1 ile degistirilmesiyle olusan sayi olmak lizere
Ry : Z7" — 77 fonksiyonunu ele alalim.

Burak Kaya (ODTU) HUMDAT 31 Mayis 2023 20/31



e Her n € Z7 icin Rp(n) sayisi n'nin piir b-tabani temsilindeki tim
b'lerin b+ 1 ile degistirilmesiyle olusan sayi olmak uzere
Ry : ZF — 7 fonksiyonunu ele alalim. Ornegin,

R3(116) = 4% +1 4 4% .14 4. 242

@ Her n € N igin n ile baslayan Goodstein dizisi G"” 6zyineleme olarak su
sekilde tanimlansin:
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e Her n € Z7 icin Rp(n) sayisi n'nin piir b-tabani temsilindeki tim
b'lerin b+ 1 ile degistirilmesiyle olusan sayi olmak uzere
Ry : ZF — 7 fonksiyonunu ele alalim. Ornegin,

R3(116) = 4% +1 4 4% .14 4. 242

@ Her n € N igin n ile baslayan Goodstein dizisi G"” 6zyineleme olarak su
sekilde tanimlansin:
o G =nve
o Eger G > 0ise G/, ; = Riy2(G7) — 1,
o Eger G =0 ise QZH =0,
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:
° QS’ =3
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:
° QS’ =3
0 Gl =R(B)=R(2'+1)-1=3"+1-1=3
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

° QS’ =3

e G3=RB)=R2'+1)-1=3'+1-1=3
0 G3=R(3)=R(3})—1=4'-1=3
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

og8:3

e G3=RB)=R2'+1)-1=3'+1-1=3
0 G3=R(3)=R(3})—1=4'-1=3

0 G3=R(3)=R3)—1=3-1=2
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

og8:3

e G3=RB)=R2'+1)-1=3'+1-1=3
0 G3=R(3)=R(3})—1=4'-1=3

0 G3=R(3)=R3)—1=3-1=2

0 G3=Rs(2)=Rs(2)—1=2-1=1
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

og8:3

e G3=RB)=R2'+1)-1=3'+1-1=3
0 G3=R(3)=R(3})—1=4'-1=3

0 G3=R(B)=R(3)-1=3-1=2

° GiI=Rs(2)=Rs(2)—1=2-1=1

0 GE=Rs(1)=Rs(1)-1=1-1=0
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o G3 dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

e G3=RB)=R2'+1)-1=3'+1-1=3
0 G3=R(3)=R(3})—1=4'-1=3

0 G3=R(3)=R3)—1=3-1=2

0 G3=Rs(2)=Rs(2)—1=2-1=1

0 GE=Rs(1)=Re(1)—1=1-1=0

e G3 dizisi 6 adim sonunda 0’a ulasiyor.
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:
° gg =4
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:
° gg =4
0 G=Ry(4)=Ry(22)—1=3"-1=26
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

° gg =4

0 G=Ry(4)=Ry(22)—1=3"-1=26

° G5 = R3(26) = R3(3%-2+3'-2+2)-1=42.24+41.242-1=41
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

° gg:4

0 G=Ry(4)=Ry(22)—1=3"-1=26

° Gy =R3(26) = R3(3?-2+3'-2+2)—1=42.2+41.242-1=41
© G3 = Ry(41) = R3(4%-2+41.2+1)—1=52.2+51.24+1-1=60
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

e Gi=4

0 G=Ry(4)=Ry(22)—1=3"-1=26

° G5 = R3(26) = R3(32-2+3'-2+2)—1=42.24+41.242-1=141
° GF = Ry(41) = R3(4%2-24+41.241)-1=52.24+51.24+1-1=60
o Gt = Rs(60) = R3(5%-2+51-2)—1=62-24+6'-2—-1=283
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

° gg:4

0 G=Ry(4)=Ry(22)—1=3"-1=26

° Gy =R3(26) = R3(3?-2+3'-2+2)—1=42.2+41.242-1=41
° GF = Ry(41) = R3(4%2-24+41.241)-1=52.24+51.24+1-1=60
o Gt = Rs(60) = R3(5%-2+51-2)—1=62-24+6'-2—-1=283

o ...
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e G* dizisinin ilk birkac elemani su sekildedir:

° gg:4

0 G=Ry(4)=Ry(22)—1=3"-1=26

° Gy =R3(26) = R3(3?-2+3'-2+2)—1=42.2+41.242-1=41
° GF = Ry(41) = R3(4%2-24+41.241)-1=52.24+51.24+1-1=60
o Gt = Rs(60) = R3(5%-2+51-2)—1=62-24+6'-2—-1=283

o ...

o G* dizisi 3 - 2402653211 _ 5 5dim sonunda 0'a ulasiyor.
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Goodstein teoremi

Her n € Z igin &yle bir m € N vardir ki G = 0 olur.
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Goodstein teoremi
Her n € Z igin &yle bir m € N vardir ki G = 0 olur. \

Goodstein fonksiyonu G : ZT — N su sekilde tanimlansin:

G(n)=min{meN:G, =0} +1

Dolayisiyla
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Goodstein teoremi
Her n € Z igin &yle bir m € N vardir ki G = 0 olur. \

Goodstein fonksiyonu G : ZT — N su sekilde tanimlansin:

G(n)=min{meN:G, =0} +1

Dolayisiyla

. 9402653211 _ o
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Goodstein teoremi

Kanit (Ana fikir)

Her b > 2 tam sayisi ve n € Z icin n sayisinin bir piir b-tabani
temsilindeki tiim b’lerin w'ya degistirildiginde elde edilen ordinal say: f(n)
olmak iizere f, : ZW — €q fonksiyonunu ele alalim.
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Goodstein teoremi

Kanit (Ana fikir)

Her b > 2 tam sayisi ve n € Z icin n sayisinin bir piir b-tabani
temsilindeki tiim b’lerin w'ya degistirildiginde elde edilen ordinal say: f(n)
olmak iizere f, : ZW — €q fonksiyonunu ele alalim.

Bu durumda £,(G§) > f3(G7) > fa(G5) > ... azalan bir ordinal dizisi
olacaktir.
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Goodstein teoremi

Kanit (Ana fikir)

Her b > 2 tam sayisi ve n € Z icin n sayisinin bir piir b-tabani
temsilindeki tiim b’lerin w'ya degistirildiginde elde edilen ordinal say: f(n)
olmak iizere fy, : Z* — €g fonksiyonunu ele alalim.

Bu durumda £,(G§) > f3(G7) > fa(G5) > ... azalan bir ordinal dizisi
olacaktir. Ordinaller iyi sirali bir sinif oldugu icin bu dizi sonlu adimda 0’a
erismek zorundadir. Demek ki yeterince bliyiik bir m € N icin G, = 0
olmal.
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Bolim IV: Metamatematiksel bazi sonuclar
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta calisalim.
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan
olusur,

Burak Kaya (ODTU) HUMDAT 31 Mayis 2023 26 /31



Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan
olusur,

o Vx S(x)#0
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan
olusur,

o Vx S(x)#0
o VxVy S(x)=S(y) > x=y
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan
olusur,

o Vx S(x)#0
o VxVy S(x)=S(y) > x=y
o Vx x+0=x
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan

olusur,
o Vx S(x)#0
o VxVy S(x)=S(y) > x=y
o Vx x+0=x
o VxVy x4+ S(y)=S(x+y)
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan
olusur,

Vx S(x)#0

VxVy S(x)=S(y) > x=y

Vx x+0=x

VxVy x4+ S(y) = S(x+y)

Vx x-0=0
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan
olusur,

Vx S(x)#0

VxVy S(x)=S(y) > x=y

Vx x4+0=x

VxVy x4+ S(y) = S(x+y)

Vx x-0=0

VxVy x-S(y)=x-y+x
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Peano aritmetigi

@ Birincil derece mantikta ¢alisalim. Dilimiz, 4 ve - ikili islem
sembolleri, S bir tekli islem sembolii ve 0 bir sabit sembolii olmak
tizere {+,-,0,S} kiimesinden olussun.

@ Peano aksiyomlari (PA) asagidaki 6 aksiyom ve 1 aksiyom semasindan
olusur,

o Vx S(x)#0

o VxVy S(x)=S(y) > x=y

o Vx x+0=x

o VxVy x4+ S(y)=S(x+y)

e Vx x-0=0

o VxVy x-S(y)=x-y+x

o Bu dildeki her p(x, y1, ..., yx) formili icin,

Vylvyk (((p(oa)/l,"-ayk) A

Vx QO(XLylv' . 7}’k) - @(S(X)vylw .. 7}’k)) — Vx @(valw .. 7}’k))
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Sonlu kimeler kurami

@ ZF aksiyomlarindan sonsuzluk aksiyomunun degiliyle degistirilmesiyle
olusan aksiyom sistemine ZFgg, diyelim.
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Sonlu kimeler kurami

@ ZF aksiyomlarindan sonsuzluk aksiyomunun degiliyle degistirilmesiyle
olusan aksiyom sistemine ZFgg, diyelim.

@ ZF.oniu aksiyom sistemi sonlu matematik yapmak igin kullanacagimiz
en dogal aksiyom sistemidir.
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Sonlu kimeler kurami

@ ZF aksiyomlarindan sonsuzluk aksiyomunun degiliyle degistirilmesiyle
olusan aksiyom sistemine ZFgg, diyelim.

@ ZF.oniu aksiyom sistemi sonlu matematik yapmak igin kullanacagimiz
en dogal aksiyom sistemidir.

PA ve ZF o1, aksiyom kiimeleri karsilikli yorumlanabilirdir. l
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Sonlu kimeler kurami

@ ZF aksiyomlarindan sonsuzluk aksiyomunun degiliyle degistirilmesiyle
olusan aksiyom sistemine ZFgg, diyelim.

@ ZF.oniu aksiyom sistemi sonlu matematik yapmak igin kullanacagimiz
en dogal aksiyom sistemidir.

PA ve ZF o1, aksiyom kiimeleri karsilikli yorumlanabilirdir. \

@ Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak PA ve ZF,, 1, aksiyom
kiimelerinin “ayni glicte” oldugu soylenebilir.
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Sonlu kimeler kurami

@ ZF aksiyomlarindan sonsuzluk aksiyomunun degiliyle degistirilmesiyle
olusan aksiyom sistemine ZFgg, diyelim.

@ ZF.oniu aksiyom sistemi sonlu matematik yapmak igin kullanacagimiz
en dogal aksiyom sistemidir.

PA ve ZF o1, aksiyom kiimeleri karsilikli yorumlanabilirdir. \

@ Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak PA ve ZF,, 1, aksiyom
kiimelerinin “ayni glicte” oldugu soylenebilir. Bu aksiyom sistemlerinin
birinde kanitlanabilir bir ciimlenin diger aksiyom sistemindeki karsilig
da kanitlanabilirdir.
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ki bagimsizlik sonucu

Teorem (Paris-Kirby)

Eger PA tutarliysa, Hidra teoremi, yani " Herkiil her (6zyinelemeli)
stratejide hidrayr maglup eder” ciimlesi, PA icerisinde kanitlanamaz.
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ki bagimsizlik sonucu

Teorem (Paris-Kirby)

Eger PA tutarliysa, Hidra teoremi, yani " Herkiil her (6zyinelemeli)
stratejide hidrayr maglup eder” ciimlesi, PA icerisinde kanitlanamaz.

Teorem (Paris-Kirby)

Eger PA tutarliysa, Goodstein teoremi PA icerisinde kanitlanamaz.
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ki bagimsizlik sonucu

Teorem (Paris-Kirby)

Eger PA tutarliysa, Hidra teoremi, yani " Herkiil her (6zyinelemeli)
stratejide hidrayr maglup eder” ciimlesi, PA icerisinde kanitlanamaz.

Teorem (Paris-Kirby)

Eger PA tutarliysa, Goodstein teoremi PA icerisinde kanitlanamaz.

Eger ZFson, tutarliysa, Hidra teoremi ve Goodstein teoremi ZFsony
icerisinde kanitlanamaz.
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ki bagimsizlik sonucu

Teorem (Paris-Kirby)

Eger PA tutarliysa, Hidra teoremi, yani " Herkiil her (6zyinelemeli)
stratejide hidrayr maglup eder” ciimlesi, PA icerisinde kanitlanamaz.

Teorem (Paris-Kirby)

Eger PA tutarliysa, Goodstein teoremi PA icerisinde kanitlanamaz.

Eger ZFson, tutarliysa, Hidra teoremi ve Goodstein teoremi ZFsony
icerisinde kanitlanamaz.

Dolayisiyla, Hidra teoremi ve Goodstein teoremi aslinda sonlu nesnelerle
ilgili onermeler olduklari halde sonsuz bir kiimenin varligini kabul etmeden
kanitlayamayacagimiz teoremlere ornektir.
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Beni dinlediginiz icin tesekkiir ederim!
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