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Bu kitabin amaci fen ve miihendislik alanlarinda ¢aligacak yiiksek lisans ve dok-
tora 6grencilerinin, meslek yasamlarinda gerekli olacak matematik altyapisini sag-
lam bir gekilde olusturmalarina yardimci olmaktir.

Kitaptan aragtirmacilarin da yararlanmasi hedeflendiginden her bolim bagimsiz
olarak okunabilecek sekilde konusunun genis bir 6zeti olarak yazilmistir.

Konular ¢ok genis bir okuyucu kitlesi diisiiniilerek 6zenle segilmis ve ders kita-
binda olmasi gerektigi gibi bir biitiinliik i¢inde sunulmuslardir. Kitabin tarzi, fi-
zik¢i ve miihendislerin matematige yaklagimi dogrultusunda formalizmden cok
kullanima ve uygulamaya yoneliktir. Konular, Matematik yontemlerin ¢ok disip-
linli oluglarim1 6n plana ¢ikaracak bigimde orneklerle islenmektedir.

Bu kitap yiiksek lisans ve doktora diizeyinde zorunlu olarak okutulan ¢ Matema-
tiksel Yontemler I&II * dersleri igin uygun ders kitabi 6zellikleri tagimaktadir. Ki-
tabin tamamu ii¢ yar1 yilda okutulabilecegi gibi modiiler yapis1 sayesinde isteyen
ogretim tiyeleri kendi konu basliklarini segerek ileri lisans, yiiksek lisans ve dok-
tora diizeylerinde tek veya iki yar yillik dersler de tasarlayabilir.

Bir 6nceki baskisina gore pek ¢ok degisiklik ve yenilik igeren bu kitapta, her ge-
¢en giin yeni ve ilging uygulama alanlar1 bulan kesirli matematik ve yol integ-
ralleri konularinda iki yeni boliim de bulunmaktadir.
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ONSOZ

Ik baskis1 2000 yilinda yapilmig olan bu kitap, yaklagik olarak son 15
yildir ODTU Fizik Boliimiinde vermis oldugum ’Fizikte Matematik Yon-
temler I & II’ derslerinin notlarim temel almakla birlikte, tgrencilik yil-
larimdan baglayan bilincli bir birikimin iirinidir. Ingilizce olarak hazr-
lanip verilmis olan bu derslerin kitaba déniismesi de dogal olarak Ingilizce
yazip yurtdigimnda bastirmak olacakti. Ancak, iilkemizdeki Tirkge kaynak
agigim gozoniine alinca, Turkgesine ¢ncelik verdim. Kendi iginde bilim-
sel deger yargilarim hentlz yerlegtirememis yasa devleti olmak (kitabna
uydurmak) ile hukuk devleti olmak arasindaki farkin hala anlagilmadig
tilkemizde, kisa vadede hicbir gekilde karsihgim alamayacagim bile bile
boylesine emek ve bilgi yogun bir projeye kalkismak siiphesiz ki cesaret ve
dzveri ister. Ancak, iilkem insanina ve gelecegine inang ve sevgi olmadan da
yapilacak ig degildir. Kitabin Tirkce egitim veren kurumlarin 6grencileri
kadar, Ingilizce egitim veren kurumlarin 8grencileri tarafindan da kullaml-
mas: (gogunlukla fotokopilerinin de olsa) benim i¢in bu kararin ne kadar
'yerinde’ oldugunun ilk belirtileridir. Kitabin ikinci ve genigletilmig baskisi
ise, ikinci bir kitap yazmaya egdeger bir ¢abanin {iriinti olmustur. Kitabin
igerigi ve bask: kalitesinin ytkseltilmesi igin biitiin olanaklar zorlanms,
keyifle okunacak bir eserin ortaya gikmasina galigilmigtir.

Bu baskida Kesirli Matematik ve Yol Integralleri gibi, fizik ve mithendis-
lik bilimlerinde her gegen giin yeni ve ilging uygulamalar ¢ikan iki nemli
konuda iki yeni boliim ilave edilmigtir. Kitabimn kullammim kolaylagtirmak
icin, denklemlerin yazimindan konularin alt bagliklar altinda organizas-
yonuna kadar sayisiz degigiklik yapilmustir. Sturm-Liouville teorisi ve In-
tegral denklemlerle ilgili boliimler yeniden tasarlamp yazilmig ve kitabin
akicilhgim engelleyen durumlar olabildigince ortadan kadirilmigtir. Gegen
zaman icinde farkina vardifimz yazim hatalar diizeltilmigtir. Kitabin dilin-
den denklemlerin gtze hog gelecek bicimde yazimlarina kadar ézen goste-
rilmig ve yapilan degigikliklerin sonucunda da sayfa adedi 317’den 464’e
¢gikmigtir. Bu yagayan ve gelismekte olan bir projedir. Tamamlanmas: igin
ise, biiytik bir olasilikla bir baski daha gerekecektir. Kitap pek ¢ok yonit ile
mesajlar ve dersler icermektedir. Her ne kadar bagta Tiirkce kaynak agig
dediysek de hedefi ¢ok daha kapsamhdir. Umarim yolu agik olur.

Selcuk §. Baym
bayin@metu.edu.tr
Ankara-TURKIYE
Agustos 2004



xviii
TESEKKURLER

Bu eserin hazirlams sifasinda, pek gok kiginin goérilg ve destegi yararh
olmugtur. Kesirli matematik ve yol integralleri ile ilgili béliimler yazihirken
Prof. Dr. N.K. Pak’mn degerli#ériis ve kritikleri, Prof. Dr. M. Durgut ile
yapmig oldugumuz soilbetlefﬁé'onucu ortaya cikan fikirler ise, her zaman
gok yararh ve yol gosterici olmusglardir. Prof. Dr.Y. Elerman ve Prof. Dr.
Atalay Karasu ise, kitabin tamamm titizlikle okuyarak hatalarin en aza
indirilmesinde ¢ok bilyiik yardimlar: olmustur. Teknik terimlerin Azerice
kargihiklar igin Prof. Dr. T. Aliyev’e tegekkiir ederim. Ayrica, Prof. Dr. M.
Abak, Dog. Dr. C. Tuncay, Dog. Dr. Ayse Karasu ve Y. Dog. Dr. B. Tekin’e
de degerli gortigleri icin tegekkiir ederim. Bolim bagkamimiz Prof. Dr. Sinan
Bilikmen’e bu eserin olugmas: ve yazimi agamasinda bana gerekli ortamin
saglanmasi konusunda verdigi destege tegekkiir ederim. Bu arada Ogren-
cilerim de dahil olmak tizere, pek ¢ok kiginin bana dolayl: ya da dolaysiz
yoldan yardimi olmugtur, hepsine tekrar tegekkiir ederim.

Xix
KITAP HAKKINDA

Fen bilimlerinde temel matematik egitimi genelde ii¢ ana kisima ayrilir.
Lisans egitiminin giris bolimi olarak adlandiracagimz ilk ti¢ yil, 8gren-
ciler matematik (Calculus), ileri matematik (Advanced calculus-Kaplan),
kompleks analiz (Churchill), diferansiyel denklemler (Ross), lineer cebir
veya girig diizeyinde matematiksel fizik (Hildebrand veya Boas) derslerini
alirlar. Daha sonra da ileri lisans denilen 4. simif diizeyinde ve sonunda
da lisansiistit diizeyde yiiksek lisans ve doktora dersleri gelir. Orta Dogu
Teknik Universitesinde ise, ’Fizik ve Mihendislikte Matematik Yontemler
I & II’ dersleri; biri ytiksek lisans ve digeri de doktora dersi olmak tizere iki
yan yilda verilmektedir. Diinyada bir ¢ok {iniversitede bu iki ders yiiksek
lisans ve doktora &grencilerine de zorunlu olmakla birlikte, ileri lisans dersi
olarak 400’111 kodlarla da agilabilmektedir.

Bu kitabin hedef kitlesi, fen egitimlerinin ilk ti¢ yilinda yukarida adlarim
verdigimiz dersler ve kitaplar diizeyinde bir matematik olgunluga erigmig
4.simf grencileri ile aragtirmaci olmaya ilk adimlarim atmig yiiksek lisans
ve doktora dilzeyindeki fizik ve mithendislik 6grencileridir. Amaci ise, 8gren-
cilerin meslek yagamlarinda gerekli olacak matematik altyapiyi, saglam bir
sekilde olugturmalarina yardimc: olmaktir. Kitaptan aragtirmacilarin da
yararlanmasi hedeflendiginden her bélim bagimsiz olarak da okunabile-
cek sekilde yazilmigtir.

Konular ¢ok genig bir okuyucu kitlesinin ihtiyaglan gdz 6niine alinarak
dikkatle secilmis ve ders kitabinda olmasi gerektigi gibi, bir biitiinlik igerisin-
de sunulmusglardir. Kitabm iislubu, fizik¢i ve miihendislerin matematige
yaklagimi dogrultusunda formalizmden ¢ok kullanima ve uygulamaya ySne-
liktir. Bir zamanlar klasik ve kuantum fiziginin alt yapisimi olugturmak
tizere sadece fizik boliimlerinde verilen bu dersler, ¢ok disiplinli alanlarn
ve dolayisi ile de talebin artmasi ile artik mithendislik ve matematik béliim-
leri tarafindan da tasarlanip verilen popiiler dersler olmuglardir.

Bolumlerde verilen 6rpekler 8zenle sec¢ilmis olup, konularm igleniginde
ve kavramlarin tamtilmasinda 6nemli rol oynarlar. Her béliimiin arkasinda
simrh sayida problem verilmigtir. Bu problemler ve drneklerden merakh
ogrenciler kolaylikla bagka problemler tiiretebilirler. Aragtirmaci olmak iste-
yenler icin tavsiye ettigimiz ydntem de budur. Konular iglenirken kuantum
mekanigi, termodinamik, mekanik ve elektromanyetik gibi cok degisik alan-
lardan &rnekler segilmigtir. Konularin fizik ve mithendislik a¢isindan 6zellik
gosteren kisimlar: gok genis bir okuyucu kitlesi diisiiniilerek herkesin an-
layabilecegi tarzda yazilmigtir.

Kitabin en 8nemli tzelliklerinden bir tanesi de denklemler kaliplar halinde
algilandiginda okunabilir bir matematik kitabi olmasidir. Bu benim ders
verme tarzimin da bir pargasidir. Ogrencilerden ilk asamada beklenen (ders-
te veya kitab: ilk okuyugta) denklemlerin ayrintilarina girmeden, kavramsal
gerceveyi oturtmalandir. Tkinci agama ise, denklemlerin bizzat iclerine girip
ayrintilarin anlagilmasidir. iste bu noktada anlagilmayan konular anlagil-
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maya baglanacak, ortaya yeni sorular ve o sorulara da cevaplar aranirken
yeni problemler ve fikirler gikacaktir.

Bu kitabin, ders kitabi oltnanin yaninda bir amaci da ¢ok disiplinli alan-
larda ¢ahganlara karsilagacaklar: problemleri ¢ézmede yardime olacak yon-
temleri sunmaktir. 7

Kitabm kullanimini kblaylagt};«rmak icin, boliimler olabildigince alt baghk-
lar yardim ile diizenlenmigtir. Okura Snerimiz, kitabm once icindekiler
kismi ile tanigmas: ve kitabin bitiiniine hakim olmasidir. Elimizden geldigin-
ce an bir Tirkce kullanmaya dikkat ettik. Ancak, kitaptan Ttirkge egitim
veren Universitelerimiz ile Ingilizce egitim veren kurumlarin 6grencilerinin
de yararlandigimi goriince, yerlesmig bazi teknik kavramlarin Tirkgelegti-
rilmesi konusunda fazla da israrci olmadik. Anlagilabilirligi her zaman n
plana aldik ve gerek Tiirkce ve gerekse Ingilizce egitim almug kigiler arasinda
kopukluk yaratmamaya caligtik. Sonugta Ingilizce efitim alsalar da bu
kisilerin gogu yarin Tiirkge egitim veren kurumlarda cahigacaklar, Tiirkce
efitim alanlar da Ingilizce yaymn yapip, Ingilizce dergileri takip edecek-
lerdir. Gerektigi zaman okuyucuya yardimec: olmak iizere, kitabin arkasma
bir de Tiirkgeden Ingilizceye ve Ingilizceden Tiirkgeye sozlitk ekledik. Ik sti-
tun kitapta kullandifimz kelimelerden olugmakta ve kargilarinda Ingilizce
kargiliklar1 verilmektedir. Uglincii siitun ise, varsa bagkalar tarafinda kul-
lamilrms veya diger Tirkge kelimeler ve dérdiincii stitunda da bulabildigimiz
kadan ile Azerice kargiliklar1 vardir. Kaynaklar bolimiine elektronik or-
tamda yararlanilabilecek, egitim ve aragtirma amagh siteler de eklenmigtir.

KIiTABIN OZETI

Girig bolimiinden sonra gelen ilk beg boliimde genelde kargilagilan bzel
fonksiyonlar uygulama alanlar: ile birlikte ayrmtil bir bigimde anlatihir.

Yedinci boliimde fizik ve mithendislikte kargilagilan ikinci dereceden dife-
ransiyel denklemlerin ve ¢oziimlerinin ki bunlara zel fonksiyonlar da dahil-
dir, Gauss hipergeometrik denklemi ve fonksiyonlar cinsinden parametrik
bir sekilde nasil yazilabilecegi gvsterilir.

Sekizinci bslitmde 6zel fonksiyonlar arasinda gérdiigimiiz benzerlikleri,
Sturm-Liouville teorisinin ¢atisi altinda diferansiyel operatorler icin dzdeger
problemi olarak sistemli bir gekilde inceleriz.

Dokuz ve onuncu boliimler ise, kompleks analiz ydntemlerinin fizik ve
mithendislikte uygulamalarini anlatir. Analitik fonksiyonlar teorisi, harita-
lamalar, Schwarz-Christoffel doniigiimleri ve bunlarin 1s1 transferi, elektro-
statik ve akig problemlerine uygulaniglarn, seriler, analitik stireklilik ile baz
belirli integrallerin kompleks ySntemlerle alinmasi iglenen ilging konular
arasindadir.

Onbirinci baliim, kitabin 6zel bslitmlerinden bir tanesidir ve kesirli tiirev
ve integrallerin iglendigi kesirli matematige ayrimgtir. Tarihi agisindan
oldukga eski olan bu ilging konu, son zamanlarda gittikge artan bir ge-
kilde fizik ve miihendislik alanlarinda caligan arastirmacilarin giindemine
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girmigtir. Bu boliimde kesirli matematigin temel 6zellikleri, baz uygula-
malan ve teknikleri anlatilmaktadir. Ofrenciler kadar bu konuyu merak
eden arastirmacilar igin de kapsaml bir 6zet olan bu béliim, kesirli mate-
matige uygun bir baglangic noktasi olacaktir.

Onikinci bsliimde uygulamalar agisindan ¢ok 8nemli olan seriler kapsaml
bir bigimde incelenir. Once serilerin yakimsahklarinin nasil kontrol edilecegi
ve efer yakinsaklarsa, toplamlarimin nasil bulunacagi anlatilir. Asimtotik
seriler, sonsuz carpimlar ile fizikte kargilagilan baz iraksak serilerden nasil
anlaml sonuglar gikarilabilecegi de iglenen diger ilging konular arasindadir.,

Onii¢lincit bsltimde dnce genel integral déniigtimleri ve sonra da kapsamh
bir bicimde Fourier ve Laplace dénisiimleri uygulama alanlari ile anlatilir.

Ondordiincii bolitmde varyasyon hesaplarinm tiirleri, 6zdeger ve 6zfonksi-
yonlarin yaklagik olarak varyasyon teknigi ile nasil bulunabilecegi gdsterilir.

Onbeginci boliim, Integral denklemlere ayrilmigtir. Integral denklemlerin
siniflandirilmasindan sonra, ¢6zitm teknikleri ve Hilbert-Schmidt teorisi ad:
altinda integral operatorler igin 6zdeger problemi iglenir.

Onaltinc: béliim, fen bilimlerinde ¢ok genig kullanim alam olan ve kitabin
geri kalan bolimlerinde gordiigimilz bir ¢ok ydntemin kullanmildigr bir
bolimdiir. Zamandan bagimsiz ve zamana bagh olarak iki baghkta in-
celeyecegimiz Green fonksiyonlarmmin zellikleri, simir gartlar, bulunuglar
ve dzdeger problemleri ile ilgileri iglenen ilging konular arasindadur.

Onyedinci bsliim kitabin bir bagka 6zel sayilmas: gereken yol integralleri
ile ilgili bsliumiidtr. Fizik ve miihendislikte yogun uygulamalar olan bu
ilging teknigi, énce dogadaki pek g¢ok olaym prototipini olusturan Brown
hareketine uygulamas: ile tamitacagz. Sonra da Feynman yol integrali adi
altinda kuantum mekanigine uygulamalarnn gérecegiz.

DERS ONERILERI

Kitabin tamam iki yar:1 yilda bitirilemeyecek kadar ¢ok konu icermekte-
dir. Orta Dogu Teknik Universitesi Fizik bsliimiinde yiiksek lisans programi
igin zorunlu ders olarak 'Fizik ve Miihendislikte Matematik Yéntemler I’
dersinde ilk 10 bliim okutulmaktadir. Bunun devami olan ve doktora prog-
rammnin zorunlu dersi olan 'Fizik ve Mithendislikte Matematik Yontemler
I’ dersinde ise, 12-16. bsliimler okutulur

Ileri lisans diizeyi olan 4. simfta, ilk yedi bsliim &zel fonksiyonlar ilze-
rine bir ders icin bagar: ile kullamlmaktadir. Bu ders &zellikle master ve
doktoraya devam edecek 8grenciler igin alacaklan Jackson diizeyinde elek-
tromanyetik ve Mertzbacher dilzeyinde kuantum derslerine ¢ok yardimei
olmaktadir.

Ayrica, 12-16. boliumlerden uygun alt baghklar secilerek tek yar: yillik
bir bagka ileri lisans dersi icin de kullanilmstir.

14-17. boliimler yiiksek lisans/doktora diizeyinde Green fonksiyonlarn ti-
zerine tek yar1 yilhk bir ders olarak kullamlabilir.

Kesirli matematik konusundaki 11. bslitm, 6grencilere verilecek projelerle
desteklenerek tek bagina yar: yillik segmeli bir ders olarak verilebilir. Kay-
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naklar arasinda verdigimiz internet sitelerinden projeler igin yararlanila-
bilir. __

Bunlann disinda olarak ‘da bazi bslim ve alt bslimler secilerek, gerek
ileri lisans ve gerekse yiiksek lis: 'ﬂ/s/ doktora diizeylerinde tek veya iki yan
yillik dersler tasarlamak mitmkiindiir.

¢
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1
DOGA ve MATEMATIK

Insanoglu dogaya gozlerini actif1 ilk anda, 8nce etrafinda olup biten ve
sayllamayacak kadar degisik olaym varhg ile irpermig, simurh zekas: ve fizik
kapasitesi ile de bdyle bir evrende nasil yagamim stirdtirecegi endigesine
kapilmig olmahidir. Ancak, zaman ilerledikge evrenin hi¢ de ilk gértindtigii
gibi acimasiz olmadigim, birbirinden farkh bunca olaymm, nasil oldugunu
tam olarak ilk anda cikaramasa da belli bir diizen igerisinde oldugunu far-
ketmigtir: Glineg belli araliklarla dogup batmaktadir. Yoluna gikan bitylik
taglara tekme attif1 zaman hem ayagi acimakta hem de taglar ¢ok uzaga
gitmemektedir. Kiigtik taglar ise, camim yakmadig gibi onlar1 aym darbe-
lerle cok daha uzaga atabilmektedir. Cevresinde inceledigi alan bitytidiitkce
bu dtizenin aym zamanda giivenilebilir bir diizen oldugunu goériir. Kiictik
taglar diin oldugu gibi bugiin de ve orada oldugu gibi bagka bir yerde de
camm yakmamaktadir. Bugiin kaybolan giineg bir stire sonra tekrar ortaya
cikip onu aydinlatip 1sitmaktadir. Zaman igerisinde insanoglu toplum iginde
yagsamay: Sgrenir, yaptig gozlemlerin saysi ve evrenin diizeni hakkindaki
tespitleri artar. Hatta, baz gozlemlerini sabirla nesilden nesile aktarip birik-
tirerek, sonuglarmi Ingiltere’de StoneHenge’de oldugu gibi onlara tarim
zamanlarim gésteren bir dncii bilgisayar yapmakta bile kullanir.

Insanoglu icin dogayr tammak, bu hayranhk uyandiran sistem iginde
kendi yerini anlamak, dgrenmek adeta icgiidiisel bir istektir. Ancak, in-
sanoglu bir siire sonra evrende var olan bu diizeni anlamak ve ifade etmekte
glinltik konugma dilinin yetersiz kaldigim goriir. Bu is icin kendine has ve
evrenle uyumlu bir manti olan ve ¢ok daha zengin diyebilecegimiz bir
dile ihtiyag vardir. Iste bu noktada matematik ve fizik tamgmaya baglar.
Buna bir de hiir insan beyninin en $nemli buluglarindan biri diyebilecegimiz
koordinat sistemi kavrami eklenince, bu iliskinin temeli hazir olur. Ko-
ordinat sisteminin 6zdeki Snemi bize evrendeki olaylan sayilara indirge-
memizi saglamasindadir. Artik gevremizde gtzlemledigimiz ve varhgini her
yerde hissettigimiz diizeni, olaylar: temsil eden sayilar arasinda matematik
kavramlan kullanarak gok daha ekonomik ve kullanigh bir bicimde ifade et-
mek mitmkiin olacaktir. Yiirtirken ayagimizin ¢arptigh ve éniimiizde taklalar
atarak giden bir tagin hareketinden, giineg ve ay tutulmalarina, gezegen ve
yildizlarin hareketlerine kadar bir ¢ok olay: ikinci dereceden bir diferansiyel
denklem olan Newton’un dinamik yasas::

7 2+
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2 1. DOGA ve MATEMATIK

ile

F=¢T, (1.2)
geklinde ifade edilen yergekimi kuffamm kullanarak acgiklamak miimkiindiir.
Newton yasalarimn tarihi, kolay/kolay her teoriye kismet olmayacak basgari
ve zafer dykiileriyle doludur. Bunlardan en dramatik olanlarindan biri de
Neptiin gezegeninin kesfidir. O tarihlerde Uraniis gezegeninin teorik olarak
hesaplanan yoriingesinden baz kiigitk sapmalar gozlemlenir. Uzun zaman
bu sapmalarin Satiirn ve Jtpiter gibi komsu gezegenlerin etkilerinden oldugu
sanilir. Ancak, yapilan biitiin titiz hesaplara ragmen difer gezegenlerin

etkisi gikarildiktan sonra da agiklanamayan bir miktar sapma kaldig goriiliir.

Bunun iizerine bilim adamlar: Uraniis'tin disinda bir bagka gezegenin var-
higindan giiphelenirler ve agiklanamayan sapmamn miktarindan yola gikarak,
bu gezegenin kitlesini ve ySriingesini hesaplarlar. Bu yeni gezegene bir de
isim konur: Neptiin. Sira onu gozlemlemeye gelmistir. Teorinin belirledigi
zamanda teleskoplar nceden belirlenen koordinatlara gevrildiginde: ” Iste!
Neptiin oradadir”. Newton yasalar: 19. yiizyilin baglarinda elektromanyetik
olaylan agiklayan Maxwell yasalar ile tamamlaninca, Bertrand Russell gibi
zamamn inlit digintrleri bile, teorik fizigin artik sonuna gelindigini ve
bundan sonra eldeki yasalarla prensipte agiklanamayacak doga olayimn
kalmadigim diiginmeye baglarlar.

Aslinda, gerek Newton denklemleri ve gerek de Maxwell denklemleri i¢in
genelde kullanilan doga yasasi tabiri yerine belli varsayimlar ve kavramlar
tizerine inga edildikleri igin teori veya model tammlarn ¢ok daha uygun ola-
caktir. Zaman zaman bilimde bir takim varsayimlar zorunluluk kargisinda
ilerleme kaydetmek icin veya problemleri basitlestirerek gbzilebilir hale
getirmek icin yapilmaktadir. Fakat asil ¢nemli olan, bizim farkmna var-
madan doga hakkindaki ényargilarimizin teorilerimiz icine sizmasidir. Bun-
lar bize o kadar dogal gelirler ki, yanhghklarinin veya ancak zel durum-
larda gecerli olduklarinin anlagilmasi igin aradan nesiller gegmesi gereke-
bilir. Farkina vanldiklarinda ve dogru kavramlarla degistirildiklerinde ise,
doga anlayisimizin temelinde biiyiik depremlere yol agarlar. Newton’un di-
namik teorisinin de temelleri, 19. asrin sonlarinda parcaciklarin yer ve mo-
mentumlarinin aym anda tam olarak belirlenemeyecegi, 15150 dalga Szel-
liginin yaninda tanecik 6zelliginin de oldugu, parcaciklarin ise, baz1 durum-
larda dalga ozellikleri gtsterdigi gibi, o zamana kadar insanlarin hayal bile
etmekte zorlandig1 bir dizi yeni kavramm, kuantum mekanigi adi altinda
yeni bir teoriyle hayata gegirilmesi ile sarsilir. Newton’un yergekimi teorisi
ise, 6nce izerine insa edildigi mutlak uzay kavramimn dogru olmadigimin
ortaya ¢ikmasi ve yerini uzay-zaman kavramina birakmas: ile sarsilir, sonra
da yerini uzay-zamamnin egriligine dayanan Einstein gravitasyon teorisine
birakir.

Zaman i¢inde dogay: anlamak igin ihtiya¢ duydufumuz matematiksel
kavramlar gelisir ve esitlenir. Ancak, bir gergek hi¢ defismez: Matematik
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bir saylar bilmidir ve doja da matematik ile anlagilmak isteniyorsa dnce
bir sekilde saynlara indirgenmelidir. Nedir bu matematik ile doga arasindaki
gizemli iligki? Neticede matematikte tamsayilarin digindaki sayilar, hir in-
san diiglincesinin triiniidiirler. Evet, baz1 matematiksel yapilar dogadaki
diizeni tamimlamakta olduk¢a yararlidirlar ancak, gelistirilmis her mate-
matiksel yapimin da entellektiiel agidan bize ne kadar cekici ve doyurucu
gelirse gelsin, mutlaka fizikte bir yerde ige yarayacag diye bir gart da yoktur.
Neticede doganin biitiinii hakkindaki bilgimiz, onu mantifimiz ile anlayip
cbzemeyecegimiz kadar siurlidir. Bazen fizikgiler kullandiklar matematigin
etkisinde o kadar kalirlar ki farkina varmadan dogadan da uzaklagirlar.
Matematiksel agidan bazi teorilerin bize ¢ok mantikh ve cazip gelen uzan-
tilarini dogada tercih edilmemis olmalar: bizi sinirlendirip gagirtmamalidar.
Doga hakkindaki bilgilerimizi mevcut teorilerin matematiksel yapilarinin
bize mantikh gelen genelleme ve geligtirmeleriyle arttirabilseydik, fizikgi
olarak isimiz gok kolay olurdu.

1.1 Doga Yasalari

Eskiden doja yasas: olarak elimizde sadece Newton’un dinamik yasas: ve
Gravitasyon teorisi vardi, buna Mazwell denklemleri de eklenince fizikte
kisa bir stire de olsa, dofada olan her geyin ve hatta kendisinin, pro-
ton, notron, elektron ve fotonlarla ve bunlarin aralarindaki iki temel et-
kilesmeyle agiklanabilme umudunun belirdigi bir yap: ortaya cikar. Ancak,
kisa bir stire sonra evrende temel parcacik tanimina uyan bir siiril bagka
parcacik bulununca ve temel denilen etkilesmelere zayif ve kuvvetli et-
kilesmeler de katilinca tablo biraz karigir. Bugiin ise, sicim teorisi ile ilgili
fizikcilerin umudu, hergeyin teorisi olacagina inandiklar: bir yap: altinda
biitiin temel etkilesmeleri toplamaktir. Bu konuda bir anlamda bagarih
olunsa bile, gdrilnen odur ki; Newton, Maxwell ve Einstein teorilerinin
matematiksel ifadelerindeki basitligi ve zerafeti yakalamak miimkiin olma-
yacaktir. Nelere doga yasalar: diyecegimiz sorusuna gelince: Benim goriisii-
me gtre doga yasasi diyebilecegimiz genel ifadeler veya kurallar, gittikce
karmagik bir matematiksel yapiya sahip olan ve fizikgilerin kendilerinin bile
takip etmekte zorlandi: bir takim denklem yumaklarindan gok, basit ve
az sayida olan ve

AzAp >, (1.3)
seklinde verilen Heisenberg belirsizlik prensibi ile
8S( evrenin toplam entropisi) > 0 (1.4)

olarak ifade edilen termodinamigin ikinci yasasi gibi esitsizlikler geklinde
verilen ifadeler olacaktir. Digerleri ise, belli varsayimlarla ve kavramlarla
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dogadaki bazi olaylarin nasil oldugunu anlamamizda yararli olan ve zaman
icerisinde gelismeye ve degigmeye acik modeller veya teorilerdir. Basarilar1
ise, basitlikleri ve kapsamldn oranmda olacaktir. Ancak, fizikte gelisme
gecmisin bagarih teorilerinin tamamen yok edilip, yenileriyle degistirilmeleri
geklinde de olmaz. Newton’un gravitasyon teorisi, Finstein’in gravitasyon
teorisi ile icindeki bazi J\cavran;larla birlikte kapsaml: bir degigime ugra-
masma ragmen, bugiin birgok: olay1 anlamak ve cabgmakta hala Einstein
teorisinden ¢ok daha pratik ve kullamghdir. Uzay mutlak olmasa da 11k
hizindan ¢ok ditgtik hizlarda mutlak gibi davranmaktadir ve giineg sistemi
gibi sistemlerde uzay zamanmn egriliginin neticelere etkisi yok sayilabilir
diizeylerde kalmaktadir.

1.2 Matematik ve Doga

Matematigin dogay: anlama ve anlatmada gok yararh bir dil oldugunu
s6ylemigtik, matematik aym zamanda da hiir insan iradesinin iiriinii olan
fikirlerin bilimidir. Bu fikirler ise, dogal olarak insan beyninde bir takim
fiziksel degisimler ve olugumlar sonucu ortaya cikmaktadir. Bugiin insan-
larin gdzlerinin ve saglarimn rengi gibi somut zelliklerinin yaninda birgok
davramg bigimlerinin de genlerine baglanmakta oldugunu gérmekteyiz. Hat-
ta, DNA molekitlleri icinde bu tiir 8zelliklerden sorumlu kasimlar belirlen-
mekte ve arzu edilmeyen zelliklerin cikarilmas: veya bagkalan ile degisti-
rilmesi imkanlan aragtirlmaktadir. Bu konuda heniiz yolun gok baginda
olunmakla birlikte insanoflu genetik yapisiu anlama ve kontrol etme
konusunda, en azindan ilk ve cok Snemli adimlar: atmsgtir. Fikirler alemi-
nin ise, bir takim temel fiziksel olaylar cinsinden anlagilmasi ve stmflandiril-
mas, insan beyninin bugtin oldugundan gok daha iist diizeyde bir anlayisim
gerektirecektir. Igte o zaman, 6zellikle (bilimsel, ekonomik, toplumsal, ku-
rumsal veya bireysel) kriz donemlerinde veya tikanikhklarda ihtiyac duy-
dugumuz ve bugiin igin igleyigi tesadiiflere kalmig olan yaraticihifimzi, cok
daha degisik bir boyutta ve yogunlukta kullanma olanag: bulacagiz. Bugiin
igin giiphesiz ki bunun ¢ok uzagindayiz. Ancak, fikirlerin de temel yapi-
tag rolil tistlenen bir takim doga olaylar1 cinsinden ifadesi ve anlagilmasi
olasthf ise, doga ve matematik arasindaki iligkinin ashnda iki yonlil ola-
bileceginin belirtisidir.

1.3 Doga ve Insan

Nedir insanin dogadaki yeri ve roli? Insanoglu daha ilk andan itibaren bu
sorunun cevabini merak etmigtir. Bilimin bugiin geldigi nokta itiban ile
kendimizi bu sorunun cevabma daha yakin hissedebilir miyiz? Baz1 bilim
adamlarin iddia ettigi gibi hergeyin teorisi bulunursa, bu sorularin cevabt
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da kendiliginden ortaya ¢ikar m? Bilim adam olsun olmasin, herkes bu ttr
sorular kendine sormusg ve yine kendince bir cevap aramigtir.

Oyle bir uygarhk ditsiinelim ki evrenleri Shakespeare’in biitiin eserlerinden
olugmus olsun. Bu uygarhgm bireyleri de Shakespeare’in eserlerindeki karak-
terlerden, insan iligkilerinden, dramdan bytk dlciide etkilenmis ve biitiin
bunlarin nedenini ve kaynagim merak ederlermig. Giiniin birinde iclerinden
bir bilim adam bu eserlerin sonlu sayida degisik kelimeden olugtugunu
iddia etmis ve bir de sozlitk hazirlamig. Deneyciler derhal ige koyulup bula-~
bildikleri her ctimleyi, her paragrafi incelemeye almiglar. Zamanla bu sdz-
lige ufak tefek ekleme veya gikarmalar olmug ama, Shakespeare evreninin
sonlu ve sayilabilir sayida kelimeden olugtugu gergegi degismemis. Bir stire
sonra bir bagka bilim adami, bu eserlerin 27 harf ve belli sayrda noktalama
isaretinden olustugu gibi bir bagka ilging model ortaya atmus. Deneycilerin
yogun testlerinden sonra bu model de herkesi gok etkilemig ve bu bilim
adamina tarihlerinin en bityitk niganlarini vermigler. Dogal olarak bu uygar-
lik, bu gekilde geligmeye devam etmig ve gozlemlerinin kalitesi arttikca da
gramer kurallarim kegfetmeye baglamiglar. Hemen anlagilacag gibi iginde
yagadigimiz evren ile Sheakspeare evrenini kiyaslarsak, onlarin gramer ku-
rallarimin bizim doga yasalarimiza karsi geldigini goriirtiz. Bilindigi gibi
gramer kurallan bize bir eserin neden yazildifim ve dztindeki giizellikleri
tek bagina veremez. Ancak, gramer kurallarini bilmeden de bir eseri okur-
saniz pek birsey anlamazsimz.

Daha 6nce soyledigimiz gibi, bilim adami olsun olmasin herkes evrenin
neden var oldugunu, insan olarak da bu hayranhk uyandiran sistem igerisin-
deki yerini mutlaka merak etmig ve kendince de bir ¢dziim aramig ve hatta
bulmugtur. Burada nemli olan, bu tiir sorularn tek bir cevabimin olama-
yacagim gormek ve yukaridaki gibi benzetmelerle gercegin bir ¢ok yliziinden
belki de ancak bir tanesinin yakalanabilecegini kavramaktir. Bir bagkas: da
pekala bagka bir benzetme ile kargimiza cikabilir. Unlt fizik¢i Paul Davies,
fizikteki simtilasyon deneylerinin bagarisindan yola cikarak, evrenin ken-
disinin bir bilyiik bilgisayar oldugu benzetmesini yapmugtir. Burada evren
icindeki madde bilgisayarin donammni; kablosu, transistorii, ekram vs.
temsil etmekte, yazihmu ise, doga yasalarina kargi gelmektedir. Asil soru
ise, bu bilgisayan kimin yaptifi ve neyi hesaplamak veya ne igin kul-

-Doganin en anlagilmaz yonii
anlagilabilir olmasidir.-

ALBERT EINSTEIN
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LEGENDRE DENKLEMI ve
POLINOMLARI

Fizik ve mithendislik alamnda kargilagilan diferansiyel denklemlerden pek
gogu
-2
V U(7) +E(P)U(7) = F(7) (2.1)
geklinde ifade edilebilir. Bu tiir denklemlere agagidaki 8rnekleri verebiliriz:
1. k(@) ve F(77) 'nin sifir oldugu durumlarda Laplace denklemi elde
edilir:
-2
V ¥(7) =0. (2.2)

Bu denklem elektrostatik, magnetostatik, diizgiin akig problemleri,
yiizey dalgalari, 1s1 transferi ve gravitasyon gibi pek ¢ok degisik konuda
karsimiza gikar.

2. Laplace denkleminin sag tarafi sifirdan farkh olursa Poisson denklemi
elde edilir:

V() = F(7). 2.3)

Sag taraftaki terim genelde ytiklerin, kayip veya kaynaklarin varhim
gosterir.

3. Helmholtz veya dalga denklemi ise,
-2
V ¥ +k2U(7P)=0 (2.4)
geklinde verilir, burada k bir sabittir.

4. Bu tiir denklemlere bir bagka tnemli 6rnek de zamandan bagimsiz
Schrédinger denklemidir:

ﬁ2 —2
_%.v Y(7) +V(7) ¥(7) = E¥(7) (2.5)

Bunu (2.1) denklemi ile kargilagtirirsak, F(7) sifir ve k parametresi
de

B(P) =2 B V(7)) (2.6)

olacaktir.
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Biitiln bu denklemlerin ortak zellikleri: Dogrusal, ikinci dereceden ve
kismi ttrevli diferansiyel denklem olmalaridir. Analitik yaklagimlar arasinda
seriler, degigkenlerin ayrilmasi, Green fonksiyonlar1 ve integral doniigiim-
ler en ¢ok kullanilan ydntemlerdir. Analitik tekniklerin basarisiz oldugu
durumlarda ise, Runge Kutta gibi sayisal yontemlere bagvurulur. Bilimin
degisik alanlarinda karsilagabileéegimiz bu denklemlerin herhangi bir alanda
bulunmusg ¢bziimiinil, bagka bir alana uyarlarken siur sartlarimn farkhibk
gosterebilecegine dikkat etmelidir. Elektrostatik problemlerinde Laplace
denklemini ¢zerken kullanacagimiz suur gartlar, ditzgn akig problem-
lerinde anlamh olmayacaktir. Elektrostatikte elektrik alanlar ylizeylere dik
olurken, akig problemlerinde iz alam ytizeyleri takip edecektir.

2.1 Legendre Denklemi

Bu boliimde (2.1) denklemini kiresel kutupsal koordinatlarda ve k para-
metresinin sadece radyal koordinat r’ye bagli oldugu durumlarda degisken-
lerin ayrilmasi ybntemini kullanarak ¢ozecegiz. Potansiyel enerjinin

V(P) =V (r) (2.7)

geklinde yazilabildigi merkezcil kuvvetler igin, zamandan bag1m31z'Schrddin-
ger denklemi bu tiir denklemlere cok Snemli bir srnek olusturur. Ilk etapta
¥ (r, 0, ¢) ¢oziimiiniin 7 ve (6, ¢) degiskenlerine bagimhhigim ayiralim:

U (r,8,¢)=R(r)Y (6,9). (2.8)

Bu ¢dziim sistemdeki 7 bagimhhimm (6, $)’den yani, yénden bagimsiz
oldugunu gostermektedir. Bunu (2.5) denkleminde yerine koyarsak,

190

r2 Or

[,.2% (R(r)Y (8, ¢))] + 7-_2;11;5565 [sin 0—8% (R(r)Y (6, ¢))]

L
r2sin? 0 H¢?

bulunacaktir. Bu denklemi

(R(NY (6,¢) +k (N R()Y (0,4) =0 (2.9)

2

r
| 1
RC)Y @9) (210
ile carpip, 7 bagimliligim sol ve (6, ¢) bagimhhgm: da sag tarafta toplarsak,
1 9 [,0 2002
R or [r BTR(T)] +k*(r)r (2.11)
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i) Lyt Loy Bia[ee 1) 7 1 Y (6,¢)
sndY (0,9) 96 [Smeaay(9’¢)] sin?0Y (0,¢) O¢°

elde ederiz. r ve (6, ¢) birbirlerindenden bagimsiz degerler alabildiklerinden,
bu denklemin biittin r ve (6,¢) degerleri igin saglanmas: ancak her iki
tarafiminda aymi sabite egit olmasi ile miimkiin olacaktir. Bu sabite ayrilma
sabiti denir ve X ile gOsterirsek, (2.11) denklemi agagidaki iki denkleme
indirgenir:

dir (7‘2@;—3”—)-) +72k% (r) R(r) — AR(r) =0, (212)

1 0 [sineay(e’d))] L &Y 09 L yye,¢=0. (213)

sin6 60 a6 sin20  8¢?

R (r)’nin sagladi1 (2.12) denklemi, siradan bir diferansiyel denklemdir. I-
kinci denklemde ise,

Y (0,6) =0(6)2(9) (2.14)

seklinde tekrar ayrilabilir bir ¢6ziim dener ve ayrilma sabitine m? dersek,
sinf d [ dO . 9 1 &% (¢) o

0(0) 0 [smeﬁ] + Asin 9=—WT¢2=771 (2.15)

yazabiliriz. Buradan, © (8) ve ® (¢) igin ¢dziilmesi gereken denklemler,

.2 ,d%0 (0
sin? 0725—2 + cos §sin 9‘%%9 + [Asin?8-m?]© () =0  (2.16)
ve
2o
T ¢>(2¢) +m?®(¢) =0 (2.17)

olarak bulunurlar. Goriildigi gibi, kismi tiirevli bir diferansiyel denklem
olan (2.1) denklemi, kiiresel simetrik problemlerde defigkenlerin ayrilmas:
ybntemi ile, (2.12),(2.16) ve (2.17)’de verilen ti¢ siradan diferansiyel denk-
leme doniigmiigtiir. Bu arada, heniiz iizerlerinde hi¢ bir simurlama olmayan
) ve m? gibi iki sabit parametre de probleme dahil olmustur.

2.1.1 Degiskenlerin Ayrilmast Yontems

Kismi ttirevli bir diferansiyel denklem olan (2.1) denkleminin, ii¢ boyutta
degiskenlerin ayrilmasi ytntemi ile iig siradan diferansiyel denkleme déniigtii-
giunt gordik. Bu problemde (2.1) denkleminin ayrilabilir olmasi, kiiresel
kutupsal koordinatlarin kullamlmas: ile yakindan ilgilidir. Bu koordinat
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sistemi, merkezcil kuvvetten kaynaklanan simetrileri tam olarak yansit-
maktadir. Aym problemi kartezyen koordinatlarmda ¢ézmeyi deneseydik,
¢bzlim

U(z,9,2) = X(&)Y (1) 2(2)

geklinde degiskenlerine aynln{ayacaktl. Verilen kismi tiirevli bir diferan-
siyel denklemin degigkenlerin ayrilmasi yontemi ile ¢oztlip c¢ozillemeye-
cegi, denklemin simetrileri ile yakindan ilgilidir. Kismi ttirevli bir diferan-
siyel denklem degigkenlerine ayrilamiyorsa, ayrilabilecegi bir koordinat sis-
teminin var olup olmadigim kontrol etmek diferansiyel denklemin simetri-
lerini aragtirmakla mmkiindidr. Boyle bir koordinat sistemi var ise, onu
da sistemin simetrilerinin tiireticileri yardimi ile olugturmak mtmkiindiir
(Stephani, sayfa 193).
Bu denklemlerden (2.17) derhal ¢tziilebilir ve genel ¢6ztimi

B (¢) = Ae™® + Be~"m?¢ (2.18)
olarak kolayca bulunur. m {izerinde hentiz bir simirlama yoktur ancak,
B(p + 2m) = () (2.19)

olarak verilen periyodik simir gart1 kullamlrsa, 0,£1,42, .... gibi tamsay:
degerler almas: gerektigini goriiriiz.
© () igin ¢dzillmesi gereken denklem ise,

z = cosd (6 €lo,n], ze[-1,1}) (2.20)
gibi yeni bir bagimsiz degigken tanimlanarak

d*Z (z) dZ (z)
dz2 2z dz

m2
(1-=2?)

(1-2?) + [,\ - ] Z(z)=0 (2.21)

seklinde yazilir. m = 0 icin bu denkleme Legendre denklemi ve m # 0 igin
de asosiye Legendre denklemi denir.

2.2 Legendre Denkleminin Frobenius Yontemi ile
Seri Coziimii

m=0
igin
&7 (z) dZ (z) 1)
(1-2?%) T g M () =0 (2.22)
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geklinde verilen Legendre denkleminin F1 noktalarinda iki tane diizenli
tekilligi vardir. Bu noktalar (2.22) denkleminin tamm aralifi olan [-1,1]
arahfimin ug noktalan olduklarmdan,

z=0 (2.23)
etrafinda
Z(z) = Zakxk‘“" (2.24)
k=0

seklinde bir seri ¢6zlim deneyebiliriz. (2.24)’11 (2.22)’de yerine koyarsak,

oo
Zak (k+a) (k+a—1)gkte?
k=0

—izk"'“ ((k+0) (k+a—1)+2(k+a)—Nag =0 (2.25)
k=0

buluruz. Burada birinci seriyi,
aga(e—1)z* 2+ a; (@ +1) ozt + Zak; (K +a) (K +a—1)z* o2

k'=2
(2.26)

seklinde yazar ve k' degiskenini
K =k+2 (2.27)
olarak yeniden tanimlarsak, (2.25) denklemi

aga (o —1) 2% 2 4+ a3 (@ + 1) az* !

+§:zk+°‘[ak+2(k+2+a)(k+1+a) —ap(k+a)(k+a+1)—A=0
i (2.28)

seklini alir. Kuvvet serilerin teklik 6zelligini kullamrsak bu denklemi biitiin
z noktalarinda saglamak, ancak z’in bitiin kuvvetlerinin katsayilarinin
aym anda sifira egit olmasi ile miimkiin olacagindan, (2.24) seri ¢dziimiintin
katsayilar arasinda

apa(a—1) =0, (2.29)
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a1 (e+1)a=0, (2.30)

Gk+2 [(k+a)(k4—a+1)—A]
ax  (k+1+a)(kto+2)

k=0,1,2.. (2.31)

iliskilerini buluruz. Burada z#n en kiiciik kuvvetinin katsayisimn sifira
esitlenmesinden elde edilen denkleme indis denklemi (2.29) denir. ap # 0
oldugunu varsayarsak, ¢oziimi bize o degerlerini

a=0vea=1 (2.32)

olarak verir. (2.31) denklemi ise, bize seri ¢dztimdeki katsayilar arasindaki
tekrarlama bagintisim verir. Oncelikle ele o = 1 degerini alirsak, tekrarlama
bagintisim

(k+1) (k+2) — A

= k=0,1,2.. 2.33
Q42 ag (k+2)(k+3) y Ly ( 3 )

olarak buluruz. @ = 1 igin (2.30) denklemi
a; =0 (2.34)

verdiginden, sifirdan farkh katsayilan
ag = ao(—2%'/\—), (235)
6—2A

ag = 0.1-(‘—'1'2—2 = 0, (236)

12-)
as = e 955, (2.37)

olarak buluruz. a = 1 degeri igin seri ¢6zlim ise,

Z)(z)=ap [:1: + 2 ; a) z3 + @- Aié(lf — z° + ] (2.38)

gseklinde olacaktir. Aymi gekilde o = O degeri igin seri ¢dzimi bulursak,
(2.29) ve (2.30) numarah denklemler bize

ap#Z0 ve a1 #0 (2.39)

verirler. Tekrarlama bagintis ise,

k(k+1)— A

= ap ———————— k= 4
Qg2 ak(k+1) D) 0,1,2 (2.40)

s S T —

I LA e e

ST

e
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olur. Bu da bize sifirdan farkh katsayilan

(-3)
az = ag _5 )

as = ay (6_’\>, (2.41)

olarak verir. Biitiin bunlar bir araya toplarsak, o = 0 igin seri ¢dziimil

mersuio ()b () (552) 4]

SCEL LGS N ] (2.42)

+ai [

seklinde buluruz. Legendre denklemi ikinci dereceden, siradan, dogrusal
bir diferansiyel denklem oldugundan, iki tane bagimsiz ¢dziimil olacaktir.
Goriilldugii gibi ag ve a; birbirlerinden bagimsiz rastgele degerler alacagin-
dan, o = 0 icin buldugumuz ¢zilm o = 1 ¢6ziimiinii de icermekte olup iki
bagimsiz ¢bziimil bir arada vermektedir. Dolayisiyla, Legendre denkleminin
sonsuz seri olarak genel ¢oziimit iki birbirinden bagimsiz ¢éziimiin dogrusal
bilegimi olarak,

se=afi-(3)2- () ()

@-X 5, @-N02-X 5 ] (2.43)

& [‘” i 120

seklinde verilir. Burada Cp, ve C; integral sabitleridir. Bu serilere Legendre
serileri ad1 verilir.
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2.3 Legendre Polinomlar

Legendre serilerinin |z| < 1 degerleri igin yakinsaklig oran testi ile kolayca
gorilliir. Ancak, z = +1 degerlerinde nasil davrandiklarim anlamak igin
tekrarlama bagintisina k — oo lithitinde bakarsak,

,
et 1 (2.44)
ag

buluruz. Bu bize her iki serinin de yeteri kadar bilytik k degerlerinden sonra,
Z(z) = ... + agz” (1+ ? +zt+.) (2.45)
seklinde davrandigim s8yler. Parantez igindeki serinin toplam ise,

1

— (2.46)

olarak kolayca bulunur. Ozetlersek; Legendre serileri # = £1 noktalarida

—L, gibi iraksaktir. Oysa, cpzmeye cahgtifimz fizik problemi kiiresel simet-
nktlr ve bu ug noktalarn kiirenin {izerindeki yerleri tamamen rastgele
secilebilir. Bir bagka deyigle, bu noktalarin fiziksel olarak hicbir ayricalig
yoktur. Bundan dolayidir ki; gegerli ¢tziim her yerde sonlu olmalidir. Her
yerde sonlu ¢dziimler ise, Legendre serilerini simrli sayida terimden sonra
sonlandirmakla milmkiindiir. Bu da X ayrilma sabitini belli tamsay1 deger-
ler almaya kisitlamakla elde edilebilir. A degerlerini

A=1(l+1) 1=0,1,2,.. (2.47)

olarak parametrize edersek, verilen bir [ degeri igin Legendre serilerinden
birisi sonlu sayida terimden sonra biter. Obtir serinin de tniindeki katsayiy
sifir olarak alirsak, Legendre denkleminin P, (z) olarak gdsterilen polinom
¢bziimlerini elde ederiz:

Z(z) =R (z),
P() (:E) =1
Pi(z) = =«
Py(z) = %(3952—1) (2.48)
Ps(z) = %(5.’1:3—3.1:)
Py(z) = %(35x4—30z2+3)
Ps(z) = %(63x5—70x3+15m).

e ———

Lo op = oo

T

P ——
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Baglarindaki katsayr = = 1 noktasinda degerleri 1 olacak sekilde ayarlan-
mugtir. Genelde Legendre polinomlar

(3]
h(e) = Z <20 (1 - 2n()2'l(l —2 T:z))"n' z = (249)

olarak yazlabilir. Burada [%] en biiyiikk tamsay1 degeri alinacak demektir.
Sonlu ¢ézlimler elde etmek i¢in A ayrilma sabitinin belli degerler almaya
zorlanmasi fiziksel bir gsarttir ve kuantum mekaniginde agisal momentumun
kuantize olmas: gibi ¢ok ¢nemli sonuglar1 vardir. Dalga mekaniginde ise,
sistemin sadece belli dalga boylarinda salinmasi sonucunu dogurur.

2.8.1 Legendre Polinomlarinin Rodriguez Formiili Tanims

Legendre Polinomlarimn bir bagka tamm da
P 1 d
) (z) = T (2% — 1) (2.50)

seklinde verilen Rodriguez formiiliidir. Bunun (2.49)’a egdeger oldugunu
gostermek icin,

o0

o)™ =2 o (rrT_!— A (2.51)
n=0 '

seklinde verilen binom formiliini kullamirsak denklem (2.50)

[
1 d U (_1)11« 3:21—211.

P(=) = 50 gt 2 mr i —my! (2:52)
n=0
seklinde ifade edilir. Buradan da
diz™ m! "
formiilii ile
RS @, 5
! —n=0 28 nl(l—n) (l—2n)!x (2.54)
bulunur.
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2.3.2 Legendre Polinomlarinan Tiiretim Fonksiyonu Tanwmze

Legendre polinomlarim elde etmenin bir bagka yolu da

T (z,t) = —\/‘—T_T;f? EP, ()t It <1 (2.55)

seklinde verilen tiiretim fonksiyonudur. Bunun Legendre polinomlarim ver-
digini gostermek igin T (z,t)’yi

1
[1—t(2z —t)]} (2.56)

olarak yazalim ve

V' (2.57)

(1-2)7%= i( %() )

binom ag¢ilimmi kullanalim. Burada

(1) _(DE-) (-9 (-9
CE-0 - G300 (312

wl'-‘ /\

_ (= 1 (-1 2 (3 +1)(%+2)...(%+l—1)(%+l)(%+l+1)...]
COF[G+D (G +i+1) -]

) ()]

 1.35.. (2z 1)

=(-1)

20!
_ (_1)1 % (2.58)

bagmtisin1 kullanarak,

- 21)! 12‘
(1-z)"3 2(2)21(0')) (2.59)

yazarz. Bunu da (2.56) numarah denklemde kullanarak,

! _ @ T 2.60
(1 -t (22— 1))? _; a? (2.60)

]

i
‘?
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buluruz. Bu denklemdeki
(2z —t)’ (2.61)

terimine tekrar binom agilimi uygularsak,

i(w)!(_l)mt” L () (-

= 2 an? k' (- &)
T (2! (1) (22)'F
ZZ Z 22k (1 — k) (2:62)
elde ederiz. Buradaki ¢ift toplamm
k — n, (2.63)
I - l—-n (2.64)

doniigiimii ile yeniden diizenlersek,

n)!
T (z,t) ZZ [ o El _1)n ('ii 0 2_ ;n) x’—Z“] tt (2.65)

1=0n=0

buluruz. Bunu da (2.55) numarali denklemin sag tarafinda olan

iPz (z)t (2.66)
=0

terimi ile karsilagtinrsak,

P (z) = Z 21 ('il' - %n) gt (2.67)

n=0

bulunacaktir.

2.3.8 Legendre Polinomlarimin Tekrarlama Bagintilar

Legendre Polinomlarinin tiretim fonksiyonu olan T (z,t)’nin, t'ye gore tii-
revini alirsak,

e} _ —2(z —~
b—tT (.’ZJ, t) =

z -1 .
C2(l-20 t+t2) ;PI()” (2.68)

olur. Bu ise,

(z —1t) iﬂ (z)t! = f:P, (z)1 71 (1 - 20t + ¢2) (2.69)
=0 =1
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seklinde yazilabilir. Bu denklemi

Ztl (20 +1)zP, (z) = ZP l’7"1+2t"'+1 (" +1)Pw (z)  (2.70)

v=1 # 1"=0
geklinde agarsak ve '/
V'=1+1,
=11 (2.71)
déntigtimlerini yaprp, t'nin egit kuvvetleri altinda toplarsak,
Y@+ 1) 2P (@) ~ Paa (@) (+1) — 1P ()]t =0 (2.72)
=0
olur. Bu ise, biitiin ¢ degerleri igin ancak
20+ 1) 2P, (z) = (1+1) Py (z) + 1P (2) (2.73)

oldugu zaman miimkiindir. Aym sekilde T (z, t)'nin z’e gore tirevini alr-
sak, bir bagka tekrarlama bagntisi olarak

P, (z) = Ply1 (2) + Py (z) — 22F/ () (2.74)

elde ederiz. Bu tir bagmtilar uygulamalarda ¢ok kullamsgh oldugu gibi
bagkalarim da tiiretmek miimkiindiir.

2.8.4 Legendre Polinomlarinin Ozel Degerleri

Degisik uygulamalarda igimize yarayacak olan baz 8zel degerler, Legendre
polinomlarimn z = £1 ve 0 noktalarindaki degerleridir. Tiiretim fonksiyo-

nunda (2.55) = = +1 yazarsak,

(1 =) ZP, 1) ¢ (&) (2.75)

buluruz. Sol tarafi binom formiiliind kullanarak agar ve t’nin aym kuvvet-
lerini karsilagtirirsak,

Py (1) =1, (276)
Pi(-1) = (-1)

elde ederiz. Aym sekilde z = 0 yazarsak,

«/1_+T2 ZPI (0) ¢, (2.77)

——=

e e
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_@nr
(1+¢%)” tz_;(— ) = (l') (2.78)
olur ki, bu da bize
Py (0) =0, (279)
1
Py (0) = _——(;:l)(l(sé)! (2.80)

verir.

2.8.5 Legendre Polinomlarmin Baz Integralleri
1. Uygulamalarda sik¢a kargimiza gikan integrallerden biri de

/0 1 dz P, (z) (2.81)

integralidir. Bu integrali (2.74) tekrarlama bagintisim kullanarak,
1 1
[ @)= [ ae P+ L@ -2 @] @8
0
seklinde yazabiliriz. Bu ise,

1
[ 48P = Pua @)+ Pt (1) = P (0) = s (0) = 22R 01

(2.83)
1
+2 /0 dz P, (z)
olur. Yukanda buldugumuz degerleri kullanarak,
[ @R @) =Pus @+ A ) (284
yazanz. Bu da bize
0 [ > 2 olan bir gift say1
/0 ' 2Py () = 1 1=0
2(”_1) 75 P2s (0) l=2s+1
(2.85)

verir.
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2. Dipol hesaplarinda kullamgh bir bagka integral ise,

s
[ @@ P (2.86)
L
olarak verilir. (2.73) tekx’fyélama bagmtismu kullanarak bunu

/_ 11 dz oP, (z) Py (z) = /_ 11 5281k 1) Py (&) + kPe1 ()]

(2k+1)
(2.87)
olarak yazariz. Bu da bize,
0 k+#£+£1
1
/ dz 2P, (z) Py (z) ={ wrm@en kF=!-1 (2.88)
o @y k=1+1
verecektir. Genelde,
ogn+1] ( )
dz ' P, (z 2 | — n = |¢ift tamsay1
/_1 @) = Tt (52) | |
(2.89)

integralinin dogrulugu gosterilebilir.

2.3.6 Legendre Polinomlarinin Tam ve Dik Bir Set Olma
Ozelligi
Legendre denklemini (2.22)

ch'lz' [(1 - ) d—%i—xl] +1(I+1)R(2)=0 (2.90)

seklinde yazar ve Py () ile carpip, [—1,1] arabfinda integralini ahrsak

i /—11 Py (2) {‘% [(1 _ xz) i%a(:ﬁ)-] +I1I+1) P (w)} de =0 (2.91)

buluruz. Bu ifadenin de kismi integralini alirsak,

/ 1 [( 1) ——= dPl (m) dPl' (x) +1(+1) P (z) B (a:)] =0 (2.92)

-1
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olur. Bu denklemde [ ve I 'nit yer degistirerek yazar ve (2.29) denkleminden
cikartirsak,

1
H+1) -0 +1) / Py () By () dz = 0 (2.93)
-1
buluruz. Bu denklem bize [ # !’ oldugu zaman,
1
/ Py (z) P (z)de =0 (2.94)
-1
ve | = I’ oldugu zaman ise;
1
/ Py (z) Py (z)dz = Ny (2.95)
-1

verecektir. N; sonlu bir sayidir ve normlama sabiti olarak bilinir. Degerini
Rodriguez formiiliinii kullanarak bulabiliriz:

N,

/ 11 P? (z) dz, (2.96)

1 d 1 d

1 ] S
= 22[—(”)2/_1@(&' —I)Ex—l—(.’v —1) dz (2.97)

yazar ve | defa kismi integral uygularsak,

TS 42
M=o [ (@) gm0 @)
olur.
ﬁm-A(x) B(z) = i ml d*Ad™*B (2.99)

sl (m — s)! dz® dz™—*

formiiliini kullanarak (z2 — l)l teriminin 2! kez ttirevi ahnirsa, (20)! elde
edilir. Dolayisiyla,

@y [t
22 (11)?

L= (1-22) dz (2.100)

olur. Bunu ise, (1 — :c2)l 'vi

(=)' = (=) (1-2) " = (1= 74 G (- 2?)
(2.101)
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seklinde yazarak,
_(2-1) @ -1t 1 22)! 0102
Ny= "= Nix+ ey _lzd[( 2] (2.102)
olarak ifade edebiliriz. Bu da b}'ze,
2l—-1 1
N, = ( % )Nz_l - ﬂNl (2.103)
veya
Q+1)N=2l-1)N (2.104)
oldugunu gosterir. Bu ise,
@2l+1) N (2.105)

ifadesinin degerinin I’den bagimsiz bir say1 oldugunu gosterir. [ degerini
sifir olarak alirsak bu ifadenin degeri kolayca hesaplanir ve 2 olarak bulunur.
Bu da bize normlama sabitini,

2

el sy (2.106)

N
olarak verir. Bu N; degerini kullanarak U (z) fonksiyonlarim
U (z) = \/E-l—_;—jl’z (=) (2.107)
seklinde tamimlarsak, bu fonksiyonlar
/ 11 Ur (2) Ui (&) dz = 6u (2.108)

bagmntisim saglar ve dik bir set olan {U;(z)} setini olustururlar. (2.108)
ifadesi diklik gart1 olarak da bilinir. Bu set aym zamanda da tamdir. Yani,
herhangi bir ¥ (z) fonksiyonu [—1, 1] aralfinda yeteri kadar iyi davramsgh
ve pargali da olsa stirekli ise, {U; ()} seti cinsinden

T (z) = iC’,Uz (z) (2.109)
=0

seklinde sonsuz bir seri olarak ifade edilebilir. Burada C) sabitlerin-i bulmak
icin her iki tarafi Uy (z) ile garpar ve [—1,1] arahfinda integralini alirsak

/1 Uy (z) ¥ (z)dz = iCz /sz (z) Ui (z) dz (2.110)
-1 1=0

2. LEGENDRE DENKLEMI ve POLINOMLARI 23

buluruz. Bu ifade de (2.108) diklik 8zelligini kullanarak, C; sabitlerini
1
C = / Ui (z) ¥ (z) da (2.111)
-1

olarak belirleriz. Burada yeteri kadar iyi davramgh ifadesi hakkinda 8.
Belitmde daha agik olacagiz ancak, bu agamada uygulamalarda kargilagilan
pek cok fonksiyonun bu gart1 saglayacagini sSylemekle yetinecegiz.

Ornek (2.1) Legendre polinomlar: ve elektrostatik problemleri: .

Elektrostatik problemlerinde boglukta ¥ potansiyeli igin ¢tziilmesi
gereken denklem

V2¥(7) =0 (2.112)

olarak verilen Laplace denklemidir. Problem z ekseni etrafinda (a-
zimutal) simetri igeriyorsa ¢ bagimhligi olmayacaktir, dolaysi ile (2.112)
denkleminin ¢sziimiinde

m=0 (2.113)
olarak alimir. r bagimhlg igin ¢éziilmesi gereken denklem ise, (2.12)
denkleminde
k2=0 (2.114)
olacagindan,
%4—%2—1: = ﬂ%‘;I—)R=O (2.115)

seklinde bulunur. Bunun ¢bztimleri ise kolayca r! ve =21 olarak bu-

PYESY

lunur. Dolayistyla, (2.112) denkleminin genel ¢tziimii

= B,
U(ro)=>_ [Azrl + 7!11_1] P, (z = cos6) (2.116)
1=0

geklinde olur. Simdi ortasimdan bir yalitkan ile birlegtirilmig ve kuzey
yariktresi Vy ve giiney yarikiiresi de —Vp potansiyelinde tutulan bir
iletken kiire diigtinelim. Bu kiirenin digindaki (r > a) potansiyeli bul-
mak istersek A; degerini sifir olarak ahriz ¢inkii, kiireden uzaklagtikca
bu terim sonsuza gitmektedir. Dolayisiyla, 7 > a i¢in ¢bzim,

oo 'B
T (r,0) = Zr,—jlp, (z) (2.117)
=0
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geklinde olmahdir. B; degerlerini bulmak i¢in 7 = a noktasmdaki siur
degerlerini kullamnz,‘ u da bize

0<z<l1
¥ (a,0) = z+1Pl (3;) { PAGATI CALL)
l—OP'\ ; f’
verir. Her iki tarafi Py (z) ile garpar, integralini alir ve Legendre poli-
nomlarminda dik olma &zelligini kullanirsak,

! B 2
/_1 ¥ (a,z) P, (z)dz = a_“r‘_lm (2.119)
. B
1 1
B = (Z_lt;_)_“lf_% /0 [1- (-1)] P (o) do (2.121)

buluruz. Buradan { 'nin gift degerleri i¢in B; degerlerinin sifir oldugunu
goriiriiz, tek degerleri igin ise, (2.85) sonucunu kullanarak

(45 +3) atsagy, Fos (0) —0,1,2,... (2122

B2s+1 2 2V (2S+2) S [ Rt ( )

buluruz. Bunlan c¢tztimiin genel ifadesi olan (2.117)’de yerine ko-
yarsak, kiirenin digindaki potansiyeli

VoPa, (0) 1
¥ (r,6) = 2(45 1 3) a2+ (; 2+ (2 )) o Paasz (c0s0)  (2123)

8=0

seklinde elde ederiz. Kiirenin icindeki potansiyel ise, yine ayni yon-
temle bulunur.
2.4 Asosiye Legendre Denklemi ve Coziimleri

Legendre denklemi (2.21)’i
| m+#0 (2.124)

degerleri icin ele alir ve Frobenius yontemini kullanarak,

Z(z) =) axa®te (2.125)
k=0
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seklinde sifir noktas: etrafinda bir seri ¢6ziim denersek, tekrarlama bagm-
tismi

(k+4)(k+3)arsa + [(/\—m)2 —2(k+2)2] akt2 + [k(k+1) —ANar =0

(2.126)
olarak elde ederiz. Bu denklemin daha &nce kargimiza ¢ikan tekrariama
bagintisindan (2.31) farki ti¢ terimli olmasidir. Bu yanlis olmamakla birlikte
¢ok da kullanigh degildir. Bu tiir durumlarda iki terimli tekrarlama bagintis:

elde etmek icin genellikle denklemin tamm arabiginin u¢ noktalarindaki
davramgina bakariz. z = +1 noktasmin yakim igin,

y=(1-z) (2.127)
seklinde yeni bir degigsken tanimlarsak denklemimiz (2.21)

@-1)y% 2 TPH) | o0 - )&(y)—i-[/\——%]P(y):O (2.128)

dy y(2
olur. y — 0 limitinde bu denklem yaklagik olarak

d2P(y) dP(y) m*P(y)
e +2 T o =0 (2.129)
seklini alir ve
y% ve y ¥ (2.130)

gibi iki bagimsiz ¢dzilmit vardir. m > 0 ahnirsa, y’nin sifira yakin oldugu
bolgede igimize yarayan ¢tziim y% olur. Aym sekilde z — —1 limiti igin,

y=(1+2) (2.131)

degigkenini tammlarsak, y~ % ¢6zimiind buluruz. Bu ¢ziimlerden hareket
ederek Legendre denkleminde (2.21)

Z@)=01+2)% 1-2)% f (),
=(1-2%)% f(2) (2.132)
gibi bir ¢6ztim denersek, f (z) igin ¢dziilmesi gereken
(1—2%) d2d1;(2 z) —2z(m+1) —= df(x) +A=m(m+1)f(z)=0 (2.133)
denklemini buluruz. Simdi bu denklemde
fl@)=> arz*te (2.134)
k
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seri ¢Oziimiind denersek, iki terimli bir tekrarlama bagntisi olan

_ [(k+m)(k+m+1) =
a2 = Ok IS (2.135)

denklemini elde ederiz. Bu seri de daha 8nce oldugu gibi smur noktalarinda
iraksaktir. Bu noktalarda sonfu bir ¢oztim elde etmek icin A degerlerini

(k+m)[(k+m)+1—r=0, (2.136)

= (k+m)[(k+m)+1] (2.137)
olarak sinirlamarmz gerekir.

Il=k+m (2.138)
olarak yeni bir tamsay1 tammlarsak
A=1(+1) (2.139)
olur.

k=l-m (2.140)

ifadesinde k pozitif tam say1 degerler aldifindan verilen bir I degeri icin
m’nin ancak

m=-—l,..0,..1 (2.141)

olarak verilen tamsay1 degerleri alabildigini goriiriiz.

2.4.1 Asosiye Legendre Polinomlar
Legendre polinomlarimin sagladig diferansiyel denklemi,

oy PR (z) dPt (m)

(1-2z?) T2 +I1(I+1)P(z) = (2.142)
geklinde tekrar ele alir ve
dm = m! d*A) [d™*B
-"'—m' [A (IU) B ((C)] = sgo m [E;‘;] [-d—x-;;_—;:l (2143)

formiiliinti kullanarak m kez tiirevini alirsak,

(1 - m2) Pl(m+2) (z) — 2szl(m+1) (x) — 2_"”_(%:_12 Pz(m) (z)

= 2eP™ (z) + 2mP™ () — 11+ 1) B (2) (2.144)

2. LEGENDRE DENKLEMI ve POLINOMLARI 27

olacaktir. Buradan da

(1 _ :1;2) Pz(m+2) (z) — 2z (m + 1) Pz(m+1) (z)

—[m(m+1)—1(1+1)]P"™ (z) =0 (2.145)
elde ederiz. Burada
P{™ (z) = —P:( ) (2.146)

oldugundan, (2.133) denklemi ile kiyaslarsak ¢6ztimiin

f(z) = —Pz (z) (2.147)

oldugunu goriirtiz. (2.132) denklemini yeniden yazarsak, asosiye Legen-
dre denkleminin ¢8ziimlerini

Zim(z)=(1-=z ) ——Pz (z) =A™ () (2.148)

olarak buluruz. Bu polinomlara ise, asosiye Legendre Polinomlar: denir
ve P™ (z) ile gosterilirler:

Pll(m) — (1 u 2:2)1/2

P}(z) 3z(1 — z2)1/2

P(z) = 3(1—2?%

Pi(z) = (3/2)(52%-1)(1 —2?)!/2
Pi(z) = 15z(1-z?)

P3z) = 15(1—x%)%2,

m’nin eksi degerleri igin P, ™" (x),

P (@) = ()G A

" (z) (2.149)

olarak verilir.

2.4.2 Asosiye Legendre Polinomlarvan Diklik Ozelligi

Asosiye Legendre polinomlarimin diklik 6zelligini Rodriguez formiliini kul-
lanarak gdsterelim:

_ =™t dt d
/_ P (z) P (z)dz = ST /_ 1X T X 17 — X' dz (2.150)
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yazalim. Burada,
voX= z? -1, (2.151)
I-/:. m dm
P (z) ,7.;«(1 — z%)? dsz, (z) (2.152)
ve '
1 & l
Pi(z) = 55 7t (z2 - 1) (2.153)

olarak alnmistir. (2.150) formitlindeki integralde (I’ +m) kez kismi in-
tegral ahmirsa

(-1

1 dl’+m [ ditm
m

i i
= ] XVdz (2.154)

buluruz. Buradan da, (2.143) formiild ile

1 ' i me—X I+r4A
/ / U!'+m\ d d
U'+m 1 z : 1
= /.1 X Y ( A ) d:z:"+m“>‘Xm dm’+‘"+'\X dz (2159)

elde ederiz. X™ ifadesindeki en yiiksek kuvvet 2™, X! ifadesinde ise, z%

olacaktir. Bundan dolayi toplama igaretinin dniindeki her terim eger
U'+m-—A<2m (2.156)
ve
I+m+A<2 (2.157)
egitsizlikleri ayn1 anda saglanmiyorsa sifir olur. Birinci esitsizlik,
A>lU—-m (2.158)
ve ikinci egitsizlik de
ALIl-m (2.159)

verir. m > 0 igin ! < I’ varsayarsak, toplam sifirdan farkli hic bir terim iger-
mez ve integral sifirdir. (2.150) ifadesi I’ ve I "ye gore simetrik oldugundan,
I'> I’ icin de bu sonug gegerlidir. [ ve I’ esit olursa, bu iki egitsizlik aym
anda saglanabilir ve A = I — m degerini alr. Bu durumda toplam sadece
sifirdan farkh tek bir terim igerir ve (2.155) ifadesi,

1 m 1
(-pH*m / X’(l+m> P em P e
-1

l—m/ dz?™ dz2!

A TN T T TS VTS Wk

s
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= (=0 (P a1 2m): " Xt
1 Lo ! (2m)! . z (2.160)
olur. Buradaki integral ise,

z

1 1
/led:c = / (x2 - l)lda: = 2(—1)’ /2 sin2*1 940

(=)t
35 (2 +1)
_ (e any?
T 2+ (2:161)
olarak ahmr. Ayrica, binom katsayilar
(l +m\ _ (I+m)
l-m/)  (I—m)!(2m)! (2.162)

oldugundan, asosiye Legendre polinomlarimn diklik &zelligi de

/_ 11 [P (2)]2da = {21 (A m)! (-t (201 (2m)! (-1 2241 (1)?

22 (n? (I-m)!(2m)! (20 +1)!
sonucu basitlegtirilerek bulunur:
/_ 11 P (2) P () ds = Ej—i”%;;@i—l)s,,, (2.163)
2.5 Kiiresel Harmonikler
(2.17) denkleminin ¢ degiskenine gére bagimsiz ¢dziimlerini
® (¢) = Ae™? + Be~im¢ (2.164)

seklinde bulmugtuk. ®.,(¢ + 27) = ®,,(¢) olarak verilen periyodik sir
gartlar1 uygulanirsa, m ayrilma sabitinin tamsay1 degerler almas: gerektigi
kolayca gér?ﬂﬁr. Onceki boltimde assosiye Legendre polinomlarim: tamm-
larken, m’nin sadece —,...0, ...l arasindaki tamsay1 degerleri alabilecegini
gormiigtik. Bu fonksiyonlar: kullanarak tamimlayacagimiz

. 1 .
{®m(9) = \/—2_;&""”} , m=-1..,0,..l (2.165)
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seti ise, tam bir set olup,
27

dp@ i {P) P (B) = Omm (2.166)
0 .
diklik gartim saglayacaktir. \ i »
Bu noktada her ikisi de tam ge dik olan {®,,(¢)} seti ile { P/*(6)} setlerini
birlegtirerek, bir ¢ok fizik ve mithendislik uygulamalarinda gok kul.lamglh
olan ve gene tam ve dik bir fonksiyon seti olugturan kiiresel harmonikleri,

2A+1(1—m)
ar (I +m)!

™8, 4) = (-1)" €™ P/™(cos 6) (2.167)

seklinde tanimlayabiliriz. Burada m > 0 olarak alinmistir ancak, m’nin eksi
degerleri i¢in kiiresel harmonikler

Y, ™(0,9) = ()" Y "6, ¢) (2.168)
olarak tammlanirlar:
0 | 1
Yo' (6,¢) = Ti

[3 .
Y11 6,9) = - = sin fe*®
o 3
Y20, 8) =y o cost
1 3 . g
Y7 0,9) = -é;smt?e

[ 5 . . i
YZ(8,¢6) = —9—6;3 sin? ge2**
Y3 (8,0) = —y / %3 sin 6 cos fe*?
5.3 5 1
Y3 (8,9) Vi3s3
Y2_1(0, ) = / 5%3 sin § cos fe

5 . . iy
Y;2(8,0) = @38111206 2ie.

Kiiresel harmoniklerin diklik gart: ise,

27I' 3 1 ml 7
/ dp / sin dOY;r ™ (6, $)Y;™(8, ) = 6 6 (2.169)
0 0
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olarak verilir. Kiiresel harmonikler aym zamanda tam bir set olugturdugun-
dan, verilen bir g(0, ¢) fonksiyonu,

oo m=l

96,8)=)_ Y AY™0,4) (2.170)

=0 m=-—I

olarak yazilabilecektir. Burada A’ sabitleri,

T P27
A= /O /0 dpddsin 8g(0, )Y;* ™(6, 6) 2.171)

formiilil ile hesaplanir.
Daha 6nce gordigimiiz (2.13) denklemine bakarak kiiresel harmoniklerin
sagladig diferansiyel denklemin

_1 9 1. 9" (6,9) 1 3%Y™(6,9)
sin 6 66 86 sin?6 g2

+i(l+1)Y;"(6,4) =0.
(2.172)
oldugunu goriirtiz. Bu denklemi

1 8. ,0 1 8% _ m
(2.173)

geklinde yazarsak, sol taraftaki diferansiyel operatériin kuantum mekaniginde

2
f2=(7x¢+)2=<7’x%v>

_op2[ L 0. ,0], 1 &
&= [sinGBO Sn056) + 570 o2 @174)

olarak verilen, (h? ¢arpami diginda) agisal momentum operat®riiniin karesi
oldugu goriiliir. Dolayist ile A ayrilma sabitinin [(I+1) gibi tam say1 degerler
almasinin, klasik mekanikte siirekli olarak degigebilen acisal momentum
biiytikligiinin, kuantum mekaniginde ancak belirli degerler alabilmesi, yani
kuantize olmas1 gibi ¢ok ilging ve nemli bir sonucu oldugu gériiliir.
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2.6 Problemler

1. Ornek (2.1)’deki potansiyeli kiirenin iginde bulunuz.
2. (2.15) denkleminin gbzﬂml_ﬁﬂni rt ve r—(U+1) oldugunu seriler ydntemi
ile gvsteriniz.

3. Asafnda verilen diferansiyel denklemin z € [0,1] ara..h.él'nda soniu
¢oztimlerini bulunuz ve A'min en kiicitk tigiincti degeri igin ¢dziimi
acik olarak yazimz:

5z — z2
z(1 — z)% + (g —22:)% + [A - Qfm—_—x)—l] y(z) =0.

4. Asagida verilen tekrarlama bagmtisim gosteriniz:
P, (z) = Pl (z) + P, (z) — 2zF; (2)
5. Legendre polinomlarindan P, Ps, ve P2t her ti¢ tammim da kulla-
narak yazimz.
6. Agagida verilen integrali ahniz:

1 . 2n+ll! (l_‘%ﬂ)l
/ldxx P,(z) = (l+n+1)!(l_—2—")!

| —n = |cift tamsayi]

7. Asafida verilen formiilit gosteriniz:

(l - m)!Pm(.’E)

Pr(@) = (D™ i P

8. Kuantum mekaniginde agisal momentumun 2-bilegeni L., ve bitylik-
10tintin karesi I 2’nin aldig1 degerlerin

h Y™ (6,

2" (6,9) =W+ DRV (6,9)

dzdeger problemleri ile belirlendigini gosteriniz. Burad'a.n, kiiresel har-
moniklerin L, ve T2 operatorlerinin ortak dzfonksiyonu oldugunu

goriiriiz.

= mhY}™ (6, ¢)

9. Maple ve Mathematica gibi programlar yardim ile. seqece.gi.niz Le-
gendre ve asosiye Legendre polinomlarim gizdirerek inceleyiniz. ayni
gekilde kitresel harmonikleri ¢izdiriniz.

3
LAGUERRE POLINOMLARI

Ikinci boliimde kiiresel simetrik problemler igin zamandan bagimsiz Schro-
dinger denkleminin ¢ziimlerinin,

R(r)Y,™(6,4) (3.1)

geklinde verildigini gérmiistiik. ¥;™(8,¢) olarak gosterilen agisal kismun
¢bztmleri kitiresel harmonikler olup, (2.172) denklemini saglarlar. Radyal
kismin sagladigr denklem ise,

4 (2420

dr d )+r2k2(r)Rz(r)—l(l+1)Rz(r)=0’ (3-2)

2m
k= F [E_ V(:z:,y,z)]
olarak verilir. Burada bagimh degiskeni
Rifr) = “210) (339

geklinde degigtirirsek, ¢tziilmesi gereken denklem

h? &2 w2l +1
“om dzj-g’l + 25,:2 ) + V(r)ug(r) = Eug,(r) (3.4)

olarak bulunur. Bu denklemin ¢bziimleri sistemin agisal momentum ve e-
nerji dzdegerlerine bagh olacagindan,

ug,(r)

olarak gdsterilmisgtir.
Tek elektronlu atom modellerinde potansiyel enerji,

Ze?
T

V(ir)=- (3.5)
olarak almabilir. Burada Z ¢ekirdekteki proton sayisim e'de elektronun
yitktini temsil etmektedir. Atom modellerinde elektron gekirdege bagh ola-
cagindan enerji E < 0 sartim saglayacaktir. (3.4) denklemi seriler yéntemi
ile gtztliirse tig terimli bir tekrarlama bagintis1 vereceginden, iki terimli bir
tekrarlama bagntisi elde etmek icin asosiye Legendre denklemindeki deney-
imimizden yararlanarak, denklemin 0 ve oo’daki davramslarina bakariz.
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B oy . k, ctztim
= r/21|E| /h? gibi birimsiz bir bagimsiz degigken .ta:nlmlarsa ) €
z — 0 limitinde «~ p!*! ve p — oo limitinde de -~ e~ gibi davranacagindan

g (r) = P e Pu(p) (3.6)
7

geklinde bir ¢tzlm denetr;iz. w(ﬁf) fonksiyonunun sagladig1 denklem de

om Ze?
R okt 12 3.7
Po=AITEI B &1

Vsl (3.8)
E  po
tanimlar ile
d?w(p) dw = 9
GUP) L9141 —p)—— + [pp — 2(1 + D]w(p) =0 (3.9)
L (1 + p)dp [po — 2(1 + 1)}
olarak bulunur.
Bu denklemde
w(p) =y _arp" (3.10)
k=0

gibi bir seri ¢dziim denersek, ax katsayilan arasinda iki terimli bir tekrar-
lama bagintis1 bulunacaktir:

ax  (k+1)(k+20+2)

ars1  2(k+14+1)—po (3.11)

Bu tekrarlama bagmtisi, (3.10) serisinin k& — oo limitinde kat§a.y.11'ann

oranin1 *: — 2/k olarak verdiginden, w(p) ¢dzlimiintn p — 00 limitinde
k . . . .

e2° gibi davrandigim gosterir. Bu ise, p — 00 hmJtmde.a Rg (r) fonksiyon-

larinim e” gibi sonsuza gitmesi demektir. R ,1(r) fonksiyonlar,

|Rea(r)Y™ (6, 0)° (3.12)

ifadesi ile elektronun olasiik yogunlugunu vereceiinden, her yerde sonlu
dégerler almalidir. Ozellikle de gekirdekten uzaklastikca olasihk azalmahdur.
Bunu saglamak icin (3.11) sonsuz serisini bir sekilde sonla.rduma.n.uz gereke-
cektir. Bunu da atomun enerjisini temsil eden E degerlerini, yani p, deger-

lerini,

po=2(N+1+1), N=0,1,2,... (3.13)

—

—

=
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ifadesi ile belirlenen tamsay: degerleri ile sinirlamakla saglayabiliriz. (3.13)
ifadesini E icin ve tamsay: degerler alan yeni bir n parametresi cinsinden
yazarsak, sistemin alabilecegi enerji degerlerini

Z%met

En = otz

n=12,... (3.14)

olarak buluruz. Bunlar ise, Bohr atom modelinde kargimmza gikan kuantize
enerji degerlerinden bagka birgey degildir.
w(p) icin ¢ozlilmesi gereken denklem (3.9) ise,
p dPw

d
2d—p2+(l+1—p)d—’:+Nw=o (3.15)

seklinde yazilabilir. Bu denklemin polinom ¢tzitmleri, birazdan ayrintih bir
bicimde inceleyecegimiz asosiye Laguerre polinomlar: cinsinden ifade edilir.

3.1 Laguerre Denklemi ve Polinomlar:

Laguerre denklemi [0, co] arahginda
d*y

dy
x@+(1—m)a+ny—0 (316)

olarak tamimlanir. Sifir noktas: etrafinda

y(z,8) = Za,m‘”” (3.17)
r=0

seklinde bir seri ¢dzliml denersek, indis denkleminin ksklerinin ikisinin de
0 ve tekrarlama bagintisinin da

(s+7—mn)

A (3.18)

Gr41 =04

oldugunu goriiriiz. Burada n heniiz iizerinde herhangi bir kisitlama olmayan
sabit bir sayidir. Frobenius yénteminde indis denkleminin

s=0 (3.19)
gibi ¢ift kokil olursa, birbirinden bagimsiz ¢tziimler,

9y (z, )

y(z,0) ve s

(3.20)

8=0
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seklinde alinirlar (Ross). Burada ikinci ¢6ztim z — 0 limitinde In z gibi son-

suza gideceginden, biittin = degerleri igin sonlu olabilecek y (z, 0) ¢dzimiint
aliriz. Bunun tekrarlama bagntisi ise,

.:I (”’ 7 ) 21
",_ — 3.
(.l-,-+1/ Qr ( )2 ( )

olacaktir. Bu ¢tziimt seri olarak yazarsak,

n(n—l)x2+“+( Hnn-1)...(n—r+1) o+

2)* (r)?

y(x)=a0{1_F+
(3.22)

elde ederiz. Bu seri ise, £ — oo limitinde e* gibi sonsuza gittifinden butin
z degerleri icin sonlu ¢dziimler igin n parametresini tamsay degerler ile
siurlariz. Bu durumda,

y(z) = 0'02 (1) B e (n nnt1) z" veya
r—O ( ')
y(z) = aoZ( ——r—— (3.23)

=0 - ) (r!)?

seklinde verilen ve Laguerre Polinomlar: olarak bilinen polinom ¢éztimlerini
elde ederiz. Lagiuerre polinomlar: (3.22) ifadesinde ap = 1 alinarak

Ln(z) = Z( ——r— (3.24)

r=0 —r)! (7")

olarak tammlanir.

3.2 Laguerre Polinomlarinin Diger Tanimlar:

3.2.1 Laguerre Polinomlarinin Tiretim Fonksiyonu

Laguerre polinomlarimn tiiretim fonksiyonu T (z,t),
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olarak verilir. Bunun (3.24) ile aym polinomlarn verdigini gdstermek igin
sol tarafi kuvvet serisi olarak agarsak,

u_—t> - (1—t>zr'[ 1—t]’

)" 2t
= TX_;("') T (3.27)
buluruz. Ayrica,
ﬁ; = 1+(r+1)t+———(’”“1)2,(7"’“2%2
T+ s)!
= Z:('r_::s') (3.28)

seklinde verilen binom agilimim kullanirsak, (3.26) denkleminin sag tarafim

(1:) e"p{ } > (-1 i (r”) ZTire (3.29)

r,8=0
seklinde yazabiliriz. Burada,

n=r+s (3.30)
gibi yeni bir degigken tanimlarsak, t™’in katsayilarim

(1) ———a" 3.31
ZE e (331
olarak buluruz. Burada

s=n-—r (3.32)
bagmtisindan s > 0 sart1 7 < n verecektir. Dolayisi ile L,, (x) polinomlar
da

L@ =3 (- Y T (3.33)

r=0 7”) '

olarak bulunur.

3.2.2 Laguerre Polinomlarimin Rodriguez Formiili Tanwma

e (-t
T(z,t) = (T———_t_)_ (3.25) Laguerre polinomlarimin bir bagka tanmm da
oo
e® d®
= X;Ln (z) " (3.26) La(2) = ——— (z"e™) (3.34)
n=t
_‘& zi e e e e e e e
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geklinde verilen Rodriguez formillidiir. Bu tammun digerlerine egdegerligini

d" d""udv
Ly 3.35
da:" Z (n - r)‘r‘ dzn dz” (3:35)
ﬂ,/
formitlinii kullanarak ve' : /
e® d —*) = n!l  d Tz de” 336
nl dz" (z"e™) = n'E(n —r)lrl dznr da” (3.36)
ifadesini yazarak gosterebiliriz. Buradan ise,
dPz? -
r = qglg—1)..(g—p+1)z77?,
dxP
¢ e (3.37)
= €T .
(¢—p)!
formtilti ile
e* d" — A = —
mg.';}; (.'z:"e z) . n! Z(n )"l"' T' ( 1) y
= -1 —— (3.38)
2V e
= Ln(2)

olarak istedigimiz sonucu elde ederiz.

3.3 Laguerre Polinomlarimin Dikligi

Laguerre polinomlarinin birbirine dik fonksiyonlar seti olugturdugunu goster-
mek igin agagida verilen

/ ~ e *Ly(z) L () dx (3.39)
0

integralinin degerini hesaplayalim. Tiiretim fonksiyonu tanimim kullanarak,

-l——i—iexp{ } ;OL n ()" (3.40)
I_l__sexp{ } ;L i (2) 8™ (3.41)
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yazarz. Yukaridaki serileri 8nce birbirileri ile ve sonra da e™7 ile garparsak,

S wm o {-ayew {—ap
n;__oe Ly (z) Ly, (z)t"s™ = ) =) (3.42)
elde ederiz. Her iki tarafin da z’e gbre integralini alirsak,
oo
o0
S / e L, (z) L (z) dalt™s™
0
:/we exp{ Z“}exp{ 1“)}dz (3.43)
0 (1-1) (1-s)
olacaktir. Buradan (3.38) integralinin degerinin,
—x zt T8
I=/°° e eXP{'“Zl_tj}exp{_(l_sj}dx (3 44)
0 (1-1) (1-s9)

integralinin ¢ ve s 'nin kuvvetleri olarak agildifinda t™s™ teriminin katsayisi
olacag: goriliir. Bu integrali de

szl—Tl(l——;j/owexP{ ( lit 1— s)}dx (3.45)

olarak yazarsak kolayca ahnir ve

— 1 —exp[_"'(1+ iy + ey )]
I'= a=5a=y) [ 1+[(1 t)]+[(1—is)] L (3.46)
_ 1 1
(-t (1-s) I:1+ [(1f-t)] n [ 1:.,)]] (3.47)
- l—lst (3.48)
N isntn (3.49)
n=0

bulunur. Bu da bize Laguerre polinomlarimn diklik iligkisini,

/ € Ly (@) Ly (z)dz = 6
0

olarak verir. Legendre polinomlarindan farkl olarak, Laguerre polinomlar:
agirlik fonksiyonu e~ ’e gére diktir deriz.
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3.4 Laguerre Polinomlarinin Diger Ozellikleri

3.4.1 Laguerre Polinoﬁzlamnm Tekrarlama Bagintilar

Legendre polinomlarinda kullandefimiz ySntemle tiiretim fonksiyonunu sirasi
ile t ve z e gbre ttirevlerini a.la.r?k agagidaki tekrarlama bagmtilarim bulu-

ruz:

(n4+1)Lny1(z)=Cn+1-2)Ln (x) = nLln-1(x), (3.50)

zL!, (z) = nLp (z) — nLn—1(z). (3.51)

Ayrica, bir bagka tekrarlama bagimntisi olan

n—1 )
L, (z) = nLn (z) = »_Lr (2) (3.52)
r=0

formiiltt de ¢ok kullanighdir.
Baz: n degerleri igin Laguerre polinomlari,

Lo (x) = 1

I (:E) = —z+1

L3 (z) = L (—2® +92% — 18z + 6)
Ly(z)= % (a* —162° + 7222 — 962 + 24)

olarak verilirler.

3.4.2 Laguerre Polinomlamnin Ozel Degerleri

Tiiretim fonksiyonunda z = 0 alirsak,

; L, (O)t* = T_i_t (3.54)
= it” (3.55)
n=0
olur ve
L,(0)=1 (3.56)
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dzel degerini buluruz. Ayrica, diger bir 6zel degeri de Laguerre denklemini
z = 0 noktasinda yazarsak,

xdzL,, (z)

w2 Ta-2) d%Ln (z) +nLn(z) =0| (3.57)

=0
L, (z) =-n (3.58)

olarak buluruz.

3.5 Asosiye Laguerre Denklemi ve Polinomlari

k parametresinin sifir oldugu durumlarda Laguerre denklemine doniigen
asosiye Laguerre denklemi ise,

d?y

Tdz?

seklinde verilir. Bu denklemin de ¢tziimil agaghdaki teorem kullanilarak
bulunabilir:

+(k+1—x)3—z+ny=0 (3.59)

Teorem: Eger Z (z) fonksiyonu (n + k) derecesinden Laguerre denklemini
k
saglarsa, %iﬂ fonksiyonu da asosiye Laguerre denklemini saglar.

Ispat: (n + k) derecesinden Laguerre denklemini

d?Z dZ
(L‘d—mz-'f'(l—-m)%'f“(n'i'k)Z:O (360)
geklinde yazar ve k kez tiirevini ahirsak,
d*t2z  dktlz dFrtlz d*z d*z
T TR T2 oy TR g+ (n o E) g =0
(3.61)

buluruz. Bu denklem dilzenlenince bize,

& [d¥Z d [d*Z dkz
T2 [m] (k+1-2z) e [ILI:I +n [W] =0 (3.62)

olarak istenilen sonucu verir.

Buradan Laguerre polinomlari i¢in buldugumuz (3.32) ifadesini kullanir-
sak, asosiye Laguerre polinomlarim

k E n la™
Lk () = (-1)* %;TZ:; (<" = f_ k+—k3)'! 7 (3.63)
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seklinde yazabiliriz. " 'nin & derecesinden tiirevi r'nin k’dan kigtik defer-
leri icin sifir vereceginden,

dk ok (n+ k)™

L (o) =(-1)" VZ(—) A (364)

(

ntk T
Lﬁ(w)=(—1)kr=zk(—1) = +(:+f)), o (T_'k), 7k (3.65)

yazabiliriz. Yeni bir degigken olarak s’yi
s=r—k (3.66)
olarak tanimlarsak, asosiye Laguerre polinomlarinm son geklini,
@)= (1" kT o) (3.67)

s=0

olarak buluruz:

Lk (z) =1

Lf(z)=—-z+k+1

(k+2)(k+1)

k z?
L () = —(k+2)z+ 5

3.6 Asosiye Laguerre Polinomlarmn Onemli
Ozellikleri

3.6.1 Asosiye Laguerre Polinomlarinin Tiretim Fonksiyonu

Asosiye Laguerre polinomlarimn tiiretim fonksiyonu

ej: _[__git_l)- =Y Lk (z)t" (3.68)

n=0

seklinde verilir. Bunun gostermek icin Laguerre polinomlarimin

[ d ”] ZL (z) t" (3.69)

a-ot

n=0
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seklinde verilen tiiretim fonksiyonunun tiirevini &k kez alahm:

dk exp [—(—l-x_t—t)]
o [———(1 s po L S L@ (3.70)
n=k
Tirev ve integral igaretlerini yer degistirerek,
k =zt
—t exp [ (1—t) [s.o] dk ,
[(1 —t)] (1 —t)’°+1] =D grlne @™ (3T)
n=k
yazar ve
Ly (z) = (= 1) Lk (2) (3.72)

iligkisini kullamirsak,

tk
(-1)F T €XP [ :| Z( 1)* LE (z) ¢tk (3.73)
(1 - t) (1 t) n=0
buluruz. Buradan da asosiye Laguerre polinomlarinin tiiretim fonksiyonu
N D)
i [ oF +1] ZL" (z)t" (3.74)
n=0

seklinde elde edilir.

3.6.2 Rogriguez Formiilii ve Dik Olmalar

Asosiye Laguerre Polinomlarimin Rodriguez formiili

e
n! dz®

olarak verilir. Bu polinomlarin diklik iligkisi ise,

L (z) =

[e~=2"+¥] (3.75)

) !
/0 e~ zFLE (z) Lk, (z)dx = (n :!k)' Snm (3.76)

seklindedir. Burada agirhik fonksiyonu
(e~%z*) (3.77)

olarak bulunur.
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3.6.8 Tekrarlama Bagintilar
Asosiye Laguerre polinomlaginin stk¢a kullamlan tekrarlama bagintilan ise,

22
Lk 4 () ;ﬁ LE 1 (z) = Lk (), (3.78)

(n+1)LE  (2)=@n+k+1-z)LE(z) - (n+ k) Ly (), (3.79)

22 Lk () = nLk (2) - (0 + B) I§ 1 (2) (3.80)

olarak verilirler.
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3.7 Problemler

1.

(3.4) denkleminin 4¢ terimli bir tekrarlama bagntis1 verecegini ¢tzme-
den gorebiliyormusunuz?

. (3.6) denkleminde

e~ u(p)

ug(r) =p
tamm ile w(p)'nun saglayacag diferansiyel denklemin iki terimli bir
tekrarlama bagmntis1 verecegini tnce gdriinilz ve sonra da (3.11)'de
verilen tekrarlama bagintisin gikarimiz.

. Laguerre polinomlar i¢in verdigimiz

(n+1)Lpp1(z)=2n+1—2)L, (z) — nLln_1(z),

zL], (z) =nLy, () — nLy_1 ()

n—1
L, (@) = nLn (2) = 3 Ly (2)
=0

tekrarlama bagintilarini gikarimz.

. Asosiye Laguerre polinomlarimin diklik iligkisini gtsteriniz.

Ug boyutlu izotropik harmonik salinic: igin zamandan bagimsiz Schré-
dinger denklemi

2
—-2%?2\1:(?) + 3mPrY(P) = BU(7)

olarak verilir. Degigkenlerin ayrilmasi ydntemi ile kiiresel kutupsal
koordinatlarda r, 8 ve ¢ i¢in gbzillecek denklemleri yazimz.

Hidrojen atomunun dalga fonksiyonunun normlanmg seklini asosiye
Laguerre polinomlar: ve kiiresel harmonikler cinsinden yazimz.

. Asosiye Laguerre polinomlari igin

Lﬁ(O) - (nn-:_k?)'

6zel degerini gosteriniz.
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8. Kuantum mekaniginde 3 boyutlu izotropik harmonik salinici i¢in Schro-
dinger denkleminin radyal kismnin sagladig1 denklem

d2d12(2x) . % di{(cx) He—oi- l_(l_;_l_)) R(z) =0

olarak verilir. Burada

r
T = = )
[ B
mw

olarak tammlanmgtir ve [ = 0, 1,2.... degerlerini ahr.

i)z = oo noktasindaki tekil noktasm inceleyiniz.

ii)z — oo limitinde ¢dziimiin R — e—="/2 gibi gittigini gosteriniz.
jii)Seriler ydntemini kullanarak [0, co] arabgnda sonlu gdzimler bu-
lunuz.

iv)Sistemin alabildigi enerji degerleri nelerdir. Neden?

v)Buldugunuz ¢ziimleri asosiye Laguerre polinomlar: cinsinden ifade
ediniz.

E

ve €=y

9. Sececegfiniz Laguerre ve asosiye Laguerre polinomlarim Maple ve Mat-
hematica gibi programlar yardim ile ¢izdiriniz.

10. Asapida verilen tekrarlama bagintilarim gdsteriniz:

LE_j () + LE* (2) = Ly (=),
(n+1) Lk (@) = @n+k+1-2) L5 (2) — (n+ k) Iy (),

ed 1k (z) = nlk (z) — (0 + B) Ly (=)

4
HERMITE POLINOMLARI

Kuantum mekaniginde zamandan bagimsiz Schrédinger hareket denklemi,
AY(7) = EY(7) (4.1)

geklinde yazilir. Burada ¥(7) dalga fonksiyonu, E enerji 8zdegerleri ve Jig
ise, Hamilton operatoriidiir. H klasik Hamilton ifadesindeki 7 (konum)
ve P’ (momentum) degigkenlerinin operatér karsihklarn olan;

Ea S (4.2)

7 - %V (4.3)

ile yer degistirerek bulunur. Hamilton operattrii tek boyutlu harmonik
salinic: igin

geklinde yazilirsa, Schrddinger denklemi de
eV (y) 2m mw? ,
TR E- v =0 (4.5)
geklinde verilen bir diferansiyel denklem olur. Bu denklemde
g=—2— ve e= (4.6)

_E_
JE (%)
gibi iki birimsiz degigken tanimlarsak, Hermite denklemi ile yakindan iligkili
olan,
a2V (z)
dz?

denklemini buluruz.

+(e~z*) ¥(z) =0, z€l0,00] (4.7)

4.1 Hermite Denklemi ve Polinomlar:

Yukaridaki (4.7) denkleminin [0, 0] aralifinda sonlu ¢6ziimlerini bulmak
icin Frobenius yontemini kullamirsak, ti¢ terimli bir tekrarlama bagintisi
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elde ederiz. iki terimli bir tekrarlama bagntis: elde etmek icin, asosiye Le~
gendre denkleminde yaptigimz gibi, sonsuzdaki tekillik yakininda ¢zilmin
nasil davrandigina bir b m:

Once tekilligin cinsini bulmak ’i'gin

1
r=¢ V@)=Y (48)
gibi bir bagimsiz deisken tammlayahm. Bu durumda diferansiyel denklem

2uE) 24d¥(¢) 1 [ 1]
+2 0 e 5|2 =0 49
d£2 £ dé 64 EZ ( ) ( )
olacaktir. Buradan da tekilligin gerekli oldugu gorilir. Ancak, bu nokta

¢dziim arahgimn ucunda oldugundan sifir noktasi etrafinda seri ¢dztim bul-
mamiza bir engel olugturmaz. £ — 00 limitinde (4.7) denklemi

d*¥ (z)

= 220 (z) =0 (4.10)

12 - 12 . .y = 2
gibi davranir ve e~ 7 ile e olarak verilen iki ¢dzimi vardir. e7 sonsuzda
sonsuz olacagindan ilk ¢dziimi alarak,

¥ (z) = e~ T h(z) (4.11)
gibi bir ¢dziimil (4.7) denkleminde yerine koyarsak, h(z) igin

%1_’; - 2xd—h£;—) +(—-1)h(z)=0 (4.12)

denklemini elde ederiz. Bu denklemde,
h(z) =) axc® (4.13)
k=0

gibi bir seri ¢ozlim denersek,

(2k+1—¢)

A2 = akm (4.14)

olarak verilen iki tezrimli bir tekrarlama bagntis: elde ederiz. Bu seri ise,
k — oo limitinde e® gibi davrandifindan, ¥ (z) gbziimii z — oo limitinde

¥ (z) — e%z' (4.15)

gibi sonsuza gidecektir. Bundan dolay1, [0,00] arahgmda sonlu cozlimler
elde etmek icin, seri ¢bzimil sonlu sayida terimden sonra sonlandirmamiz
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gerekir. Bu ise, & enerji parametresini belli tam say1 degerler almaya zorla-
makla miimkiindiir:

e—1=2n,n=0,1,2.. (4.16)
alirsak tekrarlama bagmtis:
PR (2k — 2n)
2= TN+ 1) (4.17)
olur ki, bu da bize (4.12) denklemi igin,
n=0 ho(z)= ag
n=1 hi(z)= a1z (4.18)

n=2 hy(z)= ap(l—2z%)

geklinde verilen Qolinom gbziimlerini verir. (4.17) tekrarlama bagmtisindan
n. dereceden polinomun, z’in azalan kuvvetlerinin katsayilarim

inn—-1)(n-2)(n-3)..(n—2j+1)

an-2; = (=1) 2794..2] e (419)
On-2j = (_—IM—IT% (4.20)
(n — 25)! 2927 4!
olarak yazabiliriz. a,, ise, a, = 2" olarak alindifinda,
i 2] 5 202 gn—2in)
n(z) =.§ (-1) ORI (4.21)

olarak tanimlanan Hermite polinomlarimu buluruz. Bu polinomlar gladi
diferansiyel denklem ise, P ReEnGE

H, (z) — 2zH, (z) + 2nH, (z) =0 (4.22)

olarak verilen Hermite denklemidir. Burada tekrar fiziksel birimi olan E
parametresini yazarsak,

Fuw

E = e, (4.23)

1
hw (n+ 5), n=0,1,2,.. (4.24)

E

buluruz. B1.1 bize,"kua.ntum mekaniginde tek boyutlu harmonik sahmecimin
sadef:.e .belh enerji degerlerinde salinim yapabilecegini, bir bagka deyigle;
enerjinin kuantize oldugu sonucunu verir. ’
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4.2 Hermite Polinomlarmin Diger Tanimlar

4.2.1 Tiretim Fonksiyonu
Hermite polinomlarn igin tiretim fonksiyonu T (z,t);
T(t,z)=¢ 2 = Z—H—"—@t" (4.25)

!
= n!

seklinde verilir. Bunun daha 8nce verdigimiz (4.21) tanim ile egdegerligini

gostermek icin sol tarafi,

o0 n
GHEa—t) Zt"Qx-;Ti’ (4.26)

n=0

2~ m ,n!2n—m n—mqyn+m
ZOZ_:O(_I) ¢ (.

seklinde yazalim. Burada
n+m-—n' (4.28)

doniigtimiini kullamrsak (n’ yerine tekrar n kullanilmigtar.),

2n—2mxn—2m

oo (3]
et(2z—t) = EOE::O (_l)m mtn (4.29)

elde ederiz. (4.25) denkleminden bu ifade
o0
ZMt” (4.30)

!
0 n:

serisine esit olacagindan, H, (z) kolayca (4.21)’de verilen ifade olarak elde
edilir.

4.2.2 Rodriguez Formiilii
Hermite polinomlarmn bir bagka tanimi da

H,(z)=(-1)" eza% [

§ekhnde verilen Rodriguez formiiltidiir. Bunun tiiretim fonksiyonu tanimi
ile 8zdes oldugunu géstermek igin, F (t) gibi herhangi bir fonksiyonun,

e—z”] (4.31)

tn

n!
t=0

Pty Zan (t)

— (4.32)

n=0

— c—
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geklinde verilen Taylor agihimim ele alalim. Bunu (4.25) ile kiyasladigimizda,

o 2
Hn iy 2tz—t
(z) [_dt" e ] { (4.33)
" » 2
- Y zt=(z-1)
Pt i (4.34)
2 g™ 2
— z* Y —(x—t)
et —e e (4.35)
elde ederiz. Fakat, herhangi bir f fonksiyonu i¢in
0 0
5 @t = —557 @—1) (4.36)
olacagindan,
o o 2
- —t) = (=1)P=——e(=-t)
gl (8= (G e qaam
22 8" —(z— 2 n dn —
€ 'dt—ne (z~1) s = (—1) e‘”zﬁe <? (438)

yazarak, istedigimiz sonucu elde ederiz.

4.3 Hermite Polinomlarinin Tekrarlama Bagintilan

Hermite polinomlarimin tiiretim fonksiyonunu 8nce t'ye, sonra da z’e gore
ttirevlerini alarak,

Hpti1(z) =22Hy, () — 2nHp—q (z)  ve (4.39)

H, (z) = 2nH,_ (z) (4.40)

gibi iki kullamgh tekrarlama bagintis: elde ederiz.

4.4 Hermite Polinomlarimin Dikligi

Hermite polinomlarinin diklik 8zelligini géstermek igin

Inm = /:: dze=" H, (z) Hpm (z) (4.41)
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integralini Rodriguez formiliini kullanarak yazalim:

m=(=1)" / oodze -’ g7 [ﬁln—e—x’] Hp (z). (4.42)

dz"

Bu ifadeye n kez kismi mtegrasybn uygularsak,

S (e-w)H,‘f(x)

o [ et L 4.43
=(-1) dze dz"Hm (4.43)

elde ederiz.
n > m oldugu zaman, m. dereceden Hermite polinomunda z’in en ytiksek

kuvveti m olacagindan, bu ifade sifirdir. Eger n =m olursa,

H,(z)=2"z" + an_2x™ 2+ ... (4.44)
olacagindan
A" Hn (@) _ gnpy (4.45)
dz™

olacaktir. Buradan da

Inn

1l
—
g 8

Qu

8

[x]

|

B
&
&

N (4.46)

buluruz. Bu bilgilerden yola cikarak,
1

On (2) = =z G

fonksiyonlarim kullanarak tammlayacagimiz {@,, (z)} seti,

/ Z dod, (z) by (2) = Surm

z2
e 7 Hy, (2) n=0,1,2,.. (4.47)

iligkisini saglayan dik bir set olacaktir. Bu set aym zamanda da tam bir
set olacagindan, [—o0, 00| arahfinda verilen ve yeteri kadar iyi davranigh
herhangi bir fonksiyon bu set cinsinden

F@) =3 Cat (2) (4.48)

n=0

et [ Bt e
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seklinde yazilabilecektir. C,, katsayilan ise,

Cn=/_°° dEf (€) 80 (€)

olarak bulunurlar.
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(4.49)

Ornek (4.1) Gauss ejrisi ve Hermite polinomlar:: Kuantum mekani-
ginde zo noktasi etrafinda lokalize olmusg bir pargacifin dalga fonksiy-

onunu,

f (z) = Aemdl=m=o)"

(4.50)

seklinde verilen Gauss egrisi ile temsil edebiliriz. Bu fonksiyonun Her-
mite polinomlar cinsinden agihmna bir bakalim. Burada A norm-
lama sabitidir ve Gauss egrisinin altindaki alan 1 olacak gekilde be-
lirlenir. Bu a¢ihm, harmonik salimici potansiyeli altinda hareket eden
bir parcacigin dalga fonksiyonunun, harmonik sahmicinin enerji 6z-

fonksiyonlar: cinsinden ag¢ihmina karg: gelmektedir.

~% % H, e 7 Hy(z)
z 4.51
f(@)= z; e (451)
yazarsak, C,, acilhim sabitleri de
A o2 1 2_g2
Cn = ———/ e 3(é==) ¥ g, 4.52
olarak verilir. Bunu
k4 .’122
Co = —e—e / aee € [HC-(B)] % wsy)
Vornly/m
olarak yazar ve t parametresini

o .

5 = t (4.54)
olarak tanmmlarsak, tiiretim fonksiyonunun tammndan da yararla-
narak,

_=f €3 o~ Hrm (E)
n — d ¢ n .
On= e e [ e SR (R) e 6w
yazabiliriz. Burada diklik lh§lel kullamlarak,
- EQ € [H, (6)]?
Cn = Z"n' () / dte ©) (4.56)
_5?1 zo\™ 1
= — Ol
Tl 2) 2"nly/T (4.57)
= Ae~ % (’”0)" VI (4.58)
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elde ederiz. C,, sabitleri ise,
2
¢ ol

olarak, harmonik salmici potansiyelinin etkisi altmnda hareket eden

bir pargacigm, zo noktasiric a E,, enerji 8zhalinde bulunma olasihgini

Verir. N

Ornek (4.2) Kuantum mekanijinde dipol hesaplar: Kuantum me-

kaniginde elektrik dipol hesaplarinda kargimiza gikan bir integral ise,

Inm=¢e /00 dz¢,, (z) ¢, (z) = (4.59)

—00

olarak verilir. Burada e elektrik yiikiidur.

dze=® H, (z) Hm (z)z  (4.60)

e 00

Iym = /
V2rnly/m/2mml /T J —oo
ifadesini yazalim ve tiiretim fonksiyonu tanmmm kullanarak,

/00 dzT (t,z) S (s, z) ez

—0o0

=>> # [ /_ Z dze™™" Hy (z) Hyn (3) x| £"s™ (4.61)

n=0m=0

integralini olugturahm. Sag taraftaki kégeli parantez igindeki ifade ki;
buna J,,,,, dersek, aradifimiz I,,,,, degerlerine

(4.62)

I’nm = c Jnm
V2rnly/m\/2mml/m

iligkisi ile bagh olacaktir. (4.62) denkleminin sol tarafim agik olarak
yazarsak,

00

) i o2 a2
/ dze t +2tn:e 8 +2sme =
—o0

- / ~ dze= = 28t (5 _ (5 4 1)) + (s +¢)]

(o] o0
=2t {/ due™ du + (s + 1) / due_“z}
—o0 —0c0
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=e¥t (s 4+ 1) /7 (4.63)

bulunacaktir. Burada
u=z—(s+t) (4.64)

olarak tammlanmgtir. Bu sonucu ise, ¢ ve s’nin kuvvetleri olarak
acarsak,

ﬁi 2ksl;t!k+1 + ﬁf:2ks:;-1tk (4.65)
k=0 k=0
ifadesini ve bunu da
S |
D2 ] 7™ (4.66)

n=0m=0

ifadesi ile kiyasladigimizda,

m#nF1l | Jpm =0 I, =0
m=n+1| Junt1 =vm2"(n+ 1! | Iy ni1 =ey/ (n+1)/2
m=n—1| J,n1=/72""1nl Inn_1=ey/n/2

sonuglarini elde ederiz.
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4.5 Problemler

1.
Huop (z) = ngn (z) — 2nHp_1(z) ve

H! (z) = 2nHp-1 (x)
denklemlerinde verilen tekrarlama bagintilarim gikarimz.

2. Kuantum mekaniginde 3 boyutlu izotropik harmonik salimici problemi
dalga fonksiyonunun radyal kism icin agagidaki denklemi verir:

d2£(2r) ) %dl’;(cr) +(e—a®— l_(%l_))R(z) =0.

Burada,

- e i
T hme O @w/2)

olarak tamimlanmglardur.

i) z = oo noktasindaki tekil noktasini inceleyiniz.

ii) £ — oo limitinde ¢dziimiin R(z) — e~ /2 gibi davrandigim gsteriniz.

iii)z = 0 noktas: etrafinda ve « € [0, o] aralifinda sonlu ¢dziimler i¢in
enerji dzdegerlerini bulunuz.

iv)Ilk iki enerji dzdegeri icin dzfonksiyonlar: yazimz.

3.
©0 2 2 1
/ z2e™® Hy(z)Hn(z)dz = 71/22™nl(n + -2-)

oldugunu gosteriniz.

4. Sececeginiz Hermit polinomlarim Mathematica ve Maple gibi prog-
ramlar yardim ile gizdirip inceleyiniz.

5

GEGENBAUER ve
CHEBYSHEV
POLINOMLARI

Helmholtz denklemini kutupsal koordinatlarda ¢dzdigiimiizde kargimiza
kiiresel harmonikler ¢ikar. | uzunlugunda bir telin salhmimlar: nasil sin ve
cos fonksiyonlan cinsinden gosteriliyorsa, Ug boyutta da bir kiirenin ytizey
salimmian kiiresel harmonikler cinsinden ifade edilir. Dért boyutlu kiiresel
simetrik problemlerde veya dért boyutta bir hiper-kiirenin yiizey salimm-
larinda ise, kiiresel harmoniklerin dogal uzantis1 olan Gegenbauer polinom-
lar1 kullamhr. Bu yilzden Gegenbauer polinomlarina ultra-kiiresel polinom-
lar da denir. Gegenbauer polinomlar kozmolojide ve egik uzay-zamanlar
tizerinde kuantum alan teorisi hesaplarinda ¢ok yararhidir. Chebyshev poli-
nomlarn ise, Gegenbauer polinomlar ile yakindan iligkili bir bagka tam ve
dik polinom setidir.

5.1 Kozmoloji ve Gegenbauer Polinomlar:

Kozmolojide sik kullanilan modellerden bir tanesi de evrenin yaganan boli-
miiniin 4 boyutlu bir kiirenin 3 boyutlu yiizeyine kars: geldigi modellerdir.
Bu modeller kapah Friedmann modelleri olarak da bilinir. Béyle bir evrende
herhangi bir ydnde siirekli olarak hareket edilirse, baglangi¢ noktasina geri
doniilecektir. Kapal: Friedmann modellerinde sonsuz yakin iki nokta arasin-
daki mesafe elemam (line element),

ds? = dt? — Ro(t)?[dx? + sin® xd6? + sin® x sin® 6d¢?]  (5.1)

olarak verilir. Burada ¢ evrensel zaman1 gtstermektedir. Ro(t) evrenin yari-
capi1 olup, acisal koordinatlar y, 8 ve ¢ ise,

x €[0,7], 0 €[0,7], ¢ € [0,27] (5.2)
simrlan arasinda degigirler. Ry'in sabit oldugu durumlarda kiitlesiz konfor-
mal skalar alanin dalga denklemi

1
Eé(t’)ﬁgﬂp) =0 (53)

olacaktir. Burada dalga operatorit (D’Alambert) (72,

O%®(t, x,0,¢) +
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2 = % - V? (5.4)

olarak tamimlanmig ve 15151 lgz1 da ¢ = 1 olarak alinmugtir. (5.3) denkle-
minde

D(t, x,0,9) = T()X )Y (4, ) (5.5)

gibi ayrilabilir bir ¢tzilm denersek,

[_}_dzT(t):l s [ 1 d®°X(x) 2cosx 1 dX(x) iy
T(t) dt? R X0 dx? siny X(x) dx
1 1 82Y(6,0)
" R3sin’x Y(6,9) 067
cos(6) 1 9Y(6,9) 1 1 BZY(9,¢)] —0 (5.6)

sin(9) Y(6,¢) 06 sin?() Y (0,¢) 8¢°

denklemini elde ederiz. t, X, 8, ve ¢ bagimsiz degigkenler olduklarindan T,
X ve Y icin ¢bziilmesi gereken denklemleri

1 &27T@) 4
sin? xdz—;;—g& + 2sin x cos x(—i—)%}z + (w2 - —-1;—%) Rg sin? xX (x) = =,
(5.8)
1 8%Y(8,4) cos® 1 0Y(0,4) 1 1 8%Y(0,¢9)] _ \
Y(6,9) 06> sinfY(6,¢) 90 ' sin?0Y(6,4) 08¢ |
(5.9)

olarak buluruz. Burada, w ve A ayrilma sabitleridir. Dalga hareketlerinde
w agisal frekansa karg1 gelmektedir.
(5.7) denkleminin ¢bziimit kolayca

T(t) = et (5.10)

olarak bulunur. Ugtincii denklem ise, 2. Bslimde gordigiimiiz kiiresel har-

moniklerin sagladig (2.173) denkleminden bagka birgey degildir ve bu bslim-

de goérdiigiimiiz nedenlerden dolay: ayrilma sabiti A,
A=-=l(l+1), 1=0,1,2,... (5.11)
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olarak verilir. (5.8) denklemi i¢ terimli bir tekrarlama bagintis1 verecegin-
den,

X(x) = Cosin’ xC(cos x), (5.12)

z =cosy, z € [-1,1] (5.13)
gibi bir tammlama ile C(z) igin

(1-22) £CE _ 3)e2o)

= + [—z(z +2) + (w? - —;—%)Rg} C(z)=0

(5.14)
seklinde yazilabilir. Bu denklemin z = +1 noktalarinda iki tane diizgiin
tekil noktasi vardir. [—1, 1] aralifinda ve sifir noktas: etrafinda

C(z) = iakx“‘"‘ (5.15)
k=0

gibi bir seri ¢6zlim denersek,

apa(a — 1)z° 2 + a1+ 1)zt

+ Z{ak+2(k +a+2)(k+a+1)
k=0

+H—(k+a)(k+a—1)— (20 +3)(k + @) + Alag}z"t* =0 (5.16)
buluruz. Burada

A=-l(1+42)+ (W - %)Rg (5.17)

R2

olarak tammlanmigtir. (5.16) denkleminin biittin z degerleri i¢in saflan-
masl, z'in biitiin kuvvetlerinin katsayilarinin sifira egit olmas: ile miimkiin
olacagindan,

aga(o— 1) =0, (5.18)

ajo{a+1) =0, (5.19)

gkt ta—1)+ @+ 3(k+a) -4

(k+oa+2)(k+a+l) ], (5.20)

Ak42
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k=0,1,2,... (5.21)

yazariz. Indis denklemi olan (5. 18) in ¢dzlimlerinden olan a = 0 degerini
kullanarak, genel ¢ziimil

-

; ,/' — A
C(iL‘) =ag [ - "g'.’li2 ~ (2?2(2;—2 3) A) ('2—) 1174 S RTT J

+a; [z + Ql—%:%—-ﬁ s L ] (5.22)

seklinde buluruz. ay ve a; integral sabitleri olup, tekrarlama bagintis1 da
genelde

k(k—1)+ (2l +3)k— A

= k=0,1,2,... 5.23
Ap+2 ak[ (k+2)(k+ 1) ]1 01 y &y ( )

olarak verilir. Tekrarlama bagmtisinda
lim 242 _, 4 (5.24)

k—oo Qg

limiti dogru oldugundan, = = +1 noktalarinda bu seriler, 1= gibi sonsuza
giderler. Bunu ¢nlemek i¢in daha 8nce yaptigimiz gibi w’y1 belli degerler
ile sinrrlayarak serileri sonlandirmamiz gerekir. Bu degerler ise,

o= €1

olarak kolayca bulunabilir. Burada 1g1k luz1 ¢ denkleme tekrar dahil edilmis-
tir. Bu gekilde bulunan polinom c¢6zitimler, biraz sonra gorecegimiz gibi
Gegenbauer polinomlar: cinsinden ifade edilebilir.

Dikkat edilirse, frekansin kuantize olmasi 6nceden tahmin edebilecegimiz
bir sonugtur. Kapah bir evrenin gevresinin 27 Ry olarak verildigini ve bir
cevre lizerinde de sadece dalga boylarinin tamsayr katlarinin bulunabile-
cegini diglinirsek,

(5.25)

(1+n)A=27xRy, n=0,1,2,... (5.26)
yaz.ar ve
Wn = 2me/ A,

formiili ile kolayca (5.25)’de verilen frekanslar buluruz.

a—
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5.2 Gegenbauer Denklemi ve Cozlimleri
Gegenbauer denklemi genelde

dQC"\(z) dC’)‘(x)

+n(n+2X)C(z) = (5.27)

1 - 2?) — (@A +1)z

seklinde verilir. Bu denklem A = 1/2 degeri igin Legendre denklemine in-
dirgenir. n parametresinin tamsay1 degerler aldifi durumlarda ¢tziimi,

[n/2]
O = 3 (- 1)TI‘I(‘)(\;lr'(7:+2/\1?) (20)"2 (5.28)

seklinde verilen Gegenbauer polinomlaridir.

5.2.1 Gegenbauer Polinomlarinin Diklik Iliskisi ve Tiiretim
Fonksiyonu

Bu polinomlarin diklik iligkisi
I'(n + 2X)

(n+ NI\ (n+1) "™
(5.29)

1
/ (1 — 230 @) () dz = 2= Pr
—1

seklindedir.
Gegenbauer polinomlarinin tiiretim fonksiyonu ise,

1 (o <]

u—_m = ZC,;‘((L‘)tn, ltl <1, ]x| <1, A> 1/2 (530)
n=0

seklindedir. Kozmolojide kargimiza gikan (5.14) denkleminin ¢8ztmu de
Gegenbauer polinomlan cinsinden,

CHl(z) (5.31)

olarak verilir.

5.3 Chebyshev Denklemi ve Polinomlar

5.8.1 Birinci Dereceden Chebyshev Polinomlar

Tn(cos x) =cos(nyx), m=0,1,2.. (5.32)




62 5. GEGENBAUER ve CHEBYSHEV POLINOMLARI

geklinde tanimmlanan polinomlara birinci dereceden Chebyshev polinomlar:
denir ve bu polinomlar,

(1- )dzg g:c) i dI:,;a(;x)

P

E

olarak verilen Chebyshe\(_ denk]'é'mini saglarlar. Burada

+ 02T, (z) =0 (5.33)

T =cosx (5.34)

olarak tanimlanmstir.

5.3.2 Chebyshev ve Gegenbauer Polinomlam Bagwntist

Chebyshev denkleminin z’e gbre tiirevini n kez alirsak,
d*+3(cosnx) d"*2(cosnx)
2
(1-=z )"—W — (21 + 3)“’W (5.35)

d"+1(cosny)

+[-1? -2l - 1+ w?Rj] — L =0 (5.36)

elde ederiz. Burada n? yerine w?R3 yazilmigtir. Bu denklemi ise,

d"*1(cosny)

{(1-&% & (2l+3)‘—1% + [—l(l+2+ <w2 - —1;—%) R%] } ——

seklinde yazarsak, (5.14) denkleminin ¢oziimiiniln

d"+1(cosny)
C(z) — d(COS X)l+1 (5.37)
olarak veya birinci dereceden Chebyshev polinomlar: cinsinden
d* 1T, (z)
o) = L (5.38)
seklinde de yazlabilecegini goriiriiz.
5.8.8 Ikinci dereceden Chebyshev polinomlar:
ikinci dereceden Chebyshev polinomlar:
Un(z) =sin(nx), 2z =cosx (5.39)

olarak tamimlanurlar ve birinci dereceden Chebyshev polinomlan ile aymi
denklemi (5.33) saglarlar.

=0
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Genelde, z de§i§keni cinsinden Chebyshev polinomlar:

Tn(.’L' 120( ) m(l—xz)r n—2r ve (540)

n n! 1
Un(z) = > (-1) sy Tes e O g2 Hign-r-l (5.41)

r=0
olarak yazlabilirler. Baz1 n degerleri icin bu ifadeler
T() =1
T1 (IL) =
To(z) = 22% -1
Ts(z) = 42% — 3z (5.42)

Ty(z) = 8z* —8z2 +1
Ts(z) = 162° — 2023 + 5z

Ui(z) = (1~
Uz(2) = /(1 - 2%)(23)
Us(z) = /(1 — £2) (422 - 1) (5.43)
Us(z) = /(1 - 2?)(82° - 4z)
Us(z) = /(1 — z2)(162* — 1222 + 1)

polinomlarin verilirler. Birinci ve ikinci dereceden Chebyshev polinomlari,
Chebyshev denkleminin (5.33) bagimsiz ¢ozilmleridir.
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5.8.4 Chebyshev Polinomlarinin Diklik Iliskisi ve Tiretim
Fonksiyonlar
Chebyshev polinomlarinin tiiretim fonksiyonlari

1-¢ S n 5.44)
— ST (x)+2) Ta(z}t™ ve (5.
1—2tz+1t2 ;

1— 2tz + 2

VIra wd SOl @ (5.49)
=0

olarak verilirler. Diklik iligkileri ise,

0 m#n
1Mz: 7r m=n#0 ve (5.46)
/—1 V1-—z? g { 7/r2 mzniO}

0 m#n
P Un@Un@) ) pi2 m=n#£0 (5.47)
-1 V1—2g22 0 m=n=0
geklinde verilirler.

5.4 Problemler

1. (5.8) denklemin tig terimli bir tekrarlama bagintis1 verdigi gergegig-
den yola cikarak, iki terimli bir tekrarlama bagmtis: elde etmek icin
(5.12) doniigtimiini bulunuz.

(5.1) mesafe elemanim kullanarak kapali bir evrenin hacmini bulunuz.

. Gegenbauer polinomlarmmn diklik iligkisini gdsteriniz.

. Tiretim fonksiyonu tanmmm kullanarak Gegenbauer polinomlarini
bulunuz.

‘6. Chebyshev denkleminin, [—1,1] arahinda seriler ybntemi ile Sf)nlu

¢dztimlerini bulunuz. n parametresi tizerinde bir kisitlama geregi var

mduir?

. (5.14) denkleminin g¢tziimlerinin C“(z) seklinde verildigini gosteriniz.

6
BESSEL FONKSIYONLARI

Dogada bir sistemin {izerine etki eden kuvvetlerin toplaminin sifir oldugu
denge durumlan kadar, denge durumundan sapmalarda $nemlidir. Kararh
denge durumu olarak bilinen durumlarda sapmalar zamanla stner ve sis-
tem eski haline déner. Kararsiz denge durumlarinda ise, sapmalar git-
tikge biiyliyerek sistemin sonunda topyekiin ¢tkiisiine neden olur. Sistem
ne olursa olsun, i¢inde bulunulan durumun kararli olup olmadigim belir-
lemek ¢ok Snemlidir ve genelde problemin kendinden daha zordur. Birin-
ci tip olarak adlandiracagimz kararsizhik dig etkenlerden (pertiirbasyon-
lardan) kaynaklanir. Ikinci tip kararsizlik ise, kaosta oldugu gibi sistemin
yapisinda var olan ve dogrusal olmayan 6zelliklerden ortaya cikar. Birinci
tip sapmalara érnek olarak, Dilnya’nin yakinindan gegebilecek kiigtik bir
gbktagimin etkisini verebiliriz. Bu olay Dinya’y1 yoriingesinden cikarmasa
da bir miktar sapmaya neden olacaktir. Dlinya, her zaman takip ettigi
yoriingesi etrafinda kiigtik salmimlar yaptiktan sonra, az da olsa var olan
stirtiinmenin etkisi ile zamanla eski eliptik yoriingesine dénecektir. Burada
tnemli olan, goktagmnin kiitlesi ve yoriingesinin bilinmesi durumunda sap-
manin miktarinin 6ngoriilebilir olmasidir.

Kaosta, sistemin 6ngotriilemeyen ve rasgele olan davranigi, sistemin iginde
var olan ve dogrusal olmayan durumlardan kaynaklanir. Bu tiir sistemlerde
uzun vadeli ngdril ya ¢ok zor, ya da mtimkiin olmamaktadir. Sistemin anlik
durumu ¢ok duyarh olarak bilinse bile, daha sonra ne olacag konusunda bu
yeterli olmaz. Kaotik sistemlerin bir 6zelligi de sistemin baglangic sartlarina
duyarhgidir. Birbirine ¢ok yakin baslangic sartlarindaki iki kaotik sistem,
hizhi bir sekilde birbirinden gok farkli durumlara gelisir. Kaotik sistemlerin
bir bagka ozelligi ise, uzun siire belli bir sekilde davranan bir sistemin,
tngorilemeyen bir zamanda ve ¢ok kisa bir stirede tamamen farkl bir se-
kilde davranmaya baglayabilmesidir. Son yillarda kaotik sistemlere birlegik
sarkaglardan, damlayan musluklara, avci-av ekolojisinden, kizamik salgin-
larina, salinan kimyasal reaksiyonlardan, tavuklarin diizensiz kalp atiglarma
kadar pek ¢ok 6rnek bulunmustur. Sosyoloji, ekonomi ve finans alanlarma
uygulamalar ise, giiphesiz ki ¢ok ilging olacaktir. Kaos igin bir bagka il-
ging uygulama alam ise, atmosfer olaylar ve hava durumu tahminleridir.
Uydu fotograflarindan Mars’mn atmosferinin bir zamanlar Diinya’dakinden
¢ok da farkli olmadig anlagilmaktadir. Ancak, ne olmustur da Mars birden
yasam igin gok zor bir gezegene ddniigmistlir? Bizi asil endigelendiren ise,
Dilnya'da da aym seyin olup olamiyacag ve olacaksa ne zaman olacagdir.

Birinci tip problemlere 6rnek olarak { boyunda, ucundan asilmug ve serbest-
ce salinabilen kati bir gubugu ele alahm. Gubugu denge durumundan 6
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kadar cekip birakirsak, hareket denklemi

I = —mglsin (6.1)
olacaktir. Burada I = 1mi? eylemsizlik momenti, m gubugun kitlesi, g de
yercekimi ivmesidir. Kifigtik sapmalar icin sin§ ~ 6 yazarsak, (6.1) denk-
leminin ¢6zimii de trig?mome‘?.rik fonksiyonlar cinsinden

3
6 = Acoswt + Bsinuit, w= _lg ! (6.2)
olarak verilecektir.

Simdi, bu gubugun viskoz bir siv1 i¢inde kiicitk sahmimlarla hareket et-
tigini diigiinelim. Bu durumda gubugun hareketini engelleyen —kl-‘;—f gibi
bir kuvvet olacaktir. Hareket denklemi ise,

. de
~ —kl— —mglf 6.3
I8 Kkl - T ™9 (6.3)
geklinde verilecektir. Bu durumda viskositenin az oldugu durumlarda ¢dziim
gene trigonometrik fonksiyonlar cinsinden verilecek, ancak viskositenin yuk-
sek oldufu durumlarda ¢tziim,

/ 22
6 = Acoshwt + Bsinhwt, w=%[—ki k2—4n;l] . (6.4)

seklinde hiperbolik fonksiyonlar cinsinden olacaktir.

Simdi kati bir gubuk yerine, ! boyunda diizgiin ve esnek bir zincirin
salinimlarim ele alalim. Zincirin halkalarinin zincirin boyundan gok kigiik
oldugunu varsayalim ve yogunlugu da p,(gm/cc) olarak verilsin. Zincirin
serbest ucundan yukar1 dogru olan dikey koordinatim z, denge durumun-
dan sapmasmi da y(z, t) olarak gosterelim. Denge halindeki zincirde gerilim
p,9z olacagindan denge durumundan kiigiik sapmalar i¢in Az boyundaki
bir halkanin hareket denklemini

(o) 28— D B, ©5)
olarak yazabiliriz (Sekil (6.1)). Bu da sadelegtirince
seklinde olur. Bu denklemde
y(z,t) = u(z)v(t) (6.7)
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yix 1)

04

SEKIL 6.1. Diizgiin ve esnek bir zincirin kiiglik salinimlar1.

gibi ayrilabilir bir ¢6ziim denersek,

ut) _ _Q_[d_u
v(t) u(z) dz

yazabiliriz. Burada w ayrilma sabitidir. v(¢) igin ¢tziim kolayca

+ x%] = —w? (6.8)

v(t) = co cos(wt — 6) (6.9)
seklinde bulunur. u(z) ise,
Py du  W?
xw+a;+-§‘u=0 (6.10)

denklemini saglar. Yeni bir bagimsiz defisken

T

z=2, /= 6.11
; (612
tammlarsak, bu denklem
du  ldu 9
Ez—z—-i‘;a;-}-w u=0 (6.12)

geklini alacaktir. Bu denklemin ¢8ztimiinil ifade etmek icin ise, Bessel fonksi-
yonu olarak bilinen yeni bir fonksiyona ihtiyac vardir. Bu denklem de Bessel
denkleminin 6zel bir durumudur.

6.1 Bessel Denklemi

Silindirik koordinatlarda Laplace denklemini
V2U(r,¢,2) =0 (6.13)
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olarak yazar ve
U(r, ¢,¢) = R(r)@(¢)Z(2) (6.14)

seklinde ayrilabilir bir ¢ziim de}'érsek, ¢bzitllmesi gereken denklemleri,

izdi@ —K2Z(z) =0, (6.15)
i%(fl + m2®(¢) =0, (6.16)

d?R(r) 1dR(r)
dr? + r dr

olarak elde ederiz. Birinci ve ikinci denklemlerin ¢tziimleri

+ (k% - ":—:)R(r) =0 (6.17)

Z(2) = 1€ + G2, (6.18)

B(P) = c1€™™? + coe~™? (6.19)

olarak kolayca bulunur. (6.5) numaral denklem ise, Bessel denklemi olarak
bilinir ve genelde

z=kr, R(r)=Jm(z) (6.20)
dontstmi ile
J! (z) + %J,’n(a:) +(1- %;—)Jm(x) =0 (6.21)

seklinde yazilir. Coziimleri olan J,,, (z) fonksiyonlarn ise, Bessel fonksiyonlar:
olarak bilinir.

6.2 Bessel Denkleminin Céziimleri

6.2.1 Bessel Fonksiyonlar Jim(z), Npm(z), HS?(2)

Bessel denkleminin seri ¢dziimil

_ = (_1)1‘ E m+2r

Im(®) = Z ril(m+r+1) (2) (6.22)

r=0
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olarak verilir. Bessel denkleminin ikinci ¢tziimi ise,

B

=0
olarak bulunur. Ancak, bu ¢tzilm sadece m’nin tamsayidan farkh degerler
aldi1 zaman birinci ¢dztimden bagimsizdir. Bu durumda, genel ¢bztim iki
¢oziimiin dogrusal birlegimi olarak verilir. m’nin tamsay: degerler aldif
zaman ise, iki ¢8ziim birbirine

J_m(z) = (=1)"JIm(z) (6.24)
iligkisi ile bagh olacaktir. Bu durumda ikinci bagimsiz ¢8ziim olarak,

Noo(z) = cos MTJp (z) — J_m(x) (6.25)

sinmm

geklinde tanimlanan Neumann fonksiyonlar: ahnir.
Baz1 durumlarda yararh olan bir bagka ¢6ziim seti de

HW(z) = Jpm(z) + iN (), (6.26)
Hr(rf)(x) = Jm(z) - iNm(x)’ (627)

olarak tammmlanan Hankel fonksiyonlaridir.
Jm(z) fonksiyonlarn z — O limitinde m > 0 igin sonludur ve

1 T\
T(m + 1)(5) (6:28)

seklinde davranir. Diger fonksiyonlarin tiimii

lir% Im(z) —

2 [In(%) +0.5772...]
lim N, 6.29
oldugundan, z — 0 limitinde sonsuzdurlar.
z — oo limitinde ise, agagidaki gibi davranirlar:
[ 2 mr
Jm(l') - ;I'-.'I_,' COS(:E — —2— . Z), (630)
Ny 2 bine vy (6.31)
m P 2 4”7 )
2 mr
(1) pet i(p — —2 2
HP (@) = | e [ie - 55 = D) (6.32)
2 mnr
(2) & T it Pl
H (z) — = exp[ i(z 5 1 ] (6.33)
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6.2.2 Modifiye Bessel Fonksiyonlart I (z), Km(z)

Bessel fonksiyonlarinin degiskeni sanal olarak ahmrsa, modifiye (degistir-
ilmig) Bessel fonksiyonu olarak bilinen

.r,% ’"(”) (6.34)
Kon(@) = 2 ()" io) (6.35)

fonksiyonlan kargimiza ¢ikar. Bu fonksiyonlar,

d’R(z) + 1dR(z)
dz? z dz

denklemini saglarlar. Bu fonksiyonlarim z — 0 ve  — oo limitleri ise,

— 1+ )R = (6.36)

m

. z
2 I g m T 1) (&0
—(In(%) +0.5772...) m=0
lil% Km(z) — (6.38)
’ Bh@Er m#o
ve
lim I,(z) — ! e” [1 +0(-1—)] , (6.39)
T—00 V2rx T
. T 1
lim Kn(&) = \[7e™ [1+003) (6.40)
olarak verilirler.

6.2.3 Kiiresel Bessel Fonksiyonlari jn(z), nn(z)

Kiiresel Bessel fonksiyonlar olan j;(z) , ni(z) ve hl(l’z) (z) ise,

) =\ ey @), (6.41)
m(e) = /2 Nisy &) (6.42)
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1,2 i .
B() = (Go)2 [Jiay (@) £y (0)] (6.43)
olarak tammlamrlar. Bu fonksiyonlarin hepsi

d’R(z) ldR(.’IZ)
dz? z dz

(l+ 2)2

+(1- 20 R(g) = (6.44)

denklemini saglarlar. Kiresel Bessel fonksiyonlar:

(o) = (-2 (G 2y 2T, (6.45)
m(e) = (o) ()22 (6.46)

olarakda tamimlanabilirler.

6.3 Bessel Fonksiyonlarinin Diger Tanimlari

6.3.1 Tiretim Fonksiyonu
Bessel fonksiyonlar: T(z,t) gseklinde bir tiiretim fonksiyonu cinsinden

w32 (:-1)] = 3 rae (647)

olarak da tammlanabilir.
6.3.2 Integral Tamimlar
Bessel fonksiyonlarnin
1 [7 .
Jolz) = - / cos [ng — sin ] dyp, n = tamsay (6.48)
0

ve

Jn(z) = \/_;2(“7): iy / (1—-)"" i etdt, (n> —-;—) (6.49)

seklinde, integral tamimlan da vardir.
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6.4 Bessel Fonsiyonlan igin Tekrarlama Bagmtilan

Bessel fonksiyonlarimim seri;ta.mmx}u kullanarak agagidaki tekrarlama bagin-
tilarmm elde edebiliriz: iy

/‘?‘;;
\ ¥ 2m
Jm‘_\]b(fl?) + Jm+1(CII) = '? m(w) (650)
Im—1(z) = Jm41(z) = 2J;,(2) (6.51)
Bunlar ise, 6nce toplayip sonra gikararak, sirasi ile
Jm-1(2) = = Jn(3) + T () (6.52)
m
Imy1(z) = % m(z) = I (2) (6.53)

bagintilarin elde ederiz. Ny, H,(ll)ve H,(Lz) fonksiyonlar: da aym tekrarlama
bagntilarim saglayacaktir.

6.5 Bessel Fonksiyonlarinin Kokleri ve Dik
Olmalar:

Bessel fonksiyonunun asimtotik halinden (6.30) sonsuz sayida kok olacag
aciktir:

Jn(@a) =0 1=1,2,3.... . (6.54)

Burada zni, n. dereceden Bessel fonksiyonunun . kokiint géstermektedir.
n’nin tamsay: degerler aldi1 durumlarda ilk ti¢ kok agagidaki gibi bulunur:

n=0 =z, =2405 5.520 8.654
n=1 =z, =23.832 7.016 10.173 (6.55)
n=2 =z9 =>5.136 8417 11.620
Yiiksek dereceden kokler ise, yaklagik olarak
1. n
o) - =)= 6.56

formiilil ile bulunabilir.
Bessel fonksiyonlarimn [0, o] arahginda diklik szelligi

@ T T a? 9
/ r (@t =) T @t =) = o [Tngr ()] S (6.57)
0 a a 2
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olarak verilir. Bessel fonksiyonlari aym zamanda da tam bir set olustur-
dugundan, verilen bir f(r) fonksiyonu

r € [0, (6.58)
aralifinda,
1) =7 Andn(an) (6.59)
I=1
olarak ifade edilebilir. Burada A,; katsayilan
4 2 / YOI ACIAY
T I R T nl™ .
T E T ) Jo TR (6.0

formiilii ile bulunur.

6.6 Bessel Fonksiyonlar1 ve Simir Sartlar
Bir 6nceki bolimde (6.40) denkleminde Dirichlet sinir sart: olarak bilinen
R(a)=0 (6.61)
sartiu kullandik. Bessel fonksiyonu cinsinden bu gart
Jn(ka) =0 (6.62)
gseklinde yazilir ve bize Bessel fonksiyonunun,
Znl (663)

olarak gésterdigimiz sonsuz sayida olan ksklerini verir. Bu kokleri siralayan
! indisine gtre

{Jn(xnl 2)} (664)

setinin dik ve tam bir set oldugunu sdylemistik. Aym seyler,

o lr=a = (6.65)

olarak verilen Neumann gartlar ile her ikisinin bir karigrm olarak alinabilen
ve

dR(r)

dr

(4o + BoR(7)]|r=a =0 (6.66)

;
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seklinde ifade edilen Robin sart: igin de gegerlidir. Bessel fonksiyonlar
cinsinden Neumann garti

kwlz=a =0 (6.67)
P dr

L A
geklinde ve Robin gart1 ise, '/

[Aan(r) + Bode;f”’)] loma =0 (6.69)

olarak verilir. Neumann gart: igin (6.67) denkleminin sonsuz sayida kokil
vardir ve cetvellerden bulunabilir. Robin sart1 igin sonsuz sayida k&k ol-
masma ragmen, degerleri A, ve B, katsayilarna bagh olacagindan, bulun-
malari icin niimerik analiz gereklidir. Her ¢ simr sartinda da

{Jn(xnlg)} , 1=1,2,3,.... (6.69)

seklinde verilen dik ve tam bir fonksiyon seti elde ederiz.

-\'o(x)

\\ No(x)
X

[N - N -

/\
7

9_|10

1 N3 4N 51 /7 J6 74
yA

-~|_-\
/7
/

SEKIL 6.2. Jove No fonksiyonlari.

Ornek (6.1) Esnek zincir problemi: Bolimiin baginda hareket denkle-
mini yazdigimz bir ucundan asih zincir problemine geri dénersek,

dz2 ' zdz u=

denkleminin ¢tziimiiniin

u(z) = aoJo(WZ) + alNo(wZ), (Z = 2\/%)
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oldugu.m} gbn‘irtiz. z sifira yaklagtikga Np{wz) sonsuza gideceginden
a) sabitini sifir olarak seceriz (Sekil(6-2)) . Boylece zincirin denge
noktasindan sapmasi

y(z,t) = aoJo(Zw\/g) cos(wt — 6)
olarak bulunur.

y(l,ty =0

gartin da kogarsak, salimimlarin normal modlarimin frekanslarini

{
2wn\/; = 2.405, 5.520, ....... (n=1,2,...)
olarak buluruz.
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6.7 Problemler

1. Esnek zincirin hareket denklemini ¢ikarmiz.

2. Bessel fonksiyonlarinin Q:SO) ve (6.53) denklemlerinde verilen tekrar-
lama bagintilarim gosteriniz.

*U(7,t) 0
2otz
seklinde verilen dalga denklemini 3-boyutta kiiresel simetrik koor-

dinatlarda yazarak ve koordinatlarin ayrilmas: yontemi ile gbzerek,
radyal koordinat igin ¢tziimlerin ktresel Bessel fonksiyonlar: oldugunu

gosteriniz.

VIU(7,t) —

4. Yukandaki ¢dziimlerinizi kiiresel-ayrik yani, r = a yiizeyinde

Voem ™ot 0< 0< -721
\Il(?,t) =

—Vpemiwot T <<
olan bir anten igin uyguluyarak akustik dalga ¢tziimlerini bulunuz.
7 — 00 limitinde ¢dziimiin

")b = lei(kor—wot), k=ko= “o
T [

gibi davrandifini varsayimz.

5. Iki boyutta dairesel bir davul zan icin dalga denklemini ¢bziiniiz.
Hangi sinir gartlarim kullandimz?

6. Maple ve Mathematica gibi programlar yardimi ile Bessel fonksiyon-
larini gizdirip ¢aligimz.

7

GAUSS DENKLEMI ve
COZUMLERI

Ozel fonksiyonlar ile fizik ve mithendislik uygulamalarinda karsimiza cika-

bilecek pek cok ikinci dereceden diferansiyel denklem,

d%y(z) dy(z
= % —aby(z) =0 (7.1)

seklinde ifade edilen Gauss denklemi ve a,b,c gibi {i¢ parametre cinsin-

den simmiflandirilabilir. Gauss denkleminin ¢ziimlerine de hipergeometrik
fonksiyonlar denir.

z(1—z)

+[c— (a+ b+ 1)z]

7.1 Hipergeometrik Fonksiyonlar

Gauss denkleminin z = 0,1 ve oo’da olmak iizere ii¢ tane diizgilin tekilligi
vardir. Dolaymsiyla, £ = 0 noktas: etrafinda Frobenius yntemini kulla-
nabilir ve

[>0)
y=) azt (7.2)

r=0

geklinde bir seri ¢dziim deneyebiliriz. Bunu Gauss denkleminde yerine ko-
yarsak,

z(1-2z) Y a-(s+r)(s+r—1)zt™2
r=0
+{c—(a+b+1)z} Y a,(s+r)z*+1 (7.3)
r=0
—abyarz™te =0,

=0

elde ederiz. Bu ise,
o0
Yar(s+r)(s+r—1)zstr1
=0

oo
=Y ar(s+7)(s+r—1)z°t"
=0 (7.4)
+cY ar (s+r)zstrl

r=0

(o] 00
—(@a+b+1) X a (s+r)z*" —abd a,z™t =0
r=0

r=0
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seklinde yazilir ve diizenlenirse,
= s+r—1
Y l(s+r)(s+r—1) +c(s+7)]arz
r=0

~S (s Hr =D (s+r=2) pla+b+1)(s+r—1) +ad a1zt =
. 4 (7.5)

bulunur. Burada da ilk terimi agik olarak yazarsak,

[s(s—1)+sclag+

i{[(s +7)(s+71—1)+c(s+r)ar

r=1

—ary[(s+7—1)(s+7—2)+ab+ (a+b+1)(s+r— 1)}t

(7.6)
elde ederiz. Bu bize indis denklemini
s(s—1)+sc=0 (7.7
seklinde ve tekrarlama bagintisim da
ar:(3+’I‘—1+a)(3+7'—1+b)ar_1 ’I'Zl (78)
(s+7)(s+r—1+¢)
olarak verir. Indis denkleminin kskleri ise,
s=0ves=1-c (7.9)
olarak bulunur. s = 0 k8kii i¢in tekrarlama bagntist
a,=(r—1+a)(r_1+b)ar_1 r>1 (7.10)
(r=14¢)r
seklini alir. Serinin katsayilan ise,
ab
ai = —aop
c
(a+1)(b+1)
S S BV A S 7.11
a2 c+1)2 ai ( )
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_(a+2)(b+2)
%= c+2)3

olarak bulunur. Genel terimi

o ala+1)(a+2)..(a+k-D50+1)...(b+k—1) (7.12)
clc+1)..(c+k—-1)123...k
seklinde ifade edilen bu serinin kendisi de
(). 0 [1 i a_cbx += (acj(Lclq)Lbl()szl Lot ] st i)
olarak verilir. Bu ¢tziimde ¢ degerleri
c#0,-1,-2,... (7.14)

olmahdir. Bu seri |z| < 1 degerleri igin yakinsaktir ve ilk tekil noktas1 z = 1
noktasindadir. Diger tekil noktar: etrafinda da benzer gekilde seri ¢ziimler
bulunabilir (Morse & Feshbach).

Benzer sekilde indis denkleminin

s=1-c¢ (7.15)
kokiinii ele alirsak, tekrarlama formiilii de

(r+a—c)(r+b—c)
r(l—c+r)

geklinde olacaktir. Bu da bize katsayilan

r>1 (7.16)

Gp = Qr—1

Y (a+l-c)(1+b-c¢)
Z-0

b (a—c+2)(b~c+2)
2= 2(3—0)

olarak ve genelde de

(a—c+l)(a=c+2)..(a—c+k)(b—c+1)..(b—c+k)
2-¢c)B-¢)..(k+1-0)k!

ai = ao [
(7.17)
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gseklinde verir. Coziim ise,

agzi=e > axa®, (7.18)
=t

il

Y2 ()

k
y2(z) = q,g:zl'?/;Fl + (atl —(20)—(1c)+ b—c) z] (7.19)

olacaktir. y; (z) fonksiyonunda ao degerini 1 olarak aldipimzda, Gauss
denkleminin ¢dziimi hipergeometrik fonksiyon olarak

v (z) = F(a,b,¢,2) (7.20)

seklinde tanimlanir. Bu ¢ozim |z| < 1 arahifinda yakinsaktir. z = 1 nok-
tasinda yakinsak olmasi i¢in ¢ > a +b ve z = -1 nokta.smda" yakinsak
olmast igin de ¢ > a + b — 1 olmahdir. Aym sekilde, y; (z) ¢bziimiint de
hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

yo () =2z °F(a—c+1,b—c+1,2-¢cz) c#23,4... (7.21)

geklinde ifade edebiliriz. Sonug olarak, Gauss denkleminin genel ¢tziimii bu
iki ¢tzilmiin dogrusal bilegimi olarak

y(z) = AF (a,b,¢,z) + Be'°F(a—c+1,b—c+1,2—¢z) (7.22)

geklinde verilir.

7.2 Gauss Denklemi ve Baz1 Ozel Fonksiyonlar

(7.1) denkleminde bagimsiz degiskeni

R ey (7.23)
2

olarak degistirirsek, Gauss denklemini
d?y dy _
2 —2— = _aby=0 (7.24
(1—§)E+{a+b+l 2c (a+b+1)§}d§ aby (7.24)
seklinde yazabiliriz. Ayrica, a,b ve ¢ degerlerini de
a=v+1l,b=—v ve c=1 (7.25)

olarak alirsak, bu denklem

(1—52)%—2£%+u(u+1)y=0 (7.26)

y1(z) = M(a,c, ) =1+422 4
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seklini alir ki, bu da ¢tziimlerini

w () =P (6 (7.27)

olarak buldugumuz Legendre denkleminden bagka birsey degildir. Kisaca,
Legendre polinomlar: hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

P(¢)=F <—y,u+ 1,1,1_;—§> v =0,1,2,.. (7.28)

olarak yazilabilir.
Asosiye Legendre polinomlan ise,

(n+m)! (1 —z?%)
(n—m)t 2mml

m
2

By (z) =

F (m—n,m+n+1,m+1,1—;—x—)
(7.29)
seklinde ve Gegenbauer polinomlar: da
['(n+2)) 11-=z
Al — b el
Cy(z) = Al (23 F( n,n+2/\,)\+2, 3 ) (7.30)

olarak hipergeometrk fonksiyonlar cinsinden yazlabilirler. Dogal olarak
hipergeometrik fonksiyonlarin asil yarar, aragtirmalarimizda kargimiza gika-

bilecek herhangi bir ikinci dereceden denklemin ¢Sztimlerinin kapal bir
sekilde yazim olacaktir.

7.3 Konfluent Gauss Denklemi
Bessel fonksiyonlar J, (z) ve Laguerre polinomlar Ly, (z) ise,

dzy dy
Tz tle—2) == —ay=0 (7.31)

denklemini saglayan ve kisaca ¢tztimleri M (a, 3,z) olarak gosterilen kon-
fluent hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

I (z) = e;: (;)" M (n + % M +1, 2i:c) , (7.32)
L,(z) =M (-n,1,7) (7.33)

seklinde yazilabilir. (7.31) denkleminin z = 0 noktasinda ditzgiin ve z = co
noktasinda da esash olmak tizere iki tekil noktas: vardir. Bagimsiz ¢éziimleri

ala+1)2? a(a+1)(a+2)z®
cll " clc+1) 2 cle+1)(c+2) 3!

+ € # 0’ _17 __2, ey
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yo(z) =2 "°M(a+1-¢,2—c,z), c#£2,3,4,.. (7.34)

olarak verilir.

7.4 Problemler, 7
N

1. Hermite polinomlarimn,

Hon(z) = (— 1)n(2") M(—n ,1,:1:2) ve

Honin (@) = (~ 1>"M M(-n, 2,2

seklinde yazilabildigini gbsteriniz.
2. Kummer formiilii olarak bilinen,
M(a,c,z) = e€“M(c—a,c,—x)
formiiliinii ¢ikariniz.
3. Modifiye Bessel fonksiyonlarinin,

iAo | ]
In(z):en! (g) M(n+§,2n+1,2z>

olarak yazilabildigini gosteriniz..

4. Chebyshev fonksiyonlarini hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden yazi-
niz.

5. Asagidaki iligkileri gdsteriniz:

i)

(1-2)"% =F(,5,8,z)
ii)

In(1 — z) = —zF(1,1,2,7)
iii)

sin lx—zF(;, ,g,x2)
iv)

e® = M(a,a,x)

8

STURM-LIOUVILLE
TEORISI

Fizik ve miihendislikte karsilagilan bir ¢ok kismi diferansiyel denklemin
degigkenlerin ayrilmasi ySntemi ile ikinci dereceden siradan diferansiyel
denklemlere doniistiigiinti gordiik. Bu diferansiyel denklemlerin ve ¢8zlim-
lerinin de pek ok benzerligi dikkatimizi gekmigtir. Bu boltimde ise, bu
benzerlikleri Sturm-Liouville teorisinin ¢atis1 altinda sistematik bir gekilde
inceleyecegiz.

8.1 Self-Adjoint Diferansiyel Operatorler
Ikinci dereceden dogrusal bir diferansiyel operatorii,
£=Py(a) d% +Pi(2) d;‘i + B () (8.1)

seklinde [a, b] araliinda tammlayalim. Burada, P; () reel fonksiyonlar olup,
ilk (2 —1) ttrevleri stireklidir. Ayrica, Py (z) fonksiyonu (a,b) araliginda
sifirdan farkh olmakla birlikte, simir noktalarinda sifirlan olabilir. £ ope-

ratoriiniin adjoint operatérii olan £ ise,

Zu@) = SREUE) - - (AEuE +BEE 62)
Lu(z) = [Poad-:%+(2P6——P1)a%
R (2) - P (@) + Py (@)u (<) 3)

seklinde tanimlamir. Verilen bir £ operatériintin

£=£ (8.4)
sartin1 saglamas), yani self-adjoint olmasi icin gerekli ve yeterli gart
Py (z) = P (z) (8.5)

olarak verilir. Self-adjoint bir operatdr
) = 2@ =g @52 ri@uE, @9
p(z) = P(z), q(z)= P(z) (8.7)
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seklinde de yazilabilir. Self-adjoint olmayan bir operator ise, her zaman

et e 9

7
seklinde bir fonksiyon ile garp,l}l;.rak self-adjoint duruma getirilebilir.

8.2 Sturm-Liouville Sistemi

(8.1) denkleminde tanimladigimz operatdre Sturm-Liouville operattrii denir.
Bu operatdrii kullanarak

£u(z) = - (z)u(z) (8.9)

seklinde tanimlayacagimiz denklem de Sturm-Liouville denklemidir. Bu
denklem £ operatorii icin bir zdeger problemi tammlamaktadir. Ozdeger-
leri —J, tamm aralifinda sayili noktada sifir olsada w(z) > 0 kosulunu
saglayan agirhk fonksiyonunu w (z) ve zfonksiyonlar: da u (x) temsil et-
mektedir. Diferansiyel denklemlerin sinir gartlari belirtilmeden herhangi bir
problemi tam olarak tanimlamaya yetmedikleri ortadadir. Yukaridaki den-
klemi de

p(m)u(w)@{% e 05 0, (8.10)
p(w)U(w)dZ—:(f) L= 0 (8.11)

sinir gartlar: ile tamamlayarak elde edecegimiz sisteme Sturm-Liouville sis-
temi denir. Burada u(z) Sturm-Liouville denkleminin ¢bzitmidir. Ancak
daha az smirlayic olan

V@P@)U() e = V(@)P()(E) my (8.12)

sart1 ile de caligilabilir. u(z) ve v(z), (8.9) denkleminin aym veya farkh
A degerleri icin herhangi iki ¢dziimiidiir. Bu simnir gart1 genelde agagidaki
durumlardan birine kars: gelir:

1. u(z) ve v(z) ¢bziimlerini z = a ve £ = b noktalarinda sifir oldugu
durumlar. Bu tiir sinir sartlarima (homojen) Dirichlet gartlar: denir.
Uglarindan tutturulmug bir telin salmimlarinda bu gart kullanilir.

2. d—zgl ve d—’;(fl tirevlerinin £ = a ve * = b noktalarinda sifir oldugu
durumlar. Bu tiir siur sartlarmin kullanimina 6rnek akustik dalga
problemlerini verebiliriz. Bunlara da (homojen) Neumann gartlar:
denir.
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3. u(z)+ a‘—i%(mﬂ| =0 ve v(z) +,3d—1:}fl| = 0 seklinde o ve f'min
= =
dzdegerlerden ga§1m31z sabitler oldugu durumlar. Bu tilr durumlara
srnek olarak iki ucundan esnek olarak tutturulmug bir telin salimm-
larm verebiliriz.

4. Yukaridaki sartlardan birinin z = a ve digerinin de z = b’de uygu-
landig) durumlar.

5. u(a) = v(b) ve %ﬂ = %fl , olarak alinan durumlar. Bir kiirenin

yiizey salinimlarinda (;)eriyodik simir garti olarak bilinen bu gartlar
kullanibir. Burada p(a) = p(b) alinmsgtir.

Biitiin bu gartlarin ortak 6zelligi, d—?igﬂ ve u(z)’in a noktasindaki deger-
lerinin b noktasindaki degerlerinden bagimsiz olmasidir.Ancak, problemin
yapisina gore her zaman daha karmagik sinir sartlar: uygulamakta miimkiin-
diir.

£ operatorii reel olmakla birlikte ¢8ziim kompleks fonksiyonlar da icere-
bileceginden (8.12) sart1

v*pullz=a. = v*pull:z:=b (813)

olarak da yazihr. Bunun kompleks eslenigini alarak,

opu], oy = vpu”, (8.14)
yazar ve u ve v’yi de yer degistirirsek,
v* pu = v pu e (8.15)
buluruz.
8.3 Hermit Operatorleri
Simdi, daha 6nce self-adjoint £ operatérii ile tammladigimz,
£u(z) + M (z)u(z) =0 (8.16)

diferansiyel deklemi ve (8.13) ve (8.15) simr gartim saglayan gtziimlerin
ilging bir dzelligini gosterecegiz. Once,

£u(z)

ifadesini sol tarafindan v* ile ¢arpip [a, b] aralifinda integralini alahm:

b b b
/v*i‘,’udm:/ v*(pu')'dz—i—/ v*qudz. (8.17)
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Saf taraftaki ilk terimin kismi integralini alimrsa,
b b
/ v* (pu') dz = v"‘p’u'|:’z —/ v¥pu'de (8.18)
a ! g a

elde edilir. (8.13) siur gartim k}l'lfa.mrsa.k sagdaki ilk terim sifir olacaktir.
Kalan terimin de yeniden kismiintegrali ahmrsa,

bl’
/v
a

* (pu’)'da:
b

= —/ v* pu'de
a
b

— vl [ () @19

bulunacaktir. Burada da (8.15) stur gartim kullamirsak integrali alinmig
kisim tekrar sifir olacagindan, bu sonucu (8.17) denkleminde yerine ko-
yarak,

b b
/ v* Ludz = / ufv*dz (8.20)
a a

buluruz. Bu iligkiyi saglayan operatorlere, (8.13) ve (8.15) siur gartim
saglayan u ve v 6zfonksiyonlarima gtre Hermittir denir.

8.4 Hermit Operatorlerinin Ozellikleri

Hermit operatérlerinin:
1. Ozdegerlerinin reel olmas.
2. Ozfonksiyonlarimn dik olmasi.

3. Ozfonksiyonlarin tam bir set olusturmas: gibi ¢ok ¢nemli ve kullamgh
Szellikleri vardir.

8.4.1 Ozdegerlerin Reel Olmas

u; ve u; zfonksiyonlar: i¢in 8zdeger problemini agagidaki gibi yazalin:
Lu; + Mw (z)u; = 0, (8.21)
£uj+Mw(z)u; = 0. (8.22)

Burada £ operattrindeki p(z) ve g(z) fonksiyonlan ile w (z) fonksiyonu
reel olmalarina kargin, 6zdeger ve tzfonksiyonlar kompleks olabileceginden,
ikinci denklemin kompleks eglenigini alarak,

£uj + Mw(z)uj =0 (8.23)
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yazalim. Bu denklemi u; ve (8.21) denklemini de uj ile carpip farklarim
alirsak,

uj Lu; — wifuf = (A} — X)) w (z) usu) (8.24)

bulunacaktir. Bunun da her iki tarafinin integrali ahmrsa,

b b b
/ u} Lu;dx —/ wiLuide = (A} — )\,-)/ wusw(z)de (8.25)
olur. Hermit operatorleri icin sol taraf sifir olacagindan,
b
(A -x) / wuwjw(z)de =0 (8.26)
bulunur. ¢ = j oldugunda ve (siurh sayida nokta diginda) w(z) # 0
oldugundan, (8.26) ifadesi bize
A= XAi=0 (8.27)

verecektir. Bu da Hermit operatdrlerinin 8zdegerlerinin reel oldugunu gos-
terir. Kuantum mekaniginde 8zdegerler laboratuvarda 8lciilebilen zellik-
lere kars: geldiginden, enerji ve momentum gibi fiziksel biiytklitkler Hermit
operatorleri tarafindan temsil edilirler.

8.4.2 Ozfonksiyonlarm Dikligi
i # j oldugu durumlarda X; # ), ise, (8.26) bize

b
L u; (z) uf (z)w (z)dz =0 i#£7 (8.28)

verir ki, biz buna u; fonksiyonlar: [a, b] aralifinda ve w (z) agirhk fonksiy-
onuna gore diktir deriz. Ozdegerlerin dejenere oldugu yani, iki farkh oz-
fonksiyonun aym dzdegere (i # j fakat A\; = ); ) sahip oldugu durumlarda

b
/ uiu;‘wdx
a

integrali sifir olmak zorunda degildir. Ancak, Gram-Schmidt diklestirme
yontemi kullamlarak bu durumda da ézfonksiyonlar dik olarak segilebilirler.
Ozetle, ui(z) dzfonksiyonlarn uygun bir normlama sabiti ve w(z) agirhk
fonksiyonuna gore,

b
/a u; (7) uj (z) w () dz = 63 (8.29)

bagntis: ile dik bir set olugturur.
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8.4.8 {um} Setinin Tam Olmas

Hermit operatt')rlerinin' szfonksiyonlarindan olugan {um (z)} setinin tam
olma, 6zelligini ispat oldukta teknik bir konu olup uygulamalarda ¢ogu za-
man nemli olan yeteri kadar iyi<davramsh (en azindan parcal siirekli) bir
F (z) fonksiyonunun, {\um () Pseti cinsinden

4 oo
F(z) = Zamum (z) (8.30)
m=0

seklinde sonsuz seri olarak ifade edilebilmesidir. Bu serinin Sturm-Liouville
problemi igin yakinsak olmasi ve F' (z) fonksiyonuna yakinsamasi varyasyon
teknigi ile ( Mathews ve Walker sayfa 338.)

N 2
F(z)—- Zamum (z)| w(z)dz —0 (8.31)

m=0

b
lim
N-—oo J,

seklinde gosterilebilir. Bu durumda

> amum (z) (8.32)

m=0

serisi, F' (z) fonksiyonuna [a, b] araliginda ortalamada yakmsaktir denir. Bu
limit yukaridaki serinin,

N
Igi_r.nw Z AmUm (z) — F (z) (8.33)

m=0

seklinde gosterilen ve her noktada yakinsak (dilzgiin yakinsak) olmas: kadar
kuvvetli olmasada, fizik ve mithendislik uygulamalar1 agisindan genelde
diizgiin yakinsaklikla beraber goriilecektir ve gogu durumda da yeterli ola-
caktir. Mutlak ve dilzgiin yakinsakhik kogullar: ise, agagidaki teorem ile
verilir (Courant ve Hilbert ):

Teorem: Tamim arahifinda parcal: siirekli ve ilk tiirevinin karesinin in-
tegrali var olan her fonksiyonun &zfonksiyonlar cinsinden F(z) =

o0
3" @mtm (z) geklinde bir seri agthmi verilebilir. Bu seri siireksiz-
m=0

lik icermeyen her alt aralikta mutlak ve diizgiin yakinsak olacaktir.
Fonksiyonun stireksiz oldugu noktalardaki degeri, sag ve sol limitlerin
aritmetik ortalamas: olarak verilir.

Bu teoremde acthmu yapilan fonksiyonun simir sartlarim saglama zorun-
lugu yoktur. Ayrica, bu teorem ortalamada yakmsakhig: da igermektedir,
ancak tersi dogru degildir. Bir bagka deyigle, ortalamada yakmsakhk daha
az kisitlayicidur.
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8.5 Genellegtirilmig Fourier Serileri

F (z)’in bu sekilde {u,, (z)} seti cinsinden ifadesine genellestirilmig Fourier
serisi denir. a,, katsayilari ise, {un, (z)} setinin diklik 6zelligini kullanarak,

LF@un@o@ds = T anun (@) up () w (@) dz
= Son ) un (@), (2)w (2) do
Eananm

:am

(8.34)

geklinde bulunur. Bu sonug (8.30) ifadesinde tekrar kullanihirsa

0 b
Fz) = 3 /a F (@), (2')w (') um () da’ (8.35)

m=0

b oo
= /; F(z') lizu:n (=) w (z") um (z) | dz’ (8.36)

m=0

bulunacaktir. Buradan da {¢,, (z)} setinin tam olmas: sartinin

> up (@) w (@) um (z) = 8 (z — ') (8.37)

m==0
seklinde de yazilabildigini gtriiriiz.
8.6 Trigonometrik Fourier Serileri

Trigonometrik Fourier serileri, £ = % operatdrii i¢in tanimlanan

&y

2z Ty (@) =0 (8:38)
bzdeger probleminin,

U, = COSTT (8.39)

v = sinnz (8.40)

dzfonksiyonlar: ile tanumlanirlar.

vpu/|, = vpu'l, (8.41)

sir sartin, a = zg ve b = g + 27 igin periyodik simr gart: olarak ahrsak,
—n sinmz sin nx|z =0 (8.42)

™ COS L COS nz|z =0 (8.43)

L
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elde ederiz. Ozfonksiyonlarmn diklik iligkisi ise,

zo+27
/ sinmz sinnzdz = Cpnbnm
Zo

xo+2m
/ fosmz cosnzdz = Dnbnm (8.44)

0

:z:o+27r
/ sinmz cosnzdz =0
xo

T n#0
C, = {0 ne0 (8.45)
_ T n#0
Dn = {27r m=n=0 (8.46)

olarak verilir. Herhangi bir iyi davramsh f (z) fonksiyonu ise,

f(z )——+Z [an cosnz + by sinnz],

n=1

an = 1 f(t)cosntdt, n=0,1,2,..
™

-7

b, = 1 f(t)sinntdt, n=1,2,..
™

—T

olarak trigonometrik Fourier serisi cinsinden yazilabilir (zg = — alinmigtir).

Ornek (8.1) Trigonometrik Fourier serisi:

h
r@={1 S5 @41

fonksiyonunun trigonometrik seri agilim,

a, =0
0 n=cift (8.48)
—h ail
bp == (1 cos'mr)—{ armi

nmr

2h—=sin(2n+1) z
f(z)= Z n i D) (8.49)

olarak bulunur.
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8.7 Problemler

1. Laguerre denkleminin self-adjoint durumuna e~ ile ¢arpilarak getir-
ilebilecegini gtsteriniz.

2. Laguerre denklemini Sturm-Liouville formunda yaziniz.
3. Asosiye Laguerre denkleminin agirhik fonksiyonunu bulunuz.

4. Asagida verilen diferansiyel denklemin z € [0,1] aralifinda sonlu
¢dzlimlerini bulunuz:

T — x?
R R e )

i) M’nn ilk ti¢ degeri igin ¢bziimii agik olarak yaziniz.
ii)Denklemin agirhk fonksiyonunu bulunuz.

iii)Cozlim setinin yukarida buldugunuz agirlik fonksiyonuna gore dik
oldugunu gésteriniz.

5. Legendre denkleminin Sturm-Liouville formunda
d 2\ pt
3;[(1 —z°)F]+I(l+1)P, =0

geklinde yazildigim gosteriniz.

6. Asagida verilen Sturm-Liouville sistemi icin 6zdegerleri ve 8zfonksiy-
onlan bulunuz:

) +)\y 0,
y(0) =
y(m) —y'(m) =

7. Asagda verilen Sturm-Liouville sistemi icin 8zdegerleri ve &zfonksi-
yonlar bulunuz (z = tant tammum deneyiniz):

Hl@+ )Y+ Ay =,
y(0) =0,
Y1) =
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10.
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Hermite denkleminin Sturm-Liouville formunun,
d —3:2 y) —12
—[e™ H}]+2ne™* H, =0
dz ;

o
oldugunu gdsteriniz ¥

| /.
Bessel denkleminin. Stur_nﬁ-Liouvi]le formunun,
d , n?
o)+ @ = )Jn =0

oldugunu gésteriniz.

Asagida verilen fonksiyonun trigonometrik Fourier agllimim bulunuz:

flex)=7n —-w<z<0
=z O<z<m.

9

KOMPLEKS DEGISKENLER
ve FONKSIYONLAR

Kompleks sayilar dogada dogrudan var olmasalar da fizik ve mithendislik
uygulamalarinda ¢ok igimize yararlar:

1. Kompleks fonksiyonlar teorisinde harmonik fonksiyonlar olarak bili-
nen, u (z,y) ve v (z,y) gibi her ikisi de Laplace denklemini saglayan
fonksiyon setleri bulabiliriz. Bu fonksiyonlar, elektrostatik ve hidro-
statik gibi Laplace denkleminin ¢6ziimiintt gerektiren ve problemin
iki boyuta indirgenebildigi durumlarda gok kullamighdir.

2. Analitik streklilik ydntemi, diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde ve
baz integrallerin ahnmasinda ¢ok yararhdir.

3. Sonsuz ¢arpimlar, sonsuz seriler, asimtotik ¢tziimler ve kararhhk hesap-
lan, kompleks analiz y¢ntemlerinin ¢ok yararh oldugu bagka alan-
lardur.

4. Kompleks sayilar bazi hesaplarin daha kolay yapilmasinda yararh
olduklar: gibi, kuantum mekaniginde dalga fonksiyonunun yazilmasimn-
da fiziksel bir gereklilik olarak da kargimiza qikar. Oyle ki; dogadan
kaynaklanan kompleks sayilarla, bizim hesaplarda kolayhk olsun diye
kullandigimiz kompleks sayilar: takip etmek ve ayn ayr igleme koy-
mak gerekir.

9.1 Kompleks Cebir

z olarak gtsterecegimiz herhangi bir kompleks sayiy,
z = (a,b) (9.1)

olarak bir ¢ift reel (gergel) say1 ile tammlayabilecegimiz gibi,

z=a+ib, 2 =-1 (9.2)
olarak da gosterebiliriz. a kompleks saymin reel, b de sanal kisou olup,

Rez=a, Imz=1b (9.3)
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olarak da gosterilir. Kompleks uzay (veya dtizlem) kavra.rm.m -kulla.na,rak
Sekil (9.1)de gosterildigi gibi, kompleks z-uzaymnda herhangi bir noktayu,

lz=(z,9) =2 +iy (9.4)
“f
seklinde gosterebiliriz. #
\ W
T 4 7
‘z-dﬁzlemi
y z
r
0
* >

SEKIL 9.1. Kompleks z-diizleminde bir nokta.

Kutupsal koordinatlar: kullamirsak,

z =rcosf, y=rsind (9.5)
olacagindan, z noktasin1 aym zamanda da
z=r(cosf+isinf), veya z= ret? (9.6)
seklinde yazabiliriz. Burada,
r = |7 9.7)
= modz

BN

olarak verilen re modiiliis (bityiklik veya kompleks sayinin mutlak degeri),

6 = argz (9.8)
= tan”! N

olarak verilen 8Fa da kompleks sayimn argiiman denir. Komple.zk..s uzayda

cebirsel iglemler, i2 = —1 oldugu goz dniine alinarak, ahigildih gibi yapilr:

ntz = (z1+iy)+ (22 +iy2), (9.9)
= (z1+2z2)+i(y1+92),
z = c(z1+iy), (9.10)
cz1 +icyr.
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210z = (21 +iy1) (22 +iy2), (9.11)
= (z172 — y1y2) + i (192 + Y172),

21 (z1 + Z.‘y1), (9.12)
22 (z2 + iy2)

(z1 +1y1) (x2 —iya)

(z2 + iy2) (w2 — iy2)’

1 .
) [(z122 + y192) + i (2192 — y122)] . (9-13)
2t Y2

Burada c herhangi bir sabit sayidir. Kompleks bir sayinin eglenigi (kon-
jligesi) olan z* ise,

Zr=z—iy (9.14)

olarak tammlanir. Kompleks diizlemde yapilan iglemlerde De Moivre for-
miilit;

€™ = (cos@ +isin )™ = cosnf + isinnf (9.15)
ile
lz1] = 22] < |21+ 22| < |z + |2,

|z122] = [z1] |z, (9.16)

arg (z122) = argz +argz

egitsizlikleri de gok kullamghdir.

9.2 Kompleks Fonksiyonlar

Kompleks fonksiyonlar, u (z,y) ve v (z,y) gibi iki reel fonksiyon ile
w=f(z) =u(z,y) +iv(z,y) (9.17)

seklinde tanimlamr (Sekil (9.2)). Kompleks fonksiyonlara érnek olarak poli-
nomlan verebiliriz:

f2)=2%=(z+iy)’ = (a? - ¥?) +i(2zy). (9.18)

Trigonometrik fonksiyonlar gibi reel uzayda tammlanms pek ¢ok fonksiyon,
kompleks uzayda da reel degigkenleri ile z yer degigtirilerek tanimlanabilir:

sinz cosz expz sinhz lnz ... (9.19)

Ancak, biraz sonra In z drneginde gtrecegimiz gibi, baz1 kompleks fonksi-
yonlarin ¢ok degerli olmalar: durumuna dikkat etmek gerekir.
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FIGURE 9.2. w-diizlemi.

9.3 Kompleks Fonksiyonlarin Tiirevi ve Analitik
Fonksiyonlar

Tek degerli ve stirekli bir fonksiyonun, reel analizde oldugu gibi herhangi
bir z noktasindaki tiirevini,

df (2) fz+A0z2) - f(2) (9.20)
Tdz (Az—0, Ay—0) Az—0 Az !

Au  Av
(Az—0, Ay—0) Az—0 [E ZAZ:|

geklinde tanimlayabiliriz. Dogal olarak bu tiirevin anlamh olabilmesi igin,
sonucun z noktasma yaklagilan yénden bagimsiz olmasi gerekmektedir. z
noktasina 6nce z ekseni ydniinden yaklagirsak,

DNz =Nz (0.21)
olacagindan tiirev de
df OGu .Ov
A o 9.22
dz Oz t Yoz 9.22)

seklinde bulunacaktir. Benzer gekilde y ekseni yoniinden yaklagilirsa,

Az =1iAy (9.23)
olacagindan tiirev de
df Ou  Ov r
i Y B oyl i et 9.24
e 7 By + 5y ( )
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olarak bulunacaktir. Tirevin var oldugu durumlarda her iki ifadenin de
esit olacagim diisiiniirsek,

Ou(z,y) _ Ov(z,y)

Ox Oy '’

(9.25)

Ou(z,y)  Ov(z,y)
oy Oz

(9.26)

seklinde verilen Cauchy-Riemann sartlarinn elde ederiz. Bu sartlar, f(z)
fonksiyonunun 2z noktasinda tiirevinin var olmas icin gerekli ve aym za-
manda da yeterlidir.

9.8.1 Analitik Fonksiyonlarin Ozelliklers

f (2) fonksiyonu, z, noktasinda ve civarmda tiirevi varsa yani, Cauchy-
Riemann sartlarim saglhiyorsa, f (2) o noktada analitiktir denir.

Ornek (9-1) Analitik fonksiyonlar: Biitin polinomlar gibi,
f(z)=22 (9.27)
fonksiyonu da z—dilzleminin tamaminda analitiktir. Ama,
f(z) =12 (9.28)

fonksiyonu z = 0 noktasinda ttirevi olmasina ragmen, bagka hig¢ bir
noktada titrevi olmadifindan analitik degildir.

Bir fonksiyon, z—uzayimn her noktasinda analitikse, ona tiim-fonksiyon
denir. Biitiin polinomlar ttim-fonksiyondur. Bir fonksiyon, z, noktas etrafin-

da bir bélgede, her noktada analitik, ama 2, noktasinda analitik degil ise,
2, noktasina o fonksiyonun tekil noktasi denir.

Ornek (9.2) Analitik fonksiyonlar:
1
fa)=1 (9.29)
fonksiyonunun tiirevini alirsak,
h 1
1@ =3 (9.30)

elde ederiz ki, bu bize 2 = 0 noktasimn tekil noktas: oldugunu gts-
terir. Diger biittin noktalarda bu fonksiyon analitiktir.
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Teorem f (z) fonksiyonu, z-diizleminin herhangi bir bolgesinde analitik
ise, u (z,y) ve v (z,y) fonksiyonlarinn biitiin derecelerden kismi tiirev-
leri vardir. Boyle bir fonksiyonun, u (z,y) ve v (z,y) fonksiyonlar: da
Laplace denklemini saglayacaktir:

7 u(z 2u (z
Viu(zy = i ai;’”) +2 6;2’ Y _, (9.31)
ngv (z,y) =0. (9.32)

Ispat. (9.31) denklemi i¢in Cauchy-Riemann birinci gartim kullanip, z’e
gbre tilrevini alirsak

ou ov

held e ot .33
oz Ay (9:33)
0%u 0%
i . .(9.34
0x? 8z0y (9:34)
elde ederiz. Aym sekilde ikinci sart: da yazip, y’ye gore tiirevini alirsak
du v
o = 9.35
3y 9z (9.35)
0%u 0%
W ~3yoz (9.36)
buluruz ki, bu iki denklemin toplamindan da
o2u  O%u
322 + 92 (9.37)
atehn @Rvdin 0%
~ 0z0y Oydz
=0

olarak istenilen sonucu elde ederiz. Ikinci denklem olan (9.32)’de aym
gekilde ispat edilir.

f(z) fonksiyonunun analitik oldugu zaman, u (z,y) ve v (z,y) fonksi-
yonlarinin biitiin derecelerden tilrevlerinin var olmasinin ispati ise, bir
sonraki bolimde gdrecegimiz Cauchy formiilinden kolayca goriiliir
(10.19).

Burada, u (z,y) ve v (z,y) fonksiyonlarma harmonik fonksiyonlar ve
(u(z,y),v (z,y)) ciftine de eslenik harmonik fonksiyonlar denir. Har-
monik fonksiyonlardan birisi bilinirse, digeri de Cauchy-Riemann gartlarm-
dan bulunabilir.
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9.3.2 Harmonik Fonksiyonlarwn Ozellikleri
Harmonik fonksiyonlann uygulamalarda gok yararh dzellikleri vardr:

1. u = ¢; ve v = d; egri aileleleri birbirlerine diktir (burada c; ve d; sabit

sayilardir) .
Ispat.
Sudv Oudv
VU-Vv—%%--F—a‘Z}"'a—y, (9.38)
_Ou( Ou du\ [ ou
Vu- Vo= 9z (——'a—y) + (a—y> (:9—:5) ) (9.39)
Vu-Vv=0. (9.40)

Bu sonucu elde ederken Cauchy-Riemann gartlar1 kullambr.
2. w = w(z) gibi bir analitik fonksiyon ele alir ve titrevini alirsak,

dw _ @ @ dz du v dy )
i = (az +’az> =t (a—y+a—y> (z.r) (=), (41

dw @ _ _8_1_{ dz + idy

dz (6:1: ’ay) ( dz )’ (9.42)
dvw 08u .Ou
ZZ_ = -a—z il Za—y' (943)

elde ederiz. Bunun modiiliisti ise,

N e

olarak bulunur. Harmonik foksiyonlarin kullanim alanlarindan biri
olan elektrostatik teoride, u (z, y) fonksiyonunu potansiyel enerji olarak
alirsak, elektrik alam da

dw
dz

E=-Vu (9.45)

olacagindan, (9.44)’de buldugumuz modulis de elektrik alaminin bitytik-
ligiind verecektir:
dw
|E’| =|Z| (9.46)
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¥ A
;f{xﬂ ‘\\
n

SEKIL 9.3. Reel fonksiyonlara haritalama olarak bakmak ilging olmaz.

3. Eger ¥ (u,v) w-diizleminde Laplace denklemini saglarsa, yani
0%¥(u,v) N 0T (u,v)
Gu? o?

olursa, ¥ (z,y) fonksiyonu da z-diizleminde Laplace denklemini sagla-
yacaktir. Bir bagka deyisle,

PUy) | FU(z) _
Ox? oy

0 (9.47)

0 (9.48)

olacaktir.

9.4 Haritalama (Mappings)

Analitik geometride tek bagimsiz degiskene bagh bir fonksiyon olan
y=f(z), (9.49)

zy-diizleminde bir egri ile gbsterilebildigi gibi, haritalama dilinde z-eksenin-
de bir noktay1 y-ekseninde bir noktaya gtnderen (haritalayan) bir operator
olarak da algilanabilir (Sekil (9.3)). Ancak, bu ilging bir yaklagim olmaz.
Kompleks diizlemde ise,

w, = f(z)w
w = u(z,y) +iv(z,y) (9.50)

seklinde verilen bir fonksiyon, z-dtizleminde (z, y) gibi bir noktay1 w-diizle-
minde (u,v) gibi bir bagka noktaya gonderecektir. Bu ise, z-diizleminde
egrilerin veya bolgelerin, w-diizleminde bagka egrilere veya bolgelere hari-
talanmasi sonucunu dogurur ki, bunun ¢ok ilging uygulama alanlarn vardur.
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Ornek (9.3) Oteleme:
w=2z+2, (9.51)
fonksiyonunu ele alalim. u ve v fonksiyonlar: sirasi ile

U=+ Zo, (9.52)

v=y+y, (9.53)

olacaklarmdan, bu fonksiyonun z-diizlemindeki (z,y) noktasina etki-
si; w-dtizleminde (z+z,, y+y,) noktasina gtnderilmesi, yani z—dtizle-
minde &telenmesidir.

Ornek (9.4) Dénme:

w =22z, (9.54)
fonksiyonunda polar koordinatlar1 kullanirsak;
w = pe®
z = re? (9.55)
2z, = roew"
olacagindan,
pe'® = pr,et0+) (9.56)

yazabiliriz Bu da bize w-dtizleminde

P = TTo (9.57)
¢ = 0+00 (9-58)

verecektir. Burada iki gey degigmistir:
i. Modiiliis (mutlak degeri) r, degerine gére biiylimils veya kiicitlmiigtiir.
ii. 8 degeri ise, 6§, kadar degigmistir.
%, = i alirsak bu fonksiyon (haritalama) Z kadar salt dénmeye karg: gelir.
Ornek (9.5) Tersinme:

1
w(z) = 2 (9.59)
fonksiyonunu ise,
; 1
¢ —
pe el (9.60)
_ 1
=0 5e (9.61)
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olarak yazilabileceginden, yazalim. Bu bize,
z
p= ; (962) u = m (968)
- g _——y
s p=-8 (9.63) VS Eig (9.69)
olacaktir. Burada z-dtiateminde birim ¢emberin icinde bir nokta, w- veya
dtizleminde birim gemberin disinda bir noktaya ve u ekseni etrafinda _ u 9.70
bir yansima ile haritalanmgtir (Sekil (9.4)). T = @12 (9.70)
—v
; verecektir. Simdi, z-diizleminde ve merkez etrafinda
w=- v {\ 2 2 = 2 9 72)
y A r4 Q X + y T ( .
/—\
©,1) olarak tamimlanmg bir cemberi ele alahm. (9.64) fonksiyonu bu ¢em-
0.1 ; beri w-dtzleminde,
u2 v2 )
+ =r 9.73
@+ (u? +02)? 679
0
e P> 1
% 0 \\ u @i = (9.74)
w402 = p? (9.75)
olarak verilen ve yine merkez etrafinda, ama yaricap % olan bir bagka
cembere haritalayacaktir.
N Simdi 2-diizleminde,

y=a (9.76)

SEKIL 9.4. Tersinme fonksiyonu gemberleri, gemberlere haritalar.
olarak verilen bir dogruyu ele alahm. (9.64) fonksiyonu bize,

Ornek (9.6) Tersinme fonksiyonu: —_— g (9.77)
1 u2 + v2
w(z) = . (9.64) veya
fonksiyonunun, z-diizlemindeki egrileri w-diizlemine nasil haritaladig- u? + 02 + v + 1 - 1 (9.78)
na bakmak igin, a  (2a)  (2a)
w =g '*ii” verecektir. Bu ise, w-diizleminde (0, ~-2-—i—1-) merkezli ve yarigap: %1-
= s (9-65) olan bir ¢ember oldugundan, tersinme fonksiyonunun z-diizleminde
z 1 4 . dogrular1, w-ditzleminde gemberlere haritaladigim gbriiriiz (Sekil (9.5)).
e Tr iy (9.66) Yukanda verdigimiz btittin drnekler bir-e-bir haritalamalardir. Bir
z y bagka deyisle, z-diizleminde bir nokta w-diizleminde tek bir noktaya
-1 (9.67) gonderilmektedir
=2+y%) (2?2 +9?) '
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_1
w= z

yA

\‘

SEKIL 9.5. Tersinme fonksiyonu dogrulari, gemberlere haritalar.

Ornek (9.7) Ikiden-bire haritalama:

w= 22 (9.79)
fonksiyonunu ele alirsak,
w = pe'd (9.80)
z =re'd (9.81)
tanimu ile
p=r? (9.82)
¢ =20 (9.83)

olacaktir. Burada #’nin 8ntindeki iki faktsrii ¢ok dnemlidir. Bunun an-
lam ise, 2-dtizleminde I. geyrek (0 < 6 < %), w-dtizleminde iist yar-
uzaya (0 < ¢ < ) haritalanr. 2-diizleminde iist yari-uzay (0 < ¢ < 7)
ise, w-dilzleminin tamamina (0 < ¢ < 27) haritalanir. Yani, z—dtizle-
minin alt yari-uzay1 zaten haritalanmg (kullamlmsg) olan w—diizlemi-
ne tekrar haritalanacaktir. Bir bagka deyisle, z-dlizlemini bir kere
kaplamak icin, w-diizlemini iki kere taramak gerekecektir. Buna da
ikiden-bire haritalama denir. 2-diizleminde iki farkli nokta:

2, (9.84)
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ve
—im

20€ = —2o,

w- diizleminde aym noktaya yani,

w= 22
noktasina haritalanacaktir.
Simdi de
w = e*
fonksiyonunu ele alahm.

pet¢ — ea:+zy

p=e*

é=y

105

(9.85)

(9.86)

(9.87)

(9.88)
(9.89)

(9.90)

yazarsak, z-diizleminde 0 < y < 27 band1 w-diizleminin tamamina harita-

lanacaktir. Obtir taraftan, z-dizleminde

T +1(y + 2nm) (n tamsayi)

(9.91)

olan diger biitin paralel bantlar, hali hazirda tamam kullamlmg olan w-
dizlemine tekrar haritalanacaklardir. Bir bagka deyisle, elimizde gokdan-

bire haritalama vardir.

Simdi de
w =z (9.92)
fonksiyonunu ele alalim.
pe'® =rieit (9.93)
20 =0 (9.94)
olacagindan, z-diizleminde
r=r, 6=0 (9.95)
noktasi, w-ditzleminde
w= /T, (9.96)
= ==
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4 z-ditzlemi

7 kesik gizgisi

«

o

dal noktasi

SEKIL 9.6. Kesik gizgisi dal noktasinda son bulur.

noktasina ve z-dilzleminde

r=r, 0§=2m (9.97)

noktas: da w-diizleminde
w=froe” " = —\/1, (9.98)

noktalarina gonderilir. (9.95) ve (9.97) noktalan (z = 0 haric ) ise, z-
dtizleminde aym noktayi temsil ederler. Dolayisiyla, z-dtizleminde tek bir
nokta, w-dizleminde farkh iki noktaya haritalamr. Buna birden-ikiye
ha- ritalama denir. Tek degerli, yani her z icin bir tek w degeri alan bir
fonksiyon tammlamak istersek, yapacagimz ey z-ditzleminden 6 = 2w
cizgisini kesip atmaktir. Bu gizgiye kesik cizgisi ve bu ¢izginin son bul-
dugu z = 0 noktasina ise, dal noktas: denir (Sekil (9.6)). Burada Snemli
olan fonksiyonumuzun tek degerli oldugu bir bslge bulmak ve bu bolgeyi
mimkiin oldugu kadar z-diizleminin tamamina yaymaktir. Sorun, Sekil
(9.7a ve b)’den goriilecegi gibi,

z2=0 (9.99)

noktasindadir. Merkezi igermeyen her bolge icinde fonksiyonumuz tek degerli
olacaktir. Ancak, merkezi igeren bolgelerdeki noktalar icin 6 degerleri {0, 27]

arahginda degfigeceginden, yukanda bahsettigimiz problem kargimiza gika-

caktir. Dogal olarak, Sekil (9.7b,c,d,e, ve f )’den goriilecegi gibi, fonksiyo-
numuzun tek degerli oldugu R bélgesini, merkezi icermeden 2-diizleminin
tamarna yaymanin yolu, merkezden baglayip sonsuza kadar uzanan her-
hangi bir egri (genelde dogru olarak almnir) iizerindeki noktalarin bolgemiz
diginda tutulmasidir. Sekil (9.8)’den de gorillecegi iizere, kesik cizgisini
gegmeyen her yol tizerindeki noktalar igin fonksiyonumuz tek degerlidir.
Aldigh degere de 1. dal degeri denir ve

9. KOMPLEKS DEGISKENLER ve FONKSIYONLAR 107

a) AZ b) ‘r z
il £
|

©) 1z d) i

)
=)
ay

\J
D
NP,

SEKIL 9.7. Merkezi icermeyen her R bélgesi iginde w = 2'/2 fonksiyonu
tek degerli olacaktir.
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I.dal wy () = Vre ¥ 0<f<2r a) '
olarak verilir. 27 <0 <4~ d%érleri icin, kesik cizgisi bir kez gegilecegin-
den, fonksiyonumuzun degeri JI. dal degeri olarak,
I1.dal we(2) = —\/;e_jz_e r <0< 4m l‘
C
seklinde verilir. Ancak, bu fonksiyonun sadece iki dal degeri vardir. #’min ‘ b
stirekli arttig1 durumlarda, kesik gizgisini her gecigimizde fonksiyonun aldig | (-\
deger bir dal degerinden digerine degigir. Bu durumu pratik olarak Rie- a )
mann tabakalar: ile gosterebiliriz (Sekil (9.9)). | &'
Bu fonksiyon i¢in Riemann tabakalari, birbirlerine kesik ¢izgisinden
dikiglenmig iki paralel tabakadan olugur. Tabakalardan birinde kaldigimiz
stirece fonksiyonumuz tek degerlidir. Hangi tabakada bulundugumuza bagh
olarak da I veya IL dal degerini alr. Ancak, kesik veya dikis ¢izgisini gegen
her yol i¢in fonksiyonumuzun baglangig degeri I. dal ise, II. dala, II. dal ise,
I. dala degisir.
Ornek (9.8)w(z)=lInz fonksiyonu: Kompleks diizlemde tammlanmig
w(z)=lnz=Inr+if (9.100) b) pz
fonksiyonu sonsuz sayida dala sahiptir: R
dal0 wp(2)=Ilnr+if 0<0<2n
dall w;(2)=Inr+i(6+2m)
dal 2 wy(2)=lnr+i(0+2(2m)) (9.101) co
. . —e
daln  wy(2) =Inr +1i(6+ 2mn) /-p
L% AANAAA-
Ornek (9.9)w(z)=v22 — 1 fonksiyonu: k
w(z) =v22—-1 (9.102)
fonksiyonunun dal yapisim incelemek igin,
w(z) = pe, (9.103)
= (z—-1)(z+1), (9.104)
(8140
= JrretT?) (9.105) o
df?:qL d9.8.§fsﬂ.< cizgisini her gecigimizde, w = z'/? fonksiyonu bir dal
yaz - gerinden digerine geger.
(z—1)=r€¥, (z+1) = T9e? (9.106)
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II. tabaka

SEKIL 9.9. z/? fonksiyonu igin Riemann tabakalar. Yoluml:z
tabakalarin birlestigi kesik c¢izgisini her gegisinde k?ndlmlz: ol?ur
tabakada buluruz. Fonksiyonumuz ise, bir dal degerinden o&tekine

geger.
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olarak alalim. Her iki ktkiin de kesik gizgisini reel eksenin sag tarafina
yerlegtirelim. Bu segim bize 81 ve 6 degerlerinin,

0< 6, <2, (9.107)

0<6y<2m (9.108)

geklinde oldugunu gosterir. Jimdi, Sekil (9.10)'da gosterildigi gibi
A,B,C,D,F,G ve H noktalarinin, 2-diizleminde reel eksene yaklagtik-
lar1 durumda, w-diizleminde ne olduklarina agagidaki tablodan bir
bakalim:

Nokta | 61 [ 62 | ¢ | ]
0] 0] 0 [ tekdegerli|
2r | 2m | 2m | tek degerli
7w | 0 | w/2 | cift degerli
[ 2m | 3m/2 | cift degerli (9.109)
0 [ /2 [ cift degerli |
2m | 3w/2 | ift degerli |

[ m | m | tek degerli |

[ | # [ 7 [ = ] tek degerli |
Gortildiig gibi, z-diizleminde ayni noktalara karsi gelen A ve H
noktalan w-dtizleminde de aym noktaya génderilmektedir. Bir bagka
deyigle, iki kesik cizgisinin kesigtigi yerde fonksiyon tek degerlidir
ve iki kesik cizgisi birbirlerinin etkisini yok etmektedir. B, G ve C,
F noktalan ise, z-diizleminde aym noktalara yaklasmakla birlikte,
w-ditzleminde farkh noktalara gonderilirler. D, E noktalarinda ise,
fonksiyon tek degerlidir. Bu durumda (9.102) fonksiyonunun kesik

cizgisi Sekil (9.10)’da oldugu gibi gosterilir. Birinci ve ikinci dal
degerleri ise,

& O =) Qff ff 9} | =

S EIEIEIE

wi (2) = friraet =3 , (9.110)
wo (2) = frirae’ B (9.111)

olarak verilir. Bu fonksiyonun Riemann tabakalar: ise, —1 ve +1 nok-

talan arasinda birlestirilmis iki paralel tabakadir. Bu fonksiyonun ke-
sik cizgilerinin yerleri icin, bir bagka secim ise,

0<6; <2, (9.112)

~r << (9.113)

olarak verilebilir (Sekil (9.11)).
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g A z- diizlemi
;
D 54

e
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SEKIL 9.10. V22 —1 igin kesik gizgileri.

SEKIL 9.11. v22 —1 igin kesik cizgilerinin degigik bir segimi.
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SEKIL 9.12. Konformal haritalama.
9.4.1 Konformal Haritalama
Analitik fonksiyonlarn ilging ve ¢ok kullamgh bir &zelligini gérmek icin
w=f(2) (9.114)

olarak verilen bir analitik fonksiyonun, z, noktasinda tiirevini alahm ve ku-
tupsal koordinatlari kullanarak her iki tarafin da argiimanlarim inceleyelim
(Sekil (9.12)) :

dw df
T W o = (9.115)

. Aw df
ASoAz | dz o (9-116)
4 = 1l [Aw] — 1 [Az] (9.117
arg dz Zo i AzIBO arg o AzIBOaIg 2 ) )

daf

arg [E; zo} = a (9.118)

z-diizleminde c, olarak gtsterilen bir efrinin, bu fonksiyon tarafindan w-
dizlemine, ¢, olarak haritalandigim diigiinelim: c,’nin z, noktasindaki egimi
0, olursa, c¢,,’nun w, noktasindaki egimi de 4, + « olacaktir. z, noktasinda
kesigen bir ¢ift egri disiiniirsek, bu iki egrinin tanjantlan arasindaki agi,

Pp—¢1 = (f2+a)—(61+0), (9.119)
= b02-06, (9.120)
denklemlerinden de gorillecegi gibi degismeyecektir. Ozetlersek, analitik

fonksiyonlar haritaladiklar: egriler arasindaki agilan korurlar. Bu tiur hari-
talamalara konformal haritalar veya konformal déniisiimler de denir.
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) x2-y2 = ¢
z-diizlemi j x2-y2 = ¢y
3
&
ey
7
Vl V2

SEKIL 9.13. Hiperbolik kesiti olan iki iletken levha.

9.4.2 Elekrostatik Problemleri ve Konformal Haritalama

Konformal doniigiimler elektrostatik ve hidrodinamik gibi Laplace denkle-
minin ¢dziimiinii gerektiren ve problemin iki boyuta indirgenebildigi du-
rumlarda ¢ok kullamghdir. Tki boyuta indirgenebilen problemlerden kastimiz,
sayfa diizlemine dik dogrultuda teleme simetrisi olan problemlerdir.

Ornek (9.10) Elektrostatik problemleri ve konformal haritalama:
V; ve Vj potansiyellerinde tutulan ve Sekil (9.13) de gosterildigi gibi
kesitleri,

-y =cve 22—y =cp (9.121)
olarak verilen iki hiperbolik iletkenin arasindaki elektrik alan ¢izgi-
lerini ve egpotansiyel yiizeylerini bulalim. z-diizleminde problem Sekil
(9.13)’de gosterildigi gibidir. Bu egrileri,

w= 2%, (9.122)
w = 2?2 — y% +1i(2zy) (9.123)

Konformal doéniigiimiint kullanarak, w-diizleminde,
u=cy, uU=C2 (9.124)

dogrularma haritalanz (Sekil (9.14)). Artik w-diizleminde problem,
Vi ve V5 potansiyellerinde tutulan iki paralel iletken levha arasidaki
elektrik alan ve egpotansiyel ytizeyleri bulmaya doniigiir ki, burada
elektrik alan cizgileri,

v=_Cj (9.125)
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v p w-diizlemi

/
v, Va

SEKIL 9.14. w-diizleminde egpotansiyel ve elektrik alan g¢izgileri.
ve egpotansiyel yiizeyler de
U=c (9.126)

dogru aileleri olarak kolayca bulunur. Asil problemimizin z-dtizleminde
old.uéunu hatirlarsak, bu dogrularin 2-diizleminde neye kars1 geldik-
lerini ters déniigiim ile buluruz. Bu da bize elektrik alan cizgileri igin,

(v=)2zy =C; (9.127)
ve egpotansiyeller igin de
u=)? -y =¢ (9.128)
egri ailelerini verir.

Ornek (9.11) Elektrostatik problemleri ve konformal haritalama:
Bu 6rnekte biraz daha karmagik bir duruma bakalm. Kesiti cember
olan ve gekilde gtsterildigi gibi +Vp ve —Vy potansiyellerinde tutulan
iki iletkenin igindeki espotansiyel yizeylerini bulalim. z-dtizleminde
denklemi,

2 +yi=1 (9.129)

olarak verilen yanim c¢emberler,

w(2) =h1(i—_+__z) (9.130)

z
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A z-diizlemi

2

SEKIL 9.15. Kesiti cember olan iki iletken

doniistimi kullamlarak, w-diizleminde Sekil (9.16)’da gosterildigi gibi
birbirine paralel dogrulara haritalarur. (9.130) doniistimiinii,

u+ v
ltztay (9.131)
l—z—1y
122 -4+ 2iy
= 9.132
In 1-2z+22+y2 ( )

olarak yazar ve In fonksiyonunun argumamm Re’® olarak ifade eder-
sek,

u+iv=mR+ia (9.133)

olur ve bizde v fonksiyonunu,
v o= « (9.134)
e (9.135)

olarak buluruz . Bu ifadenin,

2y T

i tan! ——— = — 9.136
gt 1= (z2+92) 2 ( )
y>0
2y T
. -1 4y __"
mz—}—lgf?—bl fan 1~ (152 + y2) 2
y<0
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vl}w-dﬁzlemi
-0 2| v=nn2 =>+c0
3 1
7 -
u
4 6
-0 <— 5 - + o0

SEKIL 9.16. Kesiti yarim cember olan iki iletkenin w- diizlemindeki durumu
limitlerinden, z-diizlemindeki yarim ¢emberlerin w-diizleminde,

T s

V=g vev=—g (9.137)

dogrulanna haritalandigim goriiriiz. w-diizlemindeki espotansiyel egri-
ler ise,

v =29, (9.138)
T

geklinde kolayca yazilir. 2-diizleminde ki egpotansiyel egriler ise, (9.135)

kullanilarak,

- N, 2y

V = - tan [1 o +'y2)] ) (9.139)
_ 2Vo,  _1|2rsind
i tan [ -2 ] (9.140)

seklinde elde edilir. Bu problemin kagit diizlemine dik ySnde 6teleme

simetrisi oldugundan, egpotansiyel egriler bu ytnde devam ettirilerek

egpotansiyel yiizeyler bulunur. Goritldiigii gibi, bu ydntem ¢bztimii

Legendre polinomlar1 ve genel Fourier serisi acilimi y$nteminden ¢ok

daha kolay vermektedir. Bu problemin ¢ézitmiinde anahtar olan (9.130)
donigiimii ve pek ¢ok bagka kullamgh déniigtim, matematik el ki-

taplarindan bulunabilir. Ancak, Schwarz-Christoffel déniigtimlerinde

gorecegimiz gibi, baz1 durumlarda kendimiz de ¢ikarabiliriz.
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9.4.8 Akiskanlar Mekanigi ve Konformal Haritalama
Stirtitnmesiz ve diizgiin akan sivilar icin maddenin korunumu denklemi,

Op o
5 +N.(p7) =0 (9.141)

geklinde ifade edilir. 7 noktasyida ve ¢ anindaki siv1 elemammin yogunlugu
p(7,t) ve iz1 da 7 (7,t) ile gosterilmistir. Duragan akiglarda

9p
- = 9.142
olacagindan, (9.141) denklemi

V.(o7) =0 (9.143)

seklini alacaktir. Dogada pek ¢ok durum sikigtirilamayan sivi varsayimina
uygun olacagindan, hal denklemi olarak

p = sabit. (9.144)
alirsak, (9.143) denklemi bize
V=0 (9.145)

_verecektir. Ancak, bu denklem tek bagina ¥’(7,t) vektdr alamm belir-
lememize yeterli olmaz. Eger akigta girdap hareketi de yoksa, yani sivi
diizgiin akiyorsa, siv1 elemanlarimin hizlar1 aym zamanda da

Vxw=0 (9.146)
denklemini saglayacaktir. Bu iki denklem:
V.7 =0 (9.147)
ve
V x? =0, (9.148)

artik diizgiin akan bir stvinin kinematigini tam olarak belirler. Bu denklem-
ler, aym1 zamanda da dogrusal ve agisal momentum korunumunun ifade-
sidirler. Bu tiir diizgiin akiglarda sivi elemanlan akig gizgileri olarak bili-
nen egrileri takip ederler. Herhangi bir noktadaki @*(7,t) hz ise, akig
¢izgisine o noktada teget olacaktir.

(9.147) ve (9.148) denklemleri elektrostatikde elektrik alaninin sagladig
denklemler ile aymdir. Dolays: ile benzer bir yol izleyerek, (9.148) denkle-
minden

T(P,t) = VO(7,1) (9.149)
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seklinde bir potansiyel tanimlariz. Bunu da (9.147) denkleminde yerine ko-
yarsak, Laplace denklemini buluruz:

V2@(7,t) =0 (9.150)

Burada ®(7,t), iz potansiyeli olarak anilsada, elekrostatik potansiyelden
¢ok farkhdir.

Ornek (9.12) Bir engel etrafindan akig problemi: h yiksekliginde bir
engelin erafindan diizglin ve duragan akg inceleyelim. Olaym 2-
yoniinde Steleme simetrisi oldugunu diigiiniirsek, iki boyutta Sekil
(9.17)deki gibi gosterilecektir.

& z-diizlemi

-

SEKIL 9.17. h-yiiksekliginde bir engel etrafindan akig: Hiz potan-
siyelini bulacagimiz alan taranmsgtir.

Aradigimuz, O ile gtsterilen tarali bolge icinde hiz potansiyeli icin
Laplace denkleminin ¢ziimiidiir. Burada hiz potansiyeli elektrostatik-
teki gibi Laplace denklemini saglasa da dikkat edilmesi gereken in-
celik, simr gartlarimn ¢ok farkli oldugudur. Nitekim, elektrostatikte
elektrik alam ytizeylere (iletkenlere yani egpotansiyellere) dik ola-
cagindan, test pargaciklar: sadece yiizeylere dik ydnde hareket ede-
bilecektir. Akig problemlerinde ise, sivi elemanlar: ytizeylere dik ydnde
hareket edemezler. Bunun igindir ki, akis ¢izgileri ylizeyleri takip eder.
Bu problemde simir gart1 olarak, akig cizgilerini engelden uzak nokta-
larda z-eksenine paralel, z-ekseni ve engele yaklagtikca da O alaminin
simr1 olarak aliriz. Ayrica, engelden uzak noktalarda akig iz

Voo = 1 (9.151)

olarak verilmis olsun.

Burada aradigimiz z—diizleminde O olarak g8sterdigimiz bolgeyi w-
diizleminin tist yarisina haritalayan bir déntigitmdiir. Sekil (9.17)’de
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--diizlem:
O bélgesinin alt simr olarak gosterilen akim ¢izgisi de dogal olarak o
w-diizleminde reel eksene haritalanmig olacaktir. Simdi bu déniigtimii Y SIAsY //// //: /: 4 /’// 7 ,;// o,
tic adimda yapalim: Once, 7 //// iy v sy // v
x rSS S ! / S P
) /// {:g////,/()///,
4wy =22 (9.152) e AL -
3 VISP A I (s //’/
gibi bir d6niigiim ile O/ bolgesini w;-dilzleminin tamamina harita- L Wi 22
layalim. Burada engel, w;-diizleminde 0 ve —h2 noktalan arasinda
olacaktir. Ikinci etapta ise, w-diizlemi
LSS IS SN S
= 12 2 ,//// S A S
wy=22+h (9.153) 7 ///’/4 // L /6{/_
4 A Fo A, i
gibi bir steleme ile engel, 0 ve h? noktalar arasmna tagmacaktir. Son SIS AT / 77
olarak da ws-diizlemini, w-dtizleminin tist yarisina, // A //'/'.4/./ s
W = (/w2 (9-154) w,-diizlemi
// / ‘////«///7 ////’ S ///'// 7 /’//
déntigimii ile haritalariz. z-diizleminden w-diizlemine olan harita- //C / /// / '/ 9 /41 s / . 5‘/;,1/ /// 6
. , r
lama ise, VS22 P D /// S R g
SIS ety Ay,
=122 + h? S i
% “th ////// / //// 4 // / o 7 '//'/ o )
- \
olarak verilecektir. ' wedizlemi Ve
e // / P //"// ,,‘ hl// ”/////'/ 3
w-diizleminin tist yanisinda Laplace denklemi kolayca ¢oztiliir. s /%/ 97 A 7, ,;4,,/.// // ‘ /
Vs s ,,/,/ g "/ I
/)/// K // /5’,4(/’ //;}/’ ‘6
vV=2c¢4 : 1 ; :
gizgileri akim cizgilerini, bunlara dik olan SEKIL 9.18. z-diizleminden w-diizlemine gegis.
u=b; 9.4.4 Schwarz-Christoffel Doniisiimleri

Uygulamalarda gok yararli déniigtimlerden biri de 2-diizleminde bir poligo-
nun igini, w- diizleminin tst yarisina haritalayan Schwarz-Christoffel doniisit-
midir (Sekil (9.20)). Schwarz-Christoffel déniigiimiinii olugturmak igin,

¢; = Re[v/22 + h?| dz )

E-&J-:A(w—wl

cizgileri ise, iz egpotansiyellerini verecektir. Tekrar z-diizlemine d&-
nersek, akim cizgileri

(9.155)

ile verilecektir. Siv1 elemanlarnin hiz,
gibi bir fonksiyonu ele alahm. Burada, A kompleks, k; ise reel sayilardur.

N dw w; ise, u-ekseni izerinde bir noktadir. (9.155) denkleminde her iki tarafin
7 = dz da argiimanlanim karsilagtinirsak,
denklemi ile verilirken yonleri de akig cizgilerine teget olacaktir (Sekil arg dz _ ] agA-km w<w (9.156)
dw arg A w > u

(9.19)).

N
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SEKIL 9.19. w ve z-diizlemlerinde akim gizgileri (streamlines).

buluruz. w—dizleminde

argAw =0 (9.157)
olacagindan,
[ argA—-kim w<uw
arg Az = { iy Ry (9.158)

yazabiliriz. Bu bize herhangi bir A sabiti igin, 2-diizleminde bir poligonun
z; noktasinda ve dig agis1 ky7 olan kdgesini verecektir. Ozetlersek; (9.155)
denkleminde,

(w—w)™™ (9.159)
faktorii bize poligonun bir ktgesini verecektir. n-kogeli bir poligon igin ise,
Schwarz-Christoffel dontigimii

& Aw—w) ™ (- )™ (0= wa) (9.160)

olarak yazilir. Burada, bir poligonun dig agilari toplamm 27 olacagindan k;
sabitleri,

S k=2 (9.161)
esitligini saglamalidir. (9.160) denkleminin integralini de alirsak,

z= A/ (w— wy) ™ (w— wa) ™ . (w— w,) " dw + B
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z-diizlemi

w-diizlemi

SEKIL 9.20. Schwarz-Christoffel déniiglimii, bir poligonun igini
w-diizleminin iist yarisina haritalar.

buluruz. Burada A sabiti poligonun ydniinii, B sabiti ise, konumunu be-
lirler. z-diizleminde bir poligon n ktgesi verilerek belirlenebilir. Bu ise,
Schwarz-Christoffel déniigiimiindeki 2n sabitin belirlenmesinde kullamlr.
Schwarz-Christoffel déniigiimiinde 7 tane w; , n tane k; ve 4 tane de A ve
B ’den gelen toplam 2n 4 4 parametre vardir. (2n + 4) parametreden 2n
tanesini kdselerin konumundan bulabiliriz. Bu da bize reel eksen tizerindeki
w; degerlerinden, 3 tanesini segebilecefimizi gosterir.

Ornek (9.13) Schwarz- Christoffel déniigiimii: Sekil (9.21)'de taral o-
larak gosterilen bolgeyi, Schwarz-Christoffel déniistimiinii kullanarak
w- dizleminin ust yarisina haritalayalim. Bu tir haritalar uygu-
lamalarda karsimiza sikga gikarlar. Schwarz-Christoffel déniisiimiinit
uygulamak igin Sekil (9.22)'de goriildiigi gibi, z3 késesi —oo 'a giderken
i¢ kismu istedigimiz bolgeye déniigen bir poligon tamimlayalim. Schwarz-
Christoffel doniigiimiindeki serbestligi kullanarak z;, 2, ve 23 nokta-
larininm  w-diizlemindeki yerlerini,

wg — —00, w; = —1, wy =-+1 (9.162)
olarak segersek, Schwarz-Christoffel déniigiimit
d = 1L L
ﬁ =c(w+1)™" (w—1)"" (w—ws)™ (9.163)

seklinde yazilabilir. ¢ sabitinin heniiz belirlenmedigini diigiiniirsek,

— A (9.164)

wa—’r—noo ( k3
_w3)
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& z-diizlemi

Y

SEKIL 9.21. Ornek 13’de haritalamak istedigimiz b&liim.

A z-diizlemi

kyn=1+g
—o0 € 2] 2 2 .
> / 22=ld

—0< 23 '//A\klw%
7 ;

.- k3(n—€)

SEKIL 9.22. Ig tarafi z3 — oo limitinde, 6rnek 13’de istedigimiz alana
giden poligon.

limiti ile yeni ve sonlu bir Kompleks A sayis1 tamimlayabiliriz. Bu da
bize Schwarz-Christoffel déniigiimiinil,

L Aw+1) " (w—1)" (9.165)
dw
A (9.166)
w2 —1
seklinde verir. Bu ifadenin integrali kolayca alinip,
z=Acosh™'w+ B (9.167)

bulunur. A ve B sabitleri ise, 0 ve id noktalari,

2 DOy g (9.168)
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z=id o  w=-+1 (9.169)

noktalarina gdnderildiklerinden,
d 7
A= —ve B=1id (9.170)

olarak belirlenirler.

Ornek (9.14) Yar: sonsuz paralel kapasitér: Bu 6rnekte yarIl sonsuz
paralel kapasitoriin elektrik alan izgileri ve egpotansiyel yiizeylerini,
Schwarz-Christoffel ddniigtimiinii kullanarak bulacagiz . Sekil (9.23)'de
goriildigti gibi, problemin simetrisinden yararlamip sadece taral bol-
geyi inceleyecegiz. Bu bblgeyi w-diizleminin st yar alanina harita-
layan Schwarz-Christoffel déniigiimiing bulmak igin, poligonumuzun

kogelerini
Z] = W — —00
24 — wy — 00 (9.171)
29 — wy — —1
23— w3 — 0
olarak w- diizlemine génderelim. k; = —1 ve k3 = 1 olacagindan,

dz _ —ky —k3
dw—c(w+1) (w—0)

N cw (9.172)

=¢(1+ %)
yazabiliriz. Bunun integrali ise,
z=c(w+lnw)+D (9.173)
olarak kolayca bulunur. Burada
w = |w|e*® (9.174)
yazarsak,
z=c[lw|e" +In|w|+i¢] + D (9.175)

elde ederiz. Jekil (9.24)’de gosterilen limiti gtzoniine alirsak,
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z-diizlerni

-
v «’\/klﬂ Z4—>w

SEKIL 9.23. Yar:1 sonsuz kapasitér problemi.
Zist — 28% = id

ve

At _ gt — ¢ [0 +i (¢gst _ ¢glt)]
= ci(m —0) (9.176)

olacagindan, ¢ sayisim

c=d (9.177)
Vg

olarak belirleriz. Aym zamanda z—diizleminde
29 =1d (9.178)
noktasinin, w—diizleminde -1 noktasina génderildigini ditgtintirsek,
zo =1d
ve
gl % (<14im)+ D (9.179)
yazar ve D ’yi de

(9.180)

3 e
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olarak belirleriz. Bu da bize aradifimiz Schwarz-Christoffel déniisiimii-
ni,

z=§[w+lnw+1] (9.181)

seklinde verir. Sekil (9.23)’de gtsterilen taral alan ise, w—diizleminde
Sekil (9.25)’deki taral alana haritalanacaktir. Simdi,

Z

Yy
I
&

zBﬁSt

z 3alt

SEKIL 9.24. 23 nokasmin limiti.

d
Z=—lhw vew=¢€*
T

g g
d

olarak verilen bir konformal dniigtimii ele alalim. Bu déniigitm bize
Sekil (9.25)'de gosterilen tarali alam, Z- diizleminde $ekil (9.26)'da
gosterilen tarah alana haritalayacaktir. z- diizleminde problemin ¢zii-

w-diizlemi

-

SEKIL 9.25. Yar: sonsuz paralel kapasitér igin w-diizlemi.
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SEKIL 9.26. Yar1 sonsuz kapasitér problemi icin zZ-diizlemi.
mii olan egpotansiyel egriler ise,
Y = sabit = Y—d = V@)= Yg'gj (9.182)
Vo d
olarak bulunurlar. Ters doniiglimleri kullanarak,

z=zxz+1y (9.183)
e %2 ( cos V +isin V +1
Vo Vo
_ .V
4E4ied  (9.184)
Vo

yazariz. Bu da bize, z-diizleminde egpotansiyel egrilerini parametrik olarak

=§[ ( )+1] +3, (.185)
%i (% ) “/:)d (9.186)

seklinde verir (Sekil (9.27)). Elektrik alan egrileri ise, Z- diizleminde

n.la

T = sabit (9.187)

egrileri olarak verildiklerinden, 2- diizleminde

ok 0=L (9.188)
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l°<

SEKIL 9.27. Yar: sonsuz paralel kapasitér icin egpotansiyeller.

tamimlar: ile
_d, d
T== [e®cosf+1] + K (9.189)
d p
Y= [e®sin6 + 6] (9.190)
seklinde bulunacaklardur.
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9.5 Problemler

1. Harmonik fonksiyonlar (9.47) denklemini sagladiklarinda, (9.48) denk-
lemininde saglanacagin gééterim'z

2. Asapida verilen fonkmyon’un harmonik oldugunu gbsteriniz ve eglenigini
bulunuz: \_ /

N

u(z,y) — sinzcoshy + 22 — y? + 4zy.

3. Asagida verilen fonksiyonun analitik f(z) fonksiyonun reel kism ola-
bilecegini gosteriniz. v(z,y) = Im f(z)’i segeceginiz bir yolla bulunuz.
f(2) fonksiyonunu z cinsinden agik olarak yazimz:

u(z,y) = sin 2z/(cosh 2y + cos 2)
4. Agaprda Sekil (9.28)'de gosterilen iki-boyutlu potansiyel problemi-

ni ele alahm. Tarali bélgeyi w—diizleminin iist yarisina haritalayan
déntgiimit bulunuz.

Az diizlemi

C V=V,

SEKIL 9.28. iki boyutlu potansiyel problemi.

5. Ornek (9.11)’deki problemde silindirik kutupsal koordinatlan kulla-
narak Laplace denkleminin degigkenleri ayirma ydntemi ile seri ¢6ztimii-
nit bulunuz. Her iki ydntemle bulunan ¢dzlimlerin aym oldugunu gos-
teriniz.

6. Ornek (9.14)’de parametrik olarak verilen egpotansiyel ve elektrik
alan egrilerini, Maple veya Mathematica gibi programlar yardim ile
gizdiriniz.

10

KOMPLEKS iNTEGRALLER,

SERILER ve ANALITIK
SUREKLILIK

Bu bolumde kompleks yontemlerle ilgili olarak ¢nce kompleks yol integrali
teoremlerini gorecegiz. Bu teoremler, uygulamalarda kargimiza cikabilecek
bazi belirli integralleri almada ¢ok yararh olacaktir. Ayrica, reel eksen ii-
zerinde veya z-diizleminin sadece bir boliimiinde tanimlanms bir fonksi-
yonun, tanim alaminin nasil genigletilecegini seriler ve analitik stireklilik
béliimiinde igleyecegiz.

10.1 Kompleks Integral Teoremleri

I.Cauchy-Goursat Teoremi

Verilen bir f(z) fonksiyonu, basit baglantih bir bolgede C' kapal yolu
iizerinde ve icinde analitik ise, C' kapali yolu ilzerinden integrali sifirdir
(Sekil (10.1)):

f f(2)dz=0 (10.1)
c
Ispat. f(z) fonksiyonunu,
f(z)=u+iv (10.2)
olarak yazarsak, (10.1) integrali de agagidaki gibi olacaktur:
?{ (u + iv) (dz + idy)
c
= f (udz — vdy) + zf (vdz + udy) (10.3)
c c

= ?{Z{-d_z’wfm-d?
C C

Burada A1 ve A vektor alanlan, A; = (u,—v) ve Ay = (v,u)
olarak tanimlanmiglardir. Sag taraftaki yol integrallerini Stokes teo-
remi olarak bilinen,

i]’-d?:/v(VxZ)-ﬁds (10.4)
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Y

SEKIL 10.1. Cauchy-Goursat teoreminin yolu.

ifadesini kullanarak,

// (ﬂ E d_u) // (@ 7 —y) 2 (10.5)

seklinde yiizey integrali olarak yazabiliriz. Burada S yiizeyi, C yolu
tarafindan simirlanan ydnelimli bir ytizeydir. C yolu iizerinde ve iginde
f(2) fonksiyonu analitik oldugu zaman, Cauchy-Riemann gartlar: sagla-
nacagindan bu ifadenin degeri de sifir olacaktir.

II. Cauchy Integral Teoremi

f (2) fonksiyonu, Sekil (10.2)’de g8sterildigi gibi basit baglantili bir bolge-
de C kapali yolu iizerinde ve i¢inde analitik ise, C yolu iginde herhangi bir
zp noktasi icin asafida verilen integrali yazabiliriz:

f{ f(2)dz _ ot (o) (10.6)
¢ (2~ 20)

Ispat. Bu teoremi ispat igin, Sekil (10.2)’de gosterilen yolu, Sekil (10.3)’de
gosterildigi gibi degistirip Cauchy-Goursat teoremini uygularsak,

f(z)dz ot
}2+L1+Lz+co (z - 20) =0 (07

olacaktir. Bu integral Cp yolunun yarigapinin sifira gittigi durumda
hesaplanacaktir. Ly ve Ls integrallerinin birbirlerini gttiirdiigi ve Cp
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(9 §

Y

SEKIL 10.2. Cauchy integral teoreminin yolu.

yolu iizerinden alman integralin de saat ibreleri yoniinde alindigim
ditgtiniirsek; bu denklemi

f(z)dz _ i ]{ f(2)dz (10.8)

27rz c(z—2)  2mi co (2 — 20)

olarak yazabiliriz. Sol taraftaki ifade aradigimiz integraldir. Sag tarafta-
ki integrali ise, Cp yolunun yarigapinin sifira gittigi durumda hesapla-

mak igin,
1 [
21 _7{;0 (z—2)
()= f(=),,
27rzf( 0 f (z— 27rz (2 — 20) (109)

gseklinde yazabiliriz. Burada, sag taraftaki birinci integral kolayca ali-
nabilir ve

1 f(2)dz 1 2™ Roet®d
omi oo (Z — 20) = %’f(ZQ)’L A ———RO + I2 (1010)
elde edilir. I, terimi ise, yukaridan,
L] < / AOLPIC IFRPSYN (10.11)
Co Z— 2y
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SEKIL 10.3. Cauchy integral teoreminde yolun degigtirilmig hali.

olarak sinirlandirilabilir. Burada, Iﬁf)lio(@ ifadesinin Cy iizerindeki

maksimum degeri M, Cp yolunun cevresi olan L ise,
L=2mRy (10.12)

olacaktir. Simdi ¢, daha dnce belirlenmig herhangi bir kiigiik say1 ol-
sun. Her zaman C, yolu iginde ve tizerinde

[f (2) = f(20)| <€ (10.13)
gartim saglayacak kadar kiiciik bir §:
|2~ 20l < Bo = 6, (10.14)

yaricapim bulabilecegimizden § — 0 limitinde € — 0 limiti de dogru
olacaktir. Buradan,

In<M-L=2re (10.15)
yazabilecegimizden ve
lime — 0 (10.16)
§—0

limitinde de Is — 0 olacagindan,

1 [ f(z)dz _ ,
i f (=m0 f (20) (10.17)

elde ederiz.
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III. Cauchy Teoremi

Cauchy integral teoreminde zy noktasi rastgele secildifinden, zp’1 bir
degigken gibi diigitniip, (10.6)’mun 2zp’a gdre tirevini alirsak,

L I f FAQLS (10.18)

/
20) = — =
f ( 0) dz o i c (Z— 20)2

elde ederiz. Bu iglem n kez tekrarlanirsa, oldukga kullanigh bir formiil olan

= J.".Lf _M_ (10_19)

i c (2 _ 20)n+1

F ™ (2) = &

dzn

Z=2z0

formiilii bulunur. Buradan da bir fonksiyonun 2p noktasinda analitik olmasi
durumunda, o noktada onun biitiin tiirevlerinin de var olacagim goriiriiz.

10.2 Taylor Serileri

f (2) fonksiyonunu analitik oldugu 2y noktas: etrafinda agalim ve z; noktas:
da f(z)’nin 2p noktasma en yakin tekil (analitik olmadif1) noktas: olsun.
f(2)'nin iginde ve izerinde analitik oldugu C kapali yolu igin, Cauchy

SEKIL 10.4. Taylor serileri.

integral teoremini kullanarak

fl2)= -215 : —JZSI_)‘Z, (10.20)
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yazabiliriz. Burada 2/, C yolu tizerinde ve z ise, C iginde bir noktadir (Sekil
(10.4)). (10.20) denklemini

gy pEhe
1@ = o =)~ @)
/ f (2)d
= — (10.21)
Ay =y

olarak yazabiliriz. Buradan da Jz—z"l- < lesitsizligi ile

Izl

1 2 n
T =1+t+e Zt It <1 (10.22)

n=0

geklinde verilen binom agihmim kullanarak,

) =5 }{ Z(Z, n+1 () dz (10.23)

denklemini elde ederiz. Integral ve toplama igaretlerini yer degistirirsek,

n f(z)d
z) = — 2 —_ 10.24
f2)= nZ_(j)( U Amonces (10.24)
buluruz ki, bu da bize f (z) fonksiyonunun Taylor agilimim verecektir:
f(2)= ZA,, (z—2z)", (10.25)
n=0
L)

An = mf (Zo) . (1026)

Bu agilim, f(2) fonksiyonunun analitik oldugu |z — 2| < |21 — 2| bol-
gesinde gegerlidir ve tektir.

10.3 Laurent Serileri

Bazen f (2) fonksiyonu, Sekil (10.5)'de gosterildigi gibi halka geklinde bir
bblgede analitiktir. f () fonksiyonunun r < |z — 29| < R btlgesinde analitik
oldugunu diigiiniirsek,

14 @1 [ f(E)d

omi Jo, (2 —2)  2mi o, (2 —2) (10.27)

flz)=
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Q)
Ml

SEKIL 10.5. Laurent serileri halka seklinde bir bélgede gegerlidir.

yazabiliriz. Burada C; yolu iizerinde, Jﬂl < 1 ve C; yolu iizerinde de

Z,

Jm[ < 1 egitsizlikleri dogru olacakla.rmdan bu denklemi
1 2'ydz'
f2) = o= }{ /()
c l

2 (2 — 29) — (z — )]
1 f(2)d
2mi Jo, —[(z— 20) — (2 — 20)] (10.28)
_ f(2)d
2 ]i" (2 — 20) [1 - :_:Ez%:l
1 f()dz
tom 10.29
2mf((z_zo) [1_%—:;1] (10.29)

olarak yazarz. Buradan da binom agilimini kullanarak ve integral ile toplama
iglemlerinin sirasim degistirerek Laurent serisini buluruz:

= Mﬁz/_
flz) = 27rzz (z— 20)" 1 (2L zo)n+1
1 S 1 f(z)dz
tom Zo(z — zo)" ! fi}z (7 —20) " (10.30)

Laurent serileri, Sekil (10.6)’da gtsterilen yol kullamlarak da kisaca
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, z-dilzlemi

oo

f@)= ) an(z—2)", (10.31)

#
/

_ 1 [ _fE)dd (10.32)

A
7 . /
2mi Jo (2 — zo)"'*'1 -1 +1
seklinde geklinde ifade edilir.
A z-diizlemi
/ G SEKIL 0.7, \/z;——l igin, |2| <1 bélgesinde Taylor serisini yazariz.
/ @ olarak yazarsak, a, katsayilarim da
dar
/. : M [ f } (10.35)
A=0
1

///%;\/ )
f(Z)=m

|
|
| _ (1\135 (1 \
= (z) 555 (2 +n 1> (10.36)
olarak buluruz. Burada 22 = X olarak alinmigtr.
Ornek (10.2) Laurent serisi: Bu sefer de
SEKIL 10.6. Laurent serilerinin yolu. fonksiyonunun |2| > 1 arahginda ve z = 0 etrafinda seri agihmini bu-
lahm. Bu durumda kesik cizgilerini ilgilendigimiz alanin digina yani,
Sekil (10.8)’de gosterildigi gibi yerlegtirmek daha dogru olacaktir.

Y

(10.37)

s - f (2) fonksiyonu, halks geklinde bir b&lgede analitik oldu undan,
Ornek (10.1) Taylor serisi: ‘ hesgglamamlz gereken seri Laurent serisic%ir. Bu bélgenin d1§§ suur1,
1 yar1 ¢api sonsuzda olan bir daire, i¢ siur ise; kesik gizgisinin etrafinda
f&)= 7= (10.33) ‘ kemik geklinde ve kesik gizgisine miimkiin oldugu kadar yakin bir yol
olarak dusiintilebilir (Sekil (10.8)). z = 0 etrafinda Laurent serisi,
fonksiyonunun, |z| < 1 bolgesinde seri acilimina bakalim. Bu bélgede -

fonksiyonumuz analitik oldugundan, hesaplamamz gereken Taylor f(z)= Z Apz" (10.38)

serisidir. Taylor serisini sifir noktas: etrafinda o

) 1 1 dz’
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SEKIL 10.8. —2== igin, |z| > 1 bélgesinde Laurent serisini yazariz.

221

olarak verilir. 2/, C fizerinde bir nokta ve C de f(z)'nin analitik
oldugu bolgede herhangi bir kapah yoldur. Bu yolu serideki n > 0
terimlerinin katsayilarim bulmak igin, yarigap: sonsuza giden bir daire
olarak alirsak ve yolumugz iizerindeki noktalar igin

2’ = Re' (10.40)
yazarsak, a,, (n > 0) katsayilanim R — oo limitinde,

1 dz’

- lim— ¢ ——— 41

an P eel Ry (10.41)
.1 iRe?df

= A | Beta 2

= 0 (10.43)

olarak buluruz.

n < 0 katsayilan icin ise, yolumuzu [—1,+1] arasindaki kesik cizgisini

sikica saracak sekilde alirsak, katsayilan belirleyen integrali,

'
an S f L2 (10.44)

z/n+1 22 _1
Oc;+5+0¢,

olarak yazariz. Burada yolumuzun Cy ve C; olarak belirlenen kesim-
leri, yaricaplan sifira giderken hesaplanacaktir. Co tizerinde alinacak
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integralin hesabina bakarsak,
2/ —1 = Rye® (10.45)
yazariz ve bunun da a,’ye katkist,
1 [ ()P Ryie®oddy
Ro—02mi | . /2  /Rgeif

Ocy

-0 (10.46)

olacaktir. Aym sgekilde, C1’in de katkisida sifir olarak bulunur. Bun-
lardan dolayi, a < 0 igin,

1 1 1 ,
=5 § PNy (10.47)
—t—
iy 12

olarak verilir. /; ve [y yollan iizerinde

2 —1=ref 0<6,<2r

Z4+1=rye® 0<6y,<2r (10.48)

parametrelerini kullanirsak,
1 / zl|n!—1dzl
2mi Jr, /]2 = 1] |2’ + 1| e¥1¢if2
1 2/Inl=14’
+_. g > —
21i Jp, /|2 — 1] ]2’ + 1] e®1e2
1 [0 gl
an = 5 I
2mi Jy et \/(1-z)(1+z)
1 /! zlM=1dz
+— T
2mi J_1 et /(1—z)(1 +2)
__(—1)'"l 1 ghnl=14z + 1 1 glnl-14y
2T -1 \/1—1:2 2r ~1 \/1——-;52
yazabiliriz. Buradan da a, katsayilarim,

1 zlnl=1dz

A
) B nq . In| = cift .
=Inl = ﬁ@)‘l_)']f |n| = tek (10.53)

olarak buluruz. Bu da bize, |z| > 1 i¢in ve z = 0 etrafinda bulunmusg
Laurent serisini,

a, =

(10.49)

(10.50)

(10.51)

a, =

(10.52)

1 1 31 1

olarak verir.
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Ornek (10.3) Laurent serisi-bir bagka yétem: Bir dnceki drnekte,

1

10.55
= (10.55)

f(z) =

fonksiyonunun, 2z = 0 nokta& etrafinda ve |z| > 1 icin Laurent

aghmim, a,, lmtsa,yﬂa.rﬁun yol integrali tamimim kullanarak hesapladik.
Fakat, kuvvet serilerinin teklik &zelligini kullanarak ve uygun bir bi-

nom a.gllum ile ayn1 sonucu ¢ok daha kisa yoldan da bulabiliriz. f (2)

fonksiyonunu 8nce agagidaki gibi yazalim:

f) = 5= (10.56)
- (z+11)% (z—11)% (10.57)
e
- §(1+1§)% (1_1%)% (10.59)

-1 -1
lz| > 1igin 1 < 1 olacagmdan, (1+1)72 ve (1—21)"* carpanlan
igin, binom formiiltinii kullanarak Laurent acihmini,

1 1 3 5 1 3 5
A e A Rl AT ][1‘5;+§z—2‘—1ezs+
(10.60)
1 1
-+ —+... 10.61
f@) =5+ (10.61)

seklinde ve daha 6nceki sonucumuzla ayni olarak buluruz.

10.4 Tekil Noktalarin Simiflandirilmas:

Laurent serileri kullanilarak, bir fonksiyonun tekil noktalar1 simflandirila-
bilir.

Tanim I: Yalniz Tekil Noktasa:

Bir fonksiyon zg noktasinda analitik olmamasina ragmen, 2p’1n komsu-
su biitiin noktalarda analitik olursa, z¢’a yalmiz tekil noktas: denir.

Tanim II: Esas Tekil Noktasi:
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Bir fonksiyonun

[ o]

f@)=Y" an(z—2)", (10.62)

n=—oo
olarak verilen Laurent serisinde, n < —m < 0 igin,
a, =0

ve

G #£0

ise, 29 noktas1 m. dereceden tekil noktasidir denir. Eger m , co olursa,
zg noktasi esas tekil noktasidir denir.

Tanim III: Basit Tekil Noktas:
Eger tamim II ’de m = 1 ise, zg noktas: basit tekil noktasidir denir.

Tanmm I'V: Tiim Fonksiyon:

Bir fonksiyon z diizleminin butiin noktalarinda analitik ise, ona ttim
fonksiyon denir

10.5 Rezidii Teoremi

f (2) fonksiyonu, Sekil (10.9)’da gésterildigi gibi, C kapali yolunun tizerinde
ve iginde, sonlu sayida yalmz tekil noktasinin diginda analitik ise,

f f(2)dz= 2mZRn (10.63)

n=0

integrali dogrudur. Burada, Ry, f (z)'nin n. yalmz tekil noktasindaki rezidi-
stidir. Rezidii R, ise, f (2) fonksiyonunun z, noktas: etrafindaki Laurent
aciliminda, (z_—lzT) teriminin katsayisidir: R, = (a,)-;. Burada n indeksi
n. tekil noktay1 belirtmektedir.

Ispat: C kapal yolunu Sekil (10.10)’da gorildugu gibi degistirirsek, Cauchy-
Goursat teoremi (10.1)'i kullanarak,

f f(2)dz
[z—o fé)cn 1_0f f( } f(2)dz,

(10.64)
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SEKIL 10.9. Rezidii teoremi.

yazabiliriz. Integralin dogru pargalarmdan olusan leIIl'l birbirlerini
gotitren ciftlerden olustugundan sonucu etkilemez. Kiigitk gemberler
tizerinden integraller ise, saat yoniinde ahimrlar ve ya.rx(;aplaru.un sifira
gittigi limitte bulunurlar. C' kapal yolu tizerinden a.\lJmacak integral,
C kapal yolu izerinden alinacak integrale esit olacagindan,

N

]{ fRa=3¢ fl2)dz (10.65)
C

n=0 Cn

yazanz. f (z)'nin, izole tekil noktalarindan birinin etra.f.utfda (6rne§i1%
2o) Laurent agthmim dtsiinelim (10.31): (z — 2p)"1n pozitif kuvvetleri
icin,

(a0)n fm (2—20)"dz =0 n>0 (10.66)

olacaktir. (2 — 2p)'in negatif kuvvetleri igin ise,

dz ___ " iRoe%0dbo 1) (10.67)
(@a)—n f;o m = (ao)—nfs Rpcido (n>

. 27
_ i(a0)-n / e—itn=1o gg (10.68)
Ry Jo
3 0 n=23. (10.69)
— 1 2ni(a0)-1 n=1

bulunur. (ag)-1 = Ro oldugundan, biitin yalmsz tekil noktalan igin
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a
>

2y

AR

SEKIL 10.10. Rezidii teoreminin ispatinda kullandigimiz yol.

aym iglemi tekrarlarsak,

N
}{Cf(z)dz = ;j{c,nf(f:)dz, (10.70)
N
= 2miy Rn (10.71)
n=0

bulunacaktir.

10.6 Analitik Siireklilik

Harmonik fonksiyonlar ve haritalama konularim iglerken, analitik fonksi-
yonlarmn cok ilging ve aym zamanda da ¢ok yararh &zellikleri oldugunu
gbrmiistilk. Bunlardan dolayi, verilen bir fonksiyonun analitik oldugu bsl-
genin belirlenmesi ve miimkiinse bu blgenin diginda da tamimlanmasi ¢ok
dnemlidir. Bu igleme de analitik siirekliligin saglanmas denir. Polinom ve
trigonometrik fonksiyonlar 8rneginde oldugu gibi, baz1 durumlarda reel ek-
sen izerinde analitik olan fonsiyonlarn, z — 2z d6nitstimi ile butiin z dii-
zleminde gecerli olan tanimlar kolayca bulunur:

f(@) = ao+a1z+az® + ... +apz™, (10.72)
f(z) = sinz, (10.73)
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z — z doniigimai ile

f(2) = at+az+ asz® + ... + a2, (10.74)
f(z) = sinz (10.75)

yazabiliriz. Ancak, bu ig her z'g.man bu kadar kolay degildir. Asagida verilen
fonksiyonu ele alalim: ¢

2
f(z):1i2+2_

- (10.76)

Bu fonksiyonun z = 1 ve z = 2 noktalarinda iki yalmz tekil noktast bulun-
dugundan, z = 0 etrafinda Taylor agihmim yapabiliriz:

f(z)= a i a7t i 5 (10.77)
yazar ve
(1-z)'= ix" (10.78)
n=0
olarak verilen binom agilimumu da kullanirsak,
— 1
f@=Y (1 + 27) 2" lz] < 1 (10.79)

n=0
elde ederiz. Dogal olarak bu agilim (tamm), en yakin tekil noktast olan

z = 1’e kadar gegerlidir. Benzer gekilde, 1 < |z| < 2 araliinda gegerli bir
tarum ararsak,

o = () tpraly o
= —%; (%>n+;(§)" (10.81)
- 1+§[(§)"—z—ﬂ (10.82)

f(2)

i
|
Nl
TN
-
| =
n =
N’
|

(%) (i—z) (10.83)
= —i [—21; + z—n] (10.84)
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bulunur. f (z) fonksiyonunun bu t¢ tanim, sirasiile |2| < 1,1 < [2] < 2
ve |z| > 2 bolgeleri igin gegerlidir. Dogal olarak, bu fonksiyonun

1 2

+

fA=1—3+33

gibi, biitiin z- diizleminde gegerli bir tamm varken, simirh bélgelerde gegerli
olan (10.79) , (10.82) ve (10.84) tamimlarim kullanmak pek de pratik degildir.
Ancak, uygulamalarda (10.76)’da verildigi gibi bir ifade bulmak da her za-
man mimkiin olmaz. Diyelim ki, elimizde (21, 23, ...2,) gibi siurh sayida
yalmz tekil noktas: olan ve sadece zg etrafinda Taylor serisi ile tamimlanmg
bir fonksiyon olsun (Sekil (10.11)). Bu tamm, en yakin tekil noktasi olan z;’
e kadar gegerli olacaktir. Bu durumda fonksiyonumuzu bu bélgenin diginda

023

A

[ 4]

Y

Z )
/
v

SEKIL 10.11. Analitik siireklilik.

da tammmlamanin yolu, Sekil (10.12)’de gortildiign gibi, her biri en yakin
tekil noktasina kadar gecerli olan, ardigik seri agihimlar: ile miimkiin olacak-
tir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, Bu iglem sirasinda fonksiyonun
analitik olmadig1 (21, 22, ...2,) noktalarinda analitik yapilmadigidur.

10.7 Kompleks Yol Integrali Teknigi Ile Baz Belirli
Integrallerin Alinmasi
Kompleks integral teoremleri ve analitik siireklilik kavramlan kullamlarak,

fizik ve mithendislik uygulamalarinda sikga kargimza ¢ikan bazi belirli in-
tegraller rahatca alinabilir:
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SEKIL 10.12. Analitik siirekliligin saglanmasi.

= [2" R (cos6,sin ) df gibi integraller.
Burada R,

a1 cosf + agsinf + agcos? 6 + ...
_ _ * (10.85)
by cos@ + bysin® + bz cos? 6 4 bysin“ 6 + ...

seklinde verilen kesirli bir ifadedir. Bu tip integralleri kompleks diiz-
lemde,

; 1 1 1 1
— oif. — = bt —_ - = 10.86
z=1¢e": cosf 2(z+z>, sin @ 5 (z z> (10.86)

tammlarin kullanarak birim ¢ember tizerinde bir yol integrali olarak
yazabiliriz: Birim ¢ember tizerinde bir nokta,

z=¢® df=—i (-"-lf) (10.87)

z

olarak gtsterileceginden I integrali de

I=—i ]|{4=1R [; (z+ 1) 211 ( - %)] %’f (10.88)

olarak yazilir. Artik, kompleks integral teoremleri kullanilabilecektir.
Ornek (10.4) Kompleks yol integrali teknigi:

a+ cosf

27
I=/ Sapucld by (@a>1)
0
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integralini alalm. Bu integrali (10.86)’y1 kullanarak

[=—i }{ S — (10.89)
=1 (a+ 5 +3;) 2
[=-2 f,{z,ﬂ m-—;l:;ﬁ (10.90)
seklinde yazariz. Payda
(z—a)(z-0) , (10.91)
a = —a+(a®— 1)le ve (10.92)
B = —a—(a2-1)* (10.93)

geklinde faktorlerine ayriirsa, @ > 1 igin e < 1 ve |8 > 1 ola-
cagindan, birim g¢ember icinde sadece 2 = & noktas1 bulunur. Cauchy
integral teoremini kullanarak da bu integralin degerini

— 24 (2mi) a—{— (10.94)

B
=2 _ (10.95)
(@ -1}
olarak buluruz.
Ornek (10.5) Kompleks yol integrali teknigi:
2n

% sin?! 046

integralini alahm. Bir dnceki érnekte oldugu gibi, (10.86) iligkilerini
kullanarak bu integrali

_ (D' (=9) dz (z_l)zl (10.96)

or 2% l2j=1. Z z

geklinde ve birim daire tizerinde bir yol integraline d6niistiirebiliriz .
Bu integral ise, rezidii teoremi kullamilarak

1 2
( ) ( 7') 27 z— l 'in z = 0 noktasindaki rezidiisii
or 92 P z

(10.97)
seklinde alimr. Rezidilyii bulmak igin binom formiiliinti kullanarak,

%(z_")m lz(zz(zll)c')'k' ) (_%) k (10.98)
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yazarnz. Burada gerekli rezidi 1/z teriminin katsayisi olacaktir ki, bu

da kolayca

(-1 % (10.99)
olarak bulunur. Sonug isg,

I= 2—2% (10.100)

geklinde verilir.
IL. I = (% _dzR(x) tipi integraller.

Burada R (z):
a) Reel eksen tizerinde R (z)’in tekil noktas1 olmayan,
b) |z| — oo limitinde en azindan 5 olarak sifira giden

ve agagidaki gibi iki polinom cinsinden ifade edilebilen kesirli bir
fonksiyondur:

ap + a1z + agr? + ... + a ™
10.101
b0+b1$+b2$2 + bm(l}m’ ( )

Bu gartlar altinda I integrali, kompleks dtizlemde
f R(2)dz (10.102)
c

integrali aym degeri verecektir. C yolu ise, $ekil (10.13)’de gosteridigi
gibi, z-diizleminde yarigap: sonsuza giden bir yarim gemberdir. Burada
R — oo limitinde, (ii) sartindan dolay: yar: ¢cember tizerinden al-
nacak integral sifira gideceginden, (10.102) nin dogrulugu agikca gori-
ltir. Bu donilgiimiin avantaji, kompleks integral teoremlerini kullan-
mamiza olanak saflamasidir.

Ornek (10.6) Kompleks yol integrali teknigi:

*® dz
I= /;oo -(T:F.’E2—)n n= 1,2,... (10103)

integralini,

dz

ST G (10.104)

Ti=
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er

Y

SFK1T 10.13. I tip integrallerde kullandigimiz yol.

olarak yazarsak, C yolu icinde kalan tek tekil noktas1 z =4 olacagin-
dan, I integrali,

. 1 : "
I=2mi [ 7 'In 2z = i’deki reziditsit J (10.105)

(z+14)" (2~ 1)
olur. Rezidilyti bulmak icin de

1
f{z) = GEir (10.106)
= ) A(z—9)f (10.107)
=0
yazar ve aradifimiz A,_; katsayisini,
_ 1 dn—lf
Anqy = =1 [5&—_1 z=i] (10.108)
_ 1 (=11 n(n+1)(n+2)..(2n~2)
(n—1)! (z+i)* ! "

olarak buluruz. Bu da bize I integralinin degerini,

2mi (=)™ (2n-2)k

=D 2T G-Di”

(10.109)

olarak verir.
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Az

SEKIL 10.14. Ornek 6’da kullanilan yol.

IIL. I = [ dzR(z)e* tipi integraller.
Burada R(z) bir 6nceki durumdaki gibi, kesirli bir fonksiyondur ve
x reel bir parametredir. Ayrica:

a) Reel eksen tizerinde tekil noktas: yoktur.
b) |z| — oo limitinde 6’dan bagimsiz bir gekilde, |R (2)| — 0 limiti dogrudur.
Bu sartlar altinda I integralini kompleks diizlemde
I= f R(2)e**dz (10.110)
c
seklinde yazabiliriz. Bunun dogru oldugunu géstermek icin,

I4 = lim }{ R(z)e™**dz — 0 (10.111)
R—o0 [ ~

limitinin dogru oldugunu gdstermemiz gerekir. Once integral igareti
altindaki terimlerin modiilislerini alarak, yukaridaki integrale bir tist
siur koyalim:

us/o" IR (2)]

gix(p cos O-+ipsin 6) | pie'd | do. (10.112)

R(z)'nin [0, 27] arahgindaki maximum degerini
M (p) = Maz |R(2)| (10.113)
olarak tamimlarsak, bu ifadeyi de

I < pM (p) / e rpsinbgg (10.114)
0
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21}

R0

Y

SEKIL 10.15. R— oo limitinde C yolu.

x

. 2 .
I4 < 2pM (p) / g rpsin 6df (10.115)
0

seklinde yazabiliriz. [0, 7/2] arabginda, Sekil (10.16)’da gosterilen dog-
ru pargas: her zaman sin§ fonksiyonundan kiigitk degerler alacagin-
dan (10.115)'i de

"
I4 < 2pM (p) / e~2rP3 dp (10.116)
0

olarak yazabiliriz. Buradaki integral kolayca alinabileceginden
T
Ip < 2o0M(p) —

A pM (p) 2%p
(1-

(1—e"*), (10.117)

Ia < M(p)g e="?) (10.118)

elde ederiz. p — oo limitini aldifimizda ise,

liml4—0

p—oo
buluruz. Bu sonu¢ Jordan teoremi olarak da bilinir.
Ornek (10.7) Kompleks yol integrali teknigi: Fourier dSniistimleri yon-
teminde sikga kargilagilan

f(z) = \/—12_—7? /_ : dkg (k) e**= (10.119)
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(R § y

sin(x)

i /

n/2

SEKIt .0.16. Ust limit hesaba.

integralini, g (k) 'mun
o0~
olarak verildigi durumda ele alahm:
a) z > 0 ise,
i dkketk=
3 A el

(10.120)

(10.121)

yazanz. Burada k artik kompleks dtizlemdedir ve yolumuz iginde
k = ip tekil noktas: olacaktir. Cauchy integral teoremi (10.6)’y1 kul-

lanarak da
ok R R
f(z) = 2mi o 22#
[m
— [ ZemHE
2
buluruz.

b) z <0 igin, C yolunu agagidan alriz ve

—1k|x|dk
1@ = 5 b G
= _omit U\ ulel
= 2”@(—21'/,&)6 o

L \/ge—mzx

(10.122)

(10.123)

(10.124)

(10.125)
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elde ederiz.

IV. I = [;° dzz*~'R(z) seklinde olan integraller.
Burada ), tamsay: olamaz ve R (z) de:
limz—o |22 R (2)| — 0 velimy,|_c0 |2*R (2)| — O limitlerini saglayan,

reel eksen tizerinde ve z = 0 noktasinda tekilligi olmayan kesirli bir
fonksiyondur. Bu gartlar altinda I integrali, Sekil (10.17)’de gbsterilen
C kapal: yolu i¢in,

¢ = / " R(z)do (10.126)
0
G N L
= T sinax Z [z*"'R (2)] 'nin rezidiileri
C iginde
geklinde hesaplanir.
Az
Co
L
S
G L,

SEKIL 10.17. IV. tip integrallerde kullanilan yol.

Ispat: I integralini,

}{ 2271R(2)dz (10.127)
C

seklinde kompleks diizlemde yazariz. C; yolu iizerinden ahnacak in-
tegral, yolun yaricapiun sifira gittigi durumda R (z) fonksiyonunun
limy, 0 Iz’\R (z)l — 0 dzelliginde dolay: sifira gidecektir. Benzer gek-
ilde, Cy yolu iizerinden alinacak integral de yaricapin sonsuza gittigi
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durumda lim,|_,e Iz’\R (z)| — 0 tzelliginde dolay1 sifira gidecegin-
den,

f{ ;)‘_IR(’z)dzz ?{ 271R(2)dz
[0} ,'"’ —L;

\ .1*7 + f 2 1R(2)dz
\ / —Ly

N

yazabiliriz. Sol taraftaki integral, rezidi teoremi kullamlarak ahmnir.

Sag taraf ise,
f 22"1R(2)dz
—Li+«Ly
= / z* 1R (z)dz (10.128)
0

0
+/ x(’\_l)eZi"()‘_l)R(x) dz,

0

(1—e2’"'(*-1)) / dzz 1R (z) (10.129)
0

olacagindan,

2ri »  [2*7'R(2)] ’'nin reziduleri
C iginde

- 0o
— ZHsinma / dez* 1R (z) (10.130)
e—imA 0
yazabiliriz. Bunu da dizenlersek,
A-1
i 1R (z)dz = =) Z [2*"'R(2)] 'nin rezidileri
0 sinmwA £
C ic¢inde

(10.131)

elde ederiz.

10.8 Gama ve Beta Fonksiyonlar:

10.8.1 Gama Fonksiyonu

Yukaridaki integrallere bir 6rnek de uygulamalarda sikga kar§1la§1l?,n gama
ve beta fonksiyonlaridir. Gama fonksiyonlar: biittin z degerleri igin agag-

daki gibi tamimlamnir:

, NIN®
I(e)= Nh—x»noo{x[z-i- 1][av+2]...[x+N]} (10132)

h
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Ancak, x > 0 deferleri ile siuirh da olsa,

I'(z) = /0 " v exp(—y)dy (10.133)

tarum da gok kullamghdir. Bunu kismi integral ysntemini uygulayarak,

I (z)=— /0 ~ d(e™¥)y* 1, (10.134)
I'(z) = (z—1) /0 ” dyevys? (10.135)

seklinde yazarsak,
I'(z)=(z—1)T(z—1) (10.136)

formtiliinit elde ederiz ki, bu gama fonksiyonunun en temel &zelliklerinden
biridir. z sifirdan bilytik ve tamsay1 degerler aldii zaman bu formiil bize,

n=1, (10.137)
r()=1, (10.138)
'n+1)=nl! (10.139)
verecektir. Ayrica,
F(z-1)= ——T(2)
- (@-1)

yazdifimizda gama fonksiyonunu sifirdan kiigitk tamsay: degerler icinde
tanimlayabiliriz. Bu ifade bize I' (0), I (~1) ve diger bilttin eksi tamsayilar
i¢in gama fonksiyonunun degerinin sonsuz oldugunu gosterir. Ancak, oran-
lar1 sonludur:

I'(—n) -
rom = NN +1 . [N -2 =N -1 (10.140)
1
= v

Baz1 n degerleri i¢in Gama fonksiyonu agagidaki degerleri alir:

M 3=i/r [ TH-1
T =4 [TQ)=1/r

T D= 2/r] I(@=1
0 =tx [TQ) =3/

[TQ=vr | T@=2
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Gama fonksiyonunun tersi olanl/T () fonksiyonu tek degerli ve her za-

man sonludur. z — oo limiti ise,
1

ik 3=
m == = exp(z 10.141
olarak verilir. \\ :;’ £
10.8.2 Beta Fonksiyonu
Gama fonksiyonunu
o o] 00
I'r+1)T'(m+1)= / e'"u”du/ e "v™dv (10.142)
0 0
seklinde yazarsak ve
u=zv=9> (10.143)
donitgitmlerini uygularsak,
IF'(n+1)T(m+1) (10.144)
*° —z? 2n+1 * —y?, 2m+1
= |2 e’z dz | {2 e vy dy
0 0
° * —-(a:2+y2) 2n+1, 2n+1
= 4/o [) e Ty T dzdy (10.145)

yazabiliriz. Kutupsal koordinatlar kullanarak da bu ifadeyi,
I'(n+1)T(m+1) (10.146)

o0 Z
2 2n+2mt2+41 .
= 4 / dr / dfe™" " cos?™ ! 9 sin?™ 1 9
0 0

p:8
2 / ” [dre~’2r2"+2m+2+1] [2 / * 49 sin?™+1 § cos™™+ 0]
0 0

It

seklinde yazabiliriz. Sag taraftaki birinci terim I'(m +n + 2) olur. Ikinci
terim ise, B (m + 1,n + 1) olarak verilen beta fonksiyonudur. Beta fonksiyo-

T (n+1)T(m+1)

I'(m+n+2) (10-147)

B(m+1n+1)=

olarak gama fonksiyonu ile bagintiidir. Beta fonksiyonunun bir bagka tanim
ise,

sin?0=t ve (10.148)
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b= (10.149)
doniigtimleri kullanilarak,
*° ™dx
B(m+1,n+1)=/ S -
L T (10.150)
seklinde veya
Lot Y
T=1 (10.151)
donistimi ile
1
B(p,q) = /0 -yl dy, p>0<gq (10.152)
olarak da verilir. B(}, ) degerini hesaplamak igin,
11 © drgi-1
B(z,2) =
(5:3) /0 T a) (10.153)

integralini bulmamz gerekir. Bu ise, (10.127) formiilii ile kolayca bulunur:

11, @)

@P=7T (1)
=1(3)
=7 (10.154)
Buradan da
1‘(%) = Vm, (10.155)
1‘(-;- +n) = (223;‘,/7? (10.156)
r (% —n) (—4()27;7;!!‘/7? (10.157)

elde ederiz.
Gama fonksiyonu ile bagmntih ve ¢ok kullamgh bir bagka fonksiyon ise,

i 1 dl'(z)
I'(z) dz '’

) (10.158)




160 10. KOMPLEKS INTEGRALLER,SERILER ve ANALITIK SUREKLILIK

olarak tammianir. ¥(z) fonksiyonunu
U(z +1) =V(z) +z7* (10.159)
seklinde ve buradan da

W 1) = T(1) + i% (10.160)

olarak yazabiliriz. Burada ¥(1)'nin degeri, Euler sabiti olarak bilinen y
kullanilarak bulunur:

—¥(1) =y = 0.5772157 (10.161)

10.8.8 Gama Fonsiyonun baz kullanish iligkiler:

Gama fonksiyonunun hem kullamgh hem de ileride kesirli tiirev ve inte'gral:
leri igleyecegimiz kesirli matematik bsliimiinde igimize yanyacak Szellikleri
arasinda,

— csc(mz)
r(2z) = ﬂ(—”;%(zi@ (10.163)

T(nz) = \/> [ ]nﬁr(z+ ) (10.164)

ifadelerini yazabiliriz. Uygulamalarda sikca karsilagilan

I'(j—q) veF(J' —q)
L(—q) T(+1)

oranlarinin hesaplanmasinda ¢ok yararl olan

_Ti-9 (10.165)
F(-q)T'(7 +1)

orani ise,

rG-g) _ [V & gomm 166
FgtG+D = 3t 25 (10.166)

olarak verilir. Burada SJ(-"'):

50 = 5t — istm | 58 = 1 ve dierler igin S§™ = S{” =0,
’ (10.167)
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olarak verilen birinci tip Sterling sayilaridir. Yukaridaki ifade binom kat-
sayilar1 cinsinden

PG-9 _ (d-a-1\_ (¢
F—(T)p(m—( j )—[](j> (10.168)
olarak da yazlabilir.

10.8.4 Tamamlanmamis Gama ve Beta Fonksiyonlar

Beta ve Gama fonksiyonlarinin her ikisininde tamamlanmamg halleri vardur.
Beta fonksiyonunun x parametresine gére tamamlanmamig hali

Ba(pq) = /0 "y — gy, (10.169)

seklinde verilir. Gama fonksiyonunun tamamlanmamis hali ise,
7(2) = 2 ( > / /&) exp(—a')da’ (10.170)
= exp(—z) Z 1“(3 et D) (10.171)

olarak verilir. Burada v*(c,z), ¢ ve z'in tek degerli analitik bir fonksi-
yonudur. v*(c, z) fonksiyonunun kullanish bagintilar arasinda,

exp(—z)

T(em1.9) =ay(e.a) + TS,

(10.172)

'7( yT) = ert(vz)

— (10.173)

bagmtilarim verebiliriz.

10.9 Cauchy Temel Deger Integraller

Zaman zaman reel eksen iizerinde bir veya birden fazla noktada tanimsiz
integrallerle kargilagiriz. Ornegin,

I= / T e, (10.174)

oo(x_a‘)

L
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integrali a noktasinda tamimsizdir. Ancak, sorun sadece © = a noktasinda

oldugundan, bu integrali
3

B a—6 f (.’II) dz o] f (.’D) dx
= %1_1%{/ (x“'a)+/a+5 (m—a)]
v @) (10.175)

—o0 (11,‘ - a‘)
seklinde yazarak tammh hale getirebiliriz. Buna I integralinin, Cauchy
temel degerini almak denir ve

/°° F@)igiip /°° f (@) L (10.176)

z—a) oo (T —a)

oo (

geklinde gosterilir.
Boyle bir integralin Cauchy temel degeri, f (2)’nin st yan uzayda,

i |f(2)] — 0

sartim sagladi1 varsayilarak ve Sekil (10.18)’da gdsterilen yol kullamlarak
bulunabilir. Bu durumda,

\
)

SEKIL 10.18. Cauchy temel deger integralinin yolu.

f(2)dz

c (z—a)

= V‘+£&f .%+$&:JJ9M““m

10. KOMPLEKS INTEGRALLER, SERILER ve ANALITIK SUREKLILIK 163

yazabiliriz. Bu integral rezidii teoremi kullamlarak,

f(z) Y = i f(z) o reziditleri
fi(z—a)d =2 !;[—(z_a)] ezidille (10.178)

geklinde alinabilir. f(2)’nin C kapah yolu iginde tekil noktasinin olmadi
durumda, (10.178) ifadesinin sag tarafi sifir olacagindan, I integralinin
Cauchy temel degerini

~ f—(w—)dz
— “°° f(2) y — Tim f(2 3
fm$ o de fm oS (10.179)

olarak yazanz. Saf taraftaki integrallerden ikincisi, limj,_oc |f(2)] — O
limitinden dolay: sifir olacagindan, ilk integrali de

z = pe¥, (10.180)
dz = idfpe? (10.181)

parametrelerini kullanarak alirsak, I integralinin Cauchy temel degerini

2 f@de et
P/_oo s - A dof (a) (10.182)
P —f;(“’_)—j—;” inf (a) (10.183)

olarak buluruz. Cauchy teme! degeri bulmak igin bir bagka yol segenegimiz
de Sekil (10.19)’da gosterildigi gibidir. Bu durumda, yolumuz icinde tekil
noktamiz olacagindan, z = a noktasindaki rezidilyti bulmamz gerekecek-
tir. Bu da bize,

Pl fzz(””_) Z;” I / T bf () +2mif (@) (10.184)
—inf (a) + 27if (a) (10.185)
= inf(a) (10.186)

verecektir.

Ornek (10.8) Cauchy temel deger integral: Baz1 uygulamalarda kargi-
miza sikca gikan,

*°  zsinzdr
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SEKIL 10.19. Cauchy temel deger integral hesab: i¢in bir bagka yol.

integralini alalim. Bu integrali,

I=I+ I21
1 [ zet*dz
e 10.188
h 2i /_oo (xz — kr) (z + kr)’ ( )
1 [ ze " dr
= —— 10.1
= % [_m (z —kr)(z + kr) (10-189)

seklinde yazar ve kompleks z-diizleminde yolumuzu Sekil (10.20)’deki
gibi secersek, I integralinin Cauchy temel degerini

I 1. zei® e zei®
2 ”r T+ kr z=kr ’ T=kr] e gy

= g coskr (10.190)

olarak buluruz. Burada I integrali icin $ekil (10.21)’de gtsterilen yol
kullanilomgtar.
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Z
/r\ > /" o \
-kr kr

SEKIL 10.20. Ornek 9 *da I igin kullamlan yol.

10.10 Bazi Ozel Fonksiyonlarn Kompleks Yol
Integrali Tanimlar:

Daha 8nce, 1. Bsliimde tamumladigimz Legendre polinomlarinin,
dl

1 l
olarak verdifimiz Rodriguez formiliint ele alahm. Cauchy formiilt (10.19)’u,
4
O (z0) = = § L(2)d= (10.192)

21 (Z _ 20)l+1

seklinde vermigtik. Bunu zo =  ve f (2) = (2% — 1)1 icin yazarsak,

dl

4
Al (2'/2 i 1) dz'
o = (10.193)

2 i
(Z 1) s - 27 (ZI _ z)l+1

olacaktir. Bu da bize bize Legendre polinomlarmin,
1
2
n@ =l d (= 1) i
{ - o7 2[ c (Z' _ z)l-f-l * :

seklinde verilen kompleks yol integrali tanimim verir. Legendre polinom-
larmin bu tammina, Schléfli integral formiilii de denir. (10.194) formiiltin-
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SEKIL 10.21. I integralinin yolu.

deki integrali rezidii teoremini kullanarak alalim:

1 || (- 1)1
P (z) = o | |4+ | ifadesinin z noktasindaki rezidiisii
2[ (Z _ I)l+1

Buradaki (2% — 1)1 ifadesini de binom formiili ile agalim:

(2-1)' = Zkl,'((l_l 220=%) (10.195)

= Zkl"((l 1 [z—x+z]2l —2k

(=1 k 21-2k o] — P
— Zk|((l—) 'Z (2l( RS ])'J' (z—.’L‘) A2k

z?
P, (z) tammindaki rezidii igin, [é—y%] ifadesinin z etrafindaki agihiminda

(z — )" teriminin katsayisina ihtiyag vardir. Bunun igin de (10.196) agih-
minda j = | teriminin katsayisim buluruz:

[]
(z— =)' ’nin katsayis1 = kzkl'l((l _l)k)' Efl— 2k)')l' o2k (10.196)
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SEKIL 10.22. Schléfli integral formiiliiniin yolu.

Boylece, P; (z) agaghida verildigi gibi bulunur:

A= LRI U o
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10.11  Problemler
1. Laguerre polinomlarimn tiretim fonksiyonu ve Rodriguez formild
tamimlarim kullanarak iki farkh yol integrali tanimim bulunuz.

2. Hermit polinomlan igin birﬁrol integrali tanimm bulunuz ve bu integrali
alarak Hermit polinomlam yaziniz.

3. Taylor serileri yardim: ile Cauchy teoremini ispatlayimz.

2
0= 15 oy

fonksiyonunun, z = 0 noktas: etrafinda ve

2] <1, |z|>2, 1<]z|<2
bolgelerinde, Laurent agilimlarim iki defisik yoldan bulunuz.
5. Sekil (10.23)’de gsterilen yolu kullanarak

o0 .9
/ e dx
0

integralini hesaplayimz.

C
o 2

R

N

=Y

N G
4

SEKIL 10.23. Beginci problemdeki integralin yolu.

6. Asagidaki integralleri aliniz:
i / 27 (cos 36) d i) ®°  sinzdr
o 5—4cosf oo T2+ 4z +5

/+°° sin®zdz .\ [ In(z? + 1)dz
iii) iv) —_—

—00 :1:2(1 +$2) 0 z2+1

®  dx * sin zdz
v) 1728 v) -

11

KESIRLI TUREV ve
INTEGRAL:
DIFERINTEGRALLER

Difiizyon denklemi maddenin korunumu prensibinden hareket edilerek,

% / / / ROOTES ]{S 77,047 (11.1)

seklinde yazilir. ¢(7,t) birim hacimdeki pargacik sayisim veren konsantras-
yon, 7( ,t) ise, birim ylizeyden ve birim zamanda gegen parcacik sayisidir.
Bu denklemm sol tarafi V' hacmindeki parcacik sayisindaki degisimi, sag
tarafi ise, V hacmini gevreleyen S yiizeyinden birim zamanda gecen parcacik
miktarim verir. Kaynak veya kayiplarin bulunmadif durumlarda her iki
terim de birbirine egit olacaktir. Gauss teoremini kullanarak yiizey in-
tegralini hacim integraline gevirirsek, difiizyon denklemini agagidaki gibi

yazabiliriz:

///V[?%C(7"t) + V.7 (7, t)]dv =0 (11.3)

V hacmi rasgele segilebilecefinden, konsantrasyon igin ¢tzillecek diferan-
siyel denklemi de

o)+ V. T(F,8) =0 (11.4)

olarak elde ederiz. Ancak, bu denklem tek bagina c¢dzillemez: c¢(7,t) ve
7(_7"’,t) arasinda bir bagintiya da ihtiya¢ vardir. Parcacik akimu dogal
olarak konsantrasyonun ytiksek oldugu bolgelerden algak oldugu bolgelere
dogru olacagindan, akim ve konsantrasyon gradyant: arasinda alinacak

T =—kVc(P,t) (11.5)

seklinde dogrusal bir bagint1 pek ¢ok durumda yeterli olacaktir. Burada
k difiizyon sabitidir. Bu da bize ¢(7,t) i¢in ¢oziilecek ve Fick difiizyon
denklemi olarak da bilinen denklemi verecektir:

8 o
5<(Tt) - kV2c(7,t) =0. (11.6)
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Einstein, difiizyon problemlerinde konsantrasyonun aym zamanda da bir
parcacigm verilen bir noktada ve zamanda bulunma olasihfma orantili
oldugunu gorir. Dolayisiyla, P( ,t) ile gosterecegimiz olasiik dagilum
konsantrasyon ile aym d1ferans13;el denklemi saglayacaktir (11.6). Bu den-
klemin ¢ = 0 aninda merkezde glan bir parcacik i¢in ¢6ziimii, Gauss dagilim
olarak bilinen 7

P(7,t) =

2
exp(—m) (11.7)

1
(4kt)?

formiilii ile verilir. Bu dagilima gére 7 ’'nin ortalama degerini gsteren

< 7 > sifir olmasina kargin, parcacigin merkezden zamanla uzaklasmasini
veren 7 2'nin ortalama sapmasi ise,

<T2>— <7 >?

=< 72>

o / r2P (7, t)d’r

= 6kt (11.8)
olacaktir. Burada dikkatimizi ¢eken
<7T?>xt (11.9)

iligkisidir. Bu difiizyon denklemindeki zaman tiirevinin birinci dereceden
olmasindan kaynaklanmaktadir. Sistemdeki zaman 6lgegi mesafe 6lgeginin
karesi ile degigmektedir. Siire dort kat arttirilinca alinan yol sadece iki kat
artmaktadir. Ancak, baz1 deneylerde bu iligkinin bozuldugu ve

<T?>xt* a#l (11.10)

seklinde oldugu goritlmigtiir. Bunun difiizyon denklemine yansimasinm ise,
%P(?,t) —EIVRP(T, ) =0 ko £ 1 (11.11)

seklinde olmas: beklenir.

Ancak, bu anlaml bir denklem midir? Kesirli tiirev olabilir mi? Olursa,
kesirli integral de anlaml midir? Agikgasy, tiirevin ve integralin geometrik
yorumlari olan egim ve alan o kadar etkileyici ve dogaldir ki, kesirli titrev ve
integralin var olabilecegi pek ¢ok kiginin aklina bile gelmemistir. Ancak, ke-
sirli matematigin tarihi Leibniz’e (1695) kadar uzanmaktadir. Bu ilging ko-
nunun iletim hatlarn teorisi, sivilarin kimyasal analizi, 1s1 transferi, difiizyon,
Schrédinger denklemi, malzeme bilimi gibi gok farkh konularda uygula-
malarn verilmis olup, her gegen giin yeni ve ilging uygulamalar ¢ikmaktadir.
Ekonomi, finans, deprem bilimleri gibi alanlara uygulamalar: ise, siiphesiz
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cok ilging olacaktir. Siradan matematigin, dogrusal olmayan ve denge du-
rumundan uzak stireclerin ¢ahigilmasinda karsilagilan fraktal fonksiyonlarin
incelenmesinde yetersiz kaldig1 bilinir. Fraktal egriler ve ytizeylerle kesirli
matematik arasindaki iligki ise, yogun aragtirilan konular arasindadir. Ke-
sirli tiirev ve integraller, bazi belirli integrallerin alinmasi, seri toplam-
larimm bulunmas: gibi konularda da yararh bir teknik olarak karsimiza
gikar.

Bu bslitmde hala stiratle gelisgmekte olan kesirli matematigin, mtimkiin
oldugu kadar genis kapsamli ve genel kabul gbrmiig tanimlan ve &zelliklerini
gorecegiz. Tek bagina bir yilik derse konu olabilecek derinlikte olan kesirli
matematifin, gerek matematiksel formalizmi ve gerek de degigik uygulama
ve Ozellikleri i¢in, Oldham ve Spaniard, Hilfer, Samko, Kilbas & Marichev
ve Podlubny gibi kaynaklardan yararlamlabilir.

11.1 Ttrev ve Integralin Ortak yazim

11.1.1 Kullamilan Notasyon ve Tamamlar

Kesirli tiirev ve integralleri tek bir ¢at1 altinda differintegral olarak grme-
den 6nce, tamsay1 n degerleri igin ttirev ve integralin ortak yazimini &grenece-
giz. Notasyon olarak Oldham ve Spanier’1 takip edecegiz. Aksi ifade edilmedigi
takdirde n, N pozitif tamsayilari, ¢ ve Q ise, herhangi bir say1y1 gtstere-
cektir. Bir fonksiyonun n. tiirevi genelde

af
s (11.12)
olarak gosterildiginden ve integral de tiirevin tersi bir iglem oldugundan,
d-if / i
= z9)dz 11.13
i (1113
yazabiliriz. Bu notasyon ile ardigik integraller,
—D T Ty
Lo / dzy / f(w0)dzo (11.14)
d|z] 0 0

da-n f £ Tn—1 T2 Tl
— = / dzn_l/ dz,_s....... / dxzq / f(zo)dzy (11.15)
d|[z] 0 0 0 0
olarak gosterilirler. Alt siurin sifirdan farkh oldugu durumlarda ise,

[ d(xdjaf)] . / f(=0)dzo (11.16)
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[—d-(x_d:%;—‘/ dxn}/ dTrn_g....... / d:z:1/ f(zxo)dxo

(11.17)
yazilacaktir. Ancak, bura.da,
d" dar
= 11.18
Az —a) ~ [daT" {148)
olmasina ragmen, integraller igin
da-n da-m
11.19
@G- o= " @ (11.19)
olduguna dikkat etmeliyiz. n. dereceden ttirev icin
™ (z) (11.20)

ifadesi de yaygin olarak kullamldigindan, n ardigik integral icin

(=n) T Ty Zg T
f =/ dxn_l/ dTn_o....... / d:z:l/ fzo)dzo (11.21)
Qn Qn—2 as ai

yazimim da kullanacagiz. Kangiklifa yol agmayacak durumlarda ise,

af(z)
[d(z — 0)]e
d*f(z)

[dz]®
d?f(z)

dx?

= f9)
ifadeleri de kullanilacaktir. Bir d.iferintegralin b noktasindaki degeri ise,
d? f(z) )
[d(z —a)]7|,—, [d(x - a)]

olarak gosterilecektir. Diferintegralin literatiirde kullamlan bagka g8sterim-
leri de

d?f(z)
[d(z —a)]7
D f(=)
= oDif(z)

seklindedir.
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11.1.2 Bir Fonksiyonun n. Tiirevi

Tiirev ve integralin ortak yazimini grmeden 6nce tiirevin bildigimiz tanimim,

d'f _df(z) _ -
T = g = Jim {[6z] ' [f (=) - f(z - 6z)]} (11.22)

seklinde yazalim. Benzer gekilde ikinci ve iiglincit dereceden tirevleri de
yazalim:

&f

=3 = Jim {{62]7%[f(2) — 2f (= — &z) + f (= — 262)]}, (11.23)

% = Jlim {[6]73(f(2) - 3f(z — 62) + 3(z — 26z) — f(z — 362)]}.
(11.24)

Burada katsayilarin degigen isaretlerle binom katsayilar: oldugunu goriirsek,
n. tlirev icinde

= Jlim {[&u]-"Z[ I ( n )f(z—j&:c)} (11.25)

yazabiliriz. Bu ifadelerde biitiin limitlerin var oldugu varsayilrmsgtir. Ayrica,
[6z] sifira stirekli olarak, yani aradaki biitiin degerleri de alacak gekilde
gitmektedir. Integral ile ortak bir tanim igin sinirlandirilmig bir limit iglemi
gerekecektir. Bunun igin [a, z] arahgim N egit parcaya bolerek,

Syr={z—a]/N N=1,2,3,.. (11.26)
yazarsak (11.25) ifadesi de

[Z:]{» 512’“0{5”]_"2[ ]’( )f(x JéNz)} (11.27)

olacaktir. ;7' olarak gosterilen binom katsayilari da j > n degerleri

icin sifir olacagindan,

N-1
% = i {[51”’] " ( i ) f= —j5N$)} (11.28)

j=0

yazihr. Buradan limitin stirekli durumlarda da var oldugu anlayigi ile n.

dereceden tiirevi
S-S (5) e[| wo

seklinde ifade ederiz.
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11.1.8 n ardigsk integralin genel yazim

Simdi de dikkatimizi b1r fonksiyonun n ardigik integraline gevirelim. Bir
fonksiyonunun integrali'onun altindaki alana egit olacagmdan, Riemann
toplami olarak .

-1 x
ﬁ""{)]—— /a f(wo)dzo (11.30)
=, kim {6n2[f(z) + f(z — nz) + f(z ~ 26N2) + ... + f(a+ 6na)]}
(11.31)
N-1
= 52 {Ove D 1o = 36} (11.32)

geklinde yazilir. Daha 6nce oldugu gibi burada da §yz = [z — a]/N olarak
alinmigtir. Bu yazamun ikili integrali,

ﬁ . /ad:rl/a f(zo)dzo

= Eh}igo{[aw]? [f(z) +2f(z — 6nz) + 3f(z — 26N ) + ......
+Nf(a+bnz)} (11.33)

N-1
= lim {[6na)® ; [i +1) f(= - j6nz)}

geklinde ve ticlil integrali ise,

Tc_l(:::_dj‘%]—3 T /" dz /”" dz, /zl f(zo)dzo (11.34)

=, lim {ionl® ZWM o)}
=0

olarak verilir. n ardigik integrali ise,

[d(z—d_:"af)']—_n R 0{[5N:L‘] Z < J vk )f(x—j&Nz)} (11.35)

- ('S (73 ) e By e

=0
olacaktir. Buradaki toplamda katsayilar (11.29) ifadesinden farkh olarak

i +n—1 . . .
< J j ) geklinde gitmektedir ve butiin terimler art: igaretlidir.
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11.1.4 Tamsays Degerler igin Tiirev ve Integralin Ortak

Yazima
Gama fonksiyonlarinin (10.168)’de verilen
F(5)=0757" ) =t (11.37)

iligkisini kullanarak, tamsay: degerler igin tiirev ve integrali agagidaki gibi
tek bir formiil ile ifade edebiliriz:

alll [z 2 R IG—n [z —aq
[d(:z:—a)]" Nh—I»noo I'(—n) Z T(j +1) =J N )} (11.38)

Burada n, her iki igaretten de tamsay: degerler almaktadir.

11.2  Diferintegral

11.2.1 Diferintegralin Grinwald Tanima

Yukandaki formiilde ashnda gama fonksiyonunun biittin n degerleri igin
tammh oldugunu diigtiniirsek, diferintegralin Griinwald tarafindan verilmig
en genel ve temel tanim olan

dif i =2 —q N— 11,(]_‘1)  fz-a
[d(:z:—a,)]q N_.oo{ 1“( q Zr(j-i-l f(-’l? .7[ N ])} (11.39)

yazimmm buluruz. Artik ¢ biittin degerleri alabilmektedir. Bu tamimin en
bilyiik avantaji, verilen bir fonksiyonun diferintegralinin o fonksiyonun tiirev-
lerine veya integrallerine gerek kalmadan, sadece kendisinin aldig1 degerler
ile bulunabilmesidir. Bu formiilde I'(—q), ¢’nun pozitif degerleri i¢in sonsuz,
ancak FT,((J_;(I? oranl sonlu bir sayidir.

Simdi bu tanima bagli olarak n’nin pozitif tamsay: ve ¢'nun biitiin deger-
leri igin,

dan dif _ ante f

& iz - @)~ [z - a) (11.40)

iligkisinin dogru oldugunu gosterelim. §yz = [x—a]/N iligkisini kullanarak

dif = lim 6N:L‘]—q I‘(] s
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yazabiliriz. a < 2’ < z—§yz arahim N —1 esit parcaya btlersek, (z—6n%)
noktasinda qu{m tiirevini,

[d(a:-a)]q ——(z _,6Nz)
(6 z?ﬁNzr(J el
= Nm I‘A(,~) JZO TG +1) f(z 6nT — JON )} (11.42)
[6nz]™? “II‘(J -1) s
N ]\}I—I-nm{ rb(l ) ; I‘(j) f(z —bn )} (11.43)

seklinde yazariz. Bunun da tiirevin tanimim kullanarak tekrar tiirevini alr-

sak,
d aif
dz [d(z — a))?

_ ngnm{[éNx]_l [Tc—i—(xiq—fm(x) - [d(%}ﬂ;(z —6Nx)]}

N B OVE I'G—q
- g {55 o+ 5 (R59 -

olacaktir. Gama fonksiyonlar arasindaki

TG-q) T@=-g-1 _ T(-g TG-g¢=1) (11.45)
IrG+1) I'(7) I(—g-1) TG+1)
bagintis: ile bunu da
d4_ay
dz [d(z — a)]?
D N il RS A b IS
ey { I(—q—1) L; TG+ 0w )] }(11'46)
det f (11.47)

[d(z — a)]o+!
seklinde yazabiliriz. Genel formil ise, bunu (n — 1) i¢in dogru oldugunu
varsayip 7 igin gdstererek bulunur.

11.2.2 Diferintegralin Riemann-Liouville Tanima

Diferintegralin sik¢a kullanilan bir bagka tanim ise, Cauchy formiiliinden
yararlamlarak bulunur. Agagidaki integral verilmig olsun:

@) = | “@— e ()t (11.48)

Ir'G-g-1) .
e “””’”)] }

(11.44)
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n > 0 ve tamsayi, a da bir sabittir.

d [B@

& Jue) F(z,&)d¢ (11.49)
= [T 4 pie, e D - Fie, ae) A2

A(z) £z T

formiiliinit uygularayak I,,’nin tiirevini

dl,

T [ E-0" @k + [ -0 e (150

seklinde yazabiliriz. Bu da bize n > 1 icin

&l bty )il (11.51)
dz
ve n =1 igin de
2 @) (11.52)
verecektir. (11.50) denkleminin k kez tiirevini ahmrsa,
d*1,
Tk =Mn-1)(n-2)..(n—k)l— (11.53)
bulunur. Bu da bize
a~1r,
ST =(n—1(z) (11.54)
veya
d*l,
=(n—-D!f(z) (11.55)

formiillerini verecektir. Eger n > 1 igin I,(a) = O degerini kullanirsak,
(11.54) ve (11.55) denklemlerinden I,(z)’in kendinin ve (n — 1)’e kadar
olan biitiin tiirevlerinin z = a noktasinda sifir oldugunu géririiz ki, bu da
bize

@) = [ fedn (11.56)

I(z) = /: Ii(z2)dzy = /: /:2 f(z1)dz1dz;

verecektir. Genel da olarak bunu

In(z) =(n—1)!/: /:"...[3 /:2 f(z1)dz1dzs...dTn_1dz,  (11.58)

(11.57)




178 11. KESIRLI TUREV ve INTEGRAL: DIFERINTEGRALLER

geklinde yazilabiliriz. Buradan da Cauchy formiilii olarak bilinen

/ z / . / ) / " f@:)dzrdos...don-1dan
a 10 ri"la a
5 (_Tle (z — &)1 F(€)de (11.59)

formuliinil buluruz.
Riemann-Liouville tammina ulagmak igin (11.59) formiiliitnde tamsay:
degerler ile siurh n yerine her degeri alabilen g koyarsak,

[[d(xdq—fa)]'I} A ﬁ /a -2 f(@)dr,  (g<0) (1160)

bulunacaktir. Ancak, bu formiildeki integral sedece ¢ < 0 degerleri igin
yakinsaktir. Burada [..]g—y, diferintegralin Riemann-Liouville yéntemi ile
bulundugunu gosterir. Daha 6nce verdigimiz (11.39) tamm ile biitiin ¢
degerleri icin uyugan sonuglar verdigini gsterdigimizde R-L altyazisini sile-
cegfiz. Once, ¢ < 0 degerleri icin a < z’ < z arahfinda sonlu degerler alan
bir f(z) fonksiyonu igin, her iki tanimin da aym sonucu verdi#ini gtstermek
icin farklarim agagidaki gibi yazalim:

i1 i il 8
A= e aF [[d(x—anq]“ (11.61)

(11.39) ve (11.60) tamumlar: kullanilarak da A ifadesi

- [Bva]~* = TG 1 [T fe-g)
o ”‘*°°{F< -9 ZF(JH“E _Js"x)}_rT—?)/o Tt @
(11.62)

seklini alacaktir. fkinci terimdeki integrali de Riemann toplami olarak yazarsak,
Snz] e e (-
A = [ -
N—oo { I'(—q) Z LG+1) 'f(z 7én3)

: T f(x — j6nz)ona
B Nh—r>n<>o { ; -;‘((—q)?jquz]liq } (11.63)

bulunur. Buradan da

I B P(—a) ._1-4
A = Nh_gloo{ F"(’ 3 Zf(a: j6nT) [F(Hl)—J 1 ]}(11.64)

[z —a]™? Nz—jz+ja, [TGl-9) .14
I'(—q) N—mzﬂ N W [I‘(j+1) i ]
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buluruz. Burada §yz = (z — a)/N olarak ahnmgtir. Sag taraftaki toplami
ikiye ayirip, énce 0’dan (j — 1)’e, sonra da j’den (n — 1)’e olmak tizere
yazarsak,

A=

[flfr—(' ajz)_ Jim_ {Z f(N:I: ]]V:l: +]a) qlgg :; g —j_l_q]} (11.65)

e R ] o)

bulunacaktir. Birinci toplamda g < —1 igin parantez igindeki terimler sonlu
oldugundan, N? garpam1 N — oo limitinde bu terimin sifira gitmesini
sagflayacaktir. Benzer gekilde ¢ < —2 igin, ikinci terimde N — oo limitinde
sifira gidecektir. Buradan goriildigi tizere; a < ' < z arahfinda sonlu
degerler alan bir f fonksiyonu ve ¢ < —2 degerleri icin, her iki tammda
aym sonucu vermektedir:

dif I dif ~
[d(z —a)]7 {[d(x - a)]q] i) g< -2 (11.66)

Riemann-Liouville tammmm biittin q degerleri igin gecerli kilmak igin
Griinwald (11.39) tamiminda oldugu gibi (11.40) ifadesinin de saglanmasi
sartim kogalim. Bu durumda

e, o), D

olacaktir. Yukandaki formiilde verilen bir ¢ degeri icin, pozitif tamsayi
degerleri alan bir n’yi, ¢ — n < —2 olacak gekilde seger ve (11.66) sonu-
cunu kullamrsak,

|, |

yazabiliriz. Buradan da Griinwald tanmimi ile R— L tamminim biitiin g deger-
leri igin uyugtugunu gosteren

[Wg—%]—q] L [Wlf_%{]q—_n} (11.69)

ifadesini buluruz. Artik R — L altyazisina ihtiyacimiz kalmamigtir.
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Riemann-Liouville Tanima:
g < 0 degerleri igin diferintegral,
dif 1 < ,
— Mo —q—1 / /
[[d(x - a)]q} e D[& e — 2" f(@)de!, <0 (11.70)
formild kulamlarak, ve g Zlél degerleri icin de

[Wé?%F]=£§[ﬁ£?5[ﬁx‘ﬂ*“”*ﬂqu ¢20
(11.71)

formiilti ile bulunacaktir. Burada n tamsayisi, (g — n) < 0 olacak sekilde
secilmelidir. Riemann-Liouville tanimi oldukga yaygin kullamim alam bul-
mugtur. Bu yéntemde kullamlan integral (11.70) sadece q < 0 degerleri igin
yakinsaktir. ¢ > 0 degerleri igin bu problem n > ¢ sartim kogarak coziiliir.
Bu ytntemle bulunan diferintegral bir integralin n kez tiirevini icerecegin-
den uygulamada zorluk cikarabilir.

11.3 Diferintegralin Diger Tammlan

Diferintegralin Griinwald ve Riemann-Liouville taumlar en temel tanimlar
olarak bilinirler ve yaygin olarak kullanilirlar. Bunlara ek olarak Cauchy
integral formtlii ve integral déntigitmit yéntemleri ile de diferintegral tamm-
lanabilir. Bu tammlar Griinwald ve Riemann-Liouville tamimlar1 kadar kul-
lanigh olmasalar da degigik tammlarin miimkiin oldugunu ve dogru uygu-
landiklar takdirde temel tamimlarla uyustuklarim géstermeleri acisindan
incelemeye degerler.

11.8.1 Cauchy Integral Formiilii Yarduma ile Diferintegral
Tanima

C yolu tizerinde ve iginde analitik olan bir f(z) fonksiyonunun n. dereceden
tiirevinin
oI f S

dz" 2mi Jo (2 — 2)ntl (n > 0 ve tamsay1) (11.72)

olarak verildigini gérmiigtitk (10. Boltim). Burada 2/, C kapah yolu t-
zerinde bir noktay, z de C' iginde herhangi bir noktay: gostermektedir (Sekil
(11.1)). Bu formiilil z noktasim reel eksen {izerindeki bir nokta alarak, her-
hangi bir ¢ deferi icin

dif(z) T(q+1) f{c f(#)dz’ (11.73)

= (z’ — x)q+1

dzq 21
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A z - diizlemi

SEKIL 11.1. Cauchy integral formiiliiniin C yolu.

seklinde yazahm. Bu formiil, Sekil (11.1)’de gtsterilen C yolu icin ve g'nun
pozitif tamsay1 degerleri icin gegerli olacaktir. g’nun negatif tamsay1 oldugu
durumlarda ise, I'(g + 1) fonksiyonu sonsuz olacagindan tamimsizdir. ¢'nun
negatif ve tamsayidan farkh degerleri igin ise, diferintegral tanmm olarak
kullamlabilir. Ancak, bu durumda z dal noktas: olacagindan kesik ¢izgisinin
yoniine dikkat etmek gerekecegi gibi, C yolu da artik Sekil (11.1)’deki gibi
olmayacaktir. Kesik cizgisini sekilde gtsterildigi gibi dal noktasinin solunda
ve reel eksen ilzerinde sonsuza kadar uzanacak gekilde secer ve C yolunu
da Sekil (11.2)’de gosterildigi gibi alirsak,
d’f(z) _T(g+1) f(2')dz'

dzd 2m Jo (2 —z)atl

formiiltind ¢’nun negatif ve tamsayidan farkli degerleri igin diferintegral
tamm olarak kullanabiliriz. Burada integral, C' yolunun yar1 ¢apinin son-
suza gittigi durumda saat ydniinde hesaplanacaktir.

g < 0, # tamsay: (11.74)

Genellestirilmis Cauchy Tanmimi ve Riemann-Liouville Formiilii:

(11.74) tamimindaki integrali bu hali ile hesaplamak uygulamada kolay ol-
mayacaktir. Ancak, Sekil (11.3)’de gtsterilen C’ kapali yolunu alirsak, C’
iginde ve ilizerinde

f(#)
fonksiyonu analitik olacagindan,
f(z)dz
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A z - diizlemi

)
N

SEKIL 11.2. Diferintegral formiiliindeki C yolu.

yazabiliriz. Burada C’ yolu

C'[0] = C[O] + ColC] + L[] + Lz[-] (11.77)
parcalarindan olusmaktadir. Dikkat edilirse (11.76) integralinin degeri her
iki yon icin de sifir olacaktir. Ancak, R-L tanimu ile uyugmak igin C’integrali
saat ySniinde alimacaktir. C,[(0] integrali yolun yaricapimin sifira gittigi

1 :-diizlemi
C
Ly Co

\

SEKIL 11.3. Diferintegral formiiliindeki C’ kapah yolu.

durumda hesaplanacagindan, yolun tizerinde bir nokta igin

2 —z = be¥? (11.78)
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2')dz’
2 —x)9

yazarsak, fco integrali g’'nun eksi ve tamsayidan farkh degerleri

icin,

lim ¢ f(z+ 6ei0)——6iei0d0 = lim f(z)(679)i " e™%%dg — 0
§—o /g, §9Feilg+1)0 50 o
(11.79)

olacaktir. Burada § — 0 limitinde C, integralinin sifir olmas: icin ¢ < 0
alinmigtir. Bu sonug kullamlarak (11.74) tammindaki integrali de

B [}{»1,1 (z{(j/i?:; - f—»Lz (Zf’-(—z/i‘)l;’"l] (11.80)

seklinde yazabiliriz. [fq L~ 4., Lz] dz integrali artik kolayca hesaplan-

g i(m-€) 1;1 §em A Co
3 € 0
£ 2n—¢ X
P iz i)

SEKIL 114. 6, , §,, ve §. integralleri yolu.

abilecektir. Buradaki integralleri 6nce [—oo, 0] arasinda kalan bélitmleri i¢in
hesaplarsak,

]u%[ 0 f(6ei(w—e)d6ei(w—e) i
€E—r

0 f(5ei("+€)d56i("+5)
—oo (Beim—€) — g)a+1 J

oo (5ei(7r+e) — x)q+l

= i(m—e) _ gilwte) f(é‘eur d6
lim(e )/m( s
= "'(W—E) ‘l(7r+e) f(&e"r)dé
lim(e ) / et
=0 (11.81)
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bulunacaktir. fC dz integralinde kalan kism da yazarsak
/ '
}{ _f(#)de” (11.82)
ACEF TR

— Lim [/x f(éeie)g/%éa6 _/0 f(5e"(2"_5)ei(2"—5)d5 ]
0

(6~ :L‘)q‘*.‘j.g'i(q'*'lk oo (6 — z)at1eilarD)(2n—e)

e—0

bulunur. Bunu da (11.74) taniminda énce yerine koyar ve sonra da sadelegti-
rirsek g'nun eksi ve tamsayidan farkh degerleri igin,

dqdf(x) _ F(g-ﬁ- 1) [1 _ e—i(q+1)27r] /x (6_f(§—))(_i%’ (11.83)
29 i o (0—=)7
= F(—;t—) [2 sin(7q)] (—1)7 ’ Ef—(%p (11.84)
I"(q +1 5 _f(6)ds
- jsin(r)) [ L0 (11.85)

bulunacaktir. Bu diferintegralin (tanim aralifi olan g’nun eksi ve tamsay1-
dan farkl degerleri i¢in) Riemann-Liouville taum ile aym sonucu verdigini
gbrmek i¢in gama fonsiyonunun (10. Bslim)

— cos ec(mq)
I'—q) = ——7—- 11.86
(-9 = Ty (11.86)
6zelligini kullanarak,
£ ()R ol 1(6 )dd g < 0, # tamsay1 (11.87)

4zt " T(=q) Jo @- 0y
yazabiliriz. Bu ise, Riemann-Liouville tammindan baska birgey degildir.

11.8.2 Riemann Formdili

Taylor serisi agilimi yapilabilen fonksiyonlarin diferintegrallerinin alinmasin-
da ¢ok yararh olacak olan,

f(z) = =P (11.88)
fonksiyonunun diferintegralini (11.85) formiilinii kullanarak alalim:
dizP I"(q +1) q o7 db
11.89
pry sin(rq)(~1) / (D ( )

Burada,

diz? T(g+1) . a F 67 db
e e sin{mq)(—1) / ————qu( e (11.90)
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yazar ve

8o

=5 (11.91)

déntisiimiinil yaparsak,

diz?  T(g+1) . pq [* S ds
e - sin(mg)x L Ty (11.92)
olacaktir. Beta fonksiyonunun
1
B(p,q) = / YUl -y iy, p>0<g (11.93)
0
olarak tanimlandigim hatirlarsak,
diz?  T(g+1) . r—q
el - sin(mq)(z)?"9B(p + 1, —q) (11.94)
yazabiliriz. Beta ve gama fonksiyonlar: arasindaki
F(p+ 1)l'(—q)
B(p+1,—q) = ————= 11.95
bagntis: ve (11.86) formiiliinti kullanarak da sonuc,
diz? T 1)zP—9
2 Dl DaP s 1 veq<0 (11.96)

dz¢ = T(p+1-gq)’

olarak bulunur. p ve g tizerindeki sinirlar beta integralinin yakinsak olmasi
sartindan kaynaklanmaktadir.
q > 0 oldugu durumlarda ise, Riemann-Liouville tamminda oldugu gibi

de?  d [d‘l‘"xl’}

dz?  dz" | dzi—m

(11.97)

gartim yazar ve n tamsayisini ¢ —n < 0 olacak sekilde segeriz. Bu durumda
kogeli parantez igindeki diferintegrali (11.96) formiiliinii kullanarak bulur
ve

diz?  d* [D(p+ 1)aP~etn
dzd ~  dz" [F(p —g+n+1) (11.98)
P—q
_ Dlp+1)e?? oy
Fp—g+1)

yazanz. Burada n tamsay: degerler aldigindan tiirev de kolayca bulunmus-
tur. (11.96) ve (11.98) denklemleri ile verdigimiz sonuglar da birlestirirsek,
biitiin g degerleri i¢in gegerli olan
d?z?  T(p+ 1)zP~?
dz¢  T'(p—gq+1)’

p> -1 (11.99)
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formiiliinii elde ederiz. Riemann formiilii olarak da bilinen bu formiil, m ve
n'nin pozitif tamsay: oldugu durumlarda yazilan

da” T _gmen (11.100)
& (m —n)!

formiiliiniiniin, p > —1 sarta altfnda bir genellemesidir. p < ~1 durumunda
beta integrali yakinsak olmadigindan bu formiiliin biitiin p degerlerini kap-
sayan bir genellemesi heniiz bulunamamigtir.

11.8.8 Diferintegralin Laplace Donisimi ile Tanima
Diferintegral Laplace déntigtimii yardim ile negatif g degerleri icin agagidaki
gibi tanimlanir:

d‘;{c(:) = £7Y(s9f(s)], q <O (11.101)

Burada f(s), f(z) fonksiyonunun Laplace dénigiimiidiir. Bu tanimin Rie-
mann-Liouville tamim ile ayn: sonucu verdigini géstermek i¢in

ffﬁwmw—wm=f®a@ (11.102)
0

seklinde verilen konvolusyon teoremini kullanalim (13. Boliim). g(z) fonksi-
yonunu

1

olarak alalim. f(z) ve g(z)’in Laplace dontstimleri de

- 4z dx
9(s) = /0 e * g (11.104)
= I'(—q)s? (11.105)
ve
_~ [o ]
fls) = / e~ f(2)dz (11.106)
0
seklinde olacaktir. Bu ifadeleri konvolusyon teoreminde kullanirsak,
dif 147
=4 = 11.107
iR CI (11107
1 T f(r)dr

I'(-q) Jo (z—7)"

11. KESIRLI TUREV ve INTEGRAL: DIFERINTEGRALLER 187

buluruz. Bu ise, diferintegralin Laplace dSnistimii ile verdigimiz (11.101)
tamiminin, ¢ < 0 degerleri i¢in Riemann-Liouville (11.70) tammm ile aym
sonucu verdigini gtstermektedir:

d
[ifJ = [ﬂ} » 4<0 (11.108)
L R-L

dz? dz9

L ve R — L altyazilan diferintegralin hangi yontemle bulundugunu géster-
mektedir.

g > 0 degerleri igin ise, Laplace déniigiimil ile diferintegral tamm agagi-
daki gibi verilir:

dif - _ n—1 —1—k
[EEL = £-1 [S‘If(s) - gsk%ﬁ(o)J , >0 (11.109)

veya

[E’iiJ _ g [sqf(s) 4 (O)—...—s"‘lM(O)J. (11.110)

dz? L dxd—1 dxa—n

Burada, ¢ > 0 ve n tamsayisi da n—1 < g < n olacak sekilde segilmelidir.
Sag tar?fta.ki tiirevler ise, L ySntemi ile hesaplamrlar. Bu tammin Rie-
mann-Liouville tanim ile aym sonucu verdigini gdstermek igin,
Alz) = 1 “  f(r)dr
I(n—q) Jo (z~—r)3—nt1’

g<n (11.111)

yazalim ve konvolusyon teoremini kullanarak Laplace déniigtimiinii bulalim:

[ 1 T f(r)dr
Mg—n) Jo (@-nem

= sT7f(s), q—n<0 (11.113)

A(s) (11.112)

Bu bize sqf(s) = s";f(s) egitligini verecektir. Riemann-Liouville tamimi
olan (11.70-71) kullamlarak da

(g—n)
AQQ) = [__:ilx(q—") (0)} . (11.114)

yazilabilir. ¢ —n < 0 oldugu igin, (11.108) denkleminden dolay:

(g—n)
A(0) = [% (0)} i (11.115)
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oldugu da goriltir. A(z)’in tammindan

. T d
A(:L‘) = F(nl— q) /9 (:II f(:))an+1 , g—n< 0
d(q—n)f_«’(x)
[ dzlaz™ ]R—L

5 [é(";")i(i)] (11.116)
- dzla—n) L

yazabiliriz. Burada Griinwald ve Riemann-Liouville tamml:?r.m.da oldugu
gibi, [..]r tammunin da pozitif tamsay1 n ve biltin ¢ degerleri igin (11.40)

ar dif(z) _ d"tf(z) (11.117)
dzn dz9 ~  dz™te

kuralim sagladigim varsayarsak,

¢A@) _ d dfle), (11.118)
dzn-1 dzn—1" dx9m

= f(z)

St

olacaktir. Bu da bize

a1 £(0) = ﬁ__lil(_ol] (11.119)
dee—t |, dzn-1
verir. Benzer gekilde (11.110) denklemindeki diger terimler de bulunursa,
dqf _ -1 [ nA _ d" 1A _ _ n—lA 0 ] ,
[EE]L = £ _s A(S) __da:"—l (0) ..... L ( )
[ .~ dr 1A
= f£1 snA(s) i sn—lA(O) PR 3 W(O)] )
= £71|¢ it (11.120)
dz™ | p_ 1

olur. (11.111) denklemini kullanarak da
[5“’_{] - _dl[ 1 [F__f(Ddr ] (11.121)
L

dzd dz™ |T(n—gq) Jo (z—T1)7 "+
1 _d_n_ £ f{r)dr
[(n—gq)dz™ Jo (z— r)a—ntl’

[ﬂ] g>0 (11.122)
dz?|p_1

n>q
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yazariz ki, bu da bize ¢ > 0 degerleri igin de her iki tammin aym sonucu
verdigini gosterir.
(11.111) formitlinde f(x) fonksiyonunun

de-1f da—nf
T (O =

(0)=0, ¢>0 (11.123)

suur sartlarim sagladifi varsayilirsa, diferintegralin bitiin g degerleri icin
gecerli olacak

% - _g—l[sqf(s)] (11.124)

tamimi bulunur. Ancak, (11.123)’de verilen smur sartlan kesirli tiirevler
icerdiginden yorumu ve uygulamas: zor olacaktir.

11.4 Diferintegrallerin Ozellikleri

Bu btliimde diferintegrallerin alinmasinda ve bilinen diferintegrallerden ye-
nilerinin tiretilmesinde yardimc olacak baz: temel ézelliklerini anlatacagz.

11.4.1 Dogrusallik
Diferintegralin dogrusal olma &zelligi ahisilagelen bigimde

dfi+fo] _ dify alfs

[dec—a) ~ =o' @z - (1L.123)
seklinde ifade edilir.
11.4.2 Homojen Olma ézelligi
Homojen olma &zelligi ise,
¢*(C/) =C s (C herhangi bir sabittir.)  (11.126)

[dlz—-a)le " [d(z—a)]e
olarak verilir. Bu iki ¢zellik diferintegralin Griinwald tanimindan (11.39)
kolayca goriilebilir.
11.4.8 Olgek Defigikligi
Bir fonksiyonunun alt limit a’ya gére dlgek degisikligi

z—f(z—a)+a (11.127)




190 11. KESIRLI TUREV ve INTEGRAL: DIFERINTEGRALLER

olarak anlagihr. Burada §3 sabittir ve &lgek faktsridur. Alt limitin sifir
oldugu durumda ise,

z - fz (11.128)

olacaktir. Alt limitin sifirdan fﬁrkh oldugu durumlarda &lgek degisikliginin
diferintegrale etkisi rd

dif(B(z —a)+a) . _,df(B(z —a)+a)
dBE—a) P de-aF (11.129)

olarak verilir. Bu formiiliin en kullamsh oldugu durum ise, a’mn sifir oldugu
durumlardir. Bu durumda 6lgek degigikligi

d?f(Bz) _
[d(B))®

)
e (11.130)

verecektir.

11.4.4 Bir Serinin Diferintegrali

Diizgiin yakinsak bir serinin diferintegral operatbriinﬁrr{iogrusal olma 6zel-
ligi kullanilarak bitiin g degerleri igin,

[d(x - a)]q Z fi= Z ] d(x 5 (11.131)

seklinde terim terim diferintegrali ahnabilir. Diferintegrali ahnan seri de
aym aralikta diizgiin yakinsak olacaktir. Tleride seri acilim verilebilen fonksi-
yonlarin diferintegralinin almmasinda gok yararh olacak bir formul ise,

_r(msn)

Za z — Pt/ = Z JI‘( = E [z — ajp~at/m)

diz—a ]‘l
(11.132)

seklinde verilir. Burada ¢ herhangi bir degeri alabilir, ancakp > —1,ap #0
ve n pozitif tamsayidir.

11.4.5 Diferintegrallerin Birlestirilmesi

Diferintegraller ile gahgirken ok dikkat edilmesi gereken dzellikler arasinda
operatorlerin birlegtirmesi ve ters operatdrlerin tanimlanmas gelir. Unutul-

mamas! gereken,

did? = deq’
did?® = di*9 ve (11.133)
df = g—f=d"%
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gibi iglemlerin ancak siurli durumlarda gegerli oldugudur. Bu islemlerde
sorunlar ¢ ve @ ’nun kesirli degerleri ile de simirh degildir.

n ve N ’ nin pozitif tamsayr oldugu durumlarda g¢oklu tirev ve coklu
integralin 6zellikleri olarak,

ar de _ dn+Nf
[d(z - a)]" { [d(z — a)]N} T (@ — )N (11.134)
daN d" f
[d(z — a)]V { [d(z — a)]” }
a" d“Nf - d-—n—Nf
[d(z — a)] " { [d(z —a)]-V } T [z -a 7 (11.135)

d- { nf
[d(z —a)]=" | [d(z —a)]—" }
ifadeleri dogrudur. Ancak,

dtn FN
{ = } (11.136)

[d(z — )] | [d(z — a)]FN
genel ifadesini bulmak istersek, sonug¢ her zaman

d:tnq:N f

W (11.137)

olmayacaktir.

f(z) fonksiyonunun [a,b] arahginda siirekli N. tiirevinin var oldugunu
kabul edelim ve bu N. tiirevin integralini alalim:

| 1™@de= 30" = f6D@) - ;N V@), (11.138)
Bu ifadenin de integralini tekrar alhrsak,

/lz (/: f(N)(x)dx) dx = /: [f(N—l)(x) _ f(N—l)(a)] dzr

FN=2)(g) — fN=2)(g) — (z — @) FN-D(a), (11.139)

ve aymn iglemi n defa tekrarlarsak,

| [ @@ = -m@) - 150 0) - (@ - )N (a)

(:c—a)2 1{(N—n—2)

o/ (a) (11.140)
z—a)"!
= ((n—)1)| f(N—l)(a)
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bulunacaktir. Burada, denklemin sol tarafi

[d(xd::)]-" {[d(zdfi)]fv } = /a ot /a i F™)(z)(da)” (11.141)

P
oldugundan, /
" dNf FN=n) (x a) (N+k—n)
o )~ Z e
(11.142)
yazabiliriz. Bu denklemde N = 0 yazip tirevini alalim:
e AR VRN o X C Rt Wt
o = @y e ()

d d"""f (1—n) z ( (k—n) a
[dz — )9 { [z — a)]_n} FO=(z) ~ Z 1), G-, (a).
(11.144)

Turev alma iglemi N kez tekrarlanirsa,

an d"f = fN-m)(y (z—a)*" 0 (g
[d(z — a)|V { [d(z — a)]—"} (z) ~ Z (k— N)' (a)
(11.145)

bulunacaktir. Burada, N > n oldugu zaman alt limitin tiireve katkis1 ol-
madi1 hatirlanarak

dN——nf

T =@ (11146)

yazilmgtir. N < n yani, N—n < 0 oldugu durumda ise, (11.143) denklemini
kullanarak

n—-N-1

Wf_l—v;an)]f_fmzf (@) = Z ool a) fEN-Y(@)  (11.147)

yazariz. Bu denklem, (11.146) denklemini de igermektedir. (11.145) denkle-
minde

k—k+N (11.148)
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degfigikligini yaparsak,

—n n+N-—-1 k
& { = }=f(”‘”><x>— > B s

[d(z — a)]¥ | [d(z — a)] ™ 2
(11.149)
bulunacaktir. Bunu da (11.147) denklemi ile kargilagtirirsak,
daN da" f _ dN—n f
[d(z — a)]N { [d(z — a)]—n.} - [d(.’l: I a)]N—" (11150)

elde edilir. Yani, dnce integral ve sonra da tiirevin alindifi durumlarda
operattrler (11.150) formtiliinde oldugu gibi birlegtirilir.
Simdi (11.142) denklemine geri donelim. Sag taraftaki toplami

-n n—N-1 r—a k
[d(xd_ a)]—" { [d(xdfﬁ)]N} - f(N—n)(x) — Z [__k!_]f(N-Hc—n) (a)

k=0
n—1 k
- > [—m%'ifwﬁ‘k—")(a) (11.151)
k=n—N '

seklinde parcal yazar ve (11.147) denklemi ile kargilagtinirsak,

d—" dVf A S = [-d (N+k—n)
[d(z — a)] " { [d(z — a)]¥ }  [dz - )N k=; v M d @)
(11.152)

bulunacaktir. Yani, énce tiirev ve sonra da integralin alindigi durumlarda
(11.150) sonucundan farkh olarak, operatérler yukaridaki gibi birlegtirilme-
lidir.

Ornek (11.1) Diferantegrallerin birlegtirilmesi: f(z) = e**+1 fonk-
siyonu i¢in

d [d34(z)

[_d—:z—:]{_—_[dz]_"’ } (11.153)
diferintegralini hesaplayaim. Bu durumda (11.150) denklemi kullanila-
rak,

d [d3f(@@)) _ d2f(=)
@l w - (11154
e 2 z 1

= T2 73271
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bulunur. Diger taraftan,

d=3 (df(z

diferintegrali igin (11.15_25 formili kullanilmahidir. Burada N =1 ve
n = 3 olacagindan, k sadece 2 degerini alacaktir, bu da

d=? [df(z)\ €* & =z 1
el Ty O

verir.

g ve Q 'nun herhangi bir degeri alabildigi durumlarda ise, iki diferintegral
operatériiniin

de def datQf
e —al Az —a® [z —a)*e (157
seklinde birlegtirilmesi ancak,
-Q Q
d Al 0 (11.158)

I~ Ge-—are de-oR -

sartim saglayan f fonksiyonlan icin gegerlidir. (11.158) sartinin saglan-
madif durumlarda ise, diferintegral operatérlerinin birlegtirilmesi

di def
[d(z — a)] [d(z — a)]? (11.159)
_ datef B date ~ d-9 dQf
T d(z —a)]9tQ  [d(z — a)}at@ {f [d(z —a)]-@ [d(z — a)]Q }

seklinde yapilir. Buradan da goriliiyor ki, [ d(z‘ifa)]q ve [t xd__:;]—o operator-
leri genelde birbirlerinin tersi olsalarda, bu her zaman dogru degildir. Sorun
g ve Q 'nun kesirli degerleri ile de siurh degildir. Bu formiiliin gok yararh
oldugu bir durum ise, @ 'nun N gibi tamsay1 degerler aldigi durumlarda,
bir sonraki bolimde cikarihgim gdrecegimiz Riemann formiliiniin genel hali
olan

5 — di(z — a)?

@) = a—a
I(p+1){(z —a)P™9
T(p—g+1)

(11.160)

p> -1 (11.161)
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fonksiyonuna uygulamasidir. (11.159) formiiltiniin yardim ile

ad de
[z — o @z — Q)™
B da+N f datN d—N aN f
= G- [@z— ey {f "o ¥ [N }
i D = e A C)
= Wemae X TG-i-NTY

(11.162)

(11.163)
k=0

elde ederiz.

Ornek (11.2) Diferintegrallerin birlestirilmesi: Ornek olarak a = 0,
Q =1/2,ve g=—1/2 degerleri icin

e (11.164)
fonksiyonunu ele alahm.

d-% dig1/?
[dz]=% [dz]3
=12 _ d-} I(3)

-1/2 _

11.1
dz]-3 T(0) (11.165)
= g~1/2 (11.166)
£ 0 (11.167)
olacagindan, (11.158) gart1 saglanmayacag igin,
d-% dig~1/2
ldz]%  [da]? (11.168)
d-3+ig=1/2  g-i+d |, dmi [digm/?
B A AN
formiild kullamimalidir. Burada,
diz—1/2 6
—_— = 111
[dx]3 ( 9)
olacagindan,
d_% d%x_l/z
=0 11.17
ldz] 2 { [dz]® } (179
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olacaktir. Bu da
d-% diz—1/2
(da] % (o]}
aitty  aipd {z_m_ d [djz‘x'lﬂ}}

(11.171)

[d:z;]_é“*'z [dz]72 it+i [dx]‘% [dx]Jz‘
12 g1 (11.172)
0 (11.173)

verir.
Ornek (11.3) Diferintegrallerin tersi:
f==z (11.174)
fonksiyonunu @ = 2 ve a = 0 degerleri icin ele alahm.
d’z
—_— = 11.175

olacagindan, beklentimizin diginda olarak
d? d°z
[dz]~2 [dz]?

bulunacaktir. Sorun, f = z fonksiyonunun (11.158) bagintisim sagla-
mamasindan kaynaklanmaktadir.

=0 (11.176)

11.4.6 Leibniz Kural:
f ve g gibi iki fonksiyonun ¢arpiminin diferintegrali genel bir ¢ degeri i¢in,

_dfgl _ (4 deif dig
[d(z —a))9 _1;0 < j ) [z — )7 [d(z — a)p (11.177)

formiilii ile hesaplanir.

11.5 Baz1 Fonksiyonlarin Diferintegralleri

11.5.1 Sabit Bir Saywman Diferintegrali
Once 1 sayisim ele alalim. Griinwald tanmmim (11.39) dogrudan uygularsak,

__d_q[L_ - q = T(j—q)
[d(z — a))d Nh_m{ o a] Z _—_I‘(] +F1)T(=q) } (11.178)
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olacaktir. Buradan da gama fonksiyonunun &zelliklerini kullanarak,

_dm N ., T(N-gq)

[d(z —a)l? Nh_I.noo{[m_a] T —q)I‘(N)} (11.179)
. [r—a]
T T(l-9)

buluruz. Kolayca goriildiigii gibi, ¢’nun tamsayi degerler aldigi durumlarda
bu formiil beklenen sonuclar1 vermektedir. Herhangi bir C' sabit saysi icin
ise,

@0 _, @l _le—d

[d(z — a)]2 - [d(z — a)}d ““T-9 (11.180)

olacaktir.

11.5.2 [z — a] Fonksiyonunun Diferintegrali

(z — a) fonksiyonunun diferintegralini (11.39) formiiltinit kullanarak bula-
biliriz:

di[z — a] ) N 19 Fj—q) (Nz—jz+ja
Az o)~ mt [x—a] z:r( qF(J+1)[ N al},

(11.181)
- qN ! TI'(G-gq
= [z—aq] [ lim { Z m}
=
g (e Z e e 1)}] (11.182)

geklinde yazalim. Buradan gama fonksiyonlarinin 8zelliklerini kullanarak
sonucu buluruz:

diz — a] 1-q [ 1 1 ]
— = [z—a + ,  (11.183
de—ar - 4 Famg TTe-g) M
z —a|'™9
= ——[I‘(2 _] - (11.184)
Aymn diferintegrali Riemann-Liouville tamm ile de bulmak icin,
q — T ! !
diz—a] 1 [/ — a]dz (11.185)

[d(z — a))e . I'(~q) Jo [z—a/]t!
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yazalim. Burada g < 0 degerleri i¢cin w =z — z' doniisiimiini yaparak,

dq[z._a] & T—-a -'l:—a— dw
[d(z—a)s r*( ) / PP T (11.186)

[ [
oy W) [[”” zolif, plew a]l_q] (11.188)

I'(-g) | -« l—q
1—
_[z=a (11.189)
(~dlll — gT'(—9)
yazariz. Buradan da
dlz—~a] [z—a]'™?
= <0 11.190
de—aF ~ Te-9 ° (11150
bulunacaktir.
g > 0 degerleri igin ise, (11.40) formiltinti kullanarak,
dlz—a] _ 4" ﬂ[i____a’]_] (11.191)
iz —a) ~ do |[d—-a)
yazar ve n'yi ¢ — n < 0 olacak sekilde segersek,
¢z —a] _ [e—a """ (11.192)
[d(z—a)j™  T(2-q+n)’
olacaktir. Bunu da (11.191) formiiliinde kullanarak
dlz—~a] _ d* [z — a]l—q+n} (11.193)
[d(z—a)s  da" |T(2—-q+n)
_T2—g+n) [z’ (11.194)
I(2-gq) T(2-g+n)
1—
Y-l i (11.195)
I'(2-q)

buluruz. Bu sonug artik biitiin g degerleri icin gegerlidir.

11.5.8 [z —alP (p > —1) Fonksiyonunun Diferintegrali

Burada p tizerinde, p > —1 olmasmin diginda bagkaca hir kisitlama yoktur.

Riemann-Liouville tammi kullamlarak,
dz—af 1 ? [z' — alPdz’

[dz—a)¢  T(=q) Jo [z—2z]etD’ <0 (11.196)
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yazanz. Burada da z’ — a = v doniigiimiini kullamirsak
dlz—af 1 i vPdx’!
oo " TCD ), Foaa (L19m
olacaktir. $imdi de v = (z — a)u dénlgiimiini uygularsak,
dlz —al? _ (z—a)f¢ /1 » —g-1
= uP(1 —u) 977, g<0 11.198
oo = T Jo T Y

olur. Buradan ise, beta fonksiyonun (10.152) tanim ve onun gama fonksi-
yonu ile olan iligkisini kullanarak,

d?z — a]P g [z —a]P™e
[dz—a)le  T(-q)

B(p+1,—q), (11.199)

diz—a? T(p+1)z—alp?
[diz-a)le  T(-g+1)
buluruz. Bu sonug g > 0 degerleri icinde gegerlidir.

g<0, p>-1 (11.200)

11.5.4 [1 — z]P Fonksiyonunun Diferintegrali
Biitin p ve g degerleri igin gegerli olacak bir formiil bulmak igin
l-z=1~a-1(z—a) (11.201)

yazar ve binom aginimim kullanirsak,

I'p—-j+1)
olacaktir. Bunu da (11.200) formiiliiniide kullanarak
dil -zj?  (1—2x)P9

diz—-a)¢e  I(-q)

buluruz. Burada B, tamamlanmams beta fonksiyonudur.

(1—z)P = ;0 o Pet+l)  (yyi(1—ap-i(z—a) (11.202)

B:(—q,9 - D) (11.203)

11.5.5 exp(*z) Fonksiyonunun Diferintegrali
Ustel fonksiyonun seri agilimimi

exp(£z) = ,2:6 FEJ*,TI) (11.204)

seklinde yazar ve (11.99) formtlind kullanirsak,

dexp(+z)  exp(*z) ,
R T (—q, %) (11.205)

elde ederiz. Burada v* tamamlanmamg gama fonksiyonudur.
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11.5.6 In(z) Fonksiyonunun Diferintegrali
Biitiin g degerleri igin In(z) fonksiyonunun diferintegrali

d?1n(z) :z:‘
drd

-7[111(9’) v -1 -9l (11.206)

olarak verilir. Burada Euler sab1t1 olarak bilinen + 'mn degeri 0.5772157
ve 9(z) fonksiyonu da

1 dl(z)

OR (11.207)

¥(z) =

olarak tamimlanmigtir.

11.5.7 Sik¢a Kullanilan Yari-integral ve Yari-tirevler

Bu bslimde uygulamalarda sikga karsilailan bazi fonksiyonlarin g = :i:%
i¢in diferintegrallerini verecegiz:

f d? f/lda]* d~3 f/[ds] "
C C/v/mx 2Cw/x/7r
1/3 0
vz VT/2 x\/—/z
T 2\/z/m 3232 /m
2 (u> 1) | [D(p+1)/T(u+1/2)]e#~V2 | T(u+1)/T(u +3/D)]am+1/2
exp(z) 1/y/nz + exp(z) erf(y/x) exp(z) erf(v/z)
Inz In(4z)//7x 2+/m/x|In(4z) —

11.6 Diferintegrallerle Matematik Teknikler

11.6.1 Diferintegrallerin Laplace Dondigtimi

Bu boliimde biitiin g degerleri igin % diferintegralinin Laplace déntistiminti
bulacagiz. Laplace doniiglimi

dmn} / o=t (11.208)
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seklinde tammlamr. ¢’nun tamsay1 degerler aldii durumlarda tiirev ve in-
tegralin Laplace doniigtimleri,

n n—1
{Zx£ — Snf{f} N\ an—l—k%(()), n=1,2,3...(11.209)
k=0
3y = srehn=012,. (11:210)

olarak verilirler. Bu iki denklem tek bir ¢at1 altinda

av f Y lelek:f
=8 £{f} - Zs 1% ) N =0,+1,+2,+3.....

(11.211)

seklinde ifade edilebilir. Burada tist limit N — 1 sayisindan biiytik herhangi
bir tamsay1 ile deffistirilebilir. Biz simdi bu ifadenin ¢’nun biitin degerleri
icin gecerli olan geklinin, agagidaki gibi verilebilecegini gtsterecegiz:

-1 =
n k:d 1-k

£8Ly = ey - > o O (11.212)

Burada n, n — 1 < g < n olacak sekilde segilecek bir tamsayidir.
Yukarida verilen Laplace doniigiimiinit gostermek icin 6énce ¢ < 0 duru-
munda Riemann-Liouville tanimini yazalim:

dif 1 T f(z")dz'
T / e 4<0 (11.213)
Laplace déniigiimii i¢gin konvolusyon teoremini,
£ ' ite - )} = £RVEC 1) (11.214)
seklinde yazar ve fi(z) = == ve fz(x) f(z) alrsak,
oGl = ot e(n )
= s£{f)

bulunacaktir. ¢ < 0 degerleri i¢in (11.212) ifadesindeki toplam bog olacagin-
dan, bu bize (11.212) ifadesinin biitiin ¢ < 0 degerleri icin gegerli oldugunu
gbsterir.

g > 0 degerleri icin ise, Grtinwald ve Riemann-Liouville tamimlarinin
sagladig (11.40) sarti yazar,

o ay
dz™ dza-m  dz?

(11.216)




202 11. KESIRLI TUREV ve INTEGRAL: DIFERINTEGRALLER

ve n tamsayisim
I'n.—1<q<n (11.217)

olacak gekilde segeriz. Simdi, (11 216) formiiliniin Laplace dénilisiimiinii
alirsak,

Y /
£ {Ez‘a}
an [de-n
iy { = [ dxq_f: ]} (11.218)

dn.lk

gt . dr
=35 £{d:cq*"} Z e [d:vq*"} 0) ¢g-n<0

Bulunacaktir. ¢ — n < 0 oldugundan sagdaki ilk terim, (11.213-215) denk-
lemlerinden s?.£{f} olarak bulunur. n — 1 — k tamsay1 degerler aldifindan

@l ] (0) ifadesi ise, ¢ — n < 0 gart1 ve

dza=n

(2.216) birlestirme formultt yardim ile d——{-(O) seklinde yazilirsa,

g~ 1

toplama isareti altindaki j"ﬂ—_llik [

da—1-k

f{%«;}*su’{f} ZS P k(O) 0<g#1,23 (11.219)

elde edilecektir. g'nun tamsay: degerler aldig1 durumlar ise, (11.217) sartinm
yerine n — 1 < ¢ < n alinarak kolayca saglanir.

Ornek (11.4) Isi transfer denklemi: Tek boyutta yar: sonsuz bir madde
icin 181 transferi denklemini yazalim:

T (z,t) K82T(1:, t)
ot 8z2
Burada K, maddenin 1s1 iletkenlik katsayisi, yogunluk ve 8zgill is1sia

bagli bir sabittir. T'(x,t)’de yerel ve ortam sicakh@min farkidir. Siur
sartlan olarak da

(11.220)

T(z,0) = O, (11.221)
T(0,t) = 0 (11.222)
alahm. (11.220) denkleminin t'ye gére Laplace donilgiimiini ahrsak,
OT(z,t)\ _ 0%T (z,t)
£{—&—}_K.{:{—8x2—}, (11.223)
8T (z, s)

sT(z,8) — T(z,0) = K (11.224)

Oz
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~ 8T (z, s)
olacaktir. Bunun ¢tziimil de agagidaki gibi hemen yazilabilir:
T(z,s) = F(s)e™>V® (11.226)

F(s) ise, (11.222) baglangig sartimin Laplace dénitgiimil yani,
F(s) = £{T(0,t)} (11.227)

olmakla birlikte, bir ¢ok milhendislik uygulamasinda énemli olan

_ T (z,t)
J(a,t) = —K=22 (11.228)
olarak verilen 151 akisidir: Ozellikle de
 OT@1)
= 11.22
s --x Z2Y| (11.220)

olarak verilen ytizeydeki 1s1 akisidir. Onun igin (11.226) denkleminin
z’e tilrevini alalim:

97% = —/3F(s)e~"V? (11.230)
ve bu denklem ile (11.226) arasinda F(s) fonksiyonunu yok edelim:

%ﬁl = —/5T(z, 5) (11.231)

Simdi (11.219) denklemine d6nersek ve n = 1 secersek,

d2T(z,t d~1/27(z,0
{%} =52 £{T(=,t)} - ﬁ (11.232)

yazabiliriz. Ikinci terimin sifir oldugunu varsayarsak,

T
£{d1 dflfz’t—)} = &2L{T(z,t)}  (11.233)

= sY2T(z,s)

olacaktir. Sag tarafta (11.231) sonucunu kullanir ve ters Laplace dénii-
siimtind de alirsak,

d'/?T(z,t) 0T (z,t)
=~ (11.234)
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elde edilir. Bunu da 1s1 akis1 ifadesinde kullanirsak,

J0,) = -xZ&Y (11.235)
' ! Oz z=0
X 1/2
\ L A L) 1;52"5) (11.236)
\ '{ dt

bulunacaktir. Bﬁ da’ aramlan 1s1 akisimin deneysel olarak ¢ok daha
kolay olgiilebilen yiizey sicaklik dagihmindan diferintegral yardim ile
bulunabilecegini g¥sterir (Oldham ve Spaniard).

11.6.2 Swradisy Diferansiyel Denklemler

Bir fonksiyonun diferintegrallerini igeren denklemlere siradigi diferansiyel
denklem deriz. dogal olarak bu tiir denklemlerin de ¢tztimleri birtakim
sabitler ve integraller icerecektir. En basit sira digi diferansiyel denklem
olarak

def

= F(z) (11.237)
yazabiliriz. Burada @ herhangi bir say1, F(z) bilinen bir fonksiyon, f(z) ise,
bulunacak olan fonksiyondur. Kolaylik olsun diye a sifir olarak alinmgtir.
Bu denklemin ¢8ziimiinii kolayca

d—QF

—a (11.238)

f(z) =

olarak yazmak isteyebiliriz. Ancak, daha tnce de gtrdiifiimiiz gibi, d‘i__o

Q .
ve Ed;g operatérleri sadece

e
dz—Q dzQ ~

0 (11.239)

sart1 saglandifinda birbirlerinin tersidirler (11.158). Bundan dolay:, siradist
diferansiyel denklemler genelde ¢tziimii ¢ok daha zor denklemlerdir.
Bilimin birgok dalinda kargimiza gikan

dz(t) .
= oz (11.240)

tipi bir evrilme denkleminin ¢8ziimil n» = 1 igin,
z(t) = zg exp(—at) (11.241)
olarak istel fonksiyon cinsinden verilir. n # 1 igin ¢6ziimil ise,

()" = a(n — 1)(t — to) (11.242)
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olarak t’nin kuvvetlerine bagh olacaktir. Bu denklemi

dix n

seklinde siradig1 bir denklem olarak yazarsak, ¢ziimleri kuvvet bagimlilig
ile ustel fonksiyon arasinda yer alan Mittag-Leffler fonksiyonlar: cinsinden,

2(t) = zoEy[(—at)7] (11.244)

seklinde olacaktir.

11.6.3 Mittag-Leffler Fonksiyonlar:

Mittag-Leffler fonksiyonlariyla biyoloji, kimya, kinetik teorisi ve Brown
hareketi gibi pek ¢ok bilim dahnda kargilagilir ve

oo IEk
Ea(:z:) = g ml—) (11245)

serisi ile tammlanirlar (Sekil (11.5)). Mittag-Leffler fonksiyonlarn o’nin baz

4 _Ez(x)

Es(x)

Ey(%)
E5(x)

Ey(x)

SEKIL 11.5. Mittag-Leffler fonksiyonlar:
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tamsay1 degerleri igin

Eo(z) = I——]!_x
Ei(z) = exp(x);
Ey(z) = cosh(yfz) (11.246)

Es) = Slexo(Y2)+ 2ep(~a/2) cos L ¥7)
Euz) = 3lcos(¥%)+ cosh(¥3)]

olarak verilirler. Mittag-Leffler fonksiyonunun sik kullanilan o = 1/2 degeri
icin yazimi ise, hata fonksiyonu cinsinden

E1/2(z) = exp(z?)[1 + erf(z)], >0 (11.247)
olarak verilir.

11.6.4 Yanr Diferansiyel Denklemler

Burada uygulamalarda sikca karsilagilan yan diferansiyel denklemlerden
drnekler verecegiz. Bu tur denklemler,

3 3/2
Z’; +sin(z) z /£ exp(2), (11.248)
Hf g €1 e L (11.249)

dz—1/2 ~ T dz3/2

gibi ifade edilen ve bilinmeyen fonksiyonun yar: diferintegralini iceren den-
klemlerdir. Ancak, F(z)’in bilinen bir fonksiyon oldugu
d4 f d3 f d32F

A gt =T (11.250)

denklemi, yan diferansiyel denklem sayilmaz.

Ornek (11.5) Yar: diferansiyel denklem ¢éziimii: Bu tir denklem-
lere 8rnek olarak,
d1/2
il +f=0 (11.251)

denklemini ele alahm. ﬁ operatdriinii bu denkleme uygular ve
(11.159) birlegtirme 8zelligini kullamrsak,

df a2, 4% L
i Ciz + d:cl/?f =0 (11.252)
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olacaktir. Buradan da (11.251) denklemini tekrar kullanarak,

9 —3/2
——f=Cu (11.253)

yazariz. Bu birinci dereceden siradan bir diferansiyel denklemdir. Belli
ybntemler kullamlarak ¢ztimi

f(z) = Cexp(z) + C1 exp(z) /Oz exp(—-:c')x_s/zdx’ (11.254)

olarak elde edilir. Burada gagirtici olan, ¢6zlimin iki integral sabiti ve
yakinsak olmayan bir integral icermesidir. Ancak bu integralin degeri,

—T

Y (c,z) = % /cz"’_l exp(—z')dz’ (11.255)

= exp(—z) Z 1“(3 T D) (11.256)

olarak tanmimlanan tamamlanmamig gama fonksiyonu ile tanimh du-
ruma getirilebilir. Burada v*(c,z), ¢ ve z’in tek degerli analitik bir
fonksiyonudur. Burada kullanacagimiz

v (c—-1,z) = zv*(c,z) + exgg;—):v) (11.257)
bagintis1 ve
7*(%,90) = % (11.258)
deferi ile yakinsak olmayan
[= /01 exp(—z')z 3/ %d (11.259)
integralinin degerini
I = -2y/merf(\/z) — 2%:2 (11.260)

olarak belirleriz. Bunu (11.254) denkleminde yerine koyarsak, ¢tztimde
agagidaki gibi bulunacaktir:

f(@)
= Cexp(z) - 2C; exp(z)[v/7erf(v/z) + %ﬁl](ll.%l)
2C,

= Cexp(z) — 2C1y/rmexp(z) erf(v/xz) — T (11.262)
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Bu ¢oziimiin hala iki integral sabiti icermektedir. (11.251) denklemi-
nin saglandigim gérmek igin, 6nce yar1 diferintegralini alahm:
4

a2y C g o
B e - A/l

Bunu da (11.251) derfkleminde yerine koyarsak,

1

\—/—0_7;; + Cexp(z) erf(v/z) — 2C1v/mexp(z) (11.263)
= 2—% + 2y/mC1 exp(z) erf(v/z) — Cexp(z)

bulunacaktir. Bu da bize C ve C; arasinda

- L o (11.264)

s
bagntisini verir. Sonug olarak da tek bir integrasyon sabiti iceren
¢dziimi buluruz:

f() = Clexp(z) (1 - erf(v/3)) — 1/v/7z). (11.265)

11.6.5 Belirli Integrallerin Alinmasinda Diferintegrallerin
Kullanims

Daha 6nce kompleks analiz teknikleri kullanarak baz belirli integrallerin
nasil alinabilecegini gérmiistitk. Bu konuda diferintegrallerden de yararlana-
biliriz. 2? fonksiyonunun diferintegralini Riemann-Liouville tanimi (11.70-
71) ve

' =z—z\ (11.266)
doniigiimii ile yazarsak,
dizd 1 11— A)2dA
7 = = Jo St (11.267)
= D(g+1)
buluruz. Burada
t=—1n(}) (11.268)
olarak bir doniisim daha yaparsak,
e dt
—_—— 11.269
| m (11269

I'(—g)T(q+1)
= mcesc(gm)
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buluruz ki, bu sonucun bagka ysntemlerle elde edilmesi oldukca zordur.
Riemann-Liouville taniminda (11.266) doniistimiinii herhangi bir fonksiyon

icin yaparsak,
T—a P dqf
/ flz —zA)d(A"7) =T(1 — q)z75=, g<0 (11.270)
0 dz?’ .

elde ederiz. Ayrica, A™? — t ve —1/q — p degisimlerini de yaparak ( p
pozitiftir ancak, tamsay1 olmak zorunda degildir) baz: belirli integrallerin
ahinmasinda ¢ok yararh olan,

L/» d-Yrf

/ fla — at?)dt = r(p: SR (11.271)
0

formiiliinii buluruz. Ozel bir durum olarak bu formiilde z = 1 segilirse,

1/p
= +1.d-Vrf
/ F(1—tP)dt = F(ET)—d—:—ETI/_I’lI:l (11.272)
0

bulunacaktir.

Ornek (11.6) Diferintegraller ve belirli integrallerin hesaplanmas:
Diferintegral ytntemini kullanarak

1
/ exp(1 — t3/%)dt (11.273)
0

integralini hesaplayahim. (11.253) formtiliini kullanarak,

1 5 d—3/2e:z:
—$2/3 = Sy e~
/Oexp(l t%Ydt = I‘(2) =y |z=1

= 3 Vrlotp(a) (V) = 2y Z1oms
= 1.5451 (11.274)

buluruz.

1972 yilinda Osler diferintegraller yardim ile baz belirli integralleri al-
mamizda yardime: olabilecek Leibniz kurahmn (11.177),

difgl _ [ ¢ & dMyg
= () e GL212)

seklinde verilen integral halini vermistir. Burada < herhangi bir sayidir.
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Ornek (11.7) Diferintegraller ve belirli integrallerin hesaplanmasi:
1‘, I3
Yukaridaki formiilde f = z?, g = zF, v = 0 segersek,

- . (g4 1I'(p+ 1I(P + 1)dr

_ T(p+P+1)
T T(p+P-q+1)

buluruz. Burada da P =0 ve p — g+ 1 =1 segersek,

Tt sin(mA)d\ o
/_oo ATA+1I(g+1-X) T(g+1) (11.277)

elde ederiz.

11.6.6 Diferintegrallerin Serilerin Toplamlarnin
Bulunmasinda Kullanima

1970 yilinda Osler tarafindan verilen ve Leibniz kuralinin seri gekli olan

dfu(@)v(z)] _ i( q >uﬂ+_ (11.278)

dz9 Lo o\ nty ) dedT drrtn
i I'(g+1) da=7ky drtky
= Tl@—7v—n+1)I(y+n+1)dzr-r-k dzr+k

formiill ise, baz1 serilerin toplamlarima bulmada ¢ok yararlidir. Burada «
herhangi bir sayilir.

Ornek (11.8) Diferintegraller yardima ile seri toplamlarnin hesabu:
Yukaridaki formiilde u = zP, v = zF, v = 0 segersek,

i Ig+1)I(p+1)[(P+1)
Dg—k+1)I'k+1)I'(p—q+k+1)I(P—k+1)

T(p+P+1)
11.2
F'p+P—q+1) (11:279)

buluruz.
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11.6.7 Ozel Fonksiyonlarwn Diferintegraller ile Ifadeleri

Osler 1970 yihnda (11.278) formiilii yardimu ile hipergeometric fonksiyonlar
ile baz1 ¢zel fonksiyonlarin da diferintegral olarak ifadelerini verir:

(Hipergeometrik Fonksiyon)

_ D(y)z! @fr [ oP1
F(a;ﬂ1 Y, IE) sl F(ﬂ) d:z:[""’Y (1 - .’L‘)a ’

(Konfluent Hipergeometrik Fonksiyon)

[(y)z!— d*=7

x, a—1
(@ dor &% )

M(a,v,2) =

(Bessel Fonksiyonu)

v d7v712 scosz
Me) = prmaan (g )
(Legendre Fonksiyonu) :
1 a’ 2\v
B@) = moinpaa—ap )

(Tamamlanmamag gama Fonksiyonu)
d—%e*
dz—e’

Y(@2) = T(a)e™

11.7 Diferintegrallerin Fen ve Miihendislikte
Uygulamalari

11.7.1 Siirekli Zamanda. Geligigiizel Dolagim- CTRW

Difiizyon denkleminin maddenin korunumu prensibinden hareket edilerek

de(,1) )
e = V. T (7,1 (11.280)

seklinde verildigini g&rmustik. Burada 7(?’,1&) akim, ¢(7,t) ise, kon-
santrasyondur. Akim dogal olarak konsantrasyonun degigimi ile bagintih
olacagindan ilk yaklagim olarak,

Pi=lkVe (k[%] diftizyon sabitidir.) (11.281)

alabiliriz. Bu durumda (11.280) denklemi de
&;’9 = kV2¢(7, 1) (11.282)
olacaktir. Einstein maddenin molekiiler yapisii kanitlamak igin, siv1 iginde

askida duran pargaciklarin Brown hareketi olarak bilinen geligigtizel hareket-
lerini inceler. Bu hareketler sivi molekiillerinin geligi giizel garpmalar sonucu
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olusmaktadir. Difitzyon olay: ise, bir ¢ok pargaciin aym anda Brown hareke-
tinde bulunmas: oldugundan, ¢(7,t)’yi dagilan toplam pargacik sayisina
bélersek,

P(?,j: %c(?’,t)
olarak gosterecegimiz ve tek bir parcacigin 7 noktasinda ve ¢ annda
bulunma olasihgim veren P(7,t) bulunur. Dolayis: ile P(7,t), kon-
santrasyon ile ayn1 denklemi saglayacaktir:
—

%_ﬂl = kV2P(7 ). (11.283)
Baglangigta merkeze yerlestirilmig bir parcacik i¢in d-boyutta (11.283) denk-
leminin ¢dzlimii

1 r2

P(7,t) = W exp(—m) (11.284)
olarak bulunur. Parcacigin gelisigiizel hareketinde ortalama yol
< () >= / P P(P,)d7 =0 (11.285)
olmasina ragmen, yolun karesinin ortalamasi
<rit) >= / r2P(7,t)d7 = 2kdt (11.286)
olacaktir. Bu denklemde ilging olan sistemin 8lgeginin,
<r?>xt (11.287)

seklinde oldugudur. Parcacigin zamanla merkezden itibaren katettigi yolun
kok degeri ise,

V<rZ> o tt/? (11.288)

olacaktir. Sekil (11.6)’da Einstein geligigiizel dolagimda veya Brown hareke-
tinde zamana bagh olarak < r? > gosterilmektedir. Burada pargacik her
yonden simetrik olarak geligigiizel garpmalara maruz kalmasma ragmen,
zamanla (11.288) bagintis: ile merkezden uzaklasmaktadir.

Einstein teorisinde adimlar belli araliklar ile atilmaktadir. Son zaman-
larda bu varsayim degistirilerek sitrekli zamanda geligigtizel dolagim (con-
tinuous time random walk: CTRW) olarak bilinen teoriler ortaya atilmigtir.
Bu teorilerde adimlar belli araliklar yerine U(t) ile gosterilen ve zamanda
bekleme dagilimi olarak bilinen bir dagilima gore atilmaktadir. Bu dagilim,
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SEKIL 11.6. Geligigiizel dolasim ve CTRW

sistemdeki engelleri, gecikmeleri ve tuzaklar igereceginden bir anlamda sis-
temin hafizasimn geligiglizel dolasima etkisi olarak diigiintlebilir. Sistemin
ortalama bekleme siiresini veren

r= / $U(t)dt (11.289)

integrali sonlu olursa, CTRW teorisinde (11.283) denklemi, diftizyon sabiti
a? /27 olarak alinarak kullanilir. Ancak, averaj bekleme siiresi iraksak olursa,
durum dramatik olarak degigir. Ornein:

1
‘I’(t) o¢ W o<a<l (11290)

gibi bir zamanda bekleme dagihm alirsak,
<r? > t® (11.291)

olacaktir. Burada zamanla alinan yol, a < 1 igin difiizyon alt1 (subdiffusion)
olarak bilinir ve Einstein teorisindekinden daha az yol kat edilir. o > 1 hali
ise, stiper difiizyon durumu olarak bilinir ve daha ¢ok yol ahmr. Difiizyon
alt1 durumlarda, Sekil (11.6)’da gorildiigii gibi adumlar arasi siire degistigi
gibi, siitten agz1 yanan yogurdu iifleyerek yer drnegi, baz1 adimlardan &nce
sistem uzun stire bekleyebilmektedir. Bu yiizden CRTW teorilerinin finans
konularinda ve deprem biliminde ilging uygulamalar beklenmelidir. a =
1/2 deferi icin alinan yolun kék degeri

V<r?> ot/ (11.292)




214 11. KESIRLI TUREV ve INTEGRAL::-DIFERINTEGRALLER

olmakta ve P(7,t) fonksiyonu da Sekil (11.7)’de goruldugd gibi Gauss
egrisi yerine kizilay gadir1 seklinde olmaktadir.

pix, 1)
px, t)

I1.7. Geligigiizel dolagim ve CTRW teorisinde olasihik dagilimi.

wesirli tiirevlerin diftzyon teorisinde kullammi ise, CRTW teorisi il‘e
-ahgilan siradigi diftizyon olaylarimn aym zamanda da (11.283) denklemi-
nin,

o1teP(7,t)
o))+
seklinde ifade edilen diferintegralli hali ile ahgilabilmesidir. Bu yaklagimin

bir bagka avantaji da ¢tztimil bilinen basit durumlarin kolayca siradig1 du-
rumlara uyarlanabilmesidir.

= ko V2P(7,t), a herhangi bir reel say1 (11.293)

11.7.2 Kesirli Fokker-Planck Denklemleri

Standart diftizyon denkleminde parcaciklar molekiillerin birbirinden bagu.n—
s1z ve rasgele carpmalan sonucu hareket ederler. Ancak, gogu zaman Sis-
tem tizerinde f(7,t) gibi dngorilebilen bir dig kuvvet de vardir. Bunun da
akima etkisi,

T (7,t) = ~kV P(7P,t) + pf(7,t)P(T,1) (11.294)
olarak ifade edilir. Bu kuvvetin etkisi ile diftizyon denklemi Fokker-Planck
denklemi olarak bilinen

-
a—P—(a%ﬁ = V.(kVP(7,t) — pf(7,1)P(7,1)) (11.295)

geklini alir. - .
U= %bzz gibi bir harmonik salimc1 potansiyelinin etkisi altindaki bir
diftizyon olayim incelersek, t = 0 amnda belli bir noktada yogunlagmg olan
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pargaciklarin zamana gére dagilimu Sekil (11.8)’de agik renkle gosterildigi
gibi olacaktir. Aym olay1 Fokker-Planck denklemini

14+a -
i V.(kVP(P,t) — uf(7,t)P(7,1)) (11.296)

[B(e) +
seklinde zamana gore diferintegral operatdrii cinsinden yazar ve o = 1/2
icin ¢dzersek, Sekil (11.8)’de koyu renkle gtsterilen dagilimi buluruz. Her
iki durumda da dagilm zamanla Gauss dagilimina doniisecektir. Normal
diftizyonda dagilim her zaman Gauss egrisidir, ancak o = 1/2 durumunda
denge haline ulagmas) uzun zaman alacag gibi, baglangictaki dagilim Gauss
egrisinden ¢ok farkli olup, CTRW &zelligi tagimaktadir (Sokolov I.M., Klafter
J. & Blumen A (2002))

plx,t=0) 0.81 p(x,t=0.25)0.8
0.6 0.6
0.4
021
X X
32 1012 3 321 012 3
px,t=1) 084 pix,t=4) 081
0.6 0.61
0. 0.
10.2 10.2
X X
32101 2 3 321012 3

SEKIL 11.8. Fokker-Planck denkleminin ¢éziimii

Stiper difiizyon olarak bilinen & > 1 durumunun yaninda, Fokker-Plank
denkleminde diferintegrallerin kullamimasi sadece zamana gbre tiirevle simr-
li defildir. Uzay ve zamanda birbirlerinden gok uzak noktalar: ve bolgeleri
iligkilendiren Levy siiregleri ve kaotik diftizyon ile yakindan ilgili olarak,
konuma bagh tiirevlerin de diferintegralle degigtirilmesi tizerinde yogun
cahisilan problemler arasindadir.
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11.8 Problemler

1. Asagida verilen diferintegralinin biitiin g degerleri igin gegerli oldugunu
gbsteriniz: p
Az —alP._ T(p'% 1)z — P~
[diz—a)Js"  Flp—q+1)

p>—1.

dL gl _ (1-z)
[d(z —a)]? I'(-gq)

olarak verdigimiz (11.203) formiiliini ¢ikarimz.

B:(—q,9—p)

3. Ustel fonksiyonunun Diferintegralinin

d?exp(tz) _ exp(£z) .,
el e A O D)

oldugunu gésteriniz.

4. Asagidaki formiilde toplamdaki tist limitin (g—1)’den buyitk herhangi
bir say1 ile degigtirilebilecegini gdsteriniz:

daif da-1-k
£{:i;‘1— = s7£{f} - Zs dpa—1— k(O) q=0,%1,£2, +3..... .
5.
af  dl/2f
dz T agz ~2 =0

olarak verilen yar: diferansiyel denkleminin ¢6ziimitniin,
flz) = —3C—(2 exp(4z) erf ¢(24/z) + exp(z) erf ¢(—/7)),
erfc(z) = 1-—erf(z)
oldugunu gosteriniz.

6. Agagida verilen integrali diferintegral tekni#i ile aliniz:

1
/ sin(v/1 — £2)dt = 0.69123
0

12
SONSUZ SERILER

Fizik ve milthendislik uygulamalarinda zaman zaman fiziksel veya mate-
matiksel zelliklerin sonsuz seriler olarak karsimza giktiklanm goriiriiz.
Bazen de diferansiyel veya integral denklemleri ancak seriler yaklagim ile
¢bzmek milmkiin olur. Seriler ile ¢ahgirken bir serinin yakinsak olup ol-
mamasi kadar, toplaminin da ne oldugu bizim i¢in $nemlidir. Bu btliimde
dnce verilen bir serinin yakinsakhiginin nasil kontrol edilecegini ve yakinsak
ise, analitik olarak toplamimin nasil bulunacagini gtrecegiz. Baz1 uygula-
malarda ¢ok yararh olan asimtotik seriler konusuna deginecegimiz gibi, se-
rilerle yakindan ilgili olan sonsuz ¢arpimlar konusu da iglenecektir. Ayrica,
bazen fizikte karsilagilan iraksak serilerden renormalizasyon yontemi ile
nasil sonlu ve anlamh sonuclarin ¢ikarilabilecegini gérecegiz.

12.1 Bir Serinin Yakinsakhigi

Genel terimi a, olan bir sonsuz seri
[o o]
Zan:al +ag+ ..., (12.1)
n=1

seklinde yazilir. Bu serinin ilk N teriminin toplamina serinin N. kismi
toplamu denir. Bu serinin N. kismi toplarmimin bir limiti var ise, yani

N’*oo (Z an) — S (12.2)

ise, seri yakinsaktir. Bu limite de serinin toplami denir ve kisaca

i an =S (12.3)

n=1

seklinde yazilir. Yakinsak olmayan bir seri wraksaktir. Yakinsak olan bir seri
icin her zaman

lim a, — 0 _ (12.4)

n—00

gart1 dogrudur. Fakat bu gart: saglayan her seri yakinsak degildir.
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Ornek (12.1) Harmonik seri: Harmonik seri,

Z°° 1
. a,,n, Qp = —
n

n=l
E
olarak verilir. Genel terimi n — co limitinde sifira gitmesine ragmen
rraksaktir. 4

12.2 Mutlak Yakinsak Seriler

Bir serinin terimlerinin mutlak degerleri alinarak,

oo

> lan| (12.5)

n=1

seklinde kurulmug seri yakinsak ise, serinin mutlak yakinsak oldugu stylenir.
Mutlak yakinsak olan bir serinin kendisi de yakinsaktir ama bu ifadenin
tersi her zaman dogru degildir. Eger bir serinin kendisi yakinsak, fakat
mutlak yakinsak degilse, o seriye garth yakmsaktir denir.

Ornek (12.2) Sarth yaknsak seriler:

oo

1= =S (), (12.6)

n=1

toplami In2 olan yakinsak bir seridir. Ancak, mutlak yakinsak ol-
madigindan buna garth yakinsak bir seri denir.

12.3 Yakinsakhk Testleri

Verilen bir serinin yakinsak olup olmadi1 agagida verilen testler kullanilarak
belirlenebilir. Bu testler zorluk sirasina gore verilmis olup pratikte en gok
kullamlanlardir. Onerilen yontem ise, ise en basit test ile baglamak, eger
sonug almamazsa sirasi ile daha geligmis testler uygulamaktir. Asagidaki
testler, aksi belirtilmedikge, mutlak degerler alindifindan veya pozitif te-
rimlerden olugan seriler dustintildtigiinden mutlak yakinsakligi kontrol e-
derler.

12.8.1 Kargilastirma Testi:

Genel terimleri a,, ve b, olan iki seri verilmis olsun. Eger her n > 1 igin
lan| < |bn| ise ve 3 oo |bn| yakinsaksa, 3 o, a, serisi de yakinsaktr.
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Ornek (12.3) Kargilagtirma testi: Genel terimi a, = n™? ve p =
0.999 ile verilen bir seriyi ele alahm. Kargilagtirmak icin genel terimi
b, =n~! olan harmonik seriyi kullanirsak, n > 1 igin n~1 < n~0-999
olacafindan ve harmonik seri iraksak oldugundan, Y ->  n~P serisi
de 1raksaktir.

12.3.2  Oran Testi:
Y02, an serisinde, her n > 1 igin a,, # 0 olsun. Asagida verilen,

An41 i
Qn

lim
n—oo

(12.7)

limitinde r < 1 olursa seri yakinsak, r > 1 icin raksaktir. r =1 icin ise,
bu test sonug vermez.

12.3.3 Cauchy Kok Testi:

Y ooq G serisi igin

li'n;o m =1 (12.8)

n

limiti bulunursa, [ < 1 degerleri igin seri yakinsak, ! > 1 degerleri icin ise
wraksaktir. { = 1 igin bu test sonug vermez.

12.8.4 Integral Testi:

Genel terimi a, = f(n) olan pozitif terimli bir seri verilmis olsun. n > 1
igin f(n) stirekli ve monoton azalan (f(n+1) < f(n)) bir fonksiyon
ise, fl f (z)dz integrali sonlu bir say1 olursa seri yakinsak, sonsuz olursa
raksaktir.

fspat

Sekil (1.1)’den de goriilebilecegi gibi, verilen bir "o  a,
s.erisinin degerini alttan ve ustten agagidaki gibi simrlayabili-
riz:

N+1 oo
/1 f(z)dz <) an, (12.9)

Zan / f (@) de + a1, (12.10)

n=1

Bunlardan da anlagilabilecegi gibi, N — oo limitinde fl f(z)dz
integrali sonlu bir deger alirsa, E 1 @n serisi de yakinsak ola-
caktir.
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SEKIL 12.1. Bir serinin alttan ve iistten smirlandirilmasi.
Ornek (12.4) Integral testi:
1
3 +.. (12.11)

seklinde verilen Riemann Zeta fonks1yonunu ele alalim. Oran testini

kullanarak
Gntl  _ ( ke )s=<1+1>_3,
an n+1 n

~ 1-— f + ...(binom agilimz) (12.12)

E(s)_1+ ! + =

yazabiliriz. Yukaridaki denklemde n — oo limitinde a; Zntl 1 ola-
cagindan, oran testi bu serinin yakinsak olup olmadigim sbyleyemez
Ancak, integral testini kullanirsak

©dr  gmstl (™
/1 ¢ —s+1 1

s—1

00 s<1 = sert wraksak
(12.13)

{ -1 s>1 = seri yakinsak

sonucuna variriz.

12.3.5 Raabe Testi:
Pozitif terimli bir seri verilmis olsun (a, > 0). Asagidaki;

) a
lim n T 1) =
n—oo Qn41

=Y
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limitini bulduktan sonra, m > 1 degerleri i¢in seri yakinsak, m < 1 degerleri
igin ise, wraksaktir. m = 1 icin Raabe testi sonu¢ vermesz.

Ornek (12.5) Raabe testi: Y ooy 2 serisi igin oran testi bir sonug ver-
mez. Fakat, Raabe testini kullanilirsak,

() - ma() o

n

n—00

limitinden serinin yakisak oldugu goriiliir.

Raabe testi g0yle de ifade edilebilir: N, n’den bagimsiz verilen bir pozitif
tam say1 olsun. Blitin n > N degerleri i¢in n ( - 1) > P > 1 olursa

seri yakinsak, n ( 1) <1 ise, raksaktir.

Ornek (12.6) Raabe testi: Raabe testinin ikinci formu $°°° , 1 serisinin

n=1n

uaksak oldugunu belirler. Biitiin n degerleri icin n (——n— - 1) =

Qn41

n (2 — 1) = 1 oldugundan harmonik seri raksaktir.

Bu testlerden biri kullamlarak serilerin iraksak veya yakinsak olduguna
karar verilemiyorsa baz: bilinen teoremler de kullamlabilir.

12.3.6 Cauchy Teoremi :

Pozitif azalan terimlerden olugan (an > apy1 > ... > 0) S oo | Gn serisi
verilmis olsun. Bu durumda,

cac+c%az +cBas +...  (c tamsay) (12.15)
serisi de yukarndaki seri ile birlikte iraksak veya yakinsaktir.
Ornek (12.7) Cauchy teoremi: a >0 igin,

1 1 1 _i_l_
2In*2 " 3n*3  4ln*4 T Znkn®n

serisinin yakinsaklih Cauchy teoremi kullamlarak belirlenebilir. c'nin

deferini 2 olarak segersek, 2as+4a4 + 8ag + ... serisinin genel terimi
1 .1 01

P = (o2

olacagindan ve m},—z Sy ;1,,— serisi & > 1 icin yakinsak oldugun-

dan, verilen seri de @ > 1 i¢in yakinsaktir. @ < 1 igin iki seri de

wraksaktir.

2ka2k = 2k
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12.3.7 Gauss Testi ve Legendre Serisi : Bu orandaki son fonksiyonun O(Z;) oldugu, asagidaki limit he-
Genel gérintimit saplanarak rahatca goritlebilir:
’ L(I+1)(1+n) l(l+1)
20 02n oo G2n+122FL, z e [-1,1 12.16 12.21
> o G20 " Ve ,ﬂ_oaz +1% T €| ] ( ) Jm [4n2+2n—l(l+1)]n/(n2) ( )

seklinde olan Legendre serileginin her ikisinde de tekrarlama bagintist Sonuc beklendigi gibi sonlu bir sayidir. uﬁﬂ ifadesinde 1 = 1 oldugun-

dan, z = +1 noktalarindaLegendre serileri rraksaktir.
n-D(l+n+1)

Un+2 = Gn (n+1)(n+2) (12.17) Ornek (12.9) Chebychev serisi: Chebychev denklemini
olarak verilir. |z| #1 oldugunda, oran testi ile genel terimi u, = ag,z?" (1-z )@ _ :z:d +n2y =0, (12.22)
olan serisinin yakinsaklik testi agagidaki gibi kolayca yapilabilir (Diger seri dx? dz
de aym gekilde incelenir.): geklinde alarak, z € [—1, 1] aralfinda sonlu olan ¢dziimlerini Frobe-

nius seriler ydntemi ile bulahm . Asagidaki seri ¢dziimii ve tlirevierini;
2n+1 2
Unil  Q2np1® _(2n-D@2n+l+1)=

= 2 = (12.18) oo
Up ag,T-" (2n -+ 1) (2’n + 2) y o= Z akxk"'o‘, (12.23)
) Un o
Jim 2t 1219) Vo= S ate

k=0
Buradan z € (—1,1) aralifinda serinin yakimsak oldugu goriiliir. Ancak, ki o

T =+1 nokta.la.rmda)ora.n testi ile sonug alamayiz. Bu noktalarda Legendre & Z ai(k +0)(k + o — 1)z*+o2,
serisinin yakinsak olup olmadigina karar vermek icin daha gelismig bir test
olan ve agagida verilen Gauss testini kullanabiliriz: Chebychev denkleminde yerlerine koyarsak,
Gauss testi: ) u, pozitif terimli bir seri ise ve n > N (N verilen sabit

bir deger) icin,

<
Il

[o ] [e o]

Zak(k +a)(k+a—1)gkte2 Zak(k + a)(k + a — 1)zkt+e
N Y +0( ) i>0 (12.20) k=0 k=0
Un+1

seklinde ifade edilebiliyorsa (Burada 0 () nin anlamu: Verilen bir f (n) fonk-

oo o0
siyonu igin hmn—mo{f (n) /%} sonlu bir sayidir.), bu durumda > o o Un = g bra _ g 19,94
serisi, u > 1 igin yakinsak, u <1 icin ise, iraksak olacaktir. Zak(k +a)zt +n Eakz ( )

Ornek (12.8) Legendre serisi: Legendre serilerinin z = +1 noktalarin- bulunacaktir. Kisa bir diizenlemeden sonra, 8nce,
daki yakinsakligin1 Gauss testi ile inceleyelim: Hesaplanmas: gereken

oran asagidaki gibi bulunur: - -
i i aa(a—1)z* 2 +aja(a+1)z>! +Zak(k+a)(k+a—— 1)ghte—?

Un _ (2n+1)(2n4+2) = 4n?+6n+2 k=2
Ungr  (@n—0)(@n+1+1) 4n2+2n—1(1+1)

Un 1 Li+1)(1+n) ™kt 2 2] _
~14 = _ + ) akw n“ —(k+a)*| =0 (12.25)
Unt1 +'n,+[4n2+2n—l(l+1)]n ; [ ]
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denklemine ve sonra da

, o0
apa (@ —1)z* 2 + a1a (@+1)z> 1 + Zak+z(k +a+2)(k+ a4+ 1)zkt>
4 k=0
k4
\\‘ ,/‘»

+) aksa(k+a+ 2)(k+ a+ 1)zFte
k=0

+ Zaw’”‘" [n? = (k+a)?)] =0
k=0

(12.26)

denklemine ulagiriz. Burada z’in en kiigitk kuvvetinin katsayisim sifira
esgitleyerek indis denklemini buluruz:

aga (o — 1) =0. (12.27)
Diger terimlerin de katsayillarim sifira egitlersek,
ajo(a+1)=0 (12.28)
ve Tekrarlama bagintisi olarak da
(k + a)? — n?
—J = “ee 12.2
Bkt2 k+a+2)Ek+atl) ™ k=012.. , (1229

bulunacaktir. Indis denkleminde ag # 0 almrsa kskleri de o = 0
veya a = 1 olacaktir. &’ y1 sifir olarak segersek, tekrarlama bagintisi,

k2 —n?
e L — 12.
Q42 FrGTD™ (12.30)
ola,cagmdan. sonug da asagidaki gibi bulunur:
2 2 (92 _ 2
. - 2_"(2 —n)4_
y(z) =ag (1 7T 133 %~ (12.31)
(1-=n)? 5 @G-n?(l-n?) ,
+ay <x+ 33 % + T 133 ° +...]. (12.32)

Bu ¢tztim indis denkleminin ikinci kskiiniin de ¢6ziimiinii icermek-
tedir. Esas problemimiz ise, elde ettigimiz bu serilerin yakinsak olup
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olmadiklarmm aragtirmaktir. En basitinden oran testi ile baglarsak ve
« # +1 icin genel terimi wu; = agxz?* olan seriyi ele alirsak,

N a2k+-2

Ak

A2k +42%
ok z 2k

Uk41
U

A2k+4-2
A2k

z? = z?

z2 Hm

! k—oo

(12.33)

buluruz. Dolayisiyla, oran testine gére (—1,1) agik aralifinda serimiz
yakinsaktir. Fakat, oran testi z = +1 noktalarinda serilerin yakin-
saklig1 konusunda bir gey sdyleyemez. Bunun ic¢in daha gelismis bir
test olan Raabe testini kullanabiliriz. Raabe testini uygulamak i¢in

lim k[ Uk —1]
k—o00 Uk+1 - .

limitini hesaplamak gerekir ki; bu da

. agk o (2k+2)(2k+1)
kl—l—»ngo k [a2k+2 l:I i kh—IvIolo k [ (2k)2 —n? 1
) 6k+24n2] 3

olarak bulunur. Bdylece, oran testinin karar veremedigi bu durumda
Raabe testi serinin yakinsak oldugunu gosterir. Bu da bize Legendre
serilerinin aksine, Chebychev polinomlan igin n degerlerinin tamsay:
olarak alinmasini, Chebychev serilerinin simir noktalarinda sonlu olma
sartinin diginda bir gart olarak kargimza cikarir. Genel terimi uy =
azk+122**1olan seri icin de aym tartigma gecerlidir.

12.3.8 Degisken Seriler

Biitin n degerleri igin a, >0 olursa, 3% (—1)"*"a,, serisine degisken
seri denir. Degigken bir seride yeterince biiyiik n degerleri icin a,, monoton
olarak azaliyor veya sabit kaliyorsa ve

lim a, =0
n—o0

ise, seri yakinsaktir (Leibniz kurali).

Ornek (12.10) Leibniz kurals:

o0

Sy =1

n
n=1

+ ..

ol
N

+

N =

serisinde n — oo limitinde ;11- — 0 oldugundan bu seri sarth yakin-

saktir denir.
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12.4 Seriler ile Cebir

Serilerde mutlak yakinshkligm,belirlenmesi ¢ok Snemlidir. Ciinki ancak
mutlak yakinsak serilerle cebir’sel islemleri (toplama, gikarma, ¢arpma, bslme
gibi) bir sorun gikmadan yapabiliriz:

1. Mutlak yakinsak bir serinin toplam, serinin terimlerinin toplanig
sirasindan bagimsizdir.

9. iki mutlak yakinsak seri garpilabilir. Carpim serisi de mutlak yakin-
saktir. Carpim serisinin limiti ise, tek tek serilerin limitleri ¢carpimi
olacaktir.

Son derece dogal gelen bu dzellikler sarth yakinsak seriler i¢in stylenemez
ve ezbere uygulanirlarsa da yalms sonuglara yol agabilirler.

Ornek (12.11) Sarth yakinsak seriler: Asagidaki degisken seri sarth ya-
kinsaktir:

S (e

n=1

1--+

+ ..

Il
[T
L=
W=

1 1, 1 1
= 1—(—2-—5)—(:1'—'5)—
= 1-0.167-005—.... (12.35)

Buradan da gortildiigil gibi bu serinin toplami birden kiigiiktiir. Fakat
toplamg sirasini,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+3+9)-Q+Grgrartn ~@
1 1 1 1 1 1
+(F7 + -2'5) - (6) +(§ + -33) ~ (g) + . (12.36)

seklinde degigtirirsek ve her parantezi tek bir terim gibi diigtintirsek,
kismi toplamlar i¢in asagidaki sayilan elde ederiz:

s1 =1.5333 , so=1.0333,
s3= 15218 , s4=12818,
s5=1.5143 | sg=1.3476, ....... : (12.37)
s7 =1.5103 , sg=1.3853,
89 = 1.5078 , 810 = 1.4078,

Bu kismi toplamlarin n sayisina karg: bir grafigi cizilirse, degisken har-
monik serinin bu sirada toplanmasimn 3/2 sayisma yakinsadig: agikga
goriiliir. Yapilan islem ise, son derece mantikh goriinen, toplanan ter-
imlerin sirasmni degistirmekten ibarettir. Seriye ne bir ekleme yapil-
s, ne de birsey cikanlmgtir. Once porzitif terimler kismi toplam
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3/2’ye esit veya ondan biraz biiyiik olana kadar alnmg, sonra da
kismi toplam 3/2'nin altina diigene kadar negatif terimler eklen-
mistir. Toplanan terim sayis1 sonsuza gittikce baglangigtaki serinin
biitiin terimleri almrmus olacaktir. Bu degigsken harmonik serinin kismi
toplamlar kiimesi ise, 3/2’ye yaknsaktir.

Sarth yakinsak bir seri terimlerinin uygun bir toplama siras: ile her-
hangi bir degere yakimsatilabilir ve hatta 1raksatilabilir. Bu ifade
bazen Riemann teoremi olarak da bilinir. Bu sebeple sarth yakimsak
serilerle islem yaparken ¢ok dikkatli olunmasi gerektir.

12.4.1  Cift Toplamh Serilerde Swranin Degistirilmess

Cift toplaml mutlak yakinsak bir seriyi genelde
oo [o ]
S>> anm (12.38)
n=0m=0

seklinde ifade edebiliriz. Bu serinin toplama sirasimi

n=qg>0 vem=p—q>0 (12.39)

olacak gekilde yeni g ve p degigkenleri belirleyerek yapabiliriz. Bu durumda
seri toplamlari,

Z Z an,m = Zzaq,p—q (12.40)

n=0m=0 p=0¢=0

olacaktir. Bu iki ¢ift toplam da agik olarak yazarsak,

ago + a1o + a0 + - (12.41)
+ao1 + 611 +ag1 + ...
+agg + a2 +agg + ...

aoo

+ao1 +aio

+ag2 + a11 + a2

+ag3 + a12 + a21 + a3z
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buluruz. Diger bir toplama siras1 degisimi ise,

! : T
n=s2>0, VS'I’TL:T—2SZO(SS§) (12.42)

olacak sekilde r sayilan bel}ﬁenerek
\‘ LY/

N

o o ‘o [3]
E E Anm = E E Qg,7r—2s
n=0m=0 r=0 8=0

= ago + ao1 + apz + +ayp + agz + a1 + ... (12.43)
geklinde elde edilir.

12.5 Fonksiyon Serileri

Sonsuz seri kavramimn terimlerin bir degigkene bagh fonksiyonlar olmalar
durumuna da genigletebiliriz. Bu durumda u,, = u,, (z) olacagindan, kismi
toplam da z’in fonksiyonu olacaktir:

N
SNy = Y un(2) (12.44)

n=1

= sy(z) =uy(z) + ua(x) + ... + un(z) .

Eger, N — oo limitinde kismi toplam da s(z)’e giderse,

Nli_inoosn(x) = s(z)
Z:un(x) = s(z) (12.45)

yazilabilecektir. §imdiye kadar kismi toplamn sadece n tam sayisina bagiml
oldugu durumlarla ilgilendik. Fakat simdi 7 - oo limitinde z bagim-
lihg bazi sorunlar yaratacaktir. Burada gerek duydugumuz anahtar kavram
diizgiin yakinsakliktir.

12.5.1 Diizgiin Yakinsaklik

Secilmig herhangi bir kiicitk & > 0 degeri igin, [a, b] aralifinda = degigkenin-
den bagimsiz bir IV sayis1 varsa ve

[s(z) — su(z)| < & (12.46)

gart1 tiim n > N igin gegerli oluyorsa, genel terimi u,(z) olan bu seri
[a,b] arahfmnda dizgiin yakinsaktir denir. Bu aym zamanda da su anlama
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! s(x)+¢

s(x) 4 s(x)

s (x)

S(x)—¢€

[ 2l I

SEKIL 12.2. Mutlak yakinsakhk kavrami ¢ok énemlidir.

gelmektedir: Dilzgiin yakinsak bir seri igin verilen her kii¢lik e degerine
karsi, her zaman sonlu &yle bir N sayis1 bulabiliriz ki, sonsuz serinin kalan
kismi olan

o0

Z U; (.’17)

i=1+N

ifadesi, verilen arahikta biitiln = degerleri igin, € degerinden daima daha
kigiik kalir. Dilzgiin yakinsakhigh Sekil (12. 2)’de oldugu gibi bir grafik ile
de gosterebiliriz.

12.5.2 Weierstrass M-Testi

Diizgiin yakinsaklik i¢in en yaygin kullanilan test Weierstrass M, veya
kisaca M-testidir. [a,b] arabgindaki biitin z degerleri i¢in M; > |u;(z)]
olacak gekilde M; sayilarindan olugan bir Y .o, M; serisi bulabilirsek ve
o2, M; serisi yaksak ise, fonksiyon serimiz Y oo, u;(z) de [a,b] ara-
hginda diizglin yakinsak olacaktir. Bu testte u;(z) lerin mutlak degeri alindi-
gindan, M-testi aym zamanda da mutlak yakinsakli1 kontrol eder. Ama bi-
linmelidir ki, mutlak yakinsakhik ve diizglin yakinsaklik bagimsiz kavram-
lardir. Bunlardan biri digerini gerektirmez.
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Ornek (12.12) M-tests:

o, n—+1z" —o<z< 00 Ve (12.47)

Soa(=rTiE =n(l+2)  0<2<1

serileri verilen araliklarda dizgiin yakinsak olmalarina kargin, mutlak
yakinsak degildirler.

M-testi hem diizgiin yakinsaklifa hem de mutlak yakinsakliga karar verdigi
igin, bu test dilzgin fakat sarth yakinsak seriler igin gegersizdir. Bu du-
rumda kullanilabilecek test Abel testidir.

12.5.8 Abel Tests

Genel terimi u,(z) = a, f(z) olarak verilen bir seride, 3" a, = A yakinsak
ve fn(z) fonksiyonlar [a,b] arahgindaki biittin x degerleri icin monoton
azalan ( fo41(z) < fa(z) ) ve smrhiise (0 < fo(z) < M), Y ua(2)
serisi de [a,b] arahginda diizgiin yakinsak olacaktr.

Ornek (12.13) Diizgiin yakinsaklk:

Yomo(l—2z)z™ =1, 0<z<1

o o1 (12.48)

serisi mutlak yakinsak, ancak [0, 1] arahiginda dilzgiin yakinsak degildir.

Diizgiin yakimsakhk tammindan, herhangi bir

f) = un(z) (12.49)

n=1

serisinin, siireksizliginin bulunacag: araliklarda diizgiin yakinsak olamaya-
caf kolayca goriilebilir.

12.5.4 Dizgin Yakinsak Olan Serilerin Ozellikleri

1. Bitiin »’ler igin u,(z) terimleri siirekli olurlarsa,

f@) =) un(x) (12.50)
n=1

seri toplam da siirekli olacaktir.
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2. Biitiin n'ler igin u,(z) terimleri siirekli ise, serinin integral ve tirevi

de
b [ oo o b
/ [Zun(x)] dr = Z/ un (z)dz,
¢ |n=1 n=1v@
(—%Eun(x) - Zd%un(x) (12.51)
geklinde alinabilir.

3. Bitiin n’ler igin [a,b] aralifinda un(z) ve fun(z) terimleri surekli

olurlarsa, Yoo | Zu,(z), Yoo, . : un(z)dz serileri de [a, b] arahginda
diizgiin yakinsak olacaktir. Yakinsadiklar: fonksiyon ise, Y oo ; un(z)
serisinin yakinsadig1 f(z) fonksiyonunun integrali ve tlrevi olacaktir:

/ab f(z)dz = ;/ﬂbun(x)dx, (12.52)

d d
~f@) = . unlo):

n=]1

12.6 Taylor Serileri

Bir fonksiyonun bagimsiz degiskeninin pozitif kuvvetleri cinsinden sonsuz
bir seriye veya sonlu bir seri, art1 kalan bir terim cinsinden ifadesine Taylor
serisi denir. f(z) fonksiyonunun [a,b] arahfinda stirekli n’inci tirevinin
var oldugunu kabul edelim ve bu n. tirevin integralini alahm:

/ C ) ()dz = D (w)lm = [0 V(=) - s D(a). (12.53)

Bu ifadenin de integralini,

/: (/: f(n)(x)dz) dz:/: [f(ﬂ-—l)(x) _f(n—l)(a)] d

fo2 (@) - 1D (a) - (z - a) f" V() (12:54)

seklinde alirsak ve aym iglemi n kez tekrarlarsak,

/ ° . / : f™(z)(dz)” = f(z) - f(a) - (z —a)f (a)

r—a 2 7
( = Y (@) (12.55)

e -—-———@”(;_“)1';1 F79(a)
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denklemini buluruz. Bu denklemi de f(z) igin ¢tizersek,

@ = S@+@-af F@+ L @+
e ’L), 100@) + [ [ 1P (256

elde ederiz . Bur'ada,

& X
R, = / / ™) (z)(dx)™ (12.57)
a a
kalan ifadesidir. Bu terim agagidaki gibi de yazlabilir:
Ro==f(g) a<e<a, (12.58)
Eger,
lim R, =0 (12.59)
n—oc

limiti de dogru olursa, f(z) fonksiyonu a noktas: civarinda sonsuz bir seri
olarak yazilmig olur:

f@) =3 E= o). (12.60)

n=0

12.6.1 Maclaurin Teoremi

Taylor serisinde a = 0 alinirsa, elde edilen seri agilimmna Maclaurin serisi
denir:

(n)
Z ! (O) (12.61)
n=0
12.6.2 Binom Teoremi
Taylor serisini
flz)=(1+=z)™ (12.62)

fonksiyonu i¢in (m negatif olabilir ve tam say1 olmayabilir) « = 0 civarinda
yazarsak,

(1+a:)"‘=1+mx+—71(7—n2—':—1—)x2+...+Rn, (12.63)
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Rn= %’: 1+ 6™ " m{m —1)..(m—n +1) (12.64)

elde ederiz. Burada 0 < £ < z 'dir. n > m igin, £ = 0’ da (1 + &)™
fonksiyonu maximum olacagindan, R,, kalan terimi igin de

R, < %m(m-— 1)..(m—-n+1) (12.65)

seklinde bir iist limit verebiliriz. Yukaridaki denklemden de goriilecegi lizere,
0 < z < 1 aralip i¢in, n — oo limitinde R, — 0 olacaktir. Buradan da

(142)™ = i n,(m n), = Z ( > (12.66)

n=0 n=0
olarak verilen binom serisi elde edilir. Bu serinin yakmsak oldugu bolge
kolayca —1 < z < 1 aralifina genigletilebilir.

Ornek (12.14) Relativistik kinetik enerji: Matematikte en ok kullani-
lan formiiller arasinda yer alan binom agihiminn ilging bir uygula-
masl, Einstein tarafindan relativistik bir parcacigin kinetik enerjisinin
hesaplanmasinda verilmigtir. v huz ile hareket eden bir pargacigin
toplam enerjisi

E =mc? (12.67)

olarak verilir. Burada m, v hizi ile hareket eden bir parcacigin kiitle-
sidir ve durgun kiitlesi olan mg cinsinden,
Mg
m= —s—r 12.68
27 P
geklinde ifade edilir. Dogal olarak, relativistik kinetik enerji toplam
enerjiden hareketsiz haldeki enerji (moc?) cikartilarak,

K.E. =mc® — moc? (12.69)

geklinde hesaplanacaktir. Bu formilli v < ¢ durumunda binom for-
miiliinden yararlanarak acarsak,

K.E. = mpc® + ;mov + gmovz( )+ movz( )2 ....... — mpc?,
(12.70)
yazar ve bunu da sade1e§t'1rirsek
2
KE. = —1-m0v7\+ Smov (5 )+ —mov2(z—2)2 I (12.71)

buluruz. v << ¢ ola.ra.k verilen k1351k fizik limitinde ise, kinetik enerji
beklendigi gibi

1
KE. ~ 5movz (12.72)

olacaktir.
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12.6.3 Birden Fazla Bagimsiz Degiskene Bagl Taylor Serileri

Elimizdeki f(z,y) fonksiyonu z ve y gibi iki bagimsiz degiskene bagli ise,
Taylor serisi agagidaki gif)i verilir:
A

f@ ) = 10 + (o = ) FL + (e~

52
21' [(x—a) aj;+2(x a)(y - b)a 5 +( —b)? gyf] (12.73)

&f

+ 3 [(m - a.)3 + 3z —a)’(y — b) s> 5225y
3
+3(x—a)(y—b>23i3§2 +w-oZd]

Bu denklemde biitiin tiirevler (a, b) noktasinda hesaplanmalidir. m bagim-
s1z degiskene bagh bir fonksiyonun Taylor serisi de agagidaki gibi verilir:

flz1,22,....km) = Z% { [E(a:j —zjo)aixz} f(z1,zg, ... zm)}

n=o =1 .
(12.74)

12.7 Kuvvet Serileri

Genel olarak bir z degiskeninin kuvvetlerini igeren ve genel terimi u(z) =
anz"™ olan serilere kuvvet serileri denir:

f@)=a0+mz +ae® +.. = anz™ (12.75)

n=0

Buradaki a, katsayilar, z *ten bagimsiz sayilardir. Oran testini uygularsak,

u Qpp1z™t! a
n+1l — [Intl ~ [Zntl |xl (12.76)
Un a,zr™ n
buluruz ve lim |*&tl| = % ise, kuvvet serisinin yakinsak olmas: gart:

n—oo| 9n

jr] <R=-R<z <R

e o Zyno
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gseklinde olacaktir. Burada R’ye yakinsakhk yaricap: denir. Ll =1 i¢in oran
testi bagarisiz oldugundan, yakinsaklik aralifinin son nokta.lanmn ayrica
incelenmesi gerekir.

Ornek (12.15) Kuvvet serileri:
2 z3 Pk
l+z+—+ 4+ +—+..
2 3 n

kuvvet serisi icin R = 1 dir. B8ylece seri ~1 < = < 1 arah icin
yakimsaktir. Ama aralifin son noktalar1 olan = = 1 icin seri raksak
ve £ = —1 icin yakinsaktur.

Ornek (12.16) Kuvvet serileri: Yakinsaklik yarigap: sifir da olabilir:
1+z+ 22243123 + . 4 nlz™ + ..

serisi i¢in 2%t = -("—7";,9—' n+1’dir. lim (n+ 1) = 4 — oo olacagmn-

dan R =0 sonucu ¢ikar. Seri sadece x = 0 degeri igin yakinsaktir.

Ornek (12.17) Kuvvet serileri:

2 z3 "
Ltz 5+ g ok o+
kuvvet serisi igin “2 = Z#'l)' = 1 olacagindan, limp, o0 73 +1 =

% limitinden de R = co bulunur. Bu seri ise, biitiin sonlu z degerleri
1§1n yakinsaktir.

12.7.1 Kuwvet Serilerinin Diizgiin ve Mutlak Yokinsakliklar

—R < z < R igin kuvvet serimizin yakinsak oldugunu farzedelim. B&ylece
herhangi bir alt arahkta da seri diizgiin ve mutlak yakisak olacaktir.

—-§<z<S burada 0<S<R. (12.77)

M-testinde M; = |a;| S* alarak bu &zelligi kolayca gdsterebiliriz.

12.7.2  Stireklilik

Kuvvet serilerinde her terim (u,(z) = anz™) stirekli bir fonksiyon oldugun-
danve —§ <z < § icin f(z) =} a,z™ serisi de ditzgiin yakinsak olacagn-
dan, dizgiin yakinsaklik araliginda f(z) fonksiyonu da stirekli olacaktir.
Fourier serilerinde u,(z) fonksiyonlarinin stirekli olmasma karsin, testere
digi geklinde siireksiz fonksiyonlarin da agildi1 hatirlamirsa bu 8nemli bir
bzelliktir.
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12.7.8 Tirev ve Integral

Diizgiin yakinsaklik arahgmda bir kuvvet serisinin istenildigi kadar tirevi
ve integrali alinabilir. Titrev ve integral almakla serinin yakinsakhk yaricap:
degismez. i

KA

I
/

12.7.4  Teklik Teoremi’

Bir fonksiyonun iki farkl: kuvvet serisi ile sifir noktasim igeren ve yakinsak-
hk arabiklarimn kesistigi bolgede gosterildigini diigiinelim:

flz) = Zanx" 2> -R,<z<R, (12.78)
n=0
= anmn = —Ry <z < R,.
n=0

Bu durumda biitiin n’ler igin b, = a,, olacaktir. Yani bu iki kuvvet serisi
aym seridir.

Ispat: Hipoteze gore denklem (12.78) ’i kullanarak,

Zanz"= ibnwna —R<z<R

n=0 n=0

yazabiliriz. Burada R, R, ve R, 'den kiictiftine esittir. z = 0 ahr-
sak a9 = bg bulunur. Kuvvet serisinin istenildigi kadar titrevi ali-
nabildiginden, ilk ttrev 377 | a,na™™! = 3%  b,nz"! verecektir.
Yine z = 0 aldiimzda a; = b1 bulunur. Benzer sekilde devam edilip
n’inci tirev alinir ve z = 0 yazilirsa, biitiin n degerleri icin a, = b,

oldugu goriiliir.

12.7.5 Kuwvet Serilerinin Tersinmesi

(¥ — yo) fonksiyonunun (z — zo) kuvvet serisi agihminin,

Y — o = ao(z — z) + a1(z — 20)2 + ..... (12.79)

Yy—yo= Z an(z — zo)" (12.80)
seklinde verildigini diigiinelim. Baz durumlarda bu serinin

z=20=3 baly — 1) (12:81)

n=1
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seklinde ifadesi gerekebilir. Bunun i¢in (12.81) serisinde (12.80) serisini ye-
rine koyup, denklemin her iki tarafindaki (z — z¢)’in esit kuvvetlerinin
katsayilarim egitleyerek

bl — _l'v
ay
as
b= 25,
1
b3 = -;5-(20,% - 0.10.3), (1282)
1

1 2 3
b4 = —a—7(5ala2a3 — Q104 — 5a2),
1

buluruz. Bu katsayilarin kapah bir ifadesi rezidii teoremi yardimu ile

seklinde bulunabilir.

12.8 Serilerin Toplamlarmin Bulunmasi

Verilen bir serinin yakimsak olduguna karar verdikten sonra uygulamalarda
gerek duyacagimiz en 6nemli 8zellik, o serinin toplam olacaktir. Bu bsliimde
bunun i¢in kullamilabilecek bazi teknikler anlatilmaktadir. Bu teknikler
kesin sonucu bulmakta kullamlabilecegi gibi, yakinsak bir seriyi daha hizh
yakinsayan bagka bir seriye d6niigttirmek icin de kullamlabilir. Once, kuan-
tum alan teorisinde kuantum bogluk enerjisi ve Green fonksiyonu hesaplarin-
da oldukga yaygm bir sekilde kullamlan, Euler-Maclaurin toplama for-
miiliniin Bernoulli polinomlarmin yardim ile ¢ikarihgim gérecegiz. Sonra,
da kompleks analiz yontemi kullamlarak bazi serilerin toplamlarimin nasil
bulunabilecegini inceleyecegiz. 11. Bolitmde gordilgtimiiz diferintegraller de
seri toplamlarimin bulunmasinda yararhdir.



238 12. SONSUZ SERILER

12.8.1 Bernoulli Polinomlars ve Ozellikleri
Euler-Maclaurin toplama formiiliintin gikarihginda tiiretici fonksiyonu,

L =2 By(@)s [t <27 (12.84)

et—1

7
olarak tamimlanan ve B;(z) olarak gdsterilen Bernoulli polinomlarmdan
yararlamlir. Bunlarin ilk yed tanesi agagida verilmigtir:

BO(E) = 1 Bl(:v) = T — %
By(z) = > —z+}% Bs(z) = z(z — 3)(z—1)
By(z) = zt — 223 4 2% — Bs(z) = z(z—3)(z-1)(z?—z—3)
Bg(z) = 2°-325+ 2% — J2%+ L mEucs s
(12.85)
Bernoulli polinomlarinin z = 0 noktasindaki degerleri olan
B, = B;(0) (12.86)

ise, Bernoulli sayilar: olarak bilinirler. Bunlardan ilk dokuz tanesi de

By=1 Bi=-} By=1} B3 =0 By=—35
Bs=0 Bg=3  Br=0 Bg=-5% By=0 ..
(12.87)
olarak verilir. Bernoulli polinomlarimn baz dnemli ézellikleri s8yle sirala-
nabilir:

1
B, (z) = X C) B,_jz?. (12.88)

2.
B, (z) =$Bs_1(z); [y Bs(z)dz=0 (s>1). (12.89)

3.
Bs(1~z)=(-1)"Bs (). (12.90)

Burada B, (1—=z), (1 - 2) in fonksiyonudur.

4.

Y i=17° = imy {Be+1 (n+1) = Boya} (s 21). (12.91)
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5.
e = (DT @) o (s21). (12.92)

6.
o Fempde = (-1 Bx (s >1). (12.93)

7. s > 1 oldugunda ve [0, 1] araliinda, Bo,1(z) fonksiyonlarinin sifir-
lan sadece 0, 1 ve 1 noktalarindadir. Aym aralikta (Bas(z) — Bas)
ifadesinin sifirlar ise, sadece 0 ve 1 noktalarindadir. Aym zamanda,

|Bas(z)| < |B2s] 0<z<1 (12.94)
egitsizligi dogrudur.

8. Siirekli ve periyodu 1 olan Bernoulli periyodik fonksiyonlar,

Py(z) = Bs(z — [z]) (12.95)

olarak tamir. Burada [z], (z — 1,z| arahfindaki tamsay1 anlamna
gelmektedir. Py(z),

Pl(z) = sP,_1(z) s=1,2,3,..

P,(1)=(-1)*P,(0) s=0,1,2,3,...

iligkilerini saglar.
12.8.2 Fuler-Maclaurin Toplama Formiili
Bu boltimde ilk hedefimiz Bernoulli polinomlarmm 8zelliklerini kullanarak,

1
/ f(z)dz (12.96)
0
integralini hesaplamaktir. Polinomlardan ilki,
By(z) =1 (12.97)

geklinde verilen sabit bir fonksiyon oldugundan bu integrali

1 1
/ f(@)dz = / £(2) Bo(=)da (12.98)
0 0
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seklinde de yazabiliriz. §imdi de polinomlarin
Bi(z) = Bp(z) =1 (12.99)
geklinde verilen ikinci bzellig;;if kullanarak, (12. 98) denklemini

1 h R 1
/0 f(z)dz = /0 F0)Bo(z)dz = /0 f(z) B, (z)dz (12.100)

olarak yazalim. Bu ifadenin de kismi integralini alirsak,

/ f(z)dz / f'(z)Bi(z (12.101)
1 s
=5[f() + f(O) - / f (z)Bi(z)dz (12.102)
0
buluruz. Bu sonugta By(1) = & ve B;(0) = —§ degerleri kullamlmgtir.

Bernoulli polinomlarinin gene ayni 8zelligini kullanarak,
By(z) = -B2(x) (12.103)

yazar ve yukaridaki denklemde yerine koyar ve tekrar kismi integral alirsak,
! 1 1
| @z = S0+ 50 = [f(1)Ba(1) = £ OB 0)

+5 [ £ @Bale)as (12104

denklemi bulunacaktir. Bernoulli polinomlarimin tammindan da goriilecegi
gibi,

Bon(1) =  B2n(0) = B2n n=20,1,2,..,
(12.105)
B2n+1(1) = an+1(0) =0 n= 1, 2, 3, veny

degerlerini kullanarak ve aym gekilde kismi integral almaya devam ederek,

[ s - [f<1>+f<o1—2 2 [rer-(1) - 0]

+ g / 729 (2) By (2)da (12.106)

denklemini buluruz. Yukaridaki denkleme Euler-Maclaurin integral formiili

denir ve f(z) fonksiyonunun gerekli biitiin tiirevlerinin var oldugu diistinilir.

g birden biiyiik bir sayidir.
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Bu denklemi kullanarak integral sinirlarinin 1’den 2’ye degigtirilmesinin
formiilde nasil bir degigiklik yaptigina bakalim:

2 1
/1 f(z)dz = /0 fly+1)dy (12.107)

yazar ve yukanidaki iglemleri tekrarlarsak,

/o Fy+ldy = 3 (f@)+ f(D)] (12.108)
Z (12321)" [ FEP-1(9) — f(2p—1)(1)]
+@ /0 2Dy + 1) Bag(y — [y])dy

denklemini buluruz. Burada da

y+l=z (12.109)
doniigiimiinii yaparsak,
2 1
/1 f(@)dz = /0 fly+1)dy (12.110)
= 3@+ 7))
Z (fzz),' [ (2p—1)(2) 1T f(2p—1)(1)]
+@ /0 29 (2) Poy(x — 1)dz (12.111)

formillt bulunur. Benzer gekilde [2,3] araligi i¢in de bir formil hemen
yazilabilir:
3 1
| 1@ = F0@+5@)

—Zé;” [7e0(3) - 10 2]

1 (29)(p z — 2)dz
+ 2 /2 F9(z) Poy(z — 2)dz. (12.112)
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Bu gekilde diger araliklar icin de formiiller benzetme ile yazilabilir. [0, n]
aralifinda ise, integral asagrdaki gibi olacaktir:

n 1 ,‘ 1 p2 n
/ f(a)dz = / f(2)dz +/ f@)dz+ ..+ / f@)dz.  (12.113)
4] 0 ,.7,’ 1 n—1
Saj taraftaki integrallerin yéf'l’erine yukarida buldugumuz formiilleri yazarsak,

/on flz)dze = %f(0)+ f(1)+f(2)+...+%f(n) (12.114)

- [ - £ D(0)]

p=1
1

R (29, 2)dz
g ), 1@ P

elde ederiz. Burada P, fonksiyonlarmin periyotlarimin 1 olmas: kullamlmigtar.
Bu denklemi biraz diizenlersek,

Y A 1
3210) - | 1@+ 5170 + 1)

g—-1

+Z%[f(2p—1)(n)_ 7e0(0)] (12.115)
Bq g1 q— 1 b q
+ 2803 (a) — £1-D(0)] - o /0 129 (@) Pay(a)dz

olacaktir. Denklemin sag tarafindaki son iki terim aym integral altinda
toplanirsa, Euler-Maclaurin toplama formiilii de son geklini,

S " 1
MOR || #@a+ 5150 + 5o

q—1
+,,2=;(_§I27i)’i [f(2p-1)(n) - f(2p—1)(0)] (12.116)

" [B2g — Bag(z — [z])] q
+/0 2 (22q)! 1 )(:L')d:c

olarak alir. Burada f(z)fonksiyonun siirekli ve gerekli biittin tiirevlerinin
var oldugu kabul edilmigtir. Bu formiil ¢ok kullanigh olup degisik amagclar
icin kullanilabilir. ¢ sonlu bir say1 olarak segildiginde verilen bir serinin
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N +1/2) (-1 +1) Cn (N +1/2) (1 +i)

} ; r\l } } J !/1 | >
N-1 | N -1 1 2 N N+17%

(N +1/2) (-1 - 1) (N+1/2) (1 -i)

SEKIL 12.3. Kompleks yol integrali kullanilarak seri toplamlar1 bu-
lunabilir.

(sonlu veya sonsuz) toplamm integral art1 bir takim dizeltme terimleri
olarak yazmak mitmkiin olur. Uygulamalarda (rnegin kristal enerjisi hesap-
larinda) integral terimi stireklilik limitine karg: gelir. ¢’nun sonsuz oldugu
durumlarda ise, eldeki seriyi ¢ok daha hizll yakinsayan bir bagka seriye
dsntigtiirmek i¢in de kullanihir.

12.8.8 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi Kullanilarak Serilerin
Toplanmas?

Uygulamalarda kargimiza gikacak bazi serilerin toplamlar, kompleks fonksi-
yonlar teorisi kullanilarak da bulunabilir. Once kompleks ditzlemde C gibi
bir dértgen alalm ve kge noktalar Sekil (12. 3)’de gosterildigi gibi olsun.

On Teorem: ilk olarak ispatlayacagimiz 6zellik, Cy izerinde |cot 72| <
A oldugudur. Burada A, N'den bagimsiz bir sabittir. Cy 'iny > §, -i<
y < % ve y < —% bélgelerinde bulunan kisimlarim ayn ayr distinerek,

ispat1 ti¢ adumda yapacagiz:

1. Durum: (y > %) : Kompleks bir say1 z = z + iy seklinde gbsterilirse ve
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y > % oldugu diigiiniliirse,
e’l:‘ll’i + e—-iﬂ'z ei1ra:—1ry +e—i7rz+1ry
einz _ e—@'.jrz

[cot 2| = (12.117)

e —TY _ e—i‘lrz+1ry
A
olacaktir. Kompleks sa;?,larda tiggen egitsizligini kullanarak,

l21] = |z2] < |21 + 22| < || + |22 (12.118)

i < Ll

Ie—-iw:c+7ry| 13 Iei'rrz:—ﬂ'yl

e ™ +e™  14e MY

< =
T eW—e ™ 1—e %My

14e™
< = Z_“ = A (12.119)

buluruz.

2. Durum: (y < —%) : 1. duruma benzer sekilde iglemleri yaparsak agag:-
daki egitsizlige ulaginz:

Ieiwm—wyl + ]e—i'lr:z;+7ry| e~ Y 4 ™

|cot 2|

IA

[e'iﬂ'z—ﬂ"yl _ |e—i1r:c+7ry| T e—Ty — Ty
1 + e21ry 1 +e—-1r
l—e2w =g

= A (12.120)

3. Durum: (-1 <y < %) : y € [0,1/2] araliginda ve Cy yolu tizerinde
bir nokta, z = N + 35 -+ iy olarak gosterilirse,

1 ™
t Z 44 = ~ 4
co 7r<N+2+zy)| |cot(2+7,7ry)|

= [tanhmy| < tanh (g) = Ay (12.121)

[cotmz| =

oldugu kolayca goritliir. Bunun simetrigi olan y € [—1/2, 0] aralifinda
da Cpy tzerinde bir nokta z = —N — % + iy olarak gtsterileceginden

1
cotm (—N —3 +iy)‘ = |cot (g +i7ry)|

|tanh 7y| < tanh (g) = Ay (12.122)

|cotmz| =

bulunacaktir.

Boylece A; ve Az den biiytigiinii secerek ona A dersek, Cy iizerinde
|cot wz| < A egitsizligini ispatlamis oluruz. Burada A’nin her ii¢ halde
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de N'’den bagimsiz oldugu goriilmektedir. Ashnda Ay < A; oldugun-
dan,

|cotmz| < Ay = cotz2r- (12.123)

yazilabilir.

Teorem: Simdi, Cy yolu boyunca |f(z)| < l—f—’fl-;; egitsizlifini saglayan bir
fonksiyonu ele alahm. Burada k¥ > 1 ve M de N’den bagimsiz sabit
sayilardir. Bu durumda ¥ o f(4) serisinin toplam,

j=—00

> i oo f(3) = —{mcot mzf(2) fonksiyonun, f(z)in (12.124)
tekil noktalarindaki rezidilerinin toplami} )
olacaktir.

ispat:

1. Durum: f(z)'nin sonlu sayida tekil noktasi oldugunu varsayalim.
N sayisim &yle secelim ki, C kapali egrisi f(z)’nin biitiin tekil
noktalarim igersin. cot wz fonksiyonunun tekillikleri

z=0,41,+2,...,%n, ..
noktalarinda olacagindan, wcotwzf(z) fonksiyonunun bu nok-
talardaki rezidiileri agagidaki gibi bulunur:

(z—n) f(z)cosmz
sin 27

= f(n).
(12.125)

lim (2 —nywcotmzf(z) = im 7

Bu sonucu elde etmek igin L’Hospital kurali kullamhr ve f(z)
fonksiyonun z = n noktasinda bir tekilligi olmadig: kabul edilir.
Aksi taktirde verilen seri iraksaktir. Kompleks analizden rezidii
teoremini bir hatirlayahm. F(z) kompleks fonksiyonu, C' kapal
efrisi lizerinde ve iginde sonlu sayida m tane yalmz tekil nok-
talar diginda analitik ise, C egrisi boyunca alinan kompleks
yol integrali bu fonksiyonun tekil noktalarindaki rezidilerinin
toplaminin 274 katina egit olacaktr:

j[ F(z)dz = 2ri f: Rn. (12.126)
C

n=1

F(z) fonksiyonunun zq gibi bir yalmz tekil noktasindaki rezidiist,
bu fonksiyonun zo tekillifi etrafinda agilmug Laurent serisinde
(2 — 29)~! teriminin katsayisidir.Yani,

F(z) = i Aj(z — zo) (12.127)

j=—co
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agihmida Ry = A_; olarak bulunur. Denklem (12.126)’da ve-
rilen rezidd teoremini kullanarak, mcotmzf(z) fonksiyonunun
Cn kapah efrisi boyt}mca kompleks yol integrali

n=—N

, 7 N
Z{J 7rc9;-fzf(z)dz= > f+S (12.128)

olarak yazlir. Bﬁrada S sonlu sayidaki f(z) fonksiyonunun tekil-
liklerinde  cot 7z f(2) fonksiyonunun reziduleridir. Sol taraftaki
integrale bir st limit koyarsak,

f meotmzf(z)dz| < f T [cot 2| | f(2)] |dz|
Cn Cn
egitsizlifini buluruz. Buradan da | f(2)| < Tf—i’,; ozelliginden dolay1,
f mweotmzf(z)dz| < W;Q/I (8N +4) (12.129)
Cn

egitsizligini elde ederiz. Bu ifade de (8N + 4) integral yolunun
boyudur. N — oo limitini aldiimizda C kapah egrisi boyunca
olan kompleks integralin degerinin

NH—IPoo f(;N weot € f(£)dE =0 (12.130)
oldugunu géruriiz. Sonug olarak da
> fm)=-8 (12.131)

elde edilir.

2. Durum: Eger f(z)sonsuz tane tekillik noktasina sahip ise, sonug uygun
bir limit durumu diigiinilerek benzer gekilde elde edilir.

Ornek (12.18) Kompleks sayilar ve seri toplams: Kuantum alan teo-
risinde baz1 Green fonksiyonu hesaplarinda kargimiza gikan

oo

1
Z m ,a>0 (12.132)

n=0

serisinin toplamini bulahm. f(n) = ;12—_}_;5 fonksiyonunun n = +ia
noktalarinda iki tane tekilli¥i vardir ve istenen ozellikleri saglamak-

tadir. Z$2%2 nin n = ia noktasindaki rezidisi,

. wcotn  cot Tia T
hm — ] et —— —— —
0 (n —4a) i) (n-ia) =3 cothma (12.133)
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olarak bulunur. Buna benzer gekilde n = —ia noktasindaki rezidiistt
de —g- coth7a 'dir. B8ylece sonug basit olarak,

4 1 T
Y =, othma (12.134)

n=—oo

geklinde verilir. Bu sonucu elde ettikten sonra, E;“;O #;g serisini
hesaplamak kolaydir ve sonug

> 1 1 1 1

ng_:mnz-i-a2 - n;mn2+a2+§+;n2+a2’
- 1 1 w
2 ———5+— = —cothma (12.135)

2 2 2 ’
o +a a a

o

1 s 1
:4_;0—_n2+a2 =2 %cothwa+§;,

olarak belirlenir.

12.9 Asimtotik Seriler

Asimtotik seriler fizikte sik¢a kargimiza cikarlar. Genellikle sayisal hesaplarda
baz: fonksiyonlarin duyarh olarak degerlerinin bulunmasinda kullanibirlar.
Asafida genel olarak I;(z) ve Iy(z) olarak tammladifimiz fonksiyonlar,
hesaplanmalarinda asimtotik serilerin kullamldig tipik fonksiyonlardir:

L(z) = / ” e f(w)du, (12.136)

In(z) = /0 T g g)du. (12.137)

Astrofizikte Maxwell-Boltzman dagilimina uyan gazlarla ilgili hesaplarda,
sikca rastlanan ve

I(z,p) = / e “u"Pdu =T(1-p,z) (z,p>0) (12.138)

gseklinde verilen gama fonksiyonunu ele alalim ve z’in biiyiik oldugu degerler
i¢in I(z, p)’yi hesaplayalim. Iki kere kismi integral alarak ige baglarsak, dnce
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e ® o
Ia,p) = - / e uPldy (12.139)
T
i
denklemini ve sonra da
e~ % Re—m'yf’ 0o I
Pl xp_'_l'-i—p(p+1)/:c e MuTPduy (12.140)

denklemini buluruz. Kismi intergral almaya devam edersek,

.=yl p  pp+])
I(:r,p)—e {;}—’—E)‘_*_—l-f-—xpT— ........
_ +n—2)!
+(-1)" 1—(10("’_1)!73_1} (12.141)

+(—1)n@—(:ﬁ—_1_‘)!1—)! [:o e TP u,

serisini elde ederiz. Bu oldukga ilging bir seridir: Oran testini uygularsak,

tim Pettl o i bl 1
n—oo |un| n—oo (P +n — 1)' x
= 1m 27 L (12.142)

n—oo I

buluruz. Bu bize z’in biitiin sonlu degerleri i¢in bu serinin 1raksak oldugunu
gosterir.

Bu seriyi I(z,p) fonksiyonunun tammlanmasinda basarisiz olarak rafa
kaldirmadan once, I(z,p) fonksiyonu ile yukaridaki serinin n’inci kismi
toplam arasindaki farkin mutlak degerini bulalim:

|(z,p) ~ Sa(=,p)| < (—1>"+1£’(;—f% IR R AC)
: (12.143)

Yukanidaki integrali © = v+ z d6niigiimiinii kullanarak,

o0 o
/ e Uy TP gy = e / e ?(v+z) P " ldy ve (12.144)
T 0
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® 1 e” = v 1
—u, —p—t— _ —v Y\—p—n—
/m e "u du = ey =51 /0 e "(1+ .'1:) dv (12.145)

seklinde yazarsak, yukaridaki integralin z’in bityiik oldugu degerler icin
i v
/ e "(1+ ;)“P“”—ldv -1 (12.146)
0

oldugunu buluruz. Kalan terim olan R, ise,

R =|1(a0) - Salon) ~ TS (12.147)

olur. Bu da bize z’in yeterince biiyitk degerleri icin S, ifadesinin, I(z,p)
fonksiyonu yeterince duyarl bir gekilde hesaplamak igin kullamilabilecegini
gosterir. Dogal olarak hesaplanacak olan kismi toplamin R,, deferi, arzu
edilen duyarhlhiga bagh olacaktir. Bu yiizden de bu tiir serilere asimtotik
veya bazen de yar1 yakinsak seriler denir.

12.10 Fizikte Iraksak Seriler

Buraya kadar verilen bir serinin yakinsak olup olmadigim nasil kontrol
edecegimizi ve efer seri yakinsak ise, toplamim nasil bulacagimiz gister-
dik. Kuantum alan teorisinde zaman zaman enerji, yiik, kiitle gibi fiziksel
bityiiklitklerin 1raksak seriler olarak karsimiza giktiklarim goriiriiz. Dogal
olarak dogada sonlu degerler aldigim bildigimiz bu &zelliklerin sonsuz gik-
malari, teorimizdeki bir takim patalojilerden kaynaklanmaktadir. Gelecegin
daha geligmig teorilerinde bu sorunun ortadan kalkmasi beklenir. Ancak,
mevcut teoriler iginde bile bir takim ydntemlerle bu sonsuz ifadelerden
sonlu ve deneylerle ¢ok yiiksek diizeylerde uyusan degerler elde etmek
mitmkiindiir. Bunun i¢in yapilan iglemin ilk ayagim iraksak serinin icin-
deki sonsuz olan kismin ayrilmas: ve simflandirilmas: tegkil eder ki, buna
regiilarizasyon denir. Islemin ikinci ayag ise, fiziksel bir argiimanla son-
suz olan kisumlarin ayiklanmasi veya atilmasidir. Bunun da adi renorma-
lizasyondur. Bir teorinin renormalize edilebilmesi gok nemli bir &zelliktir.
Kuantum elektrodinamigi renormalize edilebilen bir teoridir. Gravitasyon
ise, sonsuz sayida sonsuz degerler alan ifadeler igerdiginden renormalize
edilemez. 1999 Nobel Fizik sdiilii Gerardus’t Hooft ve Martinus Veltman’a,
Salam ve Weinberg’in birlegtirilmig elektromanyetik ve zayif etkilesmeler
(elektroweak) teorisinin renormalize edilebildigini gosterdiklerinden dolay:
verilmigtir.
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12.10.1 Casimir Etkisi ve Renormalizasyon

iki i iyodik smmur sartlar:
Tek boyutta iki plaka arasinda kiitlesiz skalar alamn, periyo _
ile kuantum bogluk enerjisifn' hesaplayalim. Plakalar arasindaki mesafe L
olarak alimirsa 6zfrekanslar,

= 3’%2 n=0,1,2,... (12.148)
olarak verilir. Plakalar arasindaki kuantum bogluk enerjisi ise,
E By 12.149
E .= S ( )
n
a Frch 3on (12.150)
L n=0

gseklinde ifade edilen bir wraksak seridir. Bu seriyi regitlarize etmek igin
e~ *“ngibi bir test fonsiyonu ile garparsak,

T, = TR - 2ma 12.151
Eo=~L—;ne N ( )

geklini alir ve toplami da kolayca (Buradan itibaren h=c=1 olarak alicagiz.)

Eo= %’fe—mﬂ[l S i (12.152)

olarak bulunur. Burada e~®" iraksak serimizi ya.kl.nsak hale getirmek Igin
kullandiimuz bir test fonksiyonu, o ise, renormalizasyon paraz'n.et.resu:;.
Test fonksiyonunu segerken dikkat etmemiz gerek.en, (12.150) serisinin wrak-
samasina sebep olan yiiksek frekanslarin bir gekilde bastmlmav ihtiyacidir.
Dojal olarak sonug test fonksiyonunun etkisinin ortadan ka..lktl_gl durunnlga,
bir bagka deyigle & — 0 limitinde bulunacaktir. Dah:j gelismis yt?nt.e er
sonucun test fonksiyonunun inceliklerine bagh olmadifim gdstermigtir.
(12.152) ifadesini o parametresi cinsinden agarsak,

Bo= -2 — ™ 4 (o’nin positi i 2.153)
== ositif kuvvetleri) Q1
07 2ra? 6L+(anmp
elde ederiz. Goraldiigii gibi « — 0 limitinde bogluk ener_ﬁs? 1.13:13, sor'xsuzdur.
Ancak, kullandiimiz test fonksiyonu bize bosluk enerjisi igindeki sonsuz
olan kism,

L (12.154)
2ra?

seklinde agik olarak yazabilmemizi saglarmsgtir. Ikinci terim ise, sonlu bir
sayidir.
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Plakalarm olmadig1 bog bir uzayda &zfrekans dagiimn siirekli olacagin-
dan, bogluk enerjisi

By / wdw (12.155)
2 0

geklinde bir integral olarak verilecektir. Iraksak olan bu integrali aym test
fonksiyonu ile diizenlersek (regiile) edersek,

~ 1 o
B = 3 / we™ ™ dw (12.156)
0
L
= 9ra? (12.157)

elde ederiz. Bu ise, tek boyutta plakalar arasindaki bogluk enerjisi hesabinda
kargimiza ¢ikan sonsuz ifadenin aymdir. Hi¢ bir geyin olmadif uzayda
bosluk enerjisini sifir olarak almak en mantikh ve deneyimlerimizle en
uyumlu se¢im olacagindan, plakalann arasindaki renormalize edilmig
bosluk enerjisini, F degerinden E; deferini cikartarak ve o — 0 limitini
alarak,

Ey = lim[Ey — Fy), (12.158)

seklinde tanunlanz. Bu ise, bize Ey degerini

L

. T
Bo = m[%ra? 6L

L
+ (e’nin positif kuvvetleri) — Sr? B

-
6L

olarak verir. Burada eksi igareti plakalarm birbirilerini gektiklerini goster-
mektedir.

Bu yontem, tizerlerinde yik bulunmayan ve aralarinda L mesafesi bulu-
nan iki sonsuz iletken plakanin arasmdaki elektromanyetik bogluk enerjisini
bulmak i¢in kullanilirsa, enerji yogunlugu

Eo = (12.159)

1
Po = ~T440L

olarak bulunur ve plakalarin birbirilerini cektigi sonucu tekrar ortaya cikar.

Kuantum fiziginin bu ¢ok ilging ve bir o kadar da sasirtici sonucu
Casimir etkisi olarak bilinir. Casimir etkisi daha gelismig ySntemlerle, test
fonksiyonundan bagimsiz ve kovariant olarak da dogrulanmig olup, degisik
geometrilerde plakalar ve egik uzay-zamanlar i¢in de hesaplanmgtir. Casimir
etkisi deneysel olarak kamitlanmig olup, fizikte bogluk kavramimizda kskli
degisiklikler yapacaktir.

(12.160)
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Bu hesaplarda unutulmamasi gereken; renormalizasyonun teorimizdeki
patolojiyi tam olarak ortadan kaldirmadigidir. Plakalarin olmadig durumda
bosluk enerjisi hala sorsuzdur. Gravitasyonun ihmal edildigi durumlarda
sadece enerji farklarimn anlamh oldugunu hatirlarsak, Renormalizasyon
bize hig bir seyin olmadig1 bif uzayda kuantum bosluk enerjisini sifir olarak
tammlayarak, diger dururn}‘a.rm enerjilerini ona gore hesaplama olanagini
vermigtir.

12.10.2 Casimir Etkisi ve MEMS

Iki ytkstiz metal plaka arasindaki Casimir kuvveti normalde cok kugiiktiir
ve A/d* gibi davramr. Yiizey alan1 1em? ve aralarindaki mesafe 1 #m olan
iki plaka arasindaki kuvvet 10~7 N civarinda olup, kabaca bir su damlasinin
agirh§ kadardir. Aradaki mesafe tipik bir atomun 100 kati olan 1nm’ye in-
dirilirse, bu etki latm basincmna cikar. Son zamanlarda kisaca MEMS (Mic-
ro electromechanical systems) olarak bilinen mikro elektromekanik sistem-
lerde Casimir etkisi énemli yer tutmaktadir. Bu sistemler, mikro ve mikro-
alt1 dlgeklerde tiretilen silikon cipler icine yerlestirilmig, hareketli mekanik
pargalardir. Bunlar mikro sogutucular, sensérler, tahrik mekanizmalari, ve
anahtarlar olabilir. Bu tip devrelere giinliik hayatimizdan bir Srnek, ara-
balardaki hava yastiklarinin basing sensérleridir. MEMS devrelerinin fireti-
minde Casimir etkisi bazen ylizeyler arasinda yapigma gibi istenmeyen et-
kiler olugturabilecegi gibi, gerektiginde dénme, itme, salinma gibi mekanik
etkiler tiretmek iginde kullanilir (Milton).

12.11 Sonsuz Carpimlar

Sonsuz garpimlar matematiksel fizikte zaman zaman kargimiza gikarlar. Bir
¢ok bilinen fonksiyon sonsuz garpim olarak yazilabildigi gibi, baz: transanden-
tal, yani iki tamsayimin kesri olarak ifade edilemeyen sayilarin hesaplan-
masinda da kullanilirlar. f,, gibi pozitif terimlerden olusan bir N. kismi
garpim,

N
Py=fi-fo:fadn=]] fn (12.161)

n=1

seklinde tanimlamr. Eger,

N
Jim H1 fa— P (12.162)
n=

limiti var ise, sonsuz garpim yakinsaktir denir ve

P= ﬁ £ (12.163)
n=1
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yazihr. lim f, > 1 ise, sonsuz carpim iraksaktir veya tersi dogru ise, sifira
n—oo
yakimnsar. Eger 0 < lim f,, <1 ise, sonsuz ¢arpimi
n—oo

o]

[T +an) (12.164)

n=1

olarak yazmak yakmsaklik ve wraksakliga karar verme acisindan daha uy-
gundur. Bu durumda n — oo limitinde a, — 0 olmas1 yakinsaklhk icin
gereklidir, fakat yeterli degildir. Bir bagka deyigle, a,, — 0 olan bir sonsuz
garpim 1raksak olabilir fakat yakinsak olan her carpim icin mutlaka a,, — 0
gsart1 saglanir. Yakinsak bir sonsuz ¢arpim ile sonsuz seriler arasindaki iligki
sonsuz ¢arpimin dogal logaritmas: alinarak gdsterilebilir.

[o o] [ o]
I [J@+an) =) In(1+a,) (12.165)
n=1 n=1
Teorem: 0 < a, < lise, [Tn_;(1+a,) ve [Toe, (1 ~a,) sonsuz garpimlari,
D an
n=1
serisi ile beraber yakinsak veya iraksaktr.

ispat:

2
e =1+a, + 5‘;—’; i, (12.166)

oldugundan 1 + a, < €% yazlabilir. Bsylece,

N N i
Py = H(l +ap) < H e = elZnmian} = ¢Sn (12.167)

n=1 n=1

esitligi kurulabilir. N — co limiti alinirsa,

[o o]
H(l +a,) < ef¥nzian}

n=1

. (12.168)

olacagindan sonsuz garpim igin bir tist siur bulunur. Bir alt simir
bulmak i¢in kismi ¢arpim

N N N
Py=1+) a;i+y > awa;+.. (12.169)
=1

i=1 j=1
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seklinde acik olarak yazdigimzda, a; > 0 verildiginden,

H (1+as) > Z an (12.170)

n-—l n=1

olacaktir. Somug ola.r , sonsuz ¢arpim igin alt ve tist smur Y oo a,
serisine bagh olacagmdan bu serinin yakinsakhg: sonsuz ga.rpumnda
yakinsak olmasi sonucunu doguracaktir. IIS2.; (1 — a,) igin ispat ben-
zer gekilde yapilir.

12.11.1 Sin, Cos ve Gama Fonksiyonlar

n. dereceden n reel kiskl olan bir polinom agagidaki gibi sonlu bir ¢arpim
geklinde yazilabilir:

P.(z) = (z — z1)(z — z3)...(x — z,,) = H(:L‘ - Z;). (12.171)
=1
Bboylece sonsuz tane kokii olan bir fonksiyon da sonsuz ¢arpim olarak ifade
edilebilir. sin ve cos fonksiyonlarinin sonsuz carpim olarak ifadeleri de
kompleks analiz ydntemi kullanilarak bulunabilir.
z-diizleminde z = a, (0 < |a1| < |a1] < ...) gibi basit tekil noktalar:
olan bir fonksiyon,

1 =} (12.172)

F(z) = F(0)+an{( ey T
olarak ifade edilebilir. Bu netice Mittag-Lefler teoremi olarak da bilinir.
Burada b, bu fonksiyonun a, noktasindaki rezidiisiidur. Daha &nce z-
diizleminin biittin noktalarinda analitik olan bir fonksiyona tiim fonksiyon
dendigini gérmiistitk. Bdyle bir fonksiyonun f’/f olarak verilen logaritmik
tirevinin tekil noktalari olacagindan, Laurent seri acithmu olacaktir. Eger
f(z) tim fonksiyonunun z = a,, noktas basit sifir noktasu ise,

f(z) = (z — an)g(2) (12.173)

olarak yazilabilir. Burada g(2), g(z) # g(a.) olan analitik bir fonksiyondur.
(12.173) formiltint kullanarak

o1 g0
PG SR

yazabiliriz. a,, noktasi f’/f fonksiyonunun basit tekil noktas: oldugundan
(12.172) formiiliinde b, = 1 alarak

ff,((j)) ];/((8) +Z{(z——a _1:} (12.175)
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yazariz. Bunun da integralini alirsak,

1) _ O S0 i
mf(o) f(0)+2[1n(z ) = In(—a,) + an} (12.176)

bulunur. Bu ise,

7(2) = £(0) exp[ f,'((o)] [[a-2)ew ) (12.177)

genel ifadesini verecektir. Bu sonucu sin ve cos fonksiyonlarma uyarlar ve
reel degerler igin 2 = z alirsak,

sinz==z | [(1- ) (12.178)
,[Il 3
ve
- 4z
n=1

bulunaca,ktlﬂr. Bu garpimlar biittin sonlu = degerleri i¢in yakisaktir. sinz
igin a, = -£ olacafindan ¥, a, serisi yakinsaktir:

dan = sznz (12.180)

n=1 n=1

= FCQ)
1172

6

sin ifadesinde z = 7 alirsak,

e 1
=110~ Gp)

2 ((2(2)71)2 ) (12.181)

n=1

olacagindan, 3 icin Walli’in iinlii sonsuz garpim ifadesi de

ol

N (2n)*
= El ((2n “1)(n+ 1)) (12.182)

2:24.46.6
1-33-55-7"
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geklinde elde edilir. Sonsuz ¢arpimlarmm diger bir kullamm da I’ fonksi-
yonunun

-1
F(a:) /{xe”"" H(l + )e r] (12.183)
seklindeki gbsterim1d1r. Burada ~ Euler-Mascheroni sabitidir ve
v =0.577216.... (12.184)

olarak verilir. (12.183) denklemini kullanarak,

M(z)l(-z) = [ ze™® H(1 + )e Fre™" H(l - —)erJ(12 185)
r=1 i B r=1
- [ﬁ IIa- %)] (12.186)
r=1
esitligi bulunur. Bu ise,
I(z)(—z) = —xsiz — (12.187)

seklinde yazilabilir.

12.12 Problemler
1. (12.153) denklemini Euler-Maclaurin toplama formiiltinti kullanarak
yaziniz.

2. U¢ boyuttaki bir kiire tizerinde kiitlesiz konformal skalar alanin
Casimir enerjisini hesaplaymiz.

3. Efﬁ-o n3 serisinin toplamim hesap makinas: kullanmadan binde bir
duyarhiginda bulunuz. Kag terim topladimz?

4. Agagdaki serilerin yakinsakhigini kontrol ediniz:

o] 2 (o] 0o
Z _(ln:) ) Zn2 exp(—n?), Zln(l + %),
n=1 n=1

n=1

)" () = _/n o sin’(nz)
LEET Toer U

n=1

13
INTEGRAL DONUSUMLER

Fizik ve mithendislik uygulamalarda sik sik

b
o() = / F(t)s(er Byt (13.1)

geklinde verilen integrallerle kargilaginz. Burada g(a), x(c,t) cekirdegine
gore f(t) fonksiyonunun integral déniigtimi olarak tanimlanir. Integral donii-
glimler kismi veya siradan diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinden, belirli
integrallerin hesaplanmasina kadar genig bir yelpazede uygulama alam bu-
lurlar. En ¢ok karsilagilan integral déntgiimlerinden biri Fourier déniigi-
miidr:

() = \/Lﬂ /_ " retar (13.2)

Fourier cos ve sin ddniigiimleri ise,
o) = \/g /O ” F(t) cos(at)dt, (13.3)
(o) " \/g /0 ” £(¢) sin(at)dt (13.4)

seklinde tamimlamirlar. Bu doniigiimlerdeki ¢ekirdekler dalgalarin tanimlan-
masinda kullanildifindan, Fourier dontisiimleri genellikle dalgalarla ilgili
konularda kargimiza ¢ikarlar. X-1ginlarimin atomlardan sacilmasi buna tipik
bir érnektir. Sagilan dalgalarin genliginin Fourier d¢niigtimiinden, atom-
larin elektron dagihmlar: elde edilir.

13.1 Diger Sik Kargilagilan Déniisiimler

e, tJn(at) veya t*~* gekirdeklerinin kullamimu ile kurulan déntgiimler
diger sik kargilagilan doniistimlerdir. Bunlardan,

o) = [ e (135)

geklinde verilen Laplace doniigtimiidiir ve siradan diferansiyel denklem sis-
temlerini cebirsel denklem sistemlerine déniigtiirmekte ¢ok yararhdir. Han-
kel veya Fourier-Bessel doniigtimtl ise,



258 13. INTEGRAL DONUSUNILER

C gla) = /0 " (t)t (o)t (13.6)

olarak verilir ve silindirik//koordinatlarda potansiyel enerji hesaplarinda
kargirmza gikar. M‘Qllin d(f;m‘i§1‘imﬁ ise,

g(a) = /0 - f)t>tae (13.7)

seklindedir.
Bu déniigtimlerin hepsinin ortak 6zelligi dogrusal olmalaridir. Yani,

b b
g1(c) =/ fi®)s(e,t)dt e gz(a)=/ fa(t)s(a, t)dt (13.8)

dontigiimleri var olursa,

@ ta@ = [0+ AOK@E o  (39)

ab
[e fa(t)]r(e, t)dt

a

cg1(@)

ifadeleri de dogru olacaktir. Burada c sabit bir sayidir. Genel bir integral
doniisiimii operatdr olarak,

g9(a) = £f(t) (13.10)
seklinde de gusterilebilir. Ters déniigiim ise,
f@t) = £71g(a) (13.11)

bigiminde ifade edilir. Burada £ operatéri

£= / ’ dtn(t) (13.12)

olarak tamimlanir ve integral doniigiimii bulunacak olan fonksiyon iizerine
etki ettirilir. Genel olarak uygulamalarda bir déniigiimiin ters déniigiimiini
bulmak esas problemi olugturur.

13.2 TFourier Integralinin Cikarilmasi

13.2.1 Fourier Serisi

Fourier serileri [0,27] ve [—L, L] gibi smrlandimlmig veya (—o0,00) a-
ralifinda periyodik bir fonksiyonun gésteriminde ¢ok yararhidir. Ancak, su
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anda bizim problemimiz (—oco, 00) arahiginda periyodik olmayan bir fonksi-
yonun gdsteriminin nasil yapilacagidir. Fiziksel olarak bu verilen bir dalga
paketini sin ve cos dalgalariyla ifade etmeye egdegerdir. f(z), [-L,L] a-
rah@inda Fourier serisine agilabilme gartlarimi saglayan bir fonksiyon ise,

1 L > DT nrx
=57 n b'n, i .
f(x) 5T /_L f(t)dt + nzzzl O €08 —— + 1; sin —— (13.13)
geklinde gosterilir. Fourier katsayilar: olan a,, ve b,

1 (L nat

On = I [L f(t) cos —L-—dt, (13.14)
1 [ . nwut

brd = 7 /—L f(t)sin T dt (13.15)

formiillerinden rahatlikla hesaplanir. a,, ve b, katsayilarim Fourier serisinde
yerlerine yazarsak ve

cos(a — b) = cosacosb+sinasind (13.16)

egitligini kullanirsak,
1 L 1k nw
fe) = 57 /— RO ; /_ fyeos[F-o) . (131)

denklemini elde ederiz. $imdi bu ifadenin siireklilik limitini (L — oco)alalim.
Bu limitte [~ L, L] arali (-00, 00) olacaktir. Trigonometrik Fourier serisinde
w=12 (n=0,1,2,...) oldugundan, iki komgu 6zfrekans arasindaki fark

v

L
seklinde olacaktir. Bunu kullanarak da yukanidaki denklem

(13.18)

Aw=

L oo s ]
f(z) = % /_ fdr+ % nz;: Aw /_ fQcosalt-o)i (1319)

seklini alir. Bu ifadenin L — oo limitini alirsak,

oo 3]
S aw— / duw (13.20)
n=1 0
olacagmdan Fourier integrali de
f@ =1 / du / £(8) cosw(t — 2)dt (13.21)
0 —o0
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seklinde elde edilir. Bu ifade de L — oo olurken,
_ / ft)dt (13.22)

integralinin var oldugu ve seflu bir deger aldig1 varsayilmigtir. Bir fonksi-

yonun Fourier integralinin ajfnabilmesi igin, ffooo |f(t})| dt integralinin yakin-
sak olmasi yeterlidir.

Fourier integrali tistel fonksiyon cinsinden de yazilabilir. sinw(t — z)
fonksiyonu w degiskenine gore tek fonksiyon oldugundan,

5}7; A dw/_oo f)sinw(t —z)dt =0 (13.23)

yazabiliriz. cosw(t — «) fonksiyonu da w degigkenine gore cift fonksiyon
olacagindan, Fourier integralindeki w integralinin arali1 da (—oo, 00) ah-
nabilir:

f(z) L /oo dw/jo f(t) cosw(t — z)dt. (13.24)

Buradan da denklem (13.23)’i1 i sayisi ile carpip denklem (13.24) ile toplar-
sak, Fourier integralinin istel sekli,

1 Y . e 3
flo)= = / dwe—ivs / ft)ettdt (13.25)
2w —o0 —o0
olarak elde edilir. Burada w herhangi bir matematiksel degiskendir. Ancak,
dalgalarla ilgili problemlerde frekansa kars: gelir. Bundan dolayi, Fourier in-

tegralini herhangi bir sinyalin (sonlu veya sonsuz) sin tipi dalgalar cinsinden
ifadesi olarak yorumlayabiliriz.

18.2.2 Dirac-Delta Fonksiyonu ligkisi

Fourier integralini

flz) = /_ : £(t) { 2% [ : ei“’(t"z)dcu} dt (13.26)

geklinde yazarsak, kivrik parantez igindeki integralin
1 ; (t )
t—z)==— B Al 13.2
(t—=z) 5 / e dw (13.27)

geklinde verilen Dirac-delta fonksiyonu oldugu goriiliir. Dirac-delta fonksi-
yonu agagidaki dzellikleri saglayan bir tanima sahiptir:

6(z—a)=0 z # a,
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/oo §(z — a)dz =1, (13.28)

/_ " 8(z - a)f(z)dz = £(a).

Burada f(z) fonksiyonunun z = a noktasinda siirekli oldugu farzedililir.

13.3 Fourier Doniigiimii ve Ters Fourier Doniigiimii

Fourier integral teoremini (13.25)

= [ aoron [ [ ]

seklinde yazarak, f(¢) fonksiyonunun Fourier déniistimiinii

glw) = \/% /_ Z F()e“tdt (13.29)

geklinde tamimlayabiliriz. Dolayisi ile Fourier ters déniisiimiiniin de

f(t) = \/% /_ . g(w)e ™ duw (13.30)
olacag agiktir.

13.8.1 Fourier Sin ve Cos Déndigiimlers
f(t) fonksiyonunu ¢ift fonksiyon olarak alahm. Bu durumda

f(=2) = f(=) (13.31)

olacagimdan Fourier integralinde

"t = coswt + i sinwt (13.32)
yazarsak,
1 o0
g(w) = oy /_oo fe(t) (coswt + i sinwt) dt (13.33)

olacaktir. Burada ise, sin wt 'nin #’ye gore tek fonksiyon oldugunu diisiintirsek,

ge(w) = \/g /0 ~ fe(t) coswtdt (13.34)



262 13. INTEGRAL DONUSUMLER

4 1) " '

/\ﬂ/\/\f\ i
U oYU U U U

SEKIL 13.1. N=5 igin dalga treni.

seklinde verilen Fourier cos déniiglimiinii elde ederiz. Ters ddniiglimii de

fe®) = \/g/ ge(w) coswtdw (13.35)
0
olarak benzer gekilde elde edilir. Eger f(z) tek fonksiyon olursa,
f(—z) = —f(z) (13.36)

olacagindan Fourier integralinden,

gs(w) = \/— / fs(t) sinwtdt (13.37)

seklinde Fourier sin ddniigiimii ve benzer gekilde de

fs(z) = \/g/ooo 9s(z) sin wedw (13.38)

olarak ters Fourier sin déniigiimil elde edilir.

Ornek (13.1) Sonlu bir dalga treninin Fourier analizi: Sonlu bir dal-
ga treninin Fourier déniigitmiint bulahm. Sonlu bir dalga treni agag-
daki gibi yazlabilir:

sinw,t |t| < M=
)= { 0 }t: S N (13.39)

N=5 icin grafigi de Sekil (13.1)'de gtsterildigi gibidir.
Burada f(t) tek fonksiyondur. Bu nedenle Fourier sin doniigiimtini

sin (w, — w) = in (wo + w) &
gs(w)=\/§[ (o Zw) oy _Sinlwot ey, (13.40)

2(wo — w) 2 (wo +w)
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4 g5(w)
1 No
W = Wy

SEKIL 13.2. g,(w) fonksiyonu.

olarak elde ederiz. w, ve w ~ w, igin sadece ilk terim dnemli olacagin-

dan g,(w) fonksiyonu Sekil (13. 2)’de oldugu gibi verilir.

Bu tek bir yank igin kirnmim deseni genlik egrisidir. Bunun sifirlar
wo—w  Aw 1 2

= =+— + — 41
Wo Wo N N (13.41)

noktalarindadir. Merkezi maksimum disindaki katkilar kiigtik oldugun-
dan, Sinyalimizi olugturan dalgalarin frekans dagilimmn tatmin edici
bir tanim igin,

w
Aw = — 42
W= (13.42)
arahfindaki frekanslar almak yeterlidir. Gorilityor ki, uzun bir dalga
treni i¢in frekans dagilimi dar olacaktir. Kisa bir sinyal igin ise, frekans
dagihim genigligi artacaktir.

13.8.2 Tiirevin Fourier Déniisimi

Bu kisimda Fourier dénfigiimlerinin kismi ve siradan diferansiyel denklem-
lerin ¢tzlimlerinde kulanimina hazirhik olarak, tiirevlerin Fourier déniigii-
mlerinin nasil bulunacagini gorecegiz. Once ‘—i%(f-l tiirevinin Fourier donisti-
milne bakarsak,

() = —= / g (x €% dg; (13.43)

oldugunu goriiriiz. Burada kismi integrasyon ybntemiyle integral alimrsa,
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'sz

0(w) = —j=f( T /°° f@eds  (13.44)

ifadesi elde edilir. Eger f (:1:) 'ff)nkSlyonunun z — oo limitinde sifir oldugu
kabul edilirse, '

g1(w) = —iwg(w) (13.45)
bulunur. Benzer gekilde n. tiirevin Fourier doniigtimit alinirsa ve
77 @), f772 (=), f23(), 00 f(2) (13.46)

fonksiyonlarinin hepsinin oo ’da sifir oldugu kabul edilirse, n’inci tiirevin
Fourier dtniigtimii de

gn(w) = (—iw)"g(w) (13.47)
olarak elde edilir.

Ornek (13. 2) Fourier déniigiimi ve kismi diferansiyel denklemler:

Integral dontglimleri kismi diferansiyel denklemlerin ¢8ztimtinde de
kullamlabilir. Sonsuz uzunlukta bir telin serbest olarak titregimini
g0z dniine alahm. Bu telin tizerinde serbest hareket eden salinimlarin
hareketini belirleyen ve

O%y(z,t) _ 1 8%(z,1)

o =2 o (13.48)
olarak verilen dalga denklemidir. Burada y(z,t), telin £ noktasinda ve
t zamaninda denge noktasmdan sapmasim vermektedir. Yukaridaki
denklemi ¢bzebilmek icin 6nce bir baglangic gart1 verilmelidir. Telin
t = 0 zamamndaki geklini

y(z,0) = f(=) (13.49)

olarak alalim. Dalga denkleminin Fourier doniistimiini alirsak,
d2y(x t) etos 1 ® dzy(xat) iz
_/_oo dz? dr = z /-oo —gp e ds, (13.50)
1 &Y (a,t)
v?  di?

buluruz. Burada Y(q,t), y(z,t) fonksiyonunun z degiskenine gbre
Fourier déniistimiidir ve

1l

(~i)?Y (o) (13.51)

Y(a,t) = # /_°° y(z,t)e*%dz. (13.52)
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olarak verilir. Buradan goriildtigit gibi, Y(a, t) i¢in ¢dzlilmesi gereken
denklem bir siradan diferansiyel denklemdir ve ¢ziimil de kolayca,

Y(a,t) = F(a)efve (13.53)

seklinde bulunacaktir. Burada Y (¢, t) fonksiyonunun baglangi¢ sart1
olan F(c) da

y(z,0) = f(=)
fonksiyonunun Fourier d6niigiimii alinarak,
Fla) = Y(,0) (13.54)
1 0 (
= E /%0 f(z)e**dz, (13.55)

olarak bulunur. Dogal olarak bizim i¢in anlagilmas: ve fiziksel olarak
yorumlamasi kolay olan y(z,t) fonksiyonudur. Bunun icin Y(a,t)
fonksiyonunun ters déniisitmtinti ahrsak,

1 oo —taz
O /  Y(e e oo, (13.56)
— Flale —1,a(:z::F‘ut)da
7= e

buluruz. Bu son ifade F(a) nin ters Fourier déntigimiinii almak an-
lamina geldiginden, genel ¢6zim de

y(z,t) = f(z ¥ vt) (13.57)
geklinde verilir. Bu ¢dziim bize baglangictaki gseklini koruyarak v hiz

ile safa veya sola dogru hareket eden dalgalar1 vermektedir.

13.3.83 Konwvolusyon Teorem:

f(z) ve g(z) gibi iki fonksiyon verilsin ve bunlarin Fourier déniigiimleri F\(t)
ve G(t) olsun. f(z) ve g(z) fonksiyonlarimin konvolusyonu

frg= / ) f(z— (13.58)
olarak tamimlanir. Fourier doniistimiiniin tamumim kullanarak sag taraft
i 1 1 . —it(z—y)
[ swta-nay = 2= [ o) [ Foeteaay,

- = / F(t)e=t=dt / o(y)e™ay,
/ F)G(H)etdt, (13.59)

{l
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geklinde, f(z) ve g(z) fonksiyonlarimn doniigtimlerinin ¢arpiminin ters dénii-
slimi olarak ifade ederiz. Bu da iki fonksiyonun konvolusyonundan bagka
bir sey degildir. z = 0 pzel durumunda ise,

[ e - [ swir-vay (13.60)

egitligi elde edilir. -

13.3.4  Fourier Déoniigtimainiin Ozelliklers

Fourier dSniigtim operatriinii ¥ olarak tammlarsak, f(x)’in Fourier doniigii-
mii

F(k) = S {f(=)} (13.61)

seklinde gésterilir. f(z)’in Fourier donlistimiiniin var olmasi i¢in yeterli sart,
f(z) fonsiyonunun mutlak degerinin integrali alinabilir olmasidir:

/ N |£(z)| da. (13.62)

13.3.5 U ¢ Boyutta Fourier Dondigiima
Daha 6nce tek boyutta yazdigimiz Fourier déniigtimt 3-boyut i¢in de yazila-

bilir:
Ty 1 RY Aadly Mot 3. f(\ i K2
k)= \3/2—#/—00 /_oo /_ood (@) (1363)

Ters déniigiimii ise,

f(x =——/ / / Bkp(K e F-Z, 13.64
® =g [ [ [ o) (13.64
olacaktir. Buradan da 3 boyutta Dirac fonksiyonu,
- — .__1_ I Rl e 31 ik .(?~2")
(T —2) = 3 d’ke (13.65)
(27r) —00 J—-00 J—00

olarak elde edilir. Bu formiller kolayca n-boyuta da uyarlanabilir.

13.4 Fourier Doniigiimii ile Ilgili Bazi Teoremler:

Parseval Teoremi I

/_ R dk = /_ @) de. (13.66)
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Parseval Teoremi 11

/ ” F(k)G(—k)dk = / Z o(2)f(@)dz. (13.67)

ispat: Bu teoremleri ispatlamak icin g(z) fonksiyonunun déniigiimiinde
k — —k déniglimiinii yapahm:

G(—k) = —\/% /_ Z g(z)e=*vds. (13.68)

(13.68) integralini F(k) ile garpip,(—00, co)aralifinda k degiskeni tizerinden
integralini alirsak,

1 —ikz 9
F - = F(k dk—/ g(z)e " dx (13.69)
/_oo (R)G(=k)dk /_oo () V21 J o =)
olacaktir. Integral sirasimin degistirilebilmesi igin yeterli gart

/ " if@lds ve [ Z l0(z)| de (13.70)

integrallerinin var olmasidir. Bunlarm var oldugunu diigiinerek integral
sirasini degigtirirsek,

/ - F(k)G(—k)dk = /_ : g(x)dm\/—12=7r /_ . F(k)dke™ = (13.71)

elde edilir. Sag taraftaki F(k)’mmn ters Fourier dénigiimiiniin va.rhguu kabul
edersek ikinci Parseval teoremi ispatlanmig olur. Eger (13.71) esitliinde

f(z) = g(z) (13.72)
alirsak ve
G(~k) = G(k)" (13.73)
oldugunu hatirlarsak,
/ Z G (k)2 dk = /_ : ()| dz (13.74)

i irinci ii ispattan da goriliyor ki,
eklinde birinci Parseval teoremi ispatlanir. Bu ispat . T k
iers Fourier ddniiglimiiniin noktasal olarak gegerlilii de gerekli degildir.

Ornegin;

RN b etk (13.75)
T /_ _ F(k)dk
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integralinin degeri ,

o0
| e@) (e (13.76)

J—co ;
integralinin degeri etkilenmedikgg baz1 yalmiz tekil noktalarda f(z) fonksi-
yonunun degerinden farkli olabjHr.

Ornek (13.3) Tek boyutta difiizyon problemi: Suile dolu uzun bir boru
icinde z, noktasina M gm agirhginda bir parga tuz konulmug olsun.
Tuzun konsantrasyonunu zamana ve konuma bagh olarak bulahm.
Problemi basitlegtirmek icin sonsuz uzunlukta bir boru diisiinelim.
Boru dar oldugundan, tuz yogunlugunun boru kesiti boyunca olan
degisimini de yok sayabiliriz. Boylece yogunluk,

p = p(z,t) gm/em® (13.77)

seklinde bir fonksiyon olur. Bu problemdeki tuz yogunlugu,
dp 8?p
o~ Do

seklinde verilen difiizyon kismi diferansiyel denklemini saglayacaktur.
Baglangi¢c sartimiz ise, ¢ = 0 aminda yogunluk z, noktas: hari¢ her
yerde sifir olacagindan,

(13.78)

p(,0) = (%) §(z—20). (13.79)
seklinde ifade edilir. Ayrica, biitiin zamanlar icin

zglélw p(z,t) = p(Loo,t) =0 (13.80)

sart1, toplam tuz miktarimin korunumunu verir. Bu problemin simir
sartlar titregen tel problemine benzemekle birlikte, temel farki p(z, t)
fonksiyonunun sonsuz aralifin ug notalarinda sifir olmasidir. Bunun
anlam1 da Fourier serisinden ¢ok Fourier d¢niisimii ile ifade edilen
bir ¢6ziimiin varhigidir. Toplam tuz miktar: sabit olacagindan

/oo p(z,t)Adz =m (13.81)

—0Q

yazabiliriz. Bu Fourier dénlgiimiiniin varligl icin yeterli garttir. Kismi
diferansiyel denklem olan difiizyon denkleminin Fourier déniigiimiinii
alirsak,

dR(k, 1)
dt

= —DK2R(k, ) (13.82)
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seklinde verilen bir siradan diferansiyel denklem elde ederiz. Burada
R(k,t) fonksiyonu, boru boyunca yogunlugun ifadesi olan p(z, t) fonk-
siyonunun z degigkenine gére Fourier ddntgiimiidiir. R(k, t) igin baglan-
g1¢ sart1 da p(z,t)’'nin baslangic sartimin Fourier doniigiimi{i ahnarak,

— M - — _M_L ikzo
R(k,0) = S‘{(A) §(z xo)} =7 \/2_7re (13.83)
seklinde bulunur. (13.82) denkleminin ¢tziimii ise,
R(k,t) = R(k,0)e~ Dkt (13.84)
olarak elde edilir.
Sonug olarak da p(z,t)’yi bulmak igin,

R(k,t) = ¢ikTo g~ DK’ (13.85)

M
A 2m
fonksiyonunun ters déniigimiinit alir ve agagidaki diizenlemeleri ya-
parsak,

o
oz, t) = ;%r./ ¢ikTo g— Dkt —ikz 1.
—o0

— M °° —Dk*t—ik(z—z,)
iy /_ooe dk

- M= ~Dt(k?+ik{=52el)
Ao /_ooe Dt /dk

_ M [T Dk ielegmE) (G (Gl
A2n J_ oo
M

i(z—=z, . 2
e‘Dt(k'*'"(z-o‘:‘al)z e_ﬁunl

= m . bt dk
= _jie_-(%‘ﬁ2 /oo e"Dt(k’i'i(%nl)gdk
A2r —oo
— M —ﬁ—wz‘ 2 [ —Dtu?
= ort 1D /_ooe du
_ M _(@-=,)2 ™
= ot e (13.86)
M 1 (z—=z9)?
b)) = — ~ D 13.87
p(z,t) A me ( )

bulunacaktir. Dikkat edilirse bu ¢6ziim difiizyon denklemini saglar ve
t — 0 limiti de olmas: gerektigi gibi,

lim p(z, 1) = (A—j) §(z — 1) (13.88)

olarak bulunur.
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13.5 Temel Laplace Doniistimleri

F(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimi asagidaki gibi gtsterilir:
f(s) £{F g)f}
= limy[ e *tF(t)dt (13.89)
0

a—s

o o]
= / e *'F(t)dt. s> 0 ve reel
0
Bu doniigiimiin yapilabilmesi icin,
/ F(t)dt (13.90)
0

integralinin yakinsak olmasina ihtiyag yoktur. Ornegin: F'(t) biiyitk ¢ deger-
leri icin ustel olarak iraksayabilir. Ama, yeteri kadar biiyiik ¢ degerleri igin,
yani ¢ > ¢, icin,

le*tF(t)| < M (13.91)

olacak gekilde bir s, sabiti ve pozitif bir M sabiti var ise, bu fonksiyonun
§ > s, icin bir Laplace ddniigiimii olacaktir. Bir kargi ¢rnek olarak,

F(t)=¢t (13.92)

fonksiyonunu ele alahm. Bu fonksiyon i¢in (13.91) sartimu saglayacak tarzda
So ve M sabitleri bulunamayacagindan, Laplace déniigiimiiniin olmadigini
styleriz. ¢ — O limitinde ise, F'(t) fonksiyonun yeterince gigli bir tekilligi
varsa Laplace doniigiimil olmayabilir:

£{t") = /0 etn s (13.93)

dénigimii n < —1 i¢in merkezde, yani ¢t = 0 noktasinda iraksaktir. s > 0
ve n > —1 igin Laplace doniigiimleri ise,

n!
S"'+1

£{t") = (13.94)

olarak bulunur.

13.6 Ters Laplace Doniigiimleri

Verilmig bir F(t) fonksiyonu, Laplace déniigiimiiniin olmas: i¢in gereken
sartlar1 sagliyorsa,

f(s) = £{F@)} (13.95)
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N(t)

« Tek bir nokta

SJEKI11 13.3. Bog fonksiyon.

vazilir. f(s)’in ters doniigiim, ters doniigiim operatorti £ ile
£71{f(s)} = F(t) (13.96)

geklinde gosterilir. Ama bu ters doniistim ashinda tek degildir: Fy () ve Fp(t)
gibi iki fonksiyon aym Laplace déniistimiine sahip olabilirler. Bu durumda

Fi(t) — Fa(t) = N(¢) (13.97)
ifadesindeki N (t) fonksiyonu, biitiin ¢, degerleri icin

to
N(t)dt =0 (13.98)
0

integralini saglayan bir bog fonksiyon olmahdir. Bu Lerch teoremi olarak da
bilinir. (13.97) ifadesindeki N(t)'yi fizikgiler ve mithendisler pratikte sifir
olarak alarak ters déniigtimiin tek olmasim saglarlar. Sekil (13.3)'de bog
fonksiyonuna bir 6rnek géritlmektedir.

Birim basamak Fonksiyonu ise,

_J 0 t<a
U(t—a)_{ 1 t>a (13.99)
seklinde tanimlanir ve Sekil (13.4)’deki gibi verilir.
Bir cok stireksiz fonksiyonu birim basamak fonksiyonu cinsinden ifade
etmek mitmkitindiir. Bu fonksiyonun Laplace doniisiimt
L{Ut—-a)}== s>0 (13.100)

8
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AU(x-a)
) / I.

A
14

al--ameu-
Ry

SEKIL 13.4. Birim basamak fonksiyonu.
olarak verilir. Ters donilgiimiin teklifinden kolayca,
£71 {%} =U(t —a) (13.101)
yazilir. F'(t) ve G(t) gibi Laplace doniigtimii ahnabilir iki fonksiyon igin,

£{aF(t) +bG(t)} = a£ {F()} + b£ {C(t)} (13.102)

yazilabileceginden £ operatérii dogrusal bir operatsrdiir. Burada a ve b iki
sabit sayidar.

13.6.1 Baz Temel Laplace Doniigimlers
1. F(t) =1 igin Laplace doniistimit

£{1} = [etdt=1 5>0 (13.103)
olarak verilir.
2. F(t) =eF* | t>0igin,
£{e"} = [Cektetdt = L s>k (13.104)
olur.
3.
coshkt = —;- (¥ +e7F),
sinhkt = % (ekt Al e‘kt)
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fonksiyonlarinin Laplace doniisiimleri, £ operatériiniin dogrusal olma
ozelligi kullanilarak ve s > k igin,

1 1 1 8
£ {coshkt} = 5 (s —% T3 +k> =23 (13.105)
. k

seklinde bulunurlar.

cos kt = cosh ikt ve sin kt = —isinh kt

ifadelerini kullanarak da cos ve sin fonksiyonlarinin Laplace doniigiim-
lerini s > 0 i¢in buluruz:

8

. k
£{sinkt} = sl (13.108)

18.6.2 Laplace Déndigiimlerinde Ozel Teoremler

Ters Laplace donitgtimlerinin bulunmasinda agagida verilen teoremler cok
yararhdir:

Teorem I: Ilk tteleme teoremi.
Eger bir f(t) fonksiyonunun Laplace d8niigtimii

£{f()} = F(s) (13.109)
ise, e f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii
£{e*f(t)} = F(s—a) (13.110)
olarak bulunur.

ispat:

£{ef(t)} = /0 " et f(t)etdt = /O Tt pa (13.111)

Teorem II: Tkinci 6teleme teoremi.
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F(s), f(t) fonksiyonunun Laplace déniigtimit ve U (t—a) birim basamak
fonksiyonu ise,

£{Ult—a)f(t—a)} = e F(s) (13.112)
olacaktir. Benzer gekilde,

£71 { e““‘"F(éB} =U(t—a)f(t—a) (13.113)
ters d6niigiimii de gegerlidir.
Ispat: Birim basamak fonksiyonu

Ut —a) = { (1’ ! e \13.114)

geklinde tanimlandigindan,

Il

£{U(t - a)f(t — a)} A " et — a) (¢~ a)dt

1

/ ~ et £t — a)dt (13.115)

olacaktir. Integral degiskeni t’yi v = t — a olarak degistirirsek, son
integrali

£{UG—-a)f(t—a) = /0 ¥ st f()dy  (13.116)
= e % /00 e % f(v)dv
0
= e *F(s)

geklinde buluruz.
Teorem III: Eger £ {f(t)} = F(s) ise, o zaman

£{f(at)} = %F(g) (13.117)
olacaktir. Benzer gekilde,
£ {F(Z)} = af(at) (13.118)

olur.

Ispat: Laplace doniistimil tanimim kullanarak

£{f(at)} = /0 ~ st f(at)dt (13.119)
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yazilir. Integral de v = at déniigtimti kullanilarak,

£{fat)y = 1 /Owe-sﬁ f)dv (13.120)

a
1 s
e —-— F -
a ( a )
bulunur.

Teorem IV: Verilen bir f(t) fonksiyonunun Laplace dontigiimit F(s) ise,
t" f(t) fonksiyonunun déniigimit

d*F(s)
dtn

£{"f(t)} = (-1)" (—1)"F™)(s) (13.121)

seklinde kolayca bulunur. Buradan = 0,1, 2, 3... seklinde tamsayilardir.
Benzer gekilde £71 {F(s)} = f(t) ise, ters doniiglim

£-1 {Fw(s)} = (1) f(t) (13.122)
olarak elde edilir.
Ispat: £{f(t)} = F(s) oldugundan
F(s) = /0 et £(t)dt (13.123)
vazilir. Her iki tarafin da s parametresine gére tiirevini alirsak,
/0 ety f(t)dt = —F'(s) (13.124)

buluruz. Tirev almaya aym sekilde devam edersek,

/ % o2 Ftydt = F' (s),
0

11

/°° e 3 f(t)dt = ~F (s)
0

ve béylece n’inci tiirev de

/ T eon f(t)dt = (—1)"F™(s)
o]

olarak sonucu verecektir.
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Teorem V: Periyodik fonksiyonlarin Laplace doniigiimii.

Eger f(t), p > 0 periyotlu bir fonksiyon ise, yani; f(t +p) = f(t) ise,

‘ f” e=st f(t)dt
£{ry =010
olacaktir. 4
Ispat:
£{f®)} = /Oooe““f(t)dt, (13.125)

P 2p
== / et f(t)dt + / et f(t)dt
0 P

3p
+/ e St f(t)dt + ..., (13.126)
2;

P

D P
= / e f(t)dt + / e=*C*P) f(v + p)dv
0 0
y4
+/ e—s(’v+2p)f(,u + 2p)d'u + ... (13127)
0

v bir integral degigkeni oldugundan, v'yi ¢ ile degistirip, f(¢)’nin peri-
yodik olma &zelligini kullanirsak,

/0 et f(t)dt (13.128)
P P
= /e_’tf(t)dt—f—e_”’/ et f(t)dt
0 0
P
+e~o2p / e f(t)dt + ... (13.129)
0

P

= (e e e ) / e £(£)dt(13.130)
0

JE et f(t)at

R (13.131)
seklinde ispat tamamlanir.
Teorem VI: Bir integralin Laplace doniigiimii.
f(t)'nin Laplace dénigiimi F(s) ise,
t
F
£{ / f(u)du} = is) (13.132)
0
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{F (s} / f(u)du (13.133)

geklinde ters doniisiim bulunur.

olacaktir. Benzer sekilde,

Ispat: G(t) fonksiyonunu agagidaki gibi tammlayalim:

G(t) = /0  Hu)du. (13.134)

Bu durumda G'(t) = f(t) , G(0) = 0 olur ve
£{G'(t)} = s£{G(t)} -G(0), (13.135)
= s£{G()} (13.136)

bulunur. Boylece,

ciow)=2{ [ fwan} = Legron =T

(13.137)

geklinde ispat tamamlanmg olur.

Teorem VII: tlimoigﬁ mevcut ise ve f(t)’nin Laplace dontgiimi F(s)
o0
£ {@} :/ F(u)du (13.138)
8

Ispat: g(t) = Lgﬂ yazarsak f(t) = tg(t) olacagindan,
F(s) = £{f@®)} (13.139)

ise, 0 zaman

bulunur.

= £{tgt)} = ———6{ t)} = —dG(S) (13.140)
bulunur. Burada Teorem VI kullambhr. Bdylece,
G(s) = — / Flu)du (13.141)

integraline erigilir. Fakat, burada lim, . G(s) = 0 oldugundan c
sonsuz olmalidir. Buradan da

Gls) = £ {i(t-t—)} . / ~ Flw)du (13.142)

geklinde ispat sonuglamr.
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Teorem VIII: Konvolusyon teoremi.

f(t) ve g(t) fonksiyonlarmn Laplace déniigtimleri sirasi ile F(s) ve
G(s) ise, .

£ { /0 t f(u)g&t_'/;u)du} = F(s)G(s) (13.143)

bulunur. Benzer gekilde, eger £ {F(s)} = f(t) ve £71{G(s)} =
g(t) ise,

£71{F(s)G(s)} = /0 fw)g(t — u)du (13.144)

bulunur. Yukarida tanmmlanan bu integrale f(t) ve g(t) fonksiyon-
larinin konvolusyonu denir ve f * g ile gosterilir:

frg= /Ot Fu)g(t — u)du. (13.145)

Bu tamimdan goriilityor ki; konvolusyon degisme, birlesme ve dagilma
dzelliklerine sahip bir iglemdir.

fxg = gxf,
fr(g+h) = frg+fxh, (13.146)
fx(gxh) = (fxg)*h

Ispat: Once agagidaki déntigtimlerin konvolusyonunu olugturalim:

[/0"“ o (“)d”} [ /Ow e"’”g(v)dv] (13.147)

= /00 /oo e~*("+9) g(v) f () dudv. (13.148)
o Jo

F(s)G(s)

v =1 — u dénligiimi ile

F(s)G(s) /t b / e~g(t - u)f(u)dudt  (13.149)

. /t et [ / :0 g(t - u) f(u)du] dt (13.150)

=0 u=
= £ {/Ot Flu)g(t — u)du} (13.151)

yazabiliriz. Burada ¢ = u + v d6niigtimti ile uv diizleminden ut dilz-
lemine gegcilmistir.

Ornek (13.4) Laplace ters doniigiimlerine érnekler:
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1. Laplace déniiglimit ﬁ% olan fonksiyonu bulalim:

£ {’a’fiﬁ} = cos 4t oldugundan Teorem IT'yi kullamirsak,

£{U({t—a)f(t—a)} = e *F(s) (13.152)
ve
£ {e *F(s} = U(t—a)f(t—a) (13.153)
olacagindan,
£71 { o = :’_ 16} = U(t—2)cos4(t—2) (13.154)
0 t<2
- { cos4(t—2) t ; 2(13'155)
bulunur.

. Laplace déntistimil In (1 + 1) olan fonksiyonu bulmak igin,

F(s)=In (1 + %) (13.156)

yazalim. Bylece,
1 1

F'(s) = par (e (13.157)
bulunur. Teorem IV kullamilirsa ve

£7HF(s)} = f(t) (13.158)
ise,

£1 {F(”)(s)} = (=1)""f(2) (13.159)

olacagindan,

1+

W | =

£ {F’(s)} = —t£l {m )}(13.160)

£71 {m (1 + %)} = —%f“l {8+ - %} (13.161)

- (13.162)

= TN

buluruz.
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3. Laplace déniisiimii Tiﬂ olan fonksiyon ise,

£ { L } _iThe (13.163)
PR VLR VT
oldugundan, Teorem VI kullanilarak,
i
£ {flsl} - / F(w)du, (13.164)
S 0
1 ty—te v
L7 e} = du, (13.165)
{ svs+1 } o VT

LY AR (13.166)
= — B—v d'l) 13.1
7

yazilir ve u = v? doniigiimii yapilarak bulunur. Bu da ¢ok bilinen
erf(v/%) fonksiyonunun yarsidur:

_ 1 _ erf(v/t)
£ 1{Sm}_ 5 (13.167)

18.6.8 £7Y’%n Elde Edilme Yollar

Ters Laplace doniigtimlerinin elde edilmesinde en ¢ok kullamilan yﬁnter'n
basit kesirler ydntemidir. Kargimiza zaman zaman Laplace déniigiim fonksi-
yonu

F(s) = g(s)/h(s) (13.168)

seklinde cikar. Burada g(s) ve h(s) ortak carpanlar olmayan polinomlardar.
g(s)’in derecesi de h(s)’in derecesinden kigiiktur.
h(s) ’in arpanlarinin hepsi dogrusal ve birbirinden aym ise, f(s)

fle) =324 2 4 4= (13.169)
s—a; S—ag s—an
seklinde yazilabilir. Burada c; sabitleri s’den bagimsiz sabitlerdir. Kokler-
den herhangi biri m kath olursa, f(s) ifadesi
Cl,m Cl,m—1 C1,1

fe) = (s—a)™ ¥ (s —a))™ ! A

+ En: G (13.170)

S —a;

bi¢iminde yazilir.
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Carpanlardan biri (52 +ps+ q) gibi ikinci dereceden ise, bu ¢arpanin
pay! iki sabit kullanilarak,

as+b

B 13.171
(s> +ps+4q) ( )

seklinde yazilir. Basit kesirlerdeki bu katsayilarn hesaplanmasinda bir gok
yol vardir. Ornegin, ilk halde verilen ¢; katsayilar

Lim (s—a;)) f(s)=c; (13.172)
limiti ile bulunabilir.
Ornek (13.5) Basit kesirler yontemi: Laplace d6niigtimii
k2
f(s) - 8(82+k2)

seklinde verilen fonksiyonu basit kesirlere ayirma ydntemini kulla-
narak bulalim. f(s) fonksiyonunu,

(13.173)

c  as+bd
f(s) = 3 + m (13.174)
olarak yazar ve iki ifadeyi esitleriz:
k2 c(s®2+k%) +s(as+b
T = ( 2 2( ) (13.175)
s(s? + k2?) s(s? 4+ k2)
Bu esitlik biittin s degerleri i¢in dogru oldugundan,
c+a=0 : s 2'nin katsayilan
b=0 : 8 ’'nin katsayilar (13.176)
ck? = k? :  s% 'nin katsayilan
denklemlerinin ¢dztimitnden katsayilar
c=1 b=0 a=-1 (13.177)
olarak buluruz. Buradan da
1 s
yazilir ve ters Laplace déntigiimii de
£7Hf(8)} =1 — coskt (13.179)

seklinde kolayca bulunur.
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Ornek (13.6)Integral doniigiimler ve belirli integraller: Integral ds-
niiglimler belirli integrallerin alinmasinda da kullanilir.
v
/

2 o
. F®)= / S0 4o (13.180)
\ 7 0 4

seklinde verilen bir integrali Laplace doniigiim teknigi ile hesaplay-
alim. Once bu integralin Laplace doniigiimiinil,

00 s 0 *° si
; { / sintz dx} _ / e / NI edt (13.181)
0 z 0 0 r

00 1 le o]
= / o [ / e *sin ta:dt] dz
0 0

geklinde yazahm. Burada koseli parantez icindeki ifade sin ¢tz fonksi-
yonunun Laplace d8niigiimii olacaktir. Bu da bize

* sintz >® 1
£ = - .
{/0 p da:} /) poRp dz (13.182)

1 tan—1 (f) ‘:o (13.183)

8

m
= o (13.184)

verir. Buradan ters dontigilm hemen bulunur ve integralimizde

Ft) = g t>0 (13.185)

olarak hesaplanir.

13.7 Tirevin Laplace Doniistimii

Laplace d6niigtimlerinin temel uygulamalarindan biri de diferansiyel denk-
lemlerin daha basit denklemlere doniigtiirillmesidir. Ozellikle sabit katsayih
siradan diferansiyel denklem sistemleri, cebirsel dogrusal denklem sistem-
lerine doniigttirtilebilir. Birinci tiirevin Laplace doniistimiinii agagidaki gibi
bulalim:

£{F@)} = /0 ” e-std—%ﬂdt (13.186)

= e "F@t)|y +s / ~ e **F(t)dt (13.187)
0
s£{F(t)} - F(0). (13.188)
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Tam olarak belirtmek gerekirse F(0) = F(+0) ve d—{%ﬂ ise, 0 <t <
arahiginda en azindan pargah stireklidir. Benzer gekilde devam edilirse, daha
yliksek derecelerden tiirevlerin déntgiimleri de

£ { £ (t)} = 2L {F(t)} — sF(+0) — F'(+0), (13.189)
£{F®)} = £ {F@)} - s IP(+0) - " 2F (+0) -
oo = FO=1(40) (13.190)

olarak bulunurlar.

Ornek (13.7) Laplace déniisiimleri ve diferansiyel denklemler: Har-

monik salinicinin
d2X(t)
= 13.191
72 +EX(t) =0 (13.191)
olarak verilen hareket denklemini,
X(0) = Xo,X'(0) =0 (13.192)

baglangic sartlariyla saglayan fonksiyonu bulalim. Bu denklemin Lap-
lace ddniigiimiinil alirsak,

- { de;(t) } +ELIXE} = 0
ms’z(s) —msXo +kz(s) = 0

.’L‘(S) = Xom (13193)

elde ederiz. Burada w3 = ﬁ olarak alinmigtir. Bu bize ¢dziimiin
Laplace doniigiimiinit verir. Buradan da ters doniigiim alinarak ¢tzitm

U Xg—s b= Xo £ 2L = t (13.194
£ {X082+w8} Xo.f: {82+w%} X()COSWQ ( 9)

seklinde elde edilir.

Ornek (13.8) Diinyanin serbest dénme hareketi: Dinyanin serbest don-
me hareketi i¢in Euler denklemleri

dX/dt = —aY
{ dY/dt = aX (13.195)
seklinde bir siradan diferansiyel denklem sistemidir. Burada
0= [Iz - II] W (13.196)
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SEKIL 13.5. Diinyanin serbest dénme hareketi.

ve
X =w, Y =w, (13.197)

olarak tamimlanmiglardir.

I,, z-ekseni etrafindaki eylemsizlik momentidir. Aym zamanda simetri-
den dolay1 I; = I, olarak alinmigtir. Bu denklem sisteminin Laplace
doéniigiimit,

sz(s) — X (0) = —ay(s)

Sy(s) i Y(O) = ag;(s) (13198)

seklinde verilen bir cebirsel denklem sistemidir. z(s) igin ¢bziiliirse,

a

z(s) = X(O)Ws(12 ~Y(0) 5 (13.199)
bulunacaktir. Ters doniigiimii de alinarak ¢8ziim
X(t) = X(0) cosat — Y (0) sin at (13.200)
geklinde elde edilir. Benzer gekilde de Y (t) ¢8ziimii
Y (t) = X(0)sinat + Y(0) cosat (13.201)

olarak bulunur.
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Ornek (13.9) Séniimlii yay problemi:
mX"(t) +bX'(t) + kX(¢) =0 (13.202)

diferansiyel denklemini, X(0) = Xo ve X'(0) = O baglangig sart-
larinda ¢tzelim. Yukaridaki denklemin Laplace doniigiimiint alrsak,

m [s*z(s) — sXo] + b[sz(s) — Xo] + kz(s) =0, (13.203)
(s) = X _metb (13.204)
TS = A0 s 1 bs + k :
elde ederiz. Payday: tam kare olarak yazarsak,
bk b\? [k
2,0 . K o £k _ v )
§ =5+ — (s + 2m> + (m 4m2) (13.205)

olur. Eger siirttinme kiigiik ise, ¥ < 4km olacagindan son terim poz-
itiftir, buna w? dersek,

b
o(s) = Xo—-%i';——; (13.206)
(s 4 30) " +od
s+ 52 + 22
z(s) = Xo————-——zl:" 3 2’”2
(s+ 30)" +oi
b
x(s) _ Xo s+ om b w1

0
() +et R (s ) d

olarak ¢tziimiin Laplace doniigiimiini elde ederiz. Bunun da ters
doniigtim{i alinirsa, verilen baslangi¢ sartlarim saglayan ¢tztim

X(t) = Xoe“(ibﬁ)t [coswlt + b sinwit (13.207)
2w,

seklinde bulunmus olur.

18.7.1 Bir Déntigimiin Tiirevi

Verilen bir F(t) fonksiyonu, en azindan pargal siirekli oldugu zaman ve
s parametresi e**F'(t) fonksiyonunun bilyttk s degerleri icin, tistel olarak
yakinsak olacak sekilde segilirse,

f(s) = /0 ~ et F(t)dt (13.208)
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integrali dilzgiin yakinsaktir ve integral igareti altinda s’ye gtre tiirevi alin-
abilir. Boylece,

fO) = / " (—t)etF(t)dt (13.209)
4 £{tF(0)} (13.210)
bulunur. Benzer gekilde tiirev iglemi n kez tekrarlanirsa,
£ (s) = £{(~" F(t)} (13.211)
bulunacaktir.
Ornek (13.10)te** fonksiyonu:

£{e} = / e-otehtgs — 1 (s > k) (13.212)
0 s—k
verilmig ise, s’ye gore tiirev almarak te** fonksiyonunun déniistimii

£ {teM) =

Th (s > k) (13.213)

olarak kolayca bulunur.
Ornek (13.11) Elektromanyetik Dalga Denklemi: z dogrultusunda,

E = E; veya E,
olarak ilerleyen enine bir dalga agagidaki kismi diferansiyel denklemi
saglar:
0?E(z,t) 1 0%E(z,t)
7 It o R 0 (13.214)
Baslangi¢ gartlarimn,
E(z,0)=0 ve 2E&t o =0 (13.215)

geklinde verildigi durumda bu denklemi ¢6zelim. (13. 214) denkemin
t’ye giire Laplace d6ntiglimiinii alirsak,

0? 82 .8 1 9E(z,t)
W‘£ {E(:L‘,t)} - v—2-£{E(.'B,t)} + EE(:E,O) + 2 5t o =0
(13.216)
buluruz. Baglangic sartlarim kullanarak da bu denklem
6? 82
@f) {E(z,t)} = Ff {E(z,t)} (13.217)
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geklini alr ki, bu £ {E(z,t)} icin siradan bir diferansiyel denklemdir
ve ¢bzlimi de kolayca

£{E(,t)} = c1e=(5)7 4 cpe($)= (13.218)

seklinde bulunur. Burada ¢; ve ¢z, z 'ten bagimsiz fakat s’ye bagh
sabitlerdir. £ — oo i¢in dalga sonlu olmas: gerektiginden c; = 0
alinmaldir. Eger E(0,t) = F(t) olarak verilmis ise,

£{E(0,t)} = c1 = f(s) (13.219)

olacaktir. B6ylece verilen simir ve baslangic sartlarinda ¢gztimiin Lap-
lace d6niiglimit

£{E(z,t)} = e~ (32 f(s) (13.220)

olarak bulunur. Teorem II 'yi kullanirsak ters ddniigiimii dolayis: ile
¢bzlimil hemen yazabiliriz:

Ft—2) t>
E(x’t):{ 0 t<

Bu ¢oziim z dogrultusunda gekli bozulmadan yayilan bir dalga pake-
tini gdsterir. > vt olan bdigeye dalga heniiz gelmemistir.

(13.221)

< ige |y

Ornek (13.12) Bessel denklemi: Laplace déniigtimleri i¢in ilging bir uy-

gulama da
2y (z) + =y () + z%y(z) =0 (13.222)
seklinde verilen Bessel denklemidir. Bu denklemi z’e blersek,
zy"(z) +¥'(z) + zy(z) =0 (13.223)

bulunur. Buradan da
y(0)=1 (13.224)

sartim saglayan diizgiin bir ¢8ztimit Laplace doniisiim teknigi ile bu-
labiliriz. Denklem (13.223)’den 3’(+0) = 0 oldugu, (13.224) sartim
kullanarak kolayca goriilir. Bilinmeyen fonksiyon y(z)in f(s) gek-
linde bir déniigimiintin var oldugunu varsayarsak,

£{y(@)} = f(s), £7{f(s)} =y(z) (13.225)
yazabiliriz. (12.223) denkleminin Laplace doniiglimii de

~ 2 (2 5(s) =] + 5£(5) ~ 1~ L £(s) = O,
ds ds
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(2 +1)f'(s) +sf(s)=0

H o = i 13.226
JF = 32+1ds (13.226)
denklemini saglayacaktn{ Integral alinarak da f(s) fonksiyonu
1n£%“’—) = —%m(s2 +1), (13.227)
c
) = ——=— 13.228
f6) = e (13.228)
seklinde belirlenir. f(s) fonksiyonunun binom agilimim yaparsak,
f5) = ———e, (13.229)
s4/14 ;17
_ef_ 1, 13
s 252 222154
L et (13.230)
(2"77.') s2n

bulur ve ters Laplace d6niigiimiinii de terim terim alabiliriz. Bu da
bize ¢dziimi

y(z) = CZ ((2n v (13.231)

olarak verir. Burada y(0) = 1 sart:1 kullanilarak ¢ = 1 olarak belir-
lenebilir. Bessel denkleminden buldugumuz ¢tziim Bessel fonksiyon-
larindan J,(z)’e kars: gelir. Boylece,

1
£{J = 13.232
{Jo(z)} \/;2——_+_—1 ( )
déniigimiini belirlemis oluruz. Genel olarak ise,
(/2 + a2 —s)"
£ {Jn(az)} = 2 (Vs? +a?—5) (13.233)

*/32+0.2

doniisimii gosterilebilir. Bu érnekten goriildiigi gibi, Laplace doniigiim-
leri dogrusal fakat degigken katsayilar olan diferansiyel denklemlerde
de kullanilabilir. Ancak, ige yarayacaklarina dair bir garanti verile-
mez.
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= tmmee———

Ornek (13.13)y* + 2y” + y = sint denklemi: _

v(0) =1, ¥/(0) =2, v"(0) =3, v"(0) =0 ‘

olarak verilen siur sartiarinda, '
y*+2y" +y =sint (13.234)

denklemini ¢ézelim. Denklemin Laplace doniigtimiinii alirsak,

1
o [s*Y — s*(1) — s%(—2) — 5(3) — 0]
+2[$%Y —s(1) - (-2)] + Y, (13.235)
4 2 — 3 _ 942 =
(s*+2s +1)Y--8,‘_,+1 §®—2s°+5s5—4 (13.236)
olur. Buradan da Y(s),
3 __9g2 _
Y(s) = 1 3+s 2s +5§ 4
(s2+1) (s2+1)
3 —2(s2+1)+4s5-2
. (+9) =2(s +2)+ ® % (13.237)
(s?+1) (s +1)
1 s 2 4s -2

+ - +
(s2+1)3  (s2+1) (s2+1)  (s2+1)°
geklinde elde edilir. Ters doniiglim i¢in teoremleri kullanarak,

_ 1 3. 3 2
£ I{W} = —smt—gtcost—§s1nt (13.238)

(o <]

£t {(i:_:—lz)—z} = 2tsint —sint+tcost (13.239)
s

yazar ve ¢ziimi de
5 21 .
y@t)=(1+ §t cost — T~ 2t + 3 sint (13.240)

seklinde buluruz.

Ornek (13.14) Birbirleri ile etkilegen iki sarkag: Sekil (13.6)'da gos-
terildigi gibi birbirine bir yay ile baglanmg iki sarkacin kiigiik sahnim-
larim inceleyelim:

Baglangi¢ sartlar1 olarak ¢t = 0 aminda
21(0) = 22(0) =0, Zif,=v, 2|, =0 (13.241)
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SEKIL 13.6. Birbirine bir yayla bagh iki sarkagin salinimi

alalim. Bu sistem i¢in Newton denklemleri

mi; = —%-’51 + k(zg — z1), (13.242)

iy = _ﬂl%z + k(z1 — z2) (13.243)

olacaktir. z; ve zp'nin Laplace déniigtimlerini

£{zi(t)} = Fi(s) (13.244)

olarak yazar ve her iki denkleminde Laplace déniigiimtinii alirsak,
m(s*Fy — v) = —¥Fl + k(Fy — Fy), (13.245)
ms?Fy = — 29 Fy + k(Fy — Fy) (13.246)

l
buluruz. Bu iki cebirsel denklem artik kolayca ¢tziilerek

Fi(s) = g [(s + g/t + 2k/m) ™" + (s + g/1)] (13.247)

bulunacaktir. Bunun da Laplace ters doniigiimii alinarak z;(t) icin

¢bzlim,
inv : x sin /[
z1(t) = = oy (G 4250t + f)t (13.248)
2 /(4 +2%) V(1)
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olarak elde edilir. Benzer gekilde de z4(t) ¢tziimii elde edilir. Burada
v/ (# +2£) ve \/(¥) sistemin normal modlarmn frekanslaridur.

18.7.2 n-Boyutta Laplace Doniisiimi
Iki boyutta Laplace déniigiimil

F(u,v) = /000 /000 f(z,y)e " Y¥dzdy (13.249)

olarak tanimlanir. Bu tamm kolayca n-boyuta

F(uy,ug, ....... Upn) (13.250)
(o o} o0 lo o}
= / / ...... f($1 y T2y creens .’En)e—'ulm1 TU2EIT e " UnTn gy AT dz,
0

olarak uyarlanir.

13.8 Laplace ve Fourier Déntigtimleri Arasindaki
Bagint1

Bir fonksiyonun Laplace doniistimiinit
Fp) = £{f(z)} = / f(z)eP*dz (13.251)
0
olarak tammlamstik. Simdi de f(z) fonksiyonunu kullanarak,
- flz), =z>0
fi(z) = { 0, £ <0 (13.252)
seklinde bir fonksiyon tammmlayalim. Bu fonksiyonun Fourier doniigtimii
1 *° ;
Fy(k) = —= ke g 13.253
W) = o= [ fe)etds (13.253)
olacagindan, Laplace ve Fourier déniigiimleri arasinda,

F(p) = V2rF, (ip) (13.254)

bagintis1 olacaktur.
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13.9 Mellin Doniigtimleri
Sikca kullanilan bir bagka integral doniigiimil ise,

Fu(s) = /0 " fz)eldz

P
olarak verilen Mellin déniigiimiidiir. exp(—z) fonksiyonunun Mellin doniigt-
mii 10. Béliimde ayrintih olarak gérdiigiimiiz I'(s), yani gama fonksiyo-

nudur. Mellin déniisiimiinde
(13.256)

(13.255)

yazarsak,
Fn(s) / Fle)er dz (13.257)

= [ d@erdn (s = 1) sz
olur. Bunu da
1 S .
G(k) = 7= /_ _g(a)eedz (13.259)
ile kiyaslarsak, Fourier ve Mellin d¢niigiimleri arasinda
(13.260)

F(s) = V2rG(—is)

bagntisim buluruz. Artik Fourier doniigtimleri i¢in verdigimiz
Mellin doniigiimlerine de uyarlayabiliriz.

Szellikleri,
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13.10 Problemler

1.

2 3/4 _—r?/a?

f(@) = ()l (17| =1)
olarak ifade edilen Gauss olasilik dagihimunim, Fourier déniigimiiniinde
gene bir Gauss dagilimi oldugunu gdsteriniz.

2. Asgapida verilen denkleminin,

sinwot  [¢| < &=

f(t)‘{ 0 >
ters Fourier déniigiimiiniin
\/E sin (w, — w) Iz—:’ sin (w, + w) %—:’
9s(w) = T 2(wo —w)  2(wotw)
oldugunu gésteriniz.
3.

v’ =3y + 2y =2e7?,

y(0) =2, ¥'(0) = -
geklinde verilen homojen olmayan siradan bir diferansiyel denklemin
¢bziimiini, Laplace doniigiim teknigini kullanarak bulunuz.

Asagida verilen diferansiyel denklem sistemini

4.
2z(t) — y(t) — y'(t) = 4(1 — exp(t)),
22’ (t) + y(t) = 2(1 + 3exp(—2t)),
z(0) = y(0) = 0 simr sartlan ile ¢éziiniiz.
5. Yar sonsuz uzunlukta ve ytizeyi yahtilmug bir gubugun bir ucunun,

T(t,0) =T;
olarak sabit bir sicakbkta tutuldugunu varsayalim. Diger simir sart-

larimi da
=0

T(0,z) =0 ve T(,00)

olarak alalim. Bu sartlar altindaki gubugun sicakhgm,
82T (t,z) kBT(t, )
ox2 ot

olarak verilen 1s1 transfer denklemini ¢zerek bulunuz. Burada k sifir-
dan bityitk bir katsay1 olup, cubugun fiziksel 6zelliklerine baghdir.
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- t =0 aninda akimin sifir oldugu bir RL devresi icin

dl
L— =
a +RI=E
denklemini g¢bzerek I(t) akimum bulunuz. Burada E akim doguran
kuvvet olup, L,R ve E sahittir.

- Asagida verilen diferansiyel denklem sisteminin z(0) = 2,ve y(0) siur

sartlarinda ¢oziimiinil Laplace déntisiimii yontemi ile bulunuz:
dx

2t
7 +y = 3e
dy
_t+x 0

. Asagida verilen integrali Fourier sin doniigiimii ile gosteriniz:

_ 2 [ $3sinsx
e *cosr = — 7 ds.
T Jo st+4

. Agafida verilen integrali Fourier cos déniigtim ile gosteriniz:

L © 524 2
e *cosr = — 1 cos szds.
T Jo st+4

Yar sonsuz bir tel z-ekseninin z > 0 ybnuncie merkezden baglayarak
uzatilmug olsun. ¢ = 0 amnda tel y(z,0) = f(z) olarak birakilsin. Bu-
rada y(z,t) telin z-eksenine dik ydndeki sapmasini vermektedir ve tel
iizerinde dalgalar y;; = a®y,, denklemini sagflamaktadir. Agagidaki
formiilii ¢ikarimiz:

y(z,t) = % /Ooo cos sat sin st /ooo f(€) sin s&déds.

14
VARYASYON HESABI

Bir sistemin 6zelliklerini belirleyen parametrelerde kticiik degigiklikler yapil-
diginda, sistemin biitiiniinde olan degigiklikleri calismamizi saglayan yon-
teme varyasyon hesabi denir. Bu teknik fizik ve mithendislikte ¢ok degisik
alanlarda kargimiza gikar. Sistemlerin ¢zelliklerini belirleyen parametreler;
mesafe, yiik, sicakhk gibi basit degigkenler olabilecegi gibi, fonksiyonlar ve
genelde tensérler de olabilir.

Genelde dogada sistemler toplam enerjilerini minimum yapacak ydnde
hareket eder veya evrilirler. Bu zellik sistemlerin tizerinde etkili olan kuvvet-
leri anlamamizda yardime: oldugu gibi, denge durumlarinin kararh olup
olmadiklarii belirlememizde de ¢ok yararhidir. Ornegin, elekromanyetik
teoride iletkenler arasindaki kuvveti bulmak i¢in, mesafede yapilacak kiigiik
degisikliklerde sistemin enerjisinin nasil degigecegine bakariz. Mesafe art-
tiginda enerji de artiyora, sistem bu degisiklige kars1 koymaya cahgacagin-
dan iletkenler arasindaki kuvvet de ¢ekim kuvveti olacaktir sonucuna variriz.

Klasik fizikte Newton teorisinden sonra Lagrange tarafindan yeni bir
yaklasim geligtirilir. Burada parcaciklar iki nokta arasindaki yollari, ak-
siyon denilen bir integralin konum ve hiza gtre varyasyonunu sifir veya
ekstremum yapan fonksiyonlar olarak bulunur. Bu yaklagim klasik fizigin
¢ok parcacikh sistemler ile siireklilik gdsteren sistemlere uygulanmasin:
milmkiin kildig1 gibi, kuantum fizigi ve alan teorilerine gegigte de adeta
bir gart olarak karsimiza gikar.

Einstein gravitasyon teorisinde merkezi bir yer tutan jeodezik hesaplari,
iki nokta arasindaki en kisa yolun bulunmasidir ve varyasyon hesabimn
bir bagka yaygin kullanim alamdir. Varyasyon hesaplarinin ¢ok kullamgh
oldugu bir bagka alan ise, Sturm-Liouville sistemlerinin tam olarak ¢bzlileme-
dikleri durumlarda 6zfonksiyon ve 8zdegerlerin yaklagik olarak bulunmasidir.
Kisaca, varyasyon teknigi fen bilimlerinde herhangi birgeyin birtakim para-
metrelere gore nasil degigtigini caligmamz saglayan ¢ok yénlil ve kullanigh
bir ydntemdir. Ekonomi, finans, sosyoloji gibi bilim dallar1 da matematikle
tamgtikga ilk kullanacaklar1 ySntemler arasinda varyasyon gelecektir. Bu
bolumde dnce degisik tiirden varyasyon hesaplarim ve sonra da varyasyon
teknigi ile 8zdeger ve dzfonksiyonlarin nasil yaklagik olarak bulunabilecegini
gorecegiz.
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y A
y(x,a) = y(x,0) + an (x)

(Xz, J’2)

%Y

SEKIL 14.1. Varyasyon hesaplarinda bulmaya c¢ahgtigimiz yol
etrafinda sapmalar ve bunlarin J integraline etkisi hesaplanir.

14.1 Bir Bagimh ve Bir Bagimsiz Degigken Oldugu
Durumlarda Varyasyon Hesabi

Bu tiir varyasyon hesaplar: genelde,
T2
T@)= [ 1 e o)ds (14.1)
zy

seklinde verilmis bir integralin degerini ekstremum (maksimum veya mini-
mum) yapan y(z) fonksiyonunun bulunmasim icerir. Integral altindaki f ;
¥ , y'nin tiirevi y, ve = degiskenlerine bagh bilinen bir fonksiyondur. Inte-
gralin kendisi olan J ise, bulunmas: istenen y(z) fonsiyonuna bagh oldugun-
dan fonksiyonel olarak adlandirilir ve

I [y ()] (14.2)

seklinde yazilir. Bu problemin amaci Sekil (14.1)’de gosterildigi gibi, (z1,v1)
ve (x2,72) noktalarindan gegen bir ¢ok muhtemel y(z) fonksiyonundan,
J [y (z)] degerini ekstremum yapanin bulunmasidir. Cogu uygulamalarda
aranilan ekstremum, minimum olacaktir.

Sekil (14.1)'de iki olas1 yol gésterilmistir. Aslinda sonsuz tane béyle yol
vardir. Verilen herhangi bir z noktasinda bunlardan bir tanesi ile, gercek
yol arasindaki farka y’nin varyasyonu denir ve 8y ile gosterilir.Bu varyasyon
dogal olarak z’e bagh olacagindan, n(z) ile gdsterilir. Varyasyonun biiyiik-
ligund o gibi kiigiik bir skalar parametre ile belirtirsek, (z1,y1) ve (z2,y2)
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noktalar1 arasindaki rastgele bir fonksiyonu,
y(z, ) = y(.'z:, 0) + an(x) + 0(a2) (143)

seklinde parametrelendirebiliriz. y(z,a = 0) ise, J integralini ekstremum
yapan (aranilan) fonksiyondur. Bu fonksiyona gre varyasyon ise,

by = y(z, @) — y(z,0) = an(z) (14.4)
olacaktir. Bu tanimla J integrali de oo parametresine bagh olarak
x2
J(a) = / fly(z, @), yz(z, ), 2] dz (14.5)
Ty
seklinde yazihir. Artik bu fonksiyonelin ekstremum degeri, matematikteki

gibi o parametresine gore,

aJ (a)

e =0 (14.6)

a=0

sart1 ile bulunur. Varyasyon hesabinin birinci garti u¢ noktalarda varyas-
yonun

n(z1) = n(z2) =0 (14.7)

seklinde sifir olmasidur. Ikinci sart ise, 7(x) fonksiyonun tiirevlenebilir bir
fonksiyon olmasidir. Béylece, J’nin a’ya gére tiirevi

6J(e) _ [*[0f 0y , Of bya
do —/z [ay Ba 0y 304] de (148)

olarak bulunur. (14.3) numarah denklemi kullanarak

Oy(z, @) _ Oyz(z,0) _ dn(z)
0 (@), 6o dx (149)
yazarsak, denklem (14.8),
8J(a)  [*[0f 0f dn(z)
) = [ Gt + 50 o (14.10)

seklini alacaktir. Integraldeki ikinci ifadeyi kismi integralini alarak hesaplar-

sak,
_/ " n(z) (d%gyf:) de  (14.11)

T

" 9f dn(z), _ OF
2, O0Yz dz de = 0 n(z)
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olacaktir. U¢ noktalarda varyasyon sifir olacagindan, ilk teriminin sonuca
katkis: olmaz ve J(c)’nin ekstremum olmasi garti da

v
% (0f d Of >
i —
= == | n(x)dr =0 (14.12)
geklini alir. 7(z) varyaSyonu’;asgele segilebileceginden, bu denklemin biitiin
n(z)’lar i¢in saglanmasi ancak parantez icindeki ifadenin sifir olmas: ile
milmkiindiir. Bu da bize Euler denklemi olarak bilinen,

of _dof _, (14.13)

denklemini verir. Varyasyon hesabi sonug olarak, J{y(z)] fonksiyonelini eks-
tremum yapan fonksiyonun sagladi ikinci dereceden bir diferansiyel denk-

lem vermigtir.
Euler denkleminin gok kullanigh bir bagka yazimm bulmak igin, f(y, ¥z, )
fonksiyonunun toplam ttirevini alahm:

& . 0f . Of dys  Of
iz = oy T By dn T B2 (14.14)

Bu denklemde Euler (14.13) denklemini kullanarak

bf._ .4 8f
5 = 2 oo (14.15)

yazar, ve bunu da (14.14) denkleminde yerine koyarsak,

o _ d0f  Ofdy. Of
=Y Toy, oy d s (14.16)

olacaktir. Bu ise,

of d of] _
92 7n [f —yxa—ym} =0 (14.17)

gseklinde Euler denkleminin degigik bir yazimudir. Bu denklemin avantaji,
f(y, ¥z, z) fonksiyonun agik olarak z’e bagh olmadigi durumlardadir. Bu
durumda f ’'nin z’e gre kismi tiirevi sifir olacagindan, (14.17) denklemi-
nin birinci integrali kolayca alimir ve ¢zillmesi gereken denklem de birinci
dereceden bir diferansiyel denkleme indirgenir:

of i
— 0.2 _ it 14.18
f= By sabit (14.18)

T
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14.1.1 FEuler Denkleminin Uygulamalar

Ornek (14.1) Iki nokta arasindaki en kisa yol: zy diizleminde iki nok-
ta arasindaki en kisa yolu bulmak igin, zy diizleminde sonsuz kitgiik
mesafe elemanim (Pisagor teoremini)

1
2

ds = [(dy)2 + (dz)2] (14.19)

i
2

=dz [1+92] (14.20)

seklinde yazalim. Sonlu bir mesafeyi belirlemek icin yukanda.ki ifadenin,

(z2,32)
= / ds, (14.21)
(z1,1)
T2 1
J= / [1+92]" do (14.22)
1

seklinde integralini aliriz. Bu integrali ekstremum yapan y(z) egrileri
icin de
213
f(YYzr ) = [1+17]
fonksiyonunu kullanarak yazacagimiz Euler denklemini ¢dzmemiz gere-

kir. f(y,yz, ), = degiskenine agik olarak baghi olmadigimndan Euler
denkleminin ikinci sekli olan (14.18)’y1 kullanarak,

1

m =cC (1423)

yazariz. Burada c sabit bir sayidir. Birinci dereceden olan bu denklem
kolayca cozilltir ve bize zy dizleminde bir dogru denklemini verir:

y(z) = az +b. (14.24)

Buradaki a ve b sabitleri, dogrunun belirlenen ug noktalardan gegmesi
gsart1 kullailarak bulunabilir. Herhangi bir uzay tizerinde iki nokta
arasindaki en kisa yola jeodezik denir. Einstein gravitasyon teorisinde
egik uzay-zamanlarda jeodezikler benzer sekilde bulunurlar ve teoride
anahtar rol oynarlar.

Ornek (14.2) Sabun kopiigii problemi: Serbest uzayda aralarindaki me-
safe 2rg olan iki gember arasindaki sabun kiptigll yiizeyini bulalim.
Cemberler Sekil (14.2)'de gosterilen (x1,y1) ve (2, y2) noktalarindan
ge¢mektedir. Burada aradifimiz (1, y1) ve (22, y2) noktalar arasinda
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GLy) : (x2, ¥2)

~Y

SEKIL 14.2. Uzayda iki gember arasinda sabun kdpiigii yiizeyi.

bir y(z) egrisidir. Bu egri = ekseni etrafinda déndirildiigiinde or-
taya cikacak yiizey, sabun képtiginiin seklini verecektir. Sabun kdpii-
glintin enerjisi yiizey alanina orantil olacagindan ve denge duru-
munda da enerji minimum olacagindan, aradifirmz egri de alani min-
imum yapan olacaktir.

Sekil (14.2)’den gorildiigi gibi sonsuz kigiik yiizey alan elemani,
dA = 2myds (14.25)
= omy[1+42)% dz (14.26)

geklinde yazilir. Sabun képiigiintin yiizey alam da agagida verilen in-
tegral olacaktir:

&

T = [ 1

27 garpanimi gbz oniine almadan, varyasyon probleminde f(y,y.,z)
fonksiyonunu

2
omy [1+ 2] da. (14.27)

f@ ys,z) =y [1+ yﬁ]% (14.28)

olarak belirleriz. f agik olarak z’e bagh olmadifindan Euler denkle-
minin (14.17) yazimum kullanarak,

Y
_C 14.29
TR I )
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yazaniz. Burada c; bir sabittir. Her iki tarafin da karesini alirsak,

y2

olacaktir. Buradan da

dz c

—~1 2 2
=4 = v ¢f S VYiin 14.31
W) =3 moa s (14.31)
denklemine erigiriz. Bu denklemin integralini alarak

2 = ¢; cosh™? ci + e (14.32)
1

ve buradan da y(z) fonksiyonunu elde ederiz:

y(z) = ¢; cosh (‘” ;”) (14.33)

Buradaki c;, ¢ sabitleri egrinin (z1,y1) ve (z2,y2) noktalarindan
gegmesi gart1 kullamlarak belirlenir, Problemin simetrisinden dolay:
¢z sifir olacaktir. Cemberler arasindaki mesafe 2z olarak alimirsa, ¢;
igin

1
1 = ¢; cosh <-2—c—1> (14.34)

denklemi elde edilir. Bu denklemin iki ¢8ziimii vardir. ¢; = 0.2350
¢bzimi, "derin egri” ¢oziimil ve ¢; = 0.8483 ¢bztimii de "diiz egri”
¢bziimi olarak bilinir. Hangisinin dogru ¢tziim olduguna karar ver-

(14.26) ve (14.29)’u kullanarak ytizey alanim
4 -9
A= 2ar (14.35)
(5] 0

geklinde yazanz. Coziim fonksiyonu (14.33)’it burada yerine koyarak
alam buluruz:

A =7cl [sinh (@) + Eﬂfg} (14.36)

1 ¢
zo = 3 degeri igin buldugumuz
¢ = 0.2350 (14.37)
ve

¢y =0.8483 (14.38)




302 14. VARYASYON HESABI

degerleri igin alan sirasi ile hesaplarsak,

/1 A=6.8456 (14.39)
ve \ /
A =15.9917 (14.40)

bulunacaktir. Bu da bize dogru ¢; degeri olarak 0.8483 it verir. Cem-
berler arasindaki mesafe arttirilirsa, dogal olarak kritik bir noktadan
sonra (z¢ > 1) kopiik yirtilacaktir. Ornek olarak zo = 1 alirsak,

1 = ¢; cosh (—1-> (14.41)
1

denkleminin reel ¢dztimii yoktur. Bu z¢ degeri i¢in cemberler arasimda
dengede bir sabun képtgi olamaz.

14.2 Birden Fazla Bagimh Degisken Durumu

Denklem (14. 1) de tamimlanan varyasyon hesabindaki f fonksiyonunun

n(z), y2(z), ys(z),... (14.42)

gibi, birden fazla bagimli defigkene ve z gibi bir bagimsiz degigkene bagh
oldugu durumu ele alahm. Bu durumda J fonksiyoneli,

J= /:z fly(),y2(2), ..., 112 (z) Y22 (), ... ] dx (14.43)

gseklinde olur. Béliim (14.1)’de gbrdigiimiiz gibi J integralini ekstremum
yapan ¥; (z,0) yollarindan sapmalan,

yi (T, @) = ¥ (2,0) + am;(z) + 0(a?), i=1,2,..,n (14.44)

geklinde kiiciik o parametresi cinsinden yazabiliriz. Burada i, fonksiyonlar
birbirlerinden bagimsizdir. Bu durumda da ug noktalarda degisim,

7i(z1) = n3(z2) =0 (14.45)

seklinde sifir olarak alimir. (14.43)’tin « ya gtre tiirevini alip, o« = 0 degeri

igin yazarsak,
i of of dni(z)\ , _
/z 1 Ei ( ayin,-(z) + e dz ) dr =0 (14.46)
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integralini elde ederiz. Ikinci terimin kismi integralini ahp, ug noktalarda
n;(z) fonksiyonlarimn sifir olmas: sartm da kullanarak, (14.46) integralini

/ Z (ayi d% aayi) ni(e)dz =0 (14.47)

seklinde yazariz. 7;(z) fonksiyonlan keyfi ve birbirlerinden bagimsiz olduk-
larindan, integralin sifir olmas: i¢in parantez igindeki toplamin her bir ¢
degeri icin sifir olmas: gerekir. Bu da bize,

L AL L2
By dodym

denklemlerini verir. Burada y;; = 0y;/0z olarak gsterilmigtir.

Sonug olarak, J integralini ekstremum yapma sarti Euler denklemleri
sistemine indirgenmis olur. Denklem (14.48)’in en ¢nemli uygulamalarin-
dan biri, klasik mekanigin Lagrange formiilasyonudur. Burada f, sistemin
kinetik enerjisi ile potansiyel enerjisinin fark: olarak tamimlanan Lagrange
fonksiyonudur.

i=1,2,..,mn (14.48)

14.3 Birden Fazla Bagimsiz Degisken Durumu

Bazi problemlerde integrali alinan f fonksiyonu, bilinmeyen bir u(z,y, 2)
fonksiyonuna ve 1i¢ boyutlu problemlerde olacag gibi de ti¢ bagimsiz degigke-
ne bagh olabilir. Bu durumda ekstremumu bulunmak istenen fonksiyonel
de

J=///f[u,uz,uy,uz,x,y,z]dxdydz (14.49)

seklinde ti¢ kath bir integral olacaktir. Burada ug, z’e gére kismi tiirevi
gostermektedir. Buradaki problem,

aJ

-0 (14.50)

a=0

sartim saglayacak bir u(z, y, 2) fonksiyonunun belirlenmesidir. u(z,y, z, & =
0)1 aradiimuz fonksiyon olarak ditgiinilrsek, herhangi bir fonksiyon igin

u(z,y, 2, @) = u(z,y, z,a = 0) + an(z,y, 2) (14.51)
yazabiliriz. Buradaki sapma fonks1yonu olan n(z,vy,2) tirevlenebilir ol-

malidir. Denklem (14.49)’un o’ya gore tiirevini alip, o = 0 yazar ve af—nm
gibi terimlerin de n fonksiyonunun siirlarda sifir oldugunu hatlrlayarak
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kismi integrallerini alirsak, J’nin varyasyonunun sifir olmas1 sartim da
agagidaki gibi yazanz:

of _0'9f .0 of 9 of _
T / / / (au Bz Ou, Oy Ou, 0z auz) n(@,y, 2)dadydz = 0.
7 (14.52)

n(z,y, z) varyasyonu keyfi olacagindan, parantez icindeki terim sifir ol-
mahdir. Bu da ii¢ bagimsiz degigken icin Euler denklemini,

Offin 98.185, it 8, Oflind Dfink
Ou Ordu; Oydu, 0Oz0u, T (14.53)

olarak verir. n bagimsiz degigkenin oldugu durumlara bu denklem kolayca

af Zaz, [a(au/ax,)] 0 (14.54)

seklinde genellegtirilir.

Ornek (14.3)Laplace denklemi ve elektrostatik enerji: Bilindigi gibi
elektrostatik alamn enerji yogunlugu

1
p= §eE2 (14.55)
formiilii ile belirlenir. Burada E elektrostatik alan vektsriiniin bityiik-
lugudilr ve
E=-Vo (14.56)

geklinde bir potansiyelden tiiretildiginden,
1 2
p=13e (V@) (14.57)

geklinde yazilabilir. Simdi verilen bir hacimdeki enerjl miktarimn mi-
nimum olma sartin1 aragtirahm. Bu durumda 25 gbzard1 edilerek

fonksiyonel,
_ / / / (V@)dedydz (14.58)

geklinde tig kath bir integral olarak yazilir. Burada,
2
(V@) = 32 + 32 + 32 (14.59)
seklindedir. B8ylece Euler denklemindeki f ,
f[@,@z,tﬁy,@,,z,y,z] =<I)E, +(I>§+@§ (1460)
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olacaktir. Bunun i¢in Euler denklemi (14.53) yazilirsa,
~2(®zz + Byy + P2.) =0
veya Laplace denklemi,
V2&(z,y,2) =0 (14.61)

elde edilir. Daha ayrintili bir inceleme ise, ekstremumun ashnda mi-
nimum oldugunu géstericektir.

14.4 Birden Fazla Bagimh ve Bagimsiz Degisken
Durumu

Genellestirilmis durumda f fonksiyonu,

f=flp(z,9,2),pz,0y,02,9(2, 9, 2), €z, @y, @2, (2, Y, 2), Tz, 7y, 7] (14.62)

seklinde 3 bagimh ve 3 bagimsiz degiskene bagh olursa, tnceki durumlara
benzer gekilde komgu fonksiyonlar1 parametrelendirerek:

p(z,y,z0) = p(z,y,20=0)+at(z,y,z2)+0(a?),
q(:r,y,z; a) = q(zayyz’a = 0) +a£(x’y)z) +0(a2)7 (1463)
r(z,y,z;a) = 'r(x,y,z,a =0) +a§(x,y,z) +0(a2)

yazanz. J = [ [ [ fdzdydz fonksiyonelinin ekstremum olma sartim da
of 8 of o of 0 of

BB e Eg (14.64)
Of, 5 9: 8 11:.80:8f5.0118: 811w

3 9z0q, Oyda, 0:0q _ O (14.68)
Ofust B:u0iwn ONOF i Ofterefim y (14.66)

or 0Ozdr, dyodr, 0zor,

seklinde buluruz. Burada p, ¢ ve r fonksiyonlar icin olmak tizere 3 Euler
denklemi verilmigtir. p,q,r, ... yerine daha ¢ok sayida fonksiyon igin y; ve
¢ok sayida bagimsiz defigken i¢in z,y, z, ... yerine z; notasyonunu kullamr-
sak, Euler denklemleri

Z 9 af 0, i=12,.., (14.67)

(14.68)

olarak tanimlanmgtir.
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14.5 Yiiksek Mertebeden Tiirev Iceren Varyasyon
Problemleri

Miihendislikte baz problem%r'{
1/' b

Tw@1< [ F (3,0, y™) do (14.69)

biciminde bir fonksiyonelin extremumunu bulmaya indirgenir. Burada & =

g;‘;ﬁ olarak tanimlanmigtir. Bagimsiz degigsken z’in degigim arahigi |a, b] ke-
pal arahgidir. y () tizerindeki simir sartlan ise,

— "(a) = . ... (n—-1)(p) — ,,{r—1)
y(a’) -~ Yo, y’(a’) y?) y y(n_l)(a) y(()-n.-—l) (1470)
yO) =y, ¥Y®) =9, .., ¥ VO =y

seklinde verilir. (14.69) fonksiyonelini ekstremum yapan ve (14.70) siur
sartlarim saglayan y(z) egrisinin
d d? d"
Fy—d E, +d2F =t (= 1) —Fym =0 (14.71)
diferansiyel denklemini saglamasi gerektigi 6nceki durumlardaki gibi gos-
terilebilir. Bu denklem Euler-Poisson denklemi olarak da bilinir.

Ornek (14.4) Elastik bir cubugun gekil defjigikligi: Esneklik teorisinde,

homojen ve elastik bir gubugun ug¢ noktalarmnin yerden aymi yiik-
seklikte sabitlendigini diigtinelim. Amacimiz ¢ubugun orta hattimn
¢bkme profilini belirlemektir. Bu bir k8prti modeli olabilecegi gibi
bir binamin herhangi bir kirigi olarak da digiintlebilir. Sekil(14.3)’de
gosterildigi gibi gubugun ug noktalar1 (—!,0) ve (0, —{) noktalar ol-
sun.

Cubugun potansiyel enerjisini F ile gosterirsek, formiiliint de esneklik
teorisinden

E= / [2 (1(‘3_”),2) + py/1 +y’2J dz (14.72)

gseklinde aliriz. u ve p sabitleri gubugun fiziksel dzelliklerini belirleyen
parametrelerdir. Deformasyonun (gekil degisikliginin) kiigitk oldugu
durumlarda

1+y%~1 (14.73)

yazabiliriz. Bu durumda enerji formiilit de

!
E= z [%(y”)2 + py] dz (14.74)
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=Yy

SEKIL 14.3. Bir gubugun veya kirigin gekli.

olacaktir. Dengeli bir sistem icin toplam enerjinin minimum olmas:
gerekeceginden, y(I) = y(—!) = 0 siur gartlan ile enerji integralini
minimize etmeliyiz. Bundan dolay,
g 1

Flz,y,9',9") = 5m" + oy (14.75)

integrand igin Euler-Poisson denklemini kullanarak,
wy® +p=0 (14.76)

buluruz. Bu diferansiyel denkleminin ¢8ziimii ise,

Y=oz’ + Pz +yr+6— -24—:1:4 (14.77)

olarak belirlenir. Sir gartlar: kullamlarak da «, §,, § sabitleri bu-
lunursa, sonug

14 4 2.2 14
= — |- ~1 14.78
y 24”[ =t + 2%z ] ( )

olacaktir.

Denklem (14.69)’da tamimlanan varyasyon problemi,

I(yly""ymam) .
/F(x:ylvy:/l)"-;ygnl)r

yzxyé) 7yé ‘):"':ymay:n:"-yy-pgr?m))dz (1479)
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geklinde birden fazla bilinmeyen fonksiyon i¢in de genellegtirilebilir. Bu du-
rumda sinir gartlan,

Y a‘) =Y Yi (b) =Y
k=01, -1 i=1,2,..m (14.80)

seklinde olacaktir ve Etler-PoifSson denklemleri de

ng dk
> =n* Pk =0,  i=12..,m (14.81)
k=0

olurlar.

14.6 Izometrik Problemler ve Kisith Durumlar

Bazen uygulamalarda
B
I= [ f@uy)ds (14.82)
TA

fonksiyonelini ekstremize eden y(z) fonksiyonunu ararken,

zg
J =/ g(z,y,y)dz (14.83)
P

geklinde verilmis bir kisit1 da saglamamuz gerekir. y(z4) = y4 ve y(zg) =

yp siur sartlarim saglayan y(z) fonksiyonunun saglayacag diferansiyel

denklemini bulmak igin, biitiin aday fonksiyonlar1 §(z,€;,€2) olarak e;ve

€2 cinsinden iki parametre ile gsterelim. Bu fonksiyonlar aym zamanda:
i) Biitlin £1ve e parametleri igin

U(za e1,62) =ya , Y(zB,€1,62) =ynm,

sinir gartlarini saglasin.

ii) g(z,0,0) = y(z) aramlan fonksiyon olsun

iii) (z, €1, €2) fonksiyonlar: biittin degigkenlere gore ikinci dereceye kadar
stirekli tiirevleri olan fonksiyonlar olsun. Bu fonksiyonlar (14.82) ve (14.83)
integrallerinde kullanilirsa,

1(e1,58) C / ~ {e,5.7) do, (14.84)
J(e1,82) = /zB 9(z,9,7)dz (14.85)
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gibi £; ve &3 parametrelerine bagh integraller elde edilir. I(e;,€2)’yi e1ve
o parametrelerine gore ekstremize ederken J(e1, €2)’nin sabit bir deger al-
mas1 gerektiginden, €; ve €2 birbirilerinden bagimsiz olamazlar. Bu ytizden
Lagrange garpam A’y1 kullanarak,

K (e1,€2) = I(eq,€2) + A (€1,¢€2) (14.86)
fonksiyonelini yazanz. K (g1, €2) nin ekstremum olma gartlar,
K]  _g-|%K (14.87)
851 e1=0 662 e1=0
51=0 51=0
olarak yazilir ve integral geklinde
B
Keve)= [ h@ap)ds (14.88)
TA
olarak verilir. h fonksiyonuda
h=f+Xg (14.89)

olarak tanmimlanir. Parametrelere gbre tiirev alimp kismi integrasyon uygu-
lanirsa ve siur sartlan da kullanihrsa,

OK] _ [*®[0h doh) oy, ._
[55;]_/m [6,17 dxag'} ge,0m =12 (14.90)

A

O¢e;

€1=0
*B [0h d Oh
2 p.(zx)dr = i =1,2 14.91
[ G-an|n@a=0 =12 @
bulunacaktur. 77; varyasyonlar: keyfi olarak secilebildiklerinden sonug olarak
da

olacaktir. n; (z) = (ﬂ)€1=0 alinirsa ve (14.87) sartlar1 da uygulamrsa

oh _d oh _

8y dzdy
diferansiyel denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢zlimiinden gikacak iki
keyfi sabit ve bir Lagrange carpam A,

(14.92)

y1 =11(za) ve yi(z) =y1(zB)

olarak verilen smir gartlarindan ve J ’in sabit bir deger almas1 gartindan

bulunur.
Eger Ji,...J;m gibi m tane kisit gartimz olursa, yukaridaki denklemler
kolayca genellestirilebilir. Bu durumda,

h=f+ i Aigi (1493)

i=1
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denkleminde m tane Lagrange carpammiz olacaktir. Kisit integralleri de
zp
Ji E / gi (.’E, v y/) dz = sabit (1494)
A ,

geklindedir. Boylece (14.93) ,G,Keﬁkleminde m tane belirlenecek \; Lagrange
garpam vardir. vy

¥
n tane bagimh defigken durumunda ise, Euler denklemi
a_yi_—_ =O, z=1,...,n (14.95)

seklinde bir denklem sistemine donigiir. Burada A fonksiyonu (14.93) denk-

lemi ile verilir.

Ornek (14.5) Sabit uzunlukta bir egri i¢inde kalan maksimun alan:
Cevresi L sabit degerinde ve i¢ alan1 maksimum olan kapal bir egrinin

ne oldugunu bulahm. Bu kapali egrinin parametrik denkleminin z(t)
ve y(t) ile verildigini dugiintirsek, alan

1 [ts
A=5 [ (zy —2'y)dt (14.96)
21

formillii ile gosterilecektir. Cevresi ise, sabit L degerinde olacagindan
kisit denklemi de agagidaki gibi olur:

B tg
L= / ds = / Va2 4 y2di (14.97)
A ta

Bu durumda ¢ bagimsiz degigsken olacaktir. = ve y olarak da iki
bagimh degigkenimiz bulunmaktadir. Tek kisit denklemimiz (13.97)
oldugundan tek Lagrange carpani ile A fonksiyonu,

1
h=35(zy' - 2'y) + A/a? +y2 (14.98)
seklinde olugturulur. Euler denklemleri de agagidaki gibi yazilirlar:
z icin:
oh_don _
0r “dtoz — 7
1, 4,1 z'
g¥~ Ei(—§y+ A ) +y/2) =0
d
/

Y

x/
_E(Aw) =0 (14.99)

ve benzer gekilde de y icin:

’ _‘1 y’ _
T+ ,\——“,_‘x’z-i—y'z =0 (14.100)
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elde ederiz. Bu denklem sisteminin (14.99 — 14.100) birinci integrali
kolayca alinarak,

/

N U A 14.101
y—A m Yo, ( )
y = 14.102)

L = g (14.

4 /2:’2 + yl2
bulunur. Bunlarin ¢ziimleri de
N 14.103
Yy—Y% = )\——_—W’ (14.103)
!

= Y (14.104)

rT—x9 = —AW
olur. Bu iki ifadeyi birlegtirirsek, aranilan kapal egrinin

(z —20)’ + (¥ —90)* = X (14.105)
seklinde capt A olan ve (o, yo) merkezli bir cember oldugu gorildr.
Cemberin gevresi L oldugundan Lagrange ¢arpam

_L
T or

(14.106)
olacaktir.

Ornek (14.6) Sabit uzunlukta bir telin gekli: Boyu L sabit deg.erinc.ie
ve u¢ noktalarindan tutturulmus olarak serbest halde asilmg bir telin
gseklini bulalim. Telin potansiyel enerjisi agirhgindan dolay1

B T8
I= pg/ yds = pg/ yvV1+ y2dz (14.107)

A A

gseklinde verilir. Boyunun sabit oldugunu veren kisit integrali ise,
£ -]
L= / V1 +y2dz (14.108)
TA

olarak yazihr. Kolayhk i¢in A = —pgyp bi¢iminde bir Lagrange ¢arpani
kullanarak h fonksiyonunu

h=pg(y—yo) V1+y? (14.109)
seklinde belirleriz. Burada g yergekimi ivinesi, p’da ipin yogunlugudur.

Bagimh degigkeni
Yo n=v—1% (14.110)
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seklinde degistirirsek, h fonksiyonu

h= pg’{](a:)\/l +n(z)"? (14.111)

seklini alir. Bunun igin de ]}uler denklemlerinin ¢tziimit

y =+ beosh (x _bx") (14.112)

bulunur. Telin boyunun L olmas ve ug noktalarinin (z4,y4) ve (z5,yg5)
olmas gartlarindan yo (Lagrange ¢arpam), =g ve b sabitleri belirlenir.

14.7  Ozdeger Problemi ve Varyasyon Teknigi

Varyasyon hesabinin bize bilinmeyen fonksiyon yerine onun i¢in ¢oziilecek
bir diferansiyel denklem verdigini gordik. Acaba, verilen bir diferansiyel
denklem de her zaman bir varyasyon probleminin sonucu olarak yazila-
bilirmi? Ilgingtir, fizik ve mithendislikte kargilagtigimz pek ¢ok diferansiyel
denklem ki, bunlarin ¢ogu hareket denklemidir, bir varyasyon probleminin
sonucu olarak da elde edilebilir. Ornegin: V hacmi icinde ve verilen simr
degerleri ile

V24 =0 (14.113)
seklinde yazilan Laplace denklemini ¢tzmek,
I[¢(2)) = % /V (Vo) &z (14.114)
fonksiyonelini verilen simr gartlarinda minimize etmekle egdegerdir.

Cok daha genel bir Srnek ise, ilk bolitmlerde gordigiimiiz bitiin dzel
fonksiyonlan kapsayan ve

d—‘i [p(z)d'l;—gf)] — g(z)u(z) + Ap(z)u(z) =0, z € (a,b) (14.115)

seklinde verilen Sturm-Liouville tipi denklemlerdir. Bu durumda ekstremize
edilmesi gereken fonksiyonel,

b
Tu(z)] = / [ + (g — o) v?] de (14.116)

seklindedir. ) 6zdegerinin baglangicta bilinmedigini hatirlarsak, bu Sturm-
Liouville fonksiyoneli igin kullamsgh bir gekil degildir. Bunun yerine,

b
Ifu(z)] = / [pu? + qu?] dz (14.117)
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fonsiyoneli ve
b
Ju(x)] = / puldz = sabit (14.118)
a

kisit gart1 kullamlir. Bu durumda 6zdegerler, varyasyon problemine be-
lirlenmesi gereken Lagrange carpanlar olarak girerler. (14.118) kisit sart1
ise, u(z) i¢in aym zamanda normalizasyon sart: da oldugundan varyasyon
problemi,

_ Tu(=)]

K [u(z)] TG (14.119)
fonksiyonelinin minimizasyonuna egdegerdir. Belirtmek gerekirse, Sturm-
Liouville deklemini u(z) ile garpip a’dan b’ye integralini yazar ve kismi in-
tegralini alirsak, K [u (z)] fonksiyonelinin minimum degerlerinin, dzdeger-
lere yani, A’ya esit oldugunu gériirtiz. Bir Sturm-Liouville denkleminde
(Morse & Feshbach boliim 6.3):

i) Bir en kiigitk 8zdeger vardir.

il) n — oo olurken A, — oo olacaktir.

iii) Daha kesin olarak, n — oo olurken ), ~ n? ile orantihdur.

Dolayist ile (14.116) fonksiyonelinin minimum degerleri, \,0zdegerlerini
verecektir. Boylece, (i) ozelliginden fonksiyonelimizin mutlak minimumu
en kiigiik dzdeger olan Ag’1 verecektir. Bu en kiigtik dzdegerin hesabi icin
kullamigh bir yoldur.

En kiigitk 6zdegeri tahmin etmek igin 6nce yaklagik bir u(z) fonksiyonu
se¢memiz gerekir. Buna deneme fonksiyonu da denir. Bu yaklagik fonksi-
yonun bilmedigimiz ama var olan gergek 6z fonksiyonlar olan u; (z) cinsin-
den genel Fourier agihmim yaparsak,

U = ug + c1uy + coug + ... (14.120)

elde ederiz. Burada c;, ¢z, .... katsayilar: deneme fonksiyonumuzun gercek
tzfonksiyona yakmlig oraminda kiigiik sayilar olacaktir. (14.116) fonksi-
yonelini deneme fonksiyonumuzu kullanarak hesaplamak icin 8nce,

b
/ [p (uo + crug + caug + ...)% + q (uo + c1uq + coug + )2] dz (14.121)
integralini bulmamuz gerekir. {u;} 6zfonksiyonlar seti daha dnce gordiigiimitz

gibi tiim ve birbirilerine dik bir set olugtururlar. Normlandiklarimi da varsa-
yarsak, aralarindaki

b
/ [pu? + qui] dz = ) (14.122)
ve

J2 [pulnd + quiu]dz =0 (i # ) (14.123)
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=Y

SEKIL 14.4. Sin(nz) yerine yaklagik olarak z(1 — z) kullanabiliriz.
iligkilerini kullanarak,

f: [pu'2 + qu2] dz

K[u (.'L')] = f:puzd:c

(14.124)

fonksiyonelini

Ao+ C%)\l + t‘%/\z =+ ...

K@~ =g g

(14.125)

seklinde buluruz. ¢y, ¢y, .... katsayilarinin deneme fonksiyonumuzun gergek
ozfonksiyona yakinligi oraninda kii¢ik degerler alacagim diigtiniirsek,

K ’:’)\0+C¥ (/\1 -—/\0) +c§(A2 */\0) = ... (14.126)

ifadesi bize yaklagik olarak en kiiglik 8zdegeri verecektir. Burada énemli
olan, deneme fonksiyonunun gergek 6zfonksiyona yakmhigh birinci derece-
den olursa, en kiigitkk 8zdeger tahminimiz c?,c3, ....gibi gittiginden gercek
dzdegere ikinci dereceden yakin olacagidir. Bu 8zellik Hylleraas-Undheim
teoremi olarak da bilinir. Gergek dzdegerler monoton artan degerler ala-
cagindan bu ifade aym zamanda da bize en kii¢iik 8zdeger icin bir tist simr
verecektir.

Ornek (14.7) En kiigiik ézdeferin bulunmass:

d?
=0 (14.127)
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denkleminin en kiigitk 8zdegerini, u(0) = 0 ve u(1) = 0 siur sartlarini
gdz bniine alarak yaklagik olarak bulahm. Bunun i¢in Sekil (14.4)’deki
gibi,

u=z(l —1z) (14.128)

seklinde bir deneme fonksiyonu kullamirsak,

1 ,2d 1
o< hE_ 3 g (14.129)
f: u2dz 35

buluruz. Bu da gercek dzdeger olan 7w2’ye yakin bir degerdir. Daha
yakin bir degeri ise, deneme fonksiyonunu

v=z(l-z)(1+caz+..) (14.130)

seklinde gelistirip, ¢; parametrelerini K ’y1 minimum yapacak bigcimde
bularak elde edebiliriz. Bu y8ntemin verimli ¢aligabilmesi igin iyi bir
deneme fonksiyonu:

i) Sinir gartlarim saglamahdir.
i) Genel yapis1 itiban ile gercek dzfonksiyona benzemelidir.
ili) Analitik sonuclar elde etmek i¢in yeterince basit olmalidir.

Ornek (14.8) Davul zarinan titregimleri: Kiiresel koordinatlarda ve iki
boyutta

w2

Viu+ku=0, k== (14.131)
c
seklinde verilmis olan dalga denklemini ele alalim. Bu denklem yarigap:
a olan bir davulun yiizeyindeki dalgalan temsil ediyor olabilir. Simr
sart1 olarak u(a) = 0 alirsak, en kiigiik 6zdeger i¢in deneme fonksi-

yonunu
u=1-1 (14.132)
a
olarak segebiliriz. Bu durumda en kiigitk 6zdeger olan k2 icin bir tist
limit,
2
i f (Vu) dzdy
< ——t 14.133
ko < [ u?dzdy ( )
esitsizliginden
2« Wl o 6
kg < 7a2J6 a2 (14.134)
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olarak bulunur. Gergek degeri ise,

5.78
2 _
o=
olarak verilir. p '

Ornek (14.9) Schrédinger denklemi ve harmonik salinict problemi:
Simdi de Shrodinger denklemini ele alalim. Bu denklemin tureticisi
olan fonksiyonel

Y- Hy
T (14.135)

olarak verilir. Bu fonksiyonelin minimize edilmesinden Shrédinger
denklemi elde edilir. Kuantum mekaniginde harmonik saliniciin en
kiigiik enerjisini (temel durum enerjisini) bulmak istersek, zamandan
bagimsiz Schrédinger denklemini

HU = %% 4 320 = BV z € (—00,00) (14.136)

seklinde yazar ve deneme fonksiyonunu da deneyimlerimizden yarar-
lanarak

U= (1+az?)e™™ (14.137)

seklinde segebiliriz. (14.135) fonksiyoneli bize temel durum enerjisi
icin bir iist limit verecektir:

U HU 3 g8

Ey < T 0 _1‘*'%'*'3%3. (14.138)
Bu ifadenin minimumu da
2302 + 56 — 48 =0 (14.139)
denkleminin ¢ziimii ile belirlenir ve
o =0.6718 (14.140)

olarak bulunur. Bu da temel durum enerjisi i¢in bir tist simrn
FEp < 1.034
olarak verecektir. Gercek deger ise 1.0’dur.

Daha tist seviyelerdeki dzdegerlerin hesabi igin ayni yéntem kullamlabilir.
Ancak, segilen deneme fonksiyonunu daha diigitk tzdegerlere karsi gelen
dzfonksiyonlara dik olmahdir veya 6yle segilmelidir.
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14.8 Rayleigh-Ritz Yontemi

Bu ytntemde amac verilen bir diferansiyel denklemin belli simr gartlarmi
saglayan ¢Sziimiiniin yaklagik olarak bulunmasidir. Once ¢bzitmi uygun
fonksiyonlar yardim ile yaklagik olarak,

Y(@) = do(a) + 11 () + 20y (2) + Cata(@) + ..+ cadp(e)  (14.141)

seklinde ifade edelim. Burada ¢, cg, ...,.cn belirlenmesi gereken sabitlerdir,
¢,(z) fonksiyonlari, ¢’lerin herhangi bir secimi igin, belirlenen sinir sart-
larim saglayacak sekilde secilirler. Genellikle ¢g(z), #’in tanim arahgimin
uc noktalarndaki sinir gartlarini saglayacak sekilde ve ¢y, ..., ¢, fonksiy-
onlarn da her iki ugta sifir olacak gekilde segilirler.

Ornek (14.10) Iki nokta arasinda sabitlenmis bir telin gekli: (0,0)
ve (I,h) noktalan arasinda sabitlenmig bir tele, y-ekseni dogrul-
tusunda dogrusal olarak,

p(z) = —q§ (14.142)

seklinde degigen bir yiik uygulayalim. Telin geklini bulmak icin ¢ézme-
miz gereken varyasyon problemi,
L1 z
) / (—Fy’2 + q—y) dz =0 (14.143)
o \2 l
olacaktir. Sinir gartlarn ise,
y(0)=0, y(l)=nh (14.144)

seklinde verilmigtir. Simdi Rayleigh-Ritz y6nteminde ifade ettigimiz
gibi, ¢o(z)’i taum arabimin ug noktalarindaki siur gartlarin sagla-
yacak tarzda ve ¢y, ..., ¢, fonksiyonlarimi da her iki ugta sifir olacak
gekilde agsagidaki gibi segelim:

h

¢y = -l—x, (14.145)
¢1 = (L‘(.’II - l)a

¢2 = 1?2(.’1: - l)1

¢, = z™(x-1).

Bu durumda y(z)’in yaklagik ifadesi,

h
y(z) = 7e +z(z—1) (1 +caz+ ... + an‘n_l) (14.146)




318 14. VARYASYON HESABI
olacaktir. Hesaplarin kolaylig icin n = 1 segersek,
o ylz) ~ ’—;x +z(z — )y (14.147)

olur ve bu yaklastk gbzm;r_/nf varyasyonel integralde yerine yazarsak,

5 Vol <%F [? (22 _*"z)cl] g o [f;-x + 2z~ l)cl]) dz} ~0,

1_ (R 13, 1 1 4
6[2F(T+§l Cl> +q(§hl—-ﬁc1l ):I =0, (14.148)
1 1
ng%l&cl - -1—2ql36cl =0, (14.149)
1.3 q —
SFL (c1 - 4F) bc1 =0 (14.150)

bulunacaktir. ¢;’in varyasyonu olan dcikeyfi degerler alabildiginden,
parantez i¢indeki ifadeyi sifira esitlersek,

e = qu (14.151)

bulunur. Sonug olarak da yaklagik ¢dzimimiiz
h q
NS — —_— .1
y(a:) ~ lx + F:L‘(:z: l) (14 52)

olacaktir. (14.143)’de verilen varyasyon probleminden ortaya ¢ikacak
Euler denklemi,

Fy" — -ql—x =0 (14.153)

olacaktir. Bunun da verilen sinir gartlarn altindaki tam ¢tziimi
h q 2 _ 2
= — —_— —_ 154
y(z) I T+ le(:z: %) (14.154)
olarak bulunur.

Ornek (14.11): Rayleigh- Ritz Yéntemi:

d*y
@y = 4.
s toy=-c (14.155)

diferansiyel denkleminin y(0) = 0 ve y(1) = 0 sir sartlan altindaki
¢tztimiint Rayleigh-Ritz ybntemini kullanarak bulahm. Buna kargihk gelen
varyasyon problemi,

1
/ (¥ +zy+z)bydr =0 (14.156)
0
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olarak yazilabilir. Yaklagik ¢dziim burada

y(z) =z(l —z)(c1 + caz + ...) (14.157)

seklinde segilir ve yukarida yerine konursa,

1
0:/0 [(—2+:z:2—z3)01+(2—6z+x3—x4)c2+_.,+z]

[6er (z — 2®) + 6cp (2® — %) +..] dz (14.158)

bulunur. Bir terimli yaklagik ¢oziimiimiiz,

5
y(l) = Clx(l — x)’ Cl = E (14159)

olurken, iki terimli yaklagik ¢6ziim de
Y@ = cz(l—z)+ coz? (1-2), ¢ =0177, ¢ =0.173 (14.160)

olacaktir.
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14.9 Problemler

1. Yiiksek dereceden tlirev iceren varyasyon problemleri icin ug nokta-
larda varyasyonun sifir oldugunu diigiinerek,

d_\ &y n d”
———Fy+—4Fy— ..+ (-1)" 5= Fym =0
Fy d:cFy '+d:c E, +(-1) dz™ y(m)
denklemini ¢ikarinz.

y'(z) = -Xy(z), y(0)=y(1)=0

geklinde verilen bir Sturm-Liouville sisteminin birinci ve ikinci derece-
den duyarh 6zdegerlerini bulunuz ve tam olarak bulunmug 6zdegerler
ile kiyaslayimiz.

3. Agafida,
1,:2 2l ops
6/£d?dt:0, £(7,t) = 5(@ - ‘V@‘ — m*“®*)
olarak verilmig varyasyon probleminde
(7,1)
skalar alaniin sagladig: hareket denklemini bulunuz.
4. ¥(7,t) ve U*(7T,t) fonksiyonlarim bagimsiz alanlar olarak alarak,

2 ih . L o*
£= X 9uve 1 ver - Doy - wi
2m 2
Lagrange yogunlugunun, Schrédinger denklemini
2
HY = (- 292 L vyw = e
2m

ve onun kompleks eglenigini verdigini gdsteriniz. ¥ = 9v /0t olarak
gbsterilmistir.
5. Ornek 10’daki problemi n = 2 icin ¢oziiniiz.

6. Ornek 10’daki tam ¢8ziimiin

_h 9 2 2
y(z) = la:+6Fl:L'(z: %)

oldugunu gdsteriniz ve buldugunuz yaklagik ¢tzitmle kargilagtirimz.

15
INTEGRAL DENKLEMLER

Uygulamalarda zaman zaman kargimiza bilinmeyen fonksiyonun integral
igareti altinda oldugu denklemler ¢ikar. Bu tiir denklemlere integral denk-
lemler denir. Genelde kargilagtifimz diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen
fonksiyonun degigik tiirevlerinden olugurlar. Bir fonksiyonun tiirevi, o fonk-
siyonun verilen bir nokta ve yakiminda aldigh degerler kullanilarak bulu-
nacagindan, diferansiyel denklemler yerel denklemlerdir. Doga yasalarinin
ifadesinde diferansiyel denklemler ¢ok bagarili olmuslardir. Bundan da yakin
gevremizi inceleyerek, evrenin tamaminda gegerli olacagim diisiindtigtimiiz
doga yasalarinin bulunabilecegi sonucunu cikarabiliriz. Belki de bu Eins-
tein’in ”Dogamn en anlagilmaz yénil anlagilabilir olmasidir.” s6ziiniin al-
tinda yatan gercektir. Integral denklemler ise, bittiin uzay izerinden in-
tegraller igereceginden global denklemlerdir. Bu da zaten bilinmeyen fonk-
siyonun bir noktadaki degerinin, o fonksiyonun biitiin uzay tizerinden in-
tegralini iceren ifadeler cinsinden bulunmasi demektir. Bunun igindir ki,
integral denklemler genelde ¢ziilmesi ¢ok daha zor denklemlerdir.

Diferansiyel denklemlerin 8nemli bir 6zelligi de tek baglarina bir problemi
tammlamaya yetmemeleridir: Sinir gsartlar da onlarla beraber verilmelidir.
Integral denklemler ise, bir problemin tam tanimini verirler. Ek sartlara
ne gerek vardir, ne de kogulabilirler. Simir sartlan uzayin biitiiniinde olan-
larin yakinimiza etkilerinin dolayh yoldan denklemlerimize dahil edilmesi
olarak yorumlanabileceginden, integral denklemler ile diferansiyel denk-
lemler arasinda bir iligki olmas1 da dogaldir. Bu béliimde gorecegimiz gibi,
diferansiyel denklémler temelde integral denklem olarak da yazlabilirler.
Green fonksiyonlarim tartigirken, bazi temel fizik yasalarinm integral denk-
lem olarak yazimlarim da gorecegiz. Ancak, Integral denklemler her zaman
diferansiyel denklemlere donistiiriilemeyebilir. Kisaca, doga yasalarim ifade
etme agisindan diferansiyel denklemler mi? integral denklemler mi? daha
uygundur sorusu, Einstein’mn da bir zamanlar ilgilendigi aragtirmaya deger
problemler arasindadir.

15.1 Integral Denklemlerin Simiflandirilmasi

Dogrusal integral denklemler Fredholm ve Volterra olmak tiizere genelde iki
sinifa aynhrlar. Fredholm tipi denklemler

b
(z)y(z) = Fz) + A / (e, €)u(E)de (15.1)
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seklinde verilirler. Burada a(z), F(z) ve k(z,£) bilinen fonksiyonlar, A, a
ve b ise, bilinen sabitlerdir. k(z,¢)’ye gekirdek fonksiyonu denir ve Green
fonksiyonlar ile yakindan ilgilidir. y(x) ise, bulunmasi arzu edilen fonksiyon-
dur. Fredholm tipi denklemlerde integralin tist limiti sabit olmazsa Volterra
tipi denklemleri elde ederlz ki, bvnnlar da

o(e)y(&) = F(@) + A / (=, €)(E)dé (15.2)

a
seklinde verilirler. Volterra tipi denklemler aralarinda
a#0 icin I. tip

a=1 icin II. tip
a=oa(z) icin IIL tip

olarak smiflandirilir. F/(z)’in sifir oldugu durumlarda integral denklem ho-
mojendir denir. Integral denklemler iki veya daha yiiksek boyutlarda da
tammlanabilir. Ornegin: Iki boyutta

ol i)o(e,s) = Fe) +) [ [ senemeenddn (153
geklinde yazilabilirler. Genelde integral denklemler bir problemin tam tan-
mn ifade ederler. Ilave gartlara ne gerek vardir ne de kosulabilirler. Hatir-

lanacag iizere, bir problemi tam olarak tanimlayabilmeleri icin diferansiyel
denklemlerin sinir gartlar: ile birlikte verilmeleri gerekir.

15.2 Integral ve Diferansiyel Denklemler

Baz integral denklemler diferansiyel denklemlerden tiiretilebilirler. Bu i-
ligkiyi gdrmek igin, 6nce

I(z) = / “(@— e (), (15.4)

seklinde verilmis bir integrali ele alahm. Burada n > 0 ve tamsayi, a ise,
bir sabittir. I,(z)’in tiirevini

d [B®@

@ Jyny TEOE (15.5)
B@) 5F (g, £) dB(ac) dA(w)

A o o U+ FEBE) T - Pl AE) T

formiiliinii kullanarak alirsak,

dglf =(n-1) /:(x =" 2 fOde+ [z - O™ f(€)] .,  (156)
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olacaktir. Bu da bize n > 1 igin

dr,

2 = (0= Doy (15.7)

ve n =1 igin de

4 — i@ (15.8)

verir. I,,(z)’in k kez titrevini alirsak,

In _ (0~ 1)(n ~ 2)o.fn — H)n (159)
bulunacagindan
Zn—n_I = (n—1)1(2) (15.10)
veya
(f;I: = (n—1)!f (=) (15.11)

yazabiliriz. Eger n > 1 igin I,(a) = 0 iligkisini kullanirsak, (15.10) ve
(15.11) denklemlerinden I,(z)’in kendisinin ve (n — 1)’e kadar olan biitin
titrevlerinin = = a ’da sifir oldugunu goririz ki, bu da bize

Liz) = / f(er)dz (15.12)
T T T2
Iz(m) = /Il(mz)da:2=// f(a:l)d:z:ldzz (1513)
verecektir. Genel olarak da bunu

L(z)=(n—1)! /: [zx" /:3 /:2 f(z1)dz1dzs..dTy1dz, (15.14)

seklinde yazlabiliriz. Buradan da ileride isimize gok yarayacak olan ve
Cauchy formiilii olarak da bilinen formiild buluruz:

// / / f(z1)dz1dzz...dTn—1dTn

/ (z— £ 1 f(€)de (15.15)
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15.3 Diferansiyel Denklemlerin Integral
Denklemlere Doniigtiiriilmesi
4

Asagda verilen diferansiyel denklemi ele alalim:

2y 4
d—;é + A(i)% + B(z)y = f(=). (15.16)

Smir gartlan da y(a) = yo ve y'(a) = y§ seklinde verilmis olsun. Bu dife-
ransiyel denkleminin integralini alirsak,

V@ =t = - [ Ay e - [ B
+ L " Fa)dar (15.17)
olacaktir. Bunu da y'(z) i¢in ¢bziip,
V(@) =A@ - [ [Bla) - 4] y(e)ds
+ /a ; f(z1)dzy + A(a)yo + v (15.18)
yazar ve tekrar integralini alirsak,
V&) -w = - [ Awy(e)dn

— /: /:2 [B(z1) — A'(z1)] y(z1)dz1dzo

+/: /:2 f(z1)dzidzg

+[A(a)yo + yo] (z — a) (15.19)
elde ederiz. Daha &nce buldugumuz (15.15) denklemini de kullanarak bunu

yz) = - [{A(£)+(w—£)[B(£)—A'(ﬁ)l}y(ﬁ)dﬁ (15.20)
+f (2 - €)1(€)de + [Aa)yo + 3] (= — a) + o

veya,

v = [ k(e )y(E)dE + F() (15.21)
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seklinde yazabiliriz ki, burada k(z,§) ve F(z)
K(z,€) = (z—&)[B(€) — A'(§)] - A(6)
F(z) = / (z = &) F(&)dE + [Aa)yo + vo) (= — a) + o (15.22)

seklinde verilirler. Bu integral denklem ikinci dereceden bir Volterra denk-
lemidir. Goriildigii gibi (15.22 ) integral denklemi, (15.16) diferansiyel
denklemi art: sinir gartlarina egdegerdir.

Ornek (15.1) Diferansiyel denklemler ve integral denklemler: Asa-
gida verilen diferansiyel denklem ve siur sartlarini ele alalim:

2
L1y = 1)
y0) =1, ¥(0)=0. (15.23)

(15.15) formiild kullamlarak bu sistem,

o) = | "€ )y(©)de +1- / “e-Drde.  (1524)

integral denklemine doniigiir:
Ornek (15.2) Difergnsiyel denklemler ve integral denklemler: Bu se-

fer de
d?y
E:—I:_z_ + Ay =0,
y(0)=0, y()=0 (15.25)

diferansiyel denklemi ve sinir gartlarim ele alahm. Bu denklemin (0, z)
aralifinda integralini ahrsak,

d x
- [ woa+c (15.26)

buluruz. Burada C bir integral sabitidir ve y’(0) degerini gosterir.
Ikinci bir integral alma iglemi bize

v@) =2 [ “(@— E)(€)de + Ca (15.27)

verir ki, burada y(0) = 0 siur sart: dikkate alinnugtir. C' degeri ise,
ikinci simir sartim saglayacak gekilde belirlenmelidir. Bu da bize,

1
7 [a-eowou=c (15.25)
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verir ve sonug da

PRl T T z\ )
ve) =2 o v+ 2 [-oue s
veya A

L
\.

sif
A S E ll‘
ve) =3 F0-aw@ae +x [ Za-onoa  sso)

seklinde ifade edilir. Bu denklem ise,

l
() = [ wta ue)ae (15.31)
seklinde yazilirsa gekirdek fonksiyonu
$i-2) ¢
K‘("L‘a £) = :lz: N
) { $1_¢) é>u (15.32)
seklinde olacaktir. Bu da ikinci sinif, homojen bir Fredholm denk-

lemidir.

15.4 Integral Denklemlerin Diferansiyel
Denklemlere Déniistiirtilmesi

Bir ldélcel.ci ‘Pblim‘mle baz1 diferansiyel denklemlerin integral denklemlere
nasil adnigtirildigint gérmistik. Volterra denklemleri de bazen integral

denklemlere ddniistiiriilebil;
cle al ahm;re niigtirilebilir. Agagidaki gibi verilmig bir integral denklemi

(o) =+ /0 *aty()dt. (15.33)
Bunu,
fa) = /0 “ byt (15.34)
tammu ile
y(@) =z +zf(x) (15.35)

seklinde yazahm. f(z)'in ttrevini alir ve (15.35)" kull
. . .35)'1 kullam i
diferansiyel denklem bulunacaktir: ( i rsak, agafrdaki

df (z
% = zy(z), (15.36)

= z[z+ zf(z)).
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Bu diferansiyel denklemi f(z) igin ¢8zersek,
f(z) = —1+ Cexp(z3/3) (15.37)
bulunacaktir ki, bu da bize (15.35) kullanilarak ¢dziimii
y(z) = Czexp(z3/3) (15.38)

seklinde verir. C sabiti ise, ¢ozimii (15.33) denkleminde yerine koyarak
C =1 olarak bulunur.

15.5 Integral Denklemlerin Coziimleri

Integral denklemlerin ¢tziimlerini bulmada yararlanabilecegimiz pek cok
yéntem vardir. Bunlardan en ¢ok kullaninanlarim agagidaki boliimde gore-

cegiz.
15.5.1 Ardigsk Yaklagimlar Yontemi: Neumann Serileri

b
£(z) = g(z) + A / K(z,s)f(s)ds (15.39)

seklinde verilmig bir Fredholm denklemini ele alalm. Neumann serisini
baglatmak icin ilk terimi

fo(z) = g(z) (15.40)
olarak alalim. Bunu yukaridaki denklemde ¢tziim olarak alip sag tarafta
yerine koyarsak,

b
fi(@) = g(z) + / K(z, ) fo(s)ds (15.41)

buluruz. Bu ytntemle bulacagimz ¢ztimleri (15.39) denkleminde tekrar
tekrar kullanarak,

fo(z) = g(z) (15.42)
) b

fi5) = 9(@) + A [ K(z,9)fo(s)ds (15.43)
b

f2(2) = gla) + A / K(z,8)f1(s)ds (15.44)
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/

e ,,
fasr(2) = g(z) + A / K(z,5) fa(s)ds (15.45)

olarak verilen Neumann serisini olugtururuz. Burada,

b b
/ / |K (z,s)|° dzds = B> (B > 0) (15.46)

olarak alirsak ve C', [a, b] araliinda
’ 2
/ K (z,8) ds < C (15.47)

esitsizligini saglayan bir sabit ise, ve || < % olursa,

{fi}zf())flif2’ """" fn;_’f(x) (1548)

dizisi [a, b] aralifinda dilzgiin yakinsaktir ve f(z) fonksiyonu (15.39) denk-
leminin tek ¢6ziimiidiir.

Ornek (15.3) Neumann serileri:

1 1
fe)=s+s / (t —2) F(t)dt (15.49)
-1
denklemini ¢dzmek igin fo(z) = z alirsak, Neumann serisini
1t
) = ztg / (t — )tdt (15.50)
-1
1
= z+3 (15.51)
1t 1
fo(z) = z+ 3 (t—z)(t+ g)dt (15.52)
-1
1 =z
= z+ 373 (15.53)
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1 =z 1
fslz)y=z+ g b 5 S @ (15.54)
B n (_l)s—-l n (_)s—-l
fon(z) = + ; T ; o (15.55)
olarak buluruz. n — oo limitinde ise, zeta fonksiyonu tanim ile ¢dziim
3 1
f(z)= 2° + i (15.56)

olarak bulunur. Bu ¢bziim (15.49) denkleminde yerine koyarak kontrol
edilebilir ve genelde de edilmelidir.

15.5.2 Neumann serisinde Hata Hesab:

Neumann serisini n. terimde keserek yapacagimmz hata,

n n+1 b
|f(w)~fn(w)|<D\/5-‘f_lATJw, D= / lg2(z)|dz  (15.57)

olacaktir.

Ornek (15.4) Neumann serilerinde hata hesabu:

1
fz) = 1401 / K(z,s)f(s)ds (15.58)
0
z 0<z<s
K(z,s) = { s s<z<l1
denkleminde,
B—L C’*l D=1, A=0.1 (15.59)
\/67 3’ 3 . ¥

oldugundan, (15.46-48) denklemlerinden Neumann serisinin yakinsak
oldugu kolayca goriiliir. fo(z) = 1 alarak da Neumann serisininin ilk
ti¢ terimini

fo(z) =1

fg(x) =1+ (1/10)z — (1/20)2?

fa(z) = 14 (31/300)z — (1/20)z2 — (1/600)2> + (1/2400)z*
(15.60)
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seklinde buluruz. Coziimit

; ) f(z) = fa(2) (15.61)

olarak aldifimzda yap}céglmlz hata,
T /800 _ )
Y S (15.62)

degerinden az olacaktir.

15.5.3 Ayrabilir Cekirdek Fonksiyonlar Durumunda ¢ézim
Cekirdek fonksiyonunun

K(z,t) = iMj(x)Nj(t), (n sonlu bir say1) (15.63)
=1

seklinde aynlabilir veya dejenere oldugu durumlarda integral denklemin
¢6ziimil bir dogrusal denklem sistemi ¢6zlimiine indirgenebilir. Fredholm
denklemini (15.63) cekirdegi ile

n

b
y(@) = f2) + 2 My ()] / N3 (£)y()d] (15.64)

=1

seklinde yazanz. Kégeli parantez igindeki integralin degerini

b
/ Nj(@)y(t)dt = c; (15.65)
olarak tamunlarsak, (15.64) denklemi
y(@) = f(z) + A c; Mj(z) (15.66)
j=1

olacaktir. ¢; sabitleri bulunduktan sonra da bu denklem bize y(z) ¢éziimiini
verir. ¢; sayilariu bulmak icin (15.66) denklemini N;(t) ile carpar ve integ-
ralini alirsak,

n
g=b;+ A Zaijcj (1567)
i=t
buluruz. Burada
b
by = / Ni(z)f(z)dz (15.68)
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b
Q35 = / Ni(:L')Mj (:L‘)d:L' (1569)
olacaktir. Bunu da matris denklemi olarak yazarsak,
b = c-JMAcg, (A =ayj) (15.70)
b = (I-)A) (15.71)
olur. Bu ise,
(1 " /\an)cl - )\alzcz - /\a1303 T e - )\alncn = b1
—Aagic1 + (1 — dagg)cx — Aagges — ... — Aagnen, = by
(15.72)
—Aan1C1 — A@naCy — A@p3C3 — ...... + (1 — Aapn)en = by

seklinde n c; sayis: icin ¢vziilmek {izere n dogrusal denklem sistemi verir.
Fredholm denkleminin homojen (f(z) = 0) oldugu durumlarda b; = 0
olacagindan, ¢dztim icin

det[I-AA] =0 (15.73)

olmalidir. Bu denklemin ¢éziimleri ise, \; dzdegerlerini verecektir. Bulu-
nacak dzdegerler ise, (15.72) denkleminde kullanilarak c; degerleri bulunur.

Ornek (15.5) Ayrilabilir ¢cekirdek fonksiyonlari:
1
y(z) = A / (t + z)y(t)dt (15.74)
-1

seklinde homojen bir Fredholm denklemini ele alahm. Burada,
Ml(:c) =1 Mz(l‘) =T

M) =t No(t)=1 (15.75)
ve A matrisi de,
0 2/3
A= [ >=2/ ] (15.76)
olacaktir. (15.73) denklemi ise,
1 _2
det| o | =0 (15.77)
olacagindan, dzdegerler
3
Arg = LV3 (15.78)

’ 2
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olarak bulunurlar. Bunlari (15.72) denkleminde yerlerine koyarsak, ¢;
ve ¢y igin

{

) y Co

., aqF—=0 15.79

y 4 1 F \/g ( )
bagintisin: buluruz. ,?’ogrusal cebirde dzdeger problemlerinde oldugu
gibi burada dasadele c¢;/cy oram belirlenebilir. ¢; degerini 1 olarak
alirsak, (15.74) denkleminin ¢dztimleri de

vi(z) = —\g—?_’(l +V3z), A= ‘/75 (15.80)
y2(z) = ——2‘/—5(1 -V3z) A= —? (15.81)

olacaktir. (15.72) denkleminin homojen olmadigi durumlarda ise, ¢8ziim
bilinen lineer cebir yontemleri ile bulunacaktir. Integral denklemler
ile 6zdeger problemi konusuna sonraki blimde tekrar deginecegiz.

15.5.4 Integral Denklemlerin Integral Déoniigimlers ile
Cozimi

Bazi durumlarda integral doniigiimleri yardim ile integral altindaki bilin-
meyen fonksiyon serbest birakilip ¢oztim elde edilebilir.

Fourier Déniigiimii yontemi:

Cekirdegin (x — t)’nin fonksiyonu oldugu ve integralin limitlerinin —oo ve
+00 oldugu durumlarda, Fourier ddniigtimiinden yararlanilabilir.

Ornek (15.6) Fourier doniigiimi yéntemi:
y(z) = ¢(z) + A / K(z — t)y(t)dt (15.82)

denklemini ele alalim. Bu denklemin Fourier dontsiimiinii alir ve kon-
volusyon teoremini kullanirsak,

§(k) = G(k) + MK (k)(k) (15.83)
buluruz. Burada, ~igareti,
y(k) = \/%—W /_ _ y(z)e™*dz (15.84)

denkleminde oldugu gibi Fourier déniigiimiini temsil etmektedir. (15.83)
denklemini (k) icin ¢tzersek,

~oy __ B(k)
y(k) = T ARG (15.85)
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bulunacaktir. Bunun da ters Fourier doniigiimit alinarak ¢tziim,

1 [ d(k)e—t*=dk

ylw) = V21 Jooo 1— MK (k) (1586)

geklinde verilen bir belirli integral cinsinden ifade edilir.

Laplace déniigiimii ySntemi:

Laplace doniistimii yéntemi ¢ekirdek fonksiyonunun (z — t)’nin fonksiyonu
ve integralin limitlerinin 0 ve z arasinda oldugu durumlarda, konvolusyon

teoremi yardimu ile uygulamr.

Ornek (15.7) Laplace déniigiimii yéntemi:
T
y(z) =1+ / y(u) sin(z — u)du (15.87)
0

olarak verilen bir integral denklemini Laplace déniisiimii yéntemi ile
¢ozelim. Her iki tarafin da Laplace déniiglimiini alirsak,

£ly(z)] = £]1] + £ [ /0 " y(u) sin(z — u)du] (15.88)
olacaktir.
F(s)G(s) = £ [ /0 * Fu)g(z - u)du] (15.89)

Seklinde verilen konvolusyon teoremi kullamlarak, ¢6ziimiin Laplace
doniigtimii bulunur:

Y(s)
+ s24+1°
+ 52

Y(s) = —5- (15.91)

(15.90)

Y(s) =

— |

Bunun da ters Laplace déniiglimi almrsa, ¢6ztim fonksiyonu

2

y(z) =1+ % (15.92)

olarak elde edilir.
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15.6 Integral Denklemler ve Ozdeger Problemi
(Hilbert-Schmidt Teorisi)

15.6.1 Ozdeﬁerlerin Regt Olmas
fkinci tiirden Fredholth denldfemi ile

y(z) = A /b K(z,t)y(t)dt, (15.93)
seklinde bir szdeger problemi tam:nlayahm. A; bzdegeri icin bu denklem
we) = [ Kt (15.94)
a
olacaktir. Aym sekilde bu denklemi ), i¢in yazip, kompleks eglenigini alalim:
yi(@) = X / " K (o, (t)dt. (15.95)

(15.94) denklemini Ay} (z) ile (15.95) denklemini de A;yi(z) ile garpar ve
z tizerinden [a, b] aralifinda integrallerini alirsak,

b
g / 1 elols = 35 /a : [1 K(z, )y} (@)w(t)dtdz  (15.96)

b b b
A / v (@)ui(@)dz = MA] / / K*(z, )y} (Oui(z)dtds  (15.97)
a a a
denklemlerini buluruz. Cekirdek fonksiyonu
K*(z,t) = K(t,z) (15.98)
sartim saglarsa, (15.97) nolu denklem,
b b b
5[ v@uEds =35 [ [ Keon@uEsd 159
olacaktir. (15.96) ve (15.99) denklemlerinin farkimi alirsak
b
(A7 — /\,-)/ Y5 (x)yi(z)dz =0 (15.100)

elde edilecektir. (15.98) sartim saglayan gekirdek fonksiyonlarina Hermit
cekirdekler denir. (15.99) denkleminde ¢ # j alirsak,

(A7 =) / b lyi(z)[*dz =0 (15.101)

olacaktir. Buradan da f: |yi(z)|? dz # 0 olacagindan, Hermit Cekirdeklerin
dzdegerlerinin reel olmas: sonucunu gikaririz.
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15.6.2  Ozfonksiyonlarn Dik Olmast
i # j oldugu durumlarda ise,

b
(Aj — ) / Y} (z)yi(z)dz =0 (15.102)

olacagindan farkli (nondegenerate) tzdegerler icin,

b
/ V@u@)dz =0 (O # M) (15.103)

olacaktir. Ozdegerlerin aym (degenerate) olmasi durumunda ise, lineer ce-
birden Gram-Schmidt ydntemi ile her zaman

b
[ @u@da=0  (#3) (15.104)

yapilabilecektir.

Ozet: Hermit cekirdekler iin (15.93) denklemi Sturm-Liouville teorisin-
deki diferansiyel operatorler gibi bir 6zdeger problemi tammlar. Ozdegerler
reel sayilar olup, 8zfonksiyonlar dik bir set olugturur. Diklik sart: da norm-
lamadan sonra

b
/ y; (2)y;(z)dz = 6y (15.105)

olarak verilir.

15.6.8 Ozfonksiyonlarin Tam Olmast

Hermit cekirdeklerin bu 6zelligini ispat oldukga teknik bir konu olup, bizim
icin tnemli olan herhangi bir iyi davramsh (en azindan pargal stirekli)
F (z) fonksiyonunun {y., (z)} seti cinsinden,

F(z) = amym(z) (15.106)

m=0
seklinde sonsuz seri olarak ifade edilebilmesidir. Teknik olarak bu sonug,

b
lim
m—0o0

F(z) - iamym (z)|dz — 0 (15.107)

m=0
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seklinde ifade edilir. a,, katsaylar ise, {ym ()} setinin dik olma ozelligini
kullanarak,

f: F(z)yr (z) d:;: = zn: f: anyn (z) yi, (z)dz

. San J, yn (2) vin (2) do (15.108)

(RN

EINgE]

0nbpnm

il
)

m

seklinde bulunur. Bu sonug (15.106) ifadesinde tekrar kullambhrsa,

Fz) = i/

m=0v?%

b
F (@)Y (&) ym (2)da’,  (15.109)

b o0
/ F(z') {Zy:‘n (") Ym (m)] dz’ (15.110)

m=0

yazabiliriz. Buradan da {y., (z)} setinin tam olmas gsartimn,

S U (@) ym (2) = 8 (z — ') (15.111)

m=0

geklinde de ifade edildigini goriirtiz.

15.7 Hermit Olmayan Cekirdekler icin Ozdeger
Problemi

Eger (15.93) denkleminde gekirdek fonksiyonu Hermit olmamasina ragmen,

b
AN / [R(z, tyw(®)] wi(t)at (15.112)
seklinde yazilabiliyorsa ve
K(z,t) =K (t,z) (15.113)

sart1 saglamyorsa, (15.112) denkleminde her iki tarafi \/w(z) ile carpip,

Vw(z)y(z) = ¥(z) (15.114)

déniigiimiinil yaparak,

b
0,(@) = A / [R (@, 0)v/wleyw(®)] $:(0)dt (15.115)
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yazanz. Artik, bu denklemdeki cekirdek [?(z, t)y/ w(:c)w(t)] Hermit ola-
caktir. (15.115) denkleminin ¢8ziimiinden elde edilecek szfonksiyonlar da

b
| w@ui@ui)ds =6 (15.116)

bagintisi ile w(z) agirhk fonksiyonuna gore dik olacaktir.
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15.8 Problemler

1. Asafidaki integral denk}enﬁ ¢Oziiniiz:

ygf ; 1+ At y(u) sin(t — u)du.

y'(z) —y(z) =0,
y(0) =0 ve y'(0) =1,

seklinde tammlanmig bir problemin agagida verilen integral denkleme
dénitgtiiriilebilecegini gdsteriniz:

y(x)=z+ Az(m —1)y(z')dz’.

3. Asapida verilen diferansiyel denklem problemini integral denklem ola~
rak yazimz:

y"(z) —y(z) =0,
y(1)=0 ve y(-1)=1.

4. Neumann serilerini kullanarak agagidaki denklemi ¢dziinilz:
y@) =2+ [ (@~
0
5. Asagdaki probleminin ézdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.
27
y(z) = )\/ cos(z — z')y(z’)dz’
0

6. Agagida verilen denklemin ¢8ztimiintin y(x) = cosh Az oldugunu tg
degisik yoldan: Diferansiyel denkleme doniigtiirerek, Neurnann serileri
ile ve integral dniigitm ySntemi ile gosteriniz:

y(@) =1+ 22 /0 (@ - 2o,

7. Asapida verilen denkleminin ¢6zimiiniin y(z) = 3z/(3 — A) oldugunu
degigik yollardan gdsteriniz:

1
y(z) =z + /\/ zz'y(z')dz'.
0

16
GREEN FONKSIYONLARI

Green fonksiyonlar cok degisik uygulama alanlar olan ilging matematik-
sel yapilardir. Diferansiyel denklemleri integral denklemlere déniigtiirmekte
kullanildiklar: gibi, kismi veya siradan diferansiyel denklemlerin ¢dziim-
lerini bulmada da degiskenlerin ayrilmasi, seriler ve integral dontigtimleri
gibi tekniklere gticlit bir alternatif olugtururlar. Kuantum alan teorisinde
propagatér yorumu ile Feynman diyagramlarina gegiste ¢ok énemli bir rol
oynarlar. Yol integrali yaklagimi ile de modern pertiirbasyon teorisinin
baslangi¢ noktasidirlar. Ozetle, Green fonksiyonlar: tek bagma bir kitaba
konu olacak derinlikte uygulama ve &zelliklere sahiptir.

16.1 Zamandan Bagimsiz Green Fonksiyonlar:

16.1.1 Tek Boyutta Green Fonksiyonlar:
Asagida £ operatdru cinsinden verilmig ve [a,b] arahfinda tammlanmig
olan bir diferansiyel denklemi ele alalim:

£Ly(z) + ¢(z) = 0. (16.1)

Burada £,
2= (1015 )+ (162)

geklinde verilen Sturm-Liouville operatéridiir ve p(z) ile g(z) fonksiyonlar:
da stireklidir. (16.1) denklemine ek olarak da

dy(z)
- =0 (16.3)

z=a,
z=b

oy(z) + 8

seklinde verilen homojen sinir gartlarim alahm. o ve S ise, sabit sayilardir.
¢(z) fonksiyonu sadece z’e bagl bir fonksiyon olabilecegi gibi, agik olarak
y(z)’e de bagh olabilir. Dolays: ile genelde

¢(z,y(z)) (16.4)

seklinde yazihr. Simdi, verilen bir £ igin, z < ¢ oldugu zaman Gi(z) ve
z > £ oldugu zaman da Ga(z) olan bir G(x) fonksiyonu tamimlayahm. Bu
fonksiyon aym zamanda da agagidaki sartlan saglasin:
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i) G1(z) ve Ga(z) fonksiyonlar: kendi tamum araliklarinda
£G (z) =0 (16.5)

{
denklemini saglasinlar: v

£Gy(2) =0, w<¢

£Gy(z) =0, z>¢ (16.6)

ii) G1(z), * = a noktasmdaki ve Ga(z) de £ = b noktasindaki homojen
siur gartuu saglasin.
iii) = £ noktasinda G(z) stirekli olsun:

G2(§) = G1(¢) (16.7)
iv) = £ noktasinda G(z)’in tilrevinin, ——% kadar bir siireksizli#i olsun:
p(&)

/ ropy L
2(6) — G1(§) = ) (16.8)

Burada (a, b) arahginda p(z)’in sifirdan farkh oldugu varsayilmistir. Dolayisi
ile G(z) fonksiyonunun tiirevindeki siireksizlik sonlu miktardadur.

Boyle bir G(z) fonksiyonu bulunabilirse, birazdan gdsterecegiz ki; (16.1-
16.3) denklemleri ile tanimlanan diferansiyel denklem problemi, agagidaki
integral denklem ile aymdir:

b
y(z) = / Gz, £)B(E, U(E))de. (16.9)

Burada, G(z, £) fonksiyonuna Green fonksiyonu denir. Green fonksiyonunun
bulunmasi, ¢(z,y(£)) fonksiyonunun y(z)’e agik olarak bagh olmadig1 du-

rumlarda diferansiyel denklem sisteminin ¢8ziimiine egdegerdir. Eger ¢(z, y(£))

fonksiyonu y(z)’e agik olarak bagh olursa, (16.9) denklemi de diferan-
siyel denklem sisteminin integral denklemine déniigtiiriilmiig sekli olacaktir.
(16.9) denkleminin dogru oldugunu gérmeden &nce bdyle bir fonksiyonun
nasil insa edilecegini g&relim.

16.1.2 Green Fonksiyonunun Bulunmas:

y = u(z), £y = 0 denkleminin z = a noktasindaki siur gartim saglayan
ige yarar (nontrivial) bir ¢dziimii olsun. Benzer gekilde y = v(z), £y =0
denkleminin z = b noktasindaki simr gartin1 saglayan bir bagka ige yarar
¢dztimi olsun. G(z)'i,

G(z) = { Z’;gg iy (16.10)
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olarak tanimlarsak, (i) ve (ii) sartlarim kolayca saglayabiliriz. (iii) ve (iv)
nolu gartlar ise, bize ¢; ve cy’nin degerlerinin bulunmasinda yardimci olurlar.
(iii) sart1 bize

cov(€) —cyu(§) =0 (16.11)

denklemini verirken, (iv) sart1 da

' ey L
v/ (€) — c1u/(€) = 2@ (16.12)

denklemini verecektir. Bu iki denklemin tek bir ¢dziimil olmasi gart: ise,

u(@) v (§)
w(§) v ()

olarak verilir. Burada W [u,v], u(z) ve v(z) ¢bziimlerinin Wronski deter-
minanti olarak bilinir. u(z) ve v(z) ¢dzlimleri dogrusal olarak bagimsiz ise,
W [u,v] da sifirdan farkli olacaktir. Abel formiiliine gére bu determinantin
degeri H% olarak verilir. A ise, £’den bagimsiz bir sabittir. (16.11 ve 16.12)

denklemlerini ¢; ve ¢ igin gdzersek,

W, 0] = =u(@)v () -v(@v () #0  (16.13)

¢ = —UE), ve cg= —% (16.14)
bulunacaktir. Green fonksiyonu da
{ —su(@)v () z<¢
G(z,€) = (16.15)
—su(@v(z) z>¢

seklinde olur. Simdi de bu Green fonksiyonunu kullanarak yazilacak olan

b
y(z) = / Gz, £)b(E)d (16.16)

denkleminin, (16.1) ve (16.3) ile verilen diferansiyel denklem problemine
egdeger oldugunu gosterelim. Oncelikle (16.16) denklemini agik olarak yaza-
Lim:

T b
y@) = [/ v@)u© s+ | v(&)u(x)qs(e)ds} (16.17)

Bunun birinci ve ikinci dereceden tiirevleri ise,

T

x b
V@) =— | [ v @u@©s©d+ [ v @ s©)d| (16.18)
ll,
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x b
V@) = -5 [ [ @u@eea+ | v(&)u"(zms)ds}

T

—2 IV () () ~ v (@) ()] $(a) (16.19)
olacaktir. Bu tiirevleri de ;
£y(z) = p(z)y" (z) + p'(x)y'(z) + 9(z)y(z) (16.20)

ifadesinde yerlerine koyarsak,

T b
£y@) = -5 { [ e@iu@oed+ [ v@ [£U(w)]¢(£)d£}

T

-5 @ 55500 (16.21)

elde ederiz. Buradan da u(z) ve v(z) fonksiyonlar,
£Lu(z) =0 ve Lu(z)=0 (16.22)
denklemlerini sagladiklarindan, gstermek istedigimiz
£y(z) = —¢(z)

ifadesini buluruz. (16.17) denkleminde y(z)’in gerekli simir sartlarim sagla-
digin1 gdstermek igin,

b
wa) = —qu@ [ 0@k, (16.23)
1 r
V@ = 0@ [ v©de (16.24)
ve
b
v = -0 [ @ (16.25
1 o
O = v 0 [ u©o©uk (16.26)

ifadelerini yazarsak, y(z)’in a noktasinda u(z) ve b noktasinda da v(z) ile
aym smur sartim sagladigini goritriiz. Ozel olarak (16.1) denkleminde ¢(z)’i

$(z) = Ir(z)y(z) - f(z) (16.27)
seklinde yazarsak,
£y(z) + Mr(@)y(z) = f(2) (16.28)
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b b
y(@) = A / Gz, &)r (€) (€) dt — / O o)f ©)d  (16.29)

seklinde bir integral denkleme egdeger oldugunu goriiriiz. (16.16) ifadesinde
y(z) lizerine £ operatoril ile etki edersek,

b
£y(@) = [ (66 0] @Ok (16.30)
bulunacaktir. Bu bize

b
~4(z) = / [£G(2,6)) ¢ (€) de (16.31)

verir ki, buradan da Green fonksiyonunun ilging bir ézelligi olan
£G(z,€) = ~6(z — &) (16.32)
cikar. Bilindigi tizere, § (z — £) Dirac-delta fonksiyonudur.

16.1.3 Tek Boyutta Helmholtz Denklemi icin Green Fonksi-

yonu
Tek boyutta Helmholtz denklemi
d?
d—z’; +k2y =0, (16.33)
seklinde yazilir. k bir sabittir ve sinr gartlan da agagidaki gibi olsun:
y(0)=0, y(L)=0. (16.34)
Bu denklemin (0, ) arahiinda integralini ahrsak,
d T
Y- [wea+c (16.35)
dz 0

bulunacaktir. Burada C bir integral sabitidir ve y’(0) degerini gsterir.
Ikinci bir integral alma iglemi bize

y(z) = k3 /0 m(x ~&)y(§)d + Cx (16.36)

verir ki, burada y(0) = 0 smir gart:1 dikkate ahnmstir. C' degeri ise, ikinci
simir sartim saglayacak sekilde belirlenir. Bu da bize,

L
5 [-oueu-c (1637
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verir ve sonug da

T L
Vo) =k [ @-ouos+ 28 [1-oueoe (639

veya 4

/4

T ,/{/ L
ve) = [ Ho-ap@de+B [ TC-ouoe (1639

seklinde bir integral denklem olarak ifade edilir. Bu denklem de

L
ve) = [ o Ryl (16.40)
0
seklinde yazilirsa, gekirdek fonksiyonu olan x(z, &) bulunacaktir:
FL-§) z<¢
K(z, ) = : (16.41)
% (L—z) z>¢

Simdi de bu sonucu £ = gg operatéri igin yazacagimz,

d?
Ry =0 (16.42)

geklinde bir diferansiyel denklem, art1 y(0) = y(L) = 0 smur sartlar ile
egdeger olan

L
y(z) = /0 Gz, £)k3y(€)de (16.43)

denklemi ile kargilagtirahm. Gortildtigt gibi, verilen sinir sartlarinda Green
fonksiyonu ¢ekirdek fonksiyonu ile ayn1 olacaktir:

T(L-¢§ =<

G(z, &) = . (16.44)
% (L—=z) z>¢

Bu Green fonksiyonu, ashinda ayni sinir gartlarinda olmak kayd ile

d?
5 +9(z,9) =0 (16.45)

denklemini de herhangi bir ¢(z,y) fonksiyonu igin,

L
y(z) = /0 Gz, £)4(€, y(€))dt (16.46)

seklinde yazmamiza olanak saglayacaktir. Farkli siur sartlar: icin, 8rnegin;
¥(0) =9'(L) = 0, yeni bir Green fonksiyonu bulmak gerekecektir.
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Ornek (16.1)£ = a%— igin Green fonksiyonu: £ = di:; operatéril i¢in,
y(0) = y(L) = 0 smur gartlarinda Green fonksiyonunu yukarida bul-
duk. Genelde dalga problemlerinde kargimiza ayn: sir gartlarinda
ve

£y(@) + Mr(@)y(@) = £(2) (16.47)

seklinde bir denklem ¢ikar. Bu durumda problem aym Green fonksi-
yonu kullanilarak,

L L
y(z) = A /0 G, &)r (€)y (€) dt ~ /0 G(z,6)f (€)de  (16.48)

seklinde bir integral denkleme doniigecektir.

16.1.4 Homojen Olmayan Swnar Sartlar i¢in Green
Fonksiyonu
Verilen siir gartlarimin homojen olmamasi durumunda, homojen smir gart-

lar igin bulacagimiz Green fonksiyonu i¢in daha tnce (16.9) olarak yazdig-
miz ¢dztimii,

b
Ye) = P@)+ [ Gle,o)p(€)de (16.49)
geklinde degistiririz. Burada y(z),
£y(z) + p(z) =0 (16.50)

denklemini homojen olmayan sinir gartlarinda saglayacaktir. Daha &nce
Green fonksiyonu ile Dirac-delta fonksiyonu arasindaki (16.32)’de verdigimiz
iligkiyi kullanarak, P(z)’in saglayacag denklemi de

b
£1P(z)] + / £G(z,)6 (€) de + p(z) =0, (16.51)
£P(z) + $(z) — ¢(z) =0, (16.52)
£P(z) =0 (16.53)

olarak buluruz. (16.49) denkleminde ikinci terim homojen siur sartlarim
sagladiindan, (16.53) denkleminin ¢bziimii homojen olmayan simir sart-
larim saglamahdir. P(z)’in varligi, G(z,&)’in varhg ile garanti altindadir.
Bu ybntemin daha 6nce gésterdigimiz ydntem ile 6zdegligi,

¥(z) = y(z) - P(z) (16.54)
seklinde yeni bir bilinmeyen fonksiyon tanimlanarak da gosterilebilir.
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Ornek (16.2) Homojen olmayan swnir gartlars: Simdi de

v Jy” +zy=1 (16.55)
denklemini, ’%'
7 oy0) = 0,
u) = 1 (16.56)

olarak verilen ve homojen olmayan suur gartlan ile ¢zelim. Daha

dnce d%;g operatdrii ve homojen sinir gartlar: igin Green fonksiyonunu
bulmugtuk. P(z) ise,

di;P(x) =0 (16.57)
denklemini ve
P(0)=0, P)=1 (16.58)
siur gartlarim saglamalidir. Bu denklemin ¢zimii ise,
P(z) = -”;’- (16.59)
olarak bulunur. ¢(z) fonksiyonunu
d(z) = zy(z) — 1 (16.60)

olarak alirsak, (16.55)'de verilen diferansiyel denklem

1
z
vw) =+ [ G0 leu(e) - 1 (16.61)
geklinde bir integral denkleme ddniigecektir.
Ornek (16.3) Green fonksiyonu:

wz@_ +xdy

ozt t (Az® 1)y =0 (16.62)

denklemini,
¥(0) =0, y(1) =0 (16.63)

sinir gartlar ile ele alahm. Bu diferansiyel denklemi

d dy y _
[da: (z—(E) - ;] + Azy =0, (16.64)
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seklinde yazarsak, (16.1) denklemindeki £ operatort

A ad; (ma%) - %, (16.65)
p@) =g, q(z)= —-91;, r(z) =z (16.66)
olacaktir.
£y=0 (16.67)
denkleminin genel ¢zimil ise,
y=c1z +cpz (16.68)
olarak kolayca bulunur. Bu ¢6ziim kullanilarak,
y(0)=0 (16.69)
sinir gartini saglayan ¢bzilm,
y@) = u(@),
ulz) = =« (16.70)
olarak bulunur.
y(1)=0 : (16.71)

sir gartim saglayan ¢6ziim ise,
1
v(z) = 7 (16.72)

olarak elde edilir. u ve v ¢bziimleri i¢in Wronski determinantim hesap-
larsak,

W [u,v] = u(z) v (z) — v (z) v () (16.73)
2
W [u, 'U] = —Tx)'
W lu, 0] = -% (16.74)

buluruz ki, bu da bize A sabitini —2 olarak verir. Bu sonuglan kulla-
narak Green fonksiyonunu,

£2(1-¢) z<¢
G(z,€) = (16.75)

5%(1—:1:2) z>¢
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geklinde elde ederiz. Bu Green fonksiyonu kullanilarak da denklem
(16.62 ve 16.63)’de verilen diferansiyel denklem art1 siur gartlarima
egdeger olan, ¥

vid) = [ Gl e (16.76)
,’(/ 0

integral denklemini elde ederiz. Hatirlanacag iizere, bu &rnekte ele
aldifimiz diferansiyel denklem Bessel denklemidir ve A’mn

2 (\/,C) =0 (16.77)

seklinde verilen karakteristik denklemi saglayan degerlerinin diginda,
bagka ige yarar ¢tztimleri yoktur. Bu durumda ¢tziimler

y(z) = Oy (\//\nx) (16.78)
olarak verilir. Burada C bir sabittir. Aym ¢6ztimler (16.76) integral
denklemi i¢in de gegerlidir.

Bu noktada dikkat edilmesi gereken, (16.64) denkleminin

d dy y _
[ — <:1: dx)] + (“z +Azy) =0 (16.79)
seklinde de yazilabilecegidir. Bu durumda £ operatériini,
d d

ve ¢(z) fonksiyonu da (—% + Azy) olarak aliniz. Bu sekilde bulunacak
¢vziim (16.76) denkleminde verdigimiz ¢zitmden farkh bir ¢8zitm ola-
caktir. £ operatérilniin tammmda yagayabilecegimiz bu belirsizlik,
genelde baglangic noktamz bir fizik problemi olacagindan sorun ol-
maz. Clinkl, £ operatdrii gogu uygulamalarda enerji, momentum vs.
gibi fiziksel 6zellikleri temsil edecektir. £ operatdriiniin ikinci tanmm
(16.80) ile bulunacak olan ¢bziim ise, matematik olarak dogru olmakla
birlikte nasil bir fizik problemine kars1 geldigi belli degildir.

16.1.5 Ozdejer Problemleri ve Green Fonksiyonlar

Verilen simir gartlan ile
Ly(z) = f(z), z€a,b] (16.81)

diferansiyel denklemini ele alahm. £ operatorit,

& (mﬁ—i) ~ 4(a) (16.82)

T dz
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seklinde bir Sturm-Liouville operatoril olsun. Daha &nce de gérdiigtimiiz
gibi, aym sir gartlarinda £ operatériiniin

£6,(2) = Ant(a) (16.83)

denklemi ile tamimlanan A, Szdegerleri ve ¢, (z) 6zfonksiyonlar: olacaktir.
Bu 6zfonksiyonlar,

/ G (2) P (T)dz = S, (16.84)
seklinde verilen diklik sartini ve
> n(@)bn(a)dz = §(z ~ ) (16.85)

tambhk iligkisini saglarlar. Bunlarin sonucu olarak da z € [a,b] arahginda
verilen y(z) ve f(z) fonksiyonlarim {¢,(z)} seti cinsinden,

oo
y(@) = D anga(a),
0
seklinde seri agilimlarini yazabiliriz. Burada «,, ve ,, katsayilari,
b
on = [ S,

b
g / 61(2)f (z)da (16.87)

olarak verilirler. £ operatdriinii y(z) iizerine etki ettirirsek,

£y(@) = £) and,(z)

= > anfd,(x) (16.88)
bulunur. (16.83) Ozdeger denklemi ve (16.86) denklemlerini kullanarak,
£y(z) = f(=) (16.89)
denklemini de
> [@ndn = Bul pa(z) = 0 (16.90)
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seklinde yazabiliriz. {¢,} birbirinden bagimsiz ve dik fonksiyonlar seti
oldugundan, bu ifadenin de sifir olmasi ancak ¢,’in katsayilarinin tek tek
sifir olmalar: ile miimkihdiir. Bu da bize,

7 o= % (16.91)
:’{1' n
verecektir. Bunu kullanarak da y(z) fonksiyonunu
B
¥(@) =D 2ba(c) (16.92)
n )

seklinde yazar ve §,,’in de (16.87) denkleminde verilen tanumini kullanarak,
_ = $n(z')dn(z) A
y(z) = / ;—/\n—" f(a)dz (16.93)
elde ederiz. Bunu da
y(z) = /G’(x, z') f(z')dz’ (16.94)
denklemi ile kargilagtirirsak, Green fonksiyonunu

Gz,2') =3 ————"5:‘("”:\)?"(“’) (16.95)

seklinde buluruz. Cogu zaman kargimiza
Ly(z) — Xy(z) = f(z) (16.96)

seklinde verilen denklemler gikar. Bu durumda (16.94) denklemini saglayan
G(z,z'),

G(z, ') Z P E\‘”')f /\(“’) (16.97)

olarak verilecektir. Not: Burada tammladifimiz Green fonksiyonu 8nceki
tammmizin eksi isaretlisidir (16.48).

Ornek (16.4) Ozfonksiyonlar ve £ = dd—:z i¢in Green fonksiyonu: £ =
j‘g operatdriini ele alalim, buna kars: gelen 6zdeger denklemi

¢,

dzx?

geklinde yazilabilir. Burada tanmm aralifimiz [0, L] olarak verilmigtir.
Sinir gartlar: olarak da

+k2¢, =0 (16.98)

$n(0) = ¢ (L) =0 (16.99)
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ahrsak, dzfonksiyonlar1 ve 6zdegerleri

dn(z) = \/j sin (knz) , (16.100)
2.2
Ap = k2 = -"L—Z n=1,2,3,... (16.101)

olacaktir. Bunlan kullanarak da Green fonksiyonu kolayca

oo . nn H nnw ..Jz
G(z,2') = _%ﬁ sin (% x)ns;m( £7) (16.102)

seklinde yazilhr.

16.1.6 Helmholtz Denkleminin Green fonksiyonu ve Ozfonksi-
yonlar

Simdi, homojen olmayan
d?y(z)
dz?

denklemine, y(0) = y(L) = 0 sinir sartlar ile yaklagirsak, (16.96-97) denk-
lemleri ile Green fonksiyonu

+k3y(@) = f(z)

2 sin kpzsin k,z’
G(z z')y = I —_—_k,% ) (16.103)
olacagindan, ¢6ziimii de
y(z) = / G(z,2') f(z")dz' (16.104)

seklinde olacaktir. f(z) fonksiyonu dalga hareketindeki kaynak veya ka-
yiplan ifade etmektedir.
Daha 6nce,

2

H+ky=0 ; y(0)=y(Z)=0 (16.105)

denklemi i¢in buldugumuz

T L
y(z) = —k2 /0 (z —2')y(z')dz’ + kﬁ% /O (L-')y(a')dz’  (16.106)




352 16. GREEN FONKSIYONLARI!

ifadesini, birim adim fonksiyonunu kullanarak,

L z L
y(z) = —k2 /0 (x—2')0(z - z')y(z')dz’ + kgz /0 (L —2')y(z')d=z'

ra (16.107)

l
‘

seklinde ve daha sonra da_’#"; '
L z
y(@) = / [ @-a)b@—2)+ B2 (L-2)|y(@)dz’  (16.108)
0
olarak yazabiliriz ki, bu da bize Green fonksiyonu olarak
Gz, z') = —k2 [(:1: — )8 (z ) ~ % (L- z')] (16.100)

ifadesini verecektir. Bu buldugumuz Green fonksiyonunu trigonometrik Fou-
rier serisine agarsak, daha nce buldugumuz (16.103) ile aym oldugu ko-
layca gorulir.

16.1.7 Green Fonksiyonu ve Dirac-Delta Fonksiyonu

Green fonksiyonlarina degigik bir bakis agis1 da onlarm tizerine £ operatorii
ile etki ederek goriilebilir:

N = o\ Pn(2)¢n(2)
£G(z,z') = £Zn: S ket (16.110)
£ dofrusal bir operatdr oldugundan ve z iizerine etki ettiginden,
Ny _ N $n(@) £6,(2)
£G(z,2') = 2”: ™ (16.111)
yazabiliriz. £¢,,(z) = An¢,(z) denklemini kullanarak da
£G(z,2') =) ¢ (@)gn(z) = I(z,2") (16.112)
buluruz. I(z, z’) kullamlarak her hangi bir f(z) fonksiyonu icin,
[ 1)1 =3 6,00) [ g sea
n

=D #a(2) (#n, ) (16.113)
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yazabiliriz. Bu denklemin sag tarafi, {¢,, } dik ve tam bir fonksiyon seti
oldugundan, f(z) fonksiyonunun genellegtirilmig Fourier agihmindan bagka
birsey degildir. Bu da

/ I(z,e)f(c)dz’ = f(z) (16.114)
seklinde yazilirsa, I(z, ') fonksiyonun Dirac-delta fonksiyonu oldugu gorilir:
I(z,2') = £G(z,2') = 6 (z — ') . (16.115)
Ozet: (16.3) smur sartlari ve £ Sturm-Liouville operatori (16.2) ile

Ly(z) = f(z,y)

olarak tammlanmig bir diferansiyel denklem problemi, Green fonksi-
yonu yardinu ile

y(z) = / Gz, 2')f (e y())de’

geklinde bir integral denklem olarak da yazlabilir. Green fonksiyonu
olan G(z,z’), agafida verilen diferansiyel denklemi aym siur gart-
larinda saglayacaktir:

£G(z, ') =6(x—2).

16.1.8 Sireklilik Limitinde Helmholtz Denklemsi i¢in Green
Fonksiyonu

imdi bir 8nceki drnekteki —‘1—25 operatdriini siireklilik limitinde yani,
dz

d?y

Tzt k3y = f(z), =€ (—o0,0) (16.116)
gseklinde ele alahm. Burada ézdegerler stirekli olarak degigeceginden, y(z)
ve f(zx) fonksiyonlarimin agilimlar: da Fourier déntigiimit olarak almir:

1 [ -
f(x)=\/—§ / dk'g(k')e™* =, (16.117)
—o0
L[
== dk'n(k')e*™ ”. 16.118
ve) = = [ an(ie (16.118)
Bunlarin Fourier-ters déniigiimleri de
1 [ o
oK) = —= / da' f(a')e 4, (16.119)
T J—oc0
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n(k) = \/_ Il dx "y(z')e (16.120)

olacaktir. Bunlan (16.116) denkleminde kullanarak
dkl k’2/+ k2 n(k) — g(K)} e*'® =0 (16.121)
7o L [ R 00 — o)

yazilirsa, bize

77(’9/) = —@%(%5 (16.122)

denklemini verecektir. Bunu da (16.118) denkleminde yerine koyarak,

’ ) ik'z
12
W) == [ Wi e (16.12)
buluruz. Burada da g(k’) fonksiyonu agik olarak yazihrsa
@) == R A, ) 16.124
y(z) = 27r/_°° mf(x)/_oo & — ko) (K + Fo) (16.124)

olacagindan, Green fonksiyonu da
oo

vo) = [ a1 Gla )
—00

tamumu kullanarak,

Clz,0') = — / e (o) (16.125)
T o J_oo (K — ko) (K + ko) )

seklinde bulunur. Buradan kolayca gorilliir ki, Green fonksiyonu
£G(z,z') = §(z — ') (16.126)

denklemini saglamaktadir. (16.125) denklemindeki integral, &’ = ko deger-
lerinde tammsizdir. Fakat onu Cauchy temel degerini kullanarak,

ol f(z) =irf(a
P/_wdm(x—a) =inf(a) (16.127)

seklinde tamml hale getirebilecegimiz gibi, kompleks uzayda degisik yol-
lar kullanarak da alabiliriz. Biitin bu olasiliklar bize bir Green fonksi-

yonu kolleksiyonu verecektir. Hangisinin kullanilacagna ise, elimizdeki fizik
problemine ve siur sartlarina bakarak karar verilir
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Ornek (16.5) Siireklilik limitinde Helmholtz denklemi: $imdi, Helm-
holtz denklemi igin (16.125)'de integral olarak verilen Green fonk-
siyonunu Cauchy temel degerini ve kompleks integral tekniklerini kul-
lanarak bulahm:

Durum 1: Sekil (16.1) ve (16.2)’deki yollar1 kullanarak,

G =——P [ ak (o) 16.128)
(@) =57 /_w (K — ko) (k' + ko) 6.
integralini alabiliriz.
K -ditzlemi
~ ~
-ko kO

SEKIL 16.1. (z — z') > 0 durumunda kullamlan yol.

(z — z') > 0 igin Sekil (16.1) kullamlarak,

. 'iko(a:—-a:') —iko(a:—:z:')
G(z,z') = L -8

27 2’90 2k0
1
= ok sinkg (z — z') (16.129)

bulunur.
(z — 2') < 0 i¢in ise, Sekil (16.2)’yi kullanarak

G(z,z') = 2io sinkg (z — z')

= 2k sin ko (z' — z) (16.130)

buluruz.
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k' -diizlemi

SEKIL 16.2. (z ~ z'} < 0 durumunda kullanilan yol.

Durum II: Sekil (16.3)’de verilen yol,
(z — ) > 0 igin (tisteki yolu kullamlarak),

G(z,z') = -1 L= dk’ ()
’ = /_oo (k' — ko + ie) (K" + ko — i€)
. 2mj gil—ko+ie)(z—2')
= T RN
B e—iko(a:—:z:')
T T ke (16.132)

verecektir. Benzer sekilde de (z — z’) < 0 igin (alttaki yol kullanilarak),

iko(:z:—:z:')
n._-e
G(z,z") = STva (16.133)
bulunur. Sonug da
-—iko(m—z') iko(x—:z;’)
G s N oo — 7 e__ o
(z,2) 0@+ s 0@ o) (16134)

seklinde 6zetlenebilir.
Durum III: Sekil (16.4)’de verilen yol igin ise,

G@a) = —lim~ [ ¥ itle=s) 16.135
’ - e—%?w —oo (k"——ko-ie)(k/-i-ko-i-ié‘) ( ’ )
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k'-diizlemi

ko — i

SEKIL 16.3. Durum II'de kullanilan yol.

olacaktir. (z — z’) > 0 i¢in (ustteki yol kullamlarak),

’ 27 e—0 2 (ko + 'iE)
iko(z—z')
e
= — 16.136
2koi ( )
bulunur. (z — z’) < 0 igin ise (alttaki yol kullanilarak),
—iko (z—:z:')
N €
= — 16.137
bulunur. Bu sonuglar da
e——ik(z-—z') —ik(:z:—z')

G(z,z') = — 0(z—z') + e—-z_—e (z'—z) (16.138)

 %kgi 2ko
seklinde birlegtirilir.

Durum IV: $ekil(16.5)’de verilen yol igin Green fonksiyonu
(z — z’) > 0 i¢in (iistteki yol kullanilarak),

G(z,2') =0
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k'-diizlemi

SEKIL 16.4. Durum III'de kullanilan yol.

ve (alttaki yol kullamlarak) (z — z') < 0 igin de

i(ko—is)(:z:—:z;’ i(—ko—ic)(z—z'
G(z,z') = =L o iy | : )—e o)
2r eo0 | 2(kg — ie) 2(—kg — i¢)
ezko (z——z') e—iko (:z:-a:')
= —i T T (16.139)
_ .cos ko (z — z')
= -2 ok (16.140)
olacagmdan sonug,
cos ko (z — z')
G(z,z') = T& (' ~z) (16.141)
seklinde ifade edilir. Bu Green fonksiyonu
4 G d
lim { (2,2) =0 } (16.142)

T—00 G(a:, II)’) -0

sir gartlarinda kullanighdir.

Durum V: $ekil (16.6)’da verilen yol bize
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k'-diizlemi

SEKIL 16.5. Durum IV’de kullanilan yol.

(z — z') > 0 i¢in (ustteki yol kullamlarak),

, _—]; eiko(z—m') N e—iko(z—z') ;L
G(z,z') = ; o7 % 0(z' — ), (16.143)

ve (z — z') < 0 igin (alttaki yol kullamlarak)

G(z,z') =0
verir. Bu sonuglar da
: o
G(z, ') = ﬂ’@](gii)o (z — ') (16.144)
0

geklinde 6zetlenir. Bu Green fonksiyonu ise,

. G(z,z') = 0
:n-l—I»IEoo{ G(z,z') —» 0 } (16.145)

olan durumlarda kullamghdur.

Ornek (16.6) Yay problemi igin Green fonksiyonu: Sirtmli ve so-

niimlti harmonik salimmlar problemini Green fonksiyonu y6ntemi ile
ele alalim: Cdzmemiz gereken denklem,

d?y dy o
2 + 252}’- +wiy=fi), €>0 (16.146)
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k'-diizlemi

ko+ie
L]

Y

SEKIL 16.6. Durum V’de Kullamlan yol.

olacaktir. Green fonksiyonu cinsinden bu denklemin ¢oziimit agagrdaki
gibi ifade edilir:

y(t) = /_ T G ) 1) (16.147)

Green fonksiyonunu bulmak igin Fourier déniiglimi teknigini kulla-
narak,

G(t,t L% gy &) 16.148
’ )__27r /_oo (W? — 2iew’ — w}) (16.148)
integralini yazabiliriz. Bu integralin paydasimin kokleri
; /_4:2 7
PR L% 245 + 4 (16.149)

= deF/wi—e? (16.150)

olacagindan, G(t,t') ifadesi de

Gty =—= [ a ) 16.151
6 =5 | W i

olacaktir. Fourier ve Fourier-ters déniigtimleri bazen bu 8rnekte oldugu
gibi ters igaretli olarak da tanimlanirlar. Ancak, sonug degigmeyecek-
tir. Bu integral ise, kompleks uzayda Sekil (16.7)’de tstte gosterilen
yol kullanilarak, (¢ — #'))0 igin

g
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@-diizlemi

e
3

ppo=cen--q
§ SR

Y

SI"N
Fﬂ;

SEKIL 16.7. Harmonik osilatér probleminin yolu.

% l:eiwl(t—t') eiwg(t—t’)]

— +
2 (Wi —wp)  (wp—wh)

= 1 l_e:fﬂ (eim(t—t') _ e_i\/wg__ei(t_y))}

Gt,t) = -

—e(t—t')
= l —e——(—2z' sin( wd — €2 (t—t'))

geklinde hesaplamr. (¢ —¢')(0 icin ise, Sekil (16.7)’de alttan gecen yol
iginde tekil noktasi bulunmadigindan

Gt,t)=0
olarak bulunur. Ozetle, Green fonksiyonu

e—c(t—t') . 3t Y,
Gty { Vi AT 0 o

t—t' <0
olarak veya
e—s(t—t’) ) )
Gt t) = ———— [sin wg—e2(t—t )] 0—-t) (16.153)
Vu§ — €2

seklinde ifade edilir. Bu Green fonksiyonunun
d d 2 / /

— — Lt)=6(—t 16.154)
[dt2+2€dt+wo} G(t,t) ( ) (
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ifadesini sagladig ise, kolayca gosterilir.

Ornek (16.7) Siriimli; yay p'roblemz Bir 6nceki 6rnekteki stirtim fonk-
siyonunu

. $0)= R (16.155)

seklinde ahirsak, ¢oziimit de

¢

dt’ /

Foe_o‘t/ —————sin [\/wg —e2(t— t’)] ele—alt
0 Vwi—e2

F, sin [ wg§ — €%t — 6}

z(t)

It

—et Fo e—ot
2
Vg —e? uwf+a?—2ae wp +a? —2ae

Il

olarak buluruz. Burada

P

tanéd = -9 (16.156)
olarak tanimlanmigtir. z(¢)’nin
d?z(t) dx(t)
gzt wiz(t) = F(t) (16.157)

denklemini sagladigim kolayca kontrol edebiliriz. Siirtiinme katsayisinin

ok kiigiik oldugu durumlarda ¢8ziim,
Fo sin [wot - 4] Fy

z(t) = +
0= Vrss Tt

seklinde verilir ve

e—ot (16.158)

Fy sinfwot—~6

t—co limitinde x(t) = .2 Joirar (16.159)

olur.

16.1.9 U¢ Boyutlu Green Fonksiyonlari: Poisson ve
Schrédinger Denklemleri

Su ana kadar tartigtifimz Green fonksiyonlar tek boyutluydu. Problem tig
veya daha yiiksek boyutlarda dogal olarak daha zor olacaktir. Bu bsliimde
U¢ boyutlu Fourier doniigtimii teknigini uygulayabilecegimiz ve karsimiza
uygulamalarda sik¢a gikan

Ho= V242 (16.160)
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operatori ile caligacagiz. Fourier ddnitgiimii teknigi ile
Ho¥(7) = F(7) (16.161)

diferansiyel denklemini ¢tzmek igin, ¥(7) ve F(7) fonksiyonlarinin Fourier
doniigitmlerinin oldugunu varsayalim ve bunlan ¥(k) ve F(k) olarak yaza-

him:
(-2—1)-% / / / F TRV, (16.162)
¥y Vv

® = W ///Ve‘m'“"’\lf(‘f?)d*"?. (16.163)

Bunlar: (16.161) nolu denklemde yerlerine koyarsak,

3 1)3/2 / / / e T V2Y(P)BP + AH(E) = F(F)  (16.164)
i \4

o)
\?;1

)
e

elde ederiz. Bu denklemde de birinci terimi,
/ / / (FVZG - GV2F) d37 = / / (FVG = GVF) -fds (16.165)
v s

olarak ifade edilen Green teoremini kullanarak,
1 / / / —i'E'fr'vz -\ 3=
— e U(7)d°T 16.166)
2 y (™) (

1) (2_735/_2 / / / V\I/(?)V%-i?'“’*d?'?’

+W / / (EFTVUE) - w(P) Ve F ) s

seklinde yazabiliriz. Burada S ytizeyi V hacmini smmirlayacak gekilde secilir.
Integral bolgesini yar1 capt R olan bir kiire olarak diigtiniir ve R — oo
limitini ahrsak, yukaridaki integralde yiizey alan terimi

ﬁ— ?{ ( e F TV () —‘I’(T’)Ve_”‘?"’”) -fds  (16.167)

d [e—iF-™
B (27r1)3/2R—»°° {// [—z?’”d‘l’ \P—(—d—r__)]dﬂ}ma

olacaktir. Burada 7t = &, ve dQ = sinfdfd¢ olarak verilirler. Eger ¥(7)
fonksiyonu |] — oo limitinde veteri kadar ¢abuk sifira giderse, yani; ¥(7),
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1 ~'den daha cabuk sifira giderse, yukaridaki yiizey alan terimi de sifira gide-
cegmden (16 167) denklemi

—_ é—i'}?-: .7_".; 2 ==
e /], AR )

olacaktir. Dolayisi ilé (16.16&) nolu denklem de
(=K% + ) ¥(E)= F(F) (16.169)

seklini alir. Burada A > 0 ve A < 0 durumlarim ayr1 ayri ele almamz
gerekmektedir.

Durum 1: A <0:
A = —«? alirsak, —(k? + k2) hig bir zaman sifir olmaz. Boylece,

- F(%
U(F) = —ﬁ (16.170)

denkleminin Fourier-ters dénilgiimiint alarak (16.161) denkleminin
¢Ozimilni

U(T) =¢(7) ~

// F(E) eFTEE  (16.171)

(27r)3/2 k2 + k2 + k2
seklinde buluruz. Burada ¢ (),
Hoé(7) = (V? - nz) () =0 (16.172)

seklinde homojen denklemin ¢8ziimiidiir. Green fonksiyonunun tanim
kullamlarak da (16.161) denkleminin genel ¢sziimi,

UP) = 6(7)+ // G, 7)F(7")d7(16.173)

@) /// ,:2(:;) ¥ (e1m

geklinde yazhr. Yukandakl integral kompleks analiz teknikleri kul-
lanilarak almabilir. & vektora

G(7,7)

% =kf (16.175)

olarak alimirsa, bizim icin gerekli olan

I= /// eF T 5
i k2 + K,2
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integralindeki, ¢ integrali hemen alinabilir ve

g > © Lk eik|7*—-'r*’|__e—ik|7’—"r”|
= 7'/0 k2 ¥ R2 i[P—7
kezk|-r* |
Lo 2 z]’_’—_”l/ o (16.176)

elde edilir. Jordan teoremini (Ornek 10.6) kullanarak kompleks & diiz-
leminde yarim ¢ember tizerinden integralin (yarigapin sonsuza gittigi
durumda) sifir oldugunu gosterebiliriz. Dolaysi ile I integrali,

- zkl"r’ 'r”]

I = FT'|2M,§remdusu(—T) (16.177)
a2 ke T
- (16.178)
22 e
= e ! (16.179)

olarak bulunur. Bu sonucu (16.174) denkleminde yerine koyarsak,
Green fonksiyonu

iy 1 e—nl""’—"?"’l
G( r,r ) = _E—T?)——T”, (16.180)

olarak bulunacaktir. (16.173) dekleminde ¢dziimii tamamlamak igin
§(7) olarak belirtilen homojen denklemin ¢8ziimiinit bulmamz gerek-
mektedir. Bu ise,

E(T) = e MTehaveReE (16.181)
K® = nf+fc§+n§

geklinde olacagindan ve bu ¢&ziim de sonsuzda patladigindan, ¢dziimit

= / / / l_j?jll F(7")d3 " (16.182)

olarak veririz. Bu ¢tziimde F(7’), |r'| — oo limitinde yeteri kadar
hizh sifira giderse (mesela F(7'), |r/| > R igin sifir ise), ¥(7)'nin

—KT

., e
U(7)—C .

(16.183)

oldufunu goriiriiz. Bu da (16.164) ifadesinde yiizey alan teriminin
ihmal edilmesi ile tutarlidr.
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Ornek (16.8) Poisson denklemi icin Green fonksiyonu: Yukarda bul-
dugumuz Green fonksiyonunun kullamim alanlanlarindan bir tanesi de
elektromanyetik tedridir. Burada Poisson denklemini

F2(7) = —4mp(7) (16.184)
olarak yazarsak; (16.191) denkleminde A = 0 olacagindan ¢tziim de
(7)) = / / / G(7, 7)p(T")d> 7 (16.185)
v
1
— =y
G(T, 7)) = = (16.186)

seklinde verilir.

Ornek (16.9) Schrédinger denklemi icin Green fonksiyonu-E < 0:
Bir bagka uygulama ise,

(V? 2mE) () = TZV('P)\II(T’) (16.187)

geklinde verilen zamandan bagimsiz Shrédinger denklemidir. Merkez-
cil gekim kuvvetlerinde bagimli durumlar i¢in E < 0 olacagindan,

2mFE
K,2 = ———hT (16188)

olarak tanumlanir ve ¢bziim de

—nl"?’ ' R
— — ’; ';
UT) =50 /// S V(PUE ST (16189)

seklinde verilir. Bu da aym zamanda Shrédinger denkleminin integral
denklemi olarak verilmig geklidir.

Durum II: A>0:

Bu durumda (%) fonksiyonunun (16.169)’da verilen tanimina bakar-
sak, k = /X deferleri i¢in payda sifir olacagindan, o noktalarda
tanimsiz oldugunu goriiriiz. Bu problemi ortadan kaldirmak igin, A
degerlerine ie kadar kilgiik bir sanal say1 ekler ve

A=(gtic)®, >0 (16.190)

olarak (16.170) denkleminde yerine koyarsak, reel eksen iizerinde her
yerde tamimbli olan ve
— F(%)

Ui(k)=— P (16.191)
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geklinde verilen \’I\Ii(?) fonksiyonunu buluruz. Daha 6nce yaptigimiz
gibi bu ifadenin de Fourier-ters déniilgiimiinit alirsak, ¢tziim ve Green
fonksiyonunu da

wm) = «m+ [f[ esmrEna,

T /// m(;:::)) PF (16.192)

olarak buluruz. Artik amacimiz, her yerde tammlanmig olan bu in-
tegrali kompleks analiz yéntemleri kullanarak aldiktan sonra, € — 0
limitini bulmaktir. Integrandimizin kompleks k uzayinda

S CESD)

G4 (7, 7)

gibi, iki tekil noktas: oldugundan Cauchy integral teoremi kullanilarak
degeri kolayca bulunur. Daha 6nce yaptigimmz gibi 8nce § ve ¢ in-
tegrallerini alirsak,

etk =7
- =y
G 7 = g | MG e T
e—ik| =7
T (k- qq:ze)(k-i-q:i:zs)]

olacaktir. Kalan integrallerden birincisi i¢in kompleks k& uzaymmda
yolumuzu iist yari-uzay igerisinde kapatirsak,

(16.193)

00 eik| 7= AN
kdk =mie U T T 7T
/ (k—qFie)(k+q+tie) gk
(16.194)
ve ikinci integral icin de yolumuzu alt k yari-uzayinda kapatirsak,
oo —ik| -7

[ . ' '

& — —miptia) =T |—e| P
[ h—q7ie)(brqti) "

(16.195)

bulunacaktir. Bunlar1 da Green fonksiyonunda ve ¢tziimde yerlerine
koyarsak,

= = 1 e:{:iql'r’—"r”| —e|7’—7”|
G(T, 7)) =~ o , (16.196)

z(:l:q-f—ze)l?“ _f’|
V(7)) = £(7) — /// e PP
(16.197)
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elde ederiz. Burada =+ igaretinin se¢imi gok &nemlidir. Eger | 7| — 00

limitini bulursak,
¢

’ iqr
T (F) - 5(?’)+Cer (16.198)
"7,” veya
—igr
V(7)) — &F)+CE (16.199)

T

elde ederiz. C ise, 6 ve ¢’ye bagh olabilen fakat r’den bagimsiz bir
katsayidir. = igaretleri fiziksel olarak gelen (incoming) veya giden
(outgoing) dalga ¢tziimlerine kars1 gelirler. Simdi homojen denklemin
yani,

(V2+¢) &) =0 (16.200)

denkleminin ¢Sziimlerine bakalm: Bunlarin 7™ geklinde olduk-
lanini goriiriiz. Bu durumda ¢oziimil tam olarak yazarsak,

A d 1 ei(:l:q-{-ie)l"r"—"?"l
U ()= i _ = e =N\ g3 =1

=™ g [, R
(16.201)

bulunacaktir. A sabiti ve § vektoriiniin ydni ise, baglangi¢ sartlarin-
dan bulunurlar.

Ornek (16.10) Schrédinger denklemin i¢in Green fonksiyonu-E > 0:

A > 0 durumuna dnemli bir 8rnek Schrodiger denkleminin

. (16.202)

sagimalar (E > 0) durumu igin yazilmig seklidir: E 2 0 i¢in bu denk-
lem

<V2 4 2mE > U(7) = %V(?)W(?’)

Ty (P) = T _ M / / / “eﬂqi,?_w’lV(?,)\I’i(Tl)da?'
ont2 ||| TTR—7]

(2,"_)3/2
(16.203)
seklini alir. Burada 7; vektriiniin bityukligi ise,
_ [2mE
“=\ T

olarak verilir. Bu denklem modern kuantum mekaniginde sacilma
olaylarinin ¢aligilmasinda baglangi¢ noktasi olarak alinan » Lipmann-
Schwinger” denklemidir. Burada dikkat cekecegimiz bir nokta, ¢ — 0
limitinin sorun ¢ikarmayacag disiintilerek sonucun &’dan arindirilmig
olarak verilmis olmasidir.
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16.2 Zamana Bagli Green Fonksiyonlar:

16.2.1 Birinci Dereceden Zamana Baglh Green Fonksiyonlar
Genel olarak agagidaki gibi verilmig diferansiyel denklemleri ele alahm.
ov(w, 1)
Bt
Burada, 7 zaman benzeri bir degigskendir. H ise, 7 'dan bagimsiz ve bir-
birlerine dik ve tam zfonksiyonlar seti olan bir diferansiyel operatsriditr.

Bu tip denklemler, fizik ve miihendislik problemlerinde sik sik kargimiza
¢ikarlar. Is1 transfer denklemi olan

HY(7 1) + 0 (16.204)

V2r(7 1) = %iT_(a"tﬂ (16.205)

buna bir 6rnektir. Burada T'(7t) 11 dagihimi olup, ¢ birim hacimdeki bzgiil
151 ve k da 1s1 iletkenlik katsayisidir. Bu denklemi (16.204) genel gekli ile

kiyasladigimzda,

H = -V?
vk (16.206)

C

oldugunu gorirtiz. Bu tiir deklemlere bir bagka &rnek de zamana bagh
Schrédinger denklemidir:

BT (7 t)
A

Burada H toplam Hamilton operatdrii olup, serbest hareket eden bir tanecik
icin

HU(Pt) =i (16.207)

e . hz 2
H= —%V (16.208)
olarak verilir. Dolayisiyla bu rnekte de
H = -V2ve
ih
T = (%) t (16.209)
olur. Bir bagka 6rnek de
1 0p
2p==-FL 16.21
a? bt (16.210)

olarak verilen difiizyon denklemidir. Bu denklemde p(r,t) difilzyona ugrayan
maddenin yogunlugu ve a’da difiizyon katsayisidir. Bu denklem icin de

H = -V2ve
T = a%t (16.211)
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olacaktir
H operatotriiniin birbirine dik ve tam bir dzfonksiyon setinin oldugu du-
rumlarda :

ra
4 Hbm = Amdp, (16.212)

/o
yazabiliriz. Burada ,, dzdegerler ve ¢,, de 6zfonksiyonlardir. (16.204)’iin
¢ziimii olan ¥(7,t) fonksiyonunu,

YT = Am(T)bn(T) (16.213)

seklinde bu &zfonksiyonlar seti cinsinden sonsuz bir seri olarak agalim.
U(7,7) foksiyonunun zamana baglihg, A,,(7) katsayilarinda taginacaktir.
Bu ifade tizerine H operatérii ile etki edersek,

HY = H {Z Am(T)¢m(?’)J
= ZAZ(T)H%(?’)
= i/\mAm(TMm(T’) (16.214)
elde ederiz. Bunu da (16.204) d;:lkleminde yerine koyarsak,
> [/\ Am(T) + dA’"(T) ] Om(T") = (16.215)

olacaktir. {¢,,} seti birbirlerinden bagimsiz fonksiyonlardan olugtugundan,
bu denklemi saglamanin tek yolu, biitiin m degerleri icin ¢,,(7) fonk-
siyonlarinin katsayilarinin teker teker sifir olmalaridir:

dAn,
dAn(m) | AmAm(T) =0. (16.216)
dr
Buradan A,,(7) katsaylarim,
Am(7) = Apn(0)e™ 2T (16.217)
olarak belirler ve ¥(7,7) ¢bziimiinii de
Y(Pr) = Am(0)¢n(T)e " (16.218)

seklinde yazariz. Bu ¢bziimil tamamlamak i¢in 7 = 0 aminda bir baglangig
sart1 vermemiz gerekmektedir. 7 = 0 ¢6ztimi olan ¥(7,0) fonksiyonunu
bildigimizi varsayarsak,

=Y " An(0)¢.(T) (16.219)
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yazabiliriz. {¢,,} birbirine dik ve tam bir fonksiyon seti oldugundan,
[ 871007087 = 6
\%

S (7 )n(7) = 607 = )
iligkilerini kullanarak bu denklemi A, (0) igin,
An(0) = / / 5 (F)U(F 0) P (16.220)
Vv

seklinde ¢bzeriz. A,,(0) degerlerini (16.218) denkleminde yerlerine koyarsak,
=S o™ [[[ e oe T
v
elde edilir. Bunu da
= / / G (7,7, 7)U(7 0)d 7’ (16.221)
v

ve

seklinde yazarak, G1(z,z’,7) fonksiyonunu buluruz:
G (7,7, Ee_)‘""'qﬁm(_’)q& (7). (16.222)

Burada dikkatimizi ¢eken, G1(7, 7", 7) fonksiyonunun

Gi(7, 7,0 = D Su(T)om(™) (16.223)
= S (F—7)
ve
(H + 9-) Gi(7,7,7) =0 (16.224)
or

denklemlerini sagladigidir. Buldugumuz bu fonksiyonu zamana gore bi-
rinci dereceden bir denklemi sagladig1 igin, G1(7, 7, 7) olarak tammladik.
Ancak, G1(7, 7, 7) fonksiyonu

9 7 1) =6 (P-7)6(T .
(H+E) G(7, 7, 1) = 6%( Y6 (1) (16.225)

denklemini saglamadi® icin, hentiz aradigimz Green fonksiyonu olmadl.glm
da soyleyebiliriz. Yalmz biraz sonra gorecegimiz gibi, her iki fonksiyon
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arasinda yakn bir iligki vardir. Dikkat edilirse G’in kendisi, nokta kay- seklinde yazabiliriz. G1(7,7",72,71) ve G1(7', 7", 71, 70) propagator-
nak tabir edilen ve | lerinin tanimlar bize

{

U(7,0) = 63 (P-7,) (16.226) /G1(T',?", T2, 71)G1 (T, 7", 71, 70)d> 7’ (16.233)
olarak verilen baglangic sarti icin, (16.204) denkleminin bir ¢dziimidiir. _ “Am(T2=T1) g (FVG* (7 e~ n(T1To) gy Gy px (i) g3
Denklem (16.221)’dan harekéf ederek bu ¢oziimil . N Zm: ¢ Pm(T)fm( )Zn: (T (T)

¥(7,7) =Gi(7,7,7) T>0 (16.227) vereceginden ve tzfonksiyonlarin diklik gart: da
seklinde yazabiliriz. / 6 (PG (T )BT = b,
16.2.2 Propagatérler oldugundan, bunu

Su ana kadar denklemlerde baglangic zamaninin sifir olarak secimi rasgele

1 1 3 /
yapidigmdan, herhangi bir 7/ baslangi¢ zamam i¢in denklemlerimiz, / G, 7,72, 71)G1 (T, 7", 71, o) T

_ —Am(T2—71) =Y A* (= ,—Am(T1—=T0)
VP = / G1(P, 7,7, VU7 ) T, (16.228) = D e (P (T)e

Cu(T 7)) = Y e (P (P (16.220) = Y 8P (e mlr=0)

_ = Gi(7, 7", T2,70) (16.234)
seklinde olacaktir. Buradan goriilditgi gibi, (7', 7') noktasindaki ¥(7",7’)
¢oziimii bilinirse, (7, 7) noktasindaki ¢6ziim de Gi(7,7',7,7') fonksiy- olarak yazarz. Sonug olarak da
onu kullanilarak (16.228) denkleminden bulunabilir. Kisaca, G1 (7,7, 7,7)
fonksiyonu, (7, 7') noktasmdaki ¢dztimi (7, 7) noktasina tagimamiz sagla- ' U(P,m) = / C1(P, 7", 72, To)U(T" o) d> 7", (16.235)
yacaktir. Bu ytizden de propagatér olarak bilinir. Kuantum alan teori-
lerinde, perturbasyon hesaplarinda ve Feynman diagramlarinda propagatsr G1(7, 7" T9,m0) = / G1(7, 7,79, 11)G1 (P, 7", 11, 7o) 7,
yorumu ¢ok yararhdir.

denklemlerinden G1(7,7"”,73,79) bize, To’dan 7, amina tek bir adimda

16.2.3 Propagatérlerin Birlestirilmesi gotiiren propogatdril, dnce To’dan 71’e ve sonra da 71’den To'ye gdtiiren

- . . .. ropagatorler cinsinden verir.
To ani igin verilen bir ¢8ziimiin 6nce 71, sonra da T2 zamamna dtelenmesini propag

inceleyelim: :

16.2.4 Difiizyon Denklemi Igin Green Fonksiyonu

Birinci dereceden zamana bagh sistemlerde Green fonksiyonu hesabina rnek
olarak,

lI/(_’I‘-',Tz) = /Gl(?,?’,T2,T1)‘I’(T’/,7'1)d37’" (16.231) I V2‘I’(? 7_) . 3\11(?,7‘)
T or

geklinde verilen difiizyon veya 1st transfer denklemini ele alalim. Problemi
basitlegtirmek icin tek boyutta,

V(Pr) = / G1(T, 7", 1, 7o) U(P,70)d T, (16.230)

(16.236)
(16.230)"u kullanarak ikinci denklemi,

(P yry) = / / G177, 7, 1) G1 (7, 7", 71, 7o) U (T 170) BT 3
(16.232)

(16.237)

ot
IA
8
IA

tleh
3
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L L
U(—=,7) =9(=,7) (16.238)
2 2
olarak verilen periodik siniw gartiui kullanalim. (16.204) denkleminde H
operatori y
7
(7 d2
#H = 0 (16.239)
olacagindan, bu operattriin 6zfonksiyonlar ve zdegerleri,
e,
i Am @ (16.240)
1 ivVAmZ
m\L = —€ ™,
bnl@) =
2mm\ ?
Am = = m = & tam say1
L
olarak kolayca bulunur. Kolayhk olsun diye
2
K, = % (16.241)

degerlerini tamimlarsak, Gy (z, z’, T) fonksiyonu da

Gi(z,z', )= -Ilje““m(z—we—’“iﬁ (16.242)

seklinde yazilacaktir. Bu noktada bir de bu problemin siireklilik limitini ele
alalm: Iki dzdeger arasindaki farkin

Ak = 2F (16.243)
L
oldugunu dugiiniirsek, G, (z, z’, 7) fonksiyonunu
1 & : ’ 2
Gi(z,z',7) = > ; Akp,ethm(@==) g=km7 (16.244)

seklinde yazariz. Sitreklilik limiti olan L — oo ’da 6zdegerler arasindaki
fark sifira gideceginden, toplama islemini

Jim > Ak f (km) — / f(k)dk (16.245)
m
seklinde integral ile degistiririz. Bu da bize G1(z, z’, 7} fonksiyonunu,
/ 16 [ tk(z—z') ,—k?
Gi(z, 2, 1) = o dke e "7 (16.246)
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olarak verir. Bu integrali

o VN 2 2
ik(z — 2') — K21 = —1 (k 2 ’(“‘QT"” )> _ 47” ) (16.247)
ifadesini ve
(z—7)
Y 2T
tammim kullanarak,
gz——z’la 0 .
Gi(z,z', 1) = %e- i / dke=T(k=i0)* (16.248)
seklinde yazabiliriz. Bu integral kolayca ahnarak, Gi(z,z’,7) fonksiyonu
z—z')2
Grlz, 2 1) = e (16.249)

VAT

seklinde elde edilir. Burada dikkat edecegimiz &zellikler arasinda, G; fonk-
siyonunun z ve z’ 'ne gore simetrik oldugu ve 7 — 0 limitinde

}i_% Gi(z,2',7) = 11_1_1% = e_£m+fﬁ (16.250)
= I(z,2')
verdigidir. Bu ise, Dirac-delta fonksiyonun tammlarindan bir tanesidir:
I(z,z') = 6(z — z'). (16.251)

(16.249) fonksiyonunun grafigini gizersek, z = z’ etrafindaki bir gan egrisi
(Gauss egrisi) buluruz (Sekil (16.8)).
Can egrisinin altindaki alan,

i Ady izl [0 atesald i
/_oo G1(z,z")dz \/471’-_T/—ooe dz =1 (16.252)
seklinde sabit olacagindan, difizyona ugrayan maddenin toplam miktan
da sabit kalacaktir. Buldugumuz G;(z,z’,7) fonksiyonu cinsinden genel
¢bzimii de

‘I’(:L‘,'r)=/ Gi(z, o', 7)¥(z',0)dz’

N 1:—::’2
= \/1_11_/ e~ ar (2’ ,0)dz’ (16.253)
T J—oo

olarak yazabiliriz. Burada,

/oo ¥(z,7)dx = /_: U(z'0)dz’ (16.254)

—0Q
olacaktir. Difiizyon denklemi uygulamasinda bu ¢ziim bize, baglangigta
¥(z',0) olan madde dagihmnn ilerleyen zamanlarda pozisyona gore dagili-
mm verecektir.




376 16. GREEN FONKSIYONLARI

SEKIL 16.8. Gauss egrisi.

16.2.5 Kaynaklarin Oldugu Durumlar ve Green Fonksiyonu

Birinci dereceden zamana bagl diferansiyel denklemler kargimza

0¥ (7,1)

-
HY(7 1)+ o

=F(77) (16.255)

gekinde de gikar. Burada F(7,r) kaynaklan veya kayiplar1 oldugu kadar
pertiirbasyonlar1 da temsil etmektedir. Ornegin: Difiizyon probleminde bir
yerde radyoaktif bir kaynak var ve stirekli yeni madde saghyorsa, bu terim
sifirdan farkh olacaktir. Is transfer problemlerinde 1s1 kaynaklarimiz olursa,
bu terim gene sifirdan farkli olacaktir. Hatirda tutmak gerekir ki, F(7,7)
fonsiyonu acik olarak ¥(7,7) fonksiyonuna da bagh olabilir. Bu durumda
¢Oziimii

Y(7,1) =To(7,1) + / G(7, 7,7 )F(7' ) d>7'dr’  (16.256)

seklinde ifade etmemize yardime olacak bir Green fonksiyonuna ihtiyacimiz
vardir. Bu denklemde Wo(7,7), (16.255) denkleminin homojen kisminin
¢bziimidilr. Bilindigi gibi daha énce G1(7, 7’1 ) fonksiyonunu bul-
mugtuk ve bu fonksiyon

(H + a—i) Gi( 7, 7rr) =0 (16.257)

|
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denklemini saglamaktaydi. Fakat, (16.256) denkleminde ihtiyacimiz olan
Green fonksiyonu,

(H + 5‘2) G(7, 7 1,7) =67 ~ 7)6( 1—1') (16.258)
T

denklemini saglamahdir. Daha 6nce de belirttifimiz gibi, G1(7, T’f ,7",TI )
fonksiyonu bu anlamda bir Green fonksiyonu tanimina uymamakla birlikte
ona olduk¢a yakindir. G1(7, 7',7,7’) fonksiyonunun

lim G( 7,7 1) =8( 7 - 7) (16.259)
ozelliinden hareket ederek ona 7 = 7’ aminda bir siireksizlik katabilirsek,
(16.258) deklemini saglamay bekleyebiliriz. G1(7, 7’,7,7") fonksiyonunun
(16.258) denklemini 7 = 7' ve 7 = 7' noktalari diginda her nok-
tada sagladigim da diigiintirsek, agagidaki gibi verilmig bir denklem ile ige
baglayabiliriz:

G(7, 7' 17 =G(7, 7 7, 7)0(r-T"). (16.260)
Burada
>7" igin G=G; ve (16.261)
<7’ igin G=0

olacaktir. Bu fonksiyonu (16.258) denkleminde yerine koyarsak,

(H+ -5%) G(7, 7 1)

= HG(7, 7 7,7)0(r—-1") + 6_67' G1(7, 7 7, 7)8(r—7")]
= O(r-THG:(7, 7' r,7) + O(T—Tl)b-a;Gl (=, 7 r,7)
FG1 (7, 7 ) o b(r—1) (16.262)

I

01" (B + 55 ) Ga(7 TV + Ga(7 776 -1
T

buluruz. Basamak fonksiyonunun tiirevi,
24;9(7"7') = 6( r—1"), (16.263)

seklinde Dirac-delta fonksiyonu olacagindan ve Gy (16.257) denklemini
sagladigindan,

<H + 62_) G(?); ?)I;Ty'r’) s Gl(?’) ?”57-57-,)6( T_T/) (16264)
T
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olacaktir. Dirac-delta fonksiyonunun 7=r' an1 d1§1nda her yerde sifir oldu-
gunu diigiiniirsek, G fonksiyonunun da sadece 7=7' amindaki degeri Snemli
olacaktir. Bu da (16.223) denklemmden dolay1 63( 7 — 7) oldugundan,
(16.264) denklemini

5 7
(545 ) o, Pag) =8 7o) (16:265)

geklinde yazariz. Gorilldiigii gibi, (16.255) problemi i¢in Green fonksiyonu
G(™, 7 7,7 =G (7,7 ;7,70 ( 7—7) (16.266)

ve genel ¢oziim de
(P ) = Uo(77) + / B / dr'G(P, T ) F(F ) (16.267)

seklinde olacaktir.

16.2.6 Schrodinger Denklemi Igin Green Fonksiyonu
Serbest pargacik i¢in Green Fonksiyonu:

Schrodinger denkleminde serbest pargacik igin Green fonksiyonu, difiizyon
denklemi ile olan benzerlikten yararlamlarak, (16.249) denkleminde 7 -
L dsnugitmi ile kolayca

(= z112
Gi(z,z,t) = —1———e_ /™ (16.268)

V/2miht/m
geklinde yazilabilir. Schrédinger denkleminin:

h? 52
_%W\Il( t)—zh \Il(z: t), (16.269)

¥(z',0) baglangig sart: ile ¢bzlimil ise, agagidaki gibi olacaktir:
U(z,t) =/G1(x,x',t)\Il(:z:',0)dz'. (16.270)

Etkilesimlerin oldugu durumlarda Green fonksiyonu:

Parcacifin V(z) gibi bir potansiyelin etkisinde hareket ettigini diistiniirsek,
Schrodinger denklemi
h2 o? i2m 0

Vet + S () = i—?V(x)\Il(x,t), (16.271)
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seklinde yazilacaktir. Baglangic zamam olarak da #’alirsak, Green fonksi-

yonu ve ¢éziim de
Gz, tt') = Gi(z, 2" t,t)0( t-—-t'), (16.272)

U(z,t) :Wo(x,t)—(?ﬂ?) / do’ / d'Glza, tt') V(z)U(, ) (16.273)

seklinde yazilacaktir.

16.2.7  Ikinci Dereceden Zamana Bajl Green Fonksiyonlar

Genellikle kargilagilan ikinci dereceden zamana bagh denklemler,

[H + 322] Y(7,7)=0 (16.274)

seklinde yazilabilirler. Burada 7 zaman benzeri bir degigken, H ise, 7’dan
bagimsiz ve

Hop(T) = Mg (T) (16.275)

dzdeger problemi tarafindan belirlenen, tam ve birbirine dik &zfonksiyon-
lar seti olan bir operatérdiir. Burada A, 8zdegerleri ifade gostermektedir.
¥(7,7) fonksiyonunu bu 8zfonksiyonlar seti cinsinden

Y(T1) = An(T)$n(T) (16.276)

seklinde yazar ve 7 bagimhhgimn da A, (1) kasayilarinda tagindigini varsa-
yarsak, (16.274) denkleminden

> [An(f) + f\nAn(T)] ¢u(7) =0 (16.277)

elde ederiz. {¢,,} seti dogrusal olarak birbirinden bagimsiz fonksiyonlardan
olustugundan, bu ifade ancak ¢,, fonksiyonlarimn katsayilarinin herbirinin
ayri aym sifir olmasi ile miimkiin olur:

An(T) + AnAn(T) = 0. (16.278)
Bunun ¢zimd ise,
An(T) = ane™VAnT 4 bpe VAT (16.279)

olarak kolayca bulunur. Bunu (16.276)’da kullanarak, ¥(7,7) ¢bziimiinii
de

VGEEDY [anei‘/)‘_"'f + bpe™ *nf] 6. (7) (16.280)

n
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seklinde yazarnz. Burada a, ve b, sabitleri siir sartlarindan bulunacaktir.
¥(7,7) fonksiyonunun ve zamana gére tilrevinin 7 = 0 amindaki degerlerini
bildigimizi var sayarsak,

v(7,0) = /Z [an + ba] 6, (7), (16.281)
B0 =7 i3V lan — bl () (16.282)

seklinde ay, ve by, icin ¢tzilecek iki denklem buluruz. Ozfonksiyonlarin dik-
lik gartim kullanarak da

[an + bn]

[aEuEose v sy

7 ,0)d® 7’ (16.284)

[an — bn]

yazar ve buradan da a, ve b, katsayilarim

o = l[ / 8 (T (" 0)d> T (16.285)
+___/¢n(—)/ )ds-—w]
by = —[ / o (F)Y (7 ,0)d3 (16.286)

1 \/_ [ oa

seklinde belirleriz. Bunlar: ¥(7,7) fonksiyonunda yerlerine koyarsak,
() = / Zcos (\/Anr) ¢ (T)on(FYU(7,0)d3 7 (16.287)
/ S sin (VAar) 7 tul )BT U 0)E

buluruz ki; bunu da
i) = / Go(T, 7' 1) LT 0)d> T + / Go(P, 7 )T 0) B
(16.288)

seklinde diizenleyerek, Gy ve Go fonksiyonlarim
Go(P, P';1) = Zcos (\/A,,T) 6 (P)5(7) ve (16.289)

Go(m, ) = T E/‘/__—T)

6. (T)en(7) (16.290)
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olarak tamimlariz. Burada elimizde (siras: ile) ¥(7’,0) ve \I’( ’,0) lizerine
etki eden, G ve Gs gibi iki fonksiyonumuz vardir. G5 ve Go fonksiyonlar:

2
I:H-f- g—Z'J Go(7,7'1) = 0 (16.291)
0?1
[H+ g 2] Go(7, 7'ty = 0 (16.292)

denklemlerini sagladiklarindan, ¥(7,7) fonksiyonuda (16.274) denklemini
saglayacaktir. Go ve Go fonksiyonlar arasinda

Go(T, i) = - Co(7, 77) (16.203)
iligkisi vardir. Dolayis: ile 62(7’,?” ,7) bulunursa, Go(7, 7/,7) fonksi-

yonu da bunun 7 degiskenine gtre tiirevi alinarak bulunabilir. (7, 7)
¢Oziimiiniin gerekli simr gartlann sagladig: ise, (16.288) denkleminden ve

Ga(, T 0) = Y b (PI(F) = (P - ) (16200)
iligkisinden kolayca goriiliir.
(16.288) denkleminde 7/ = 0 animin baslangi¢ zamam olarak secimi ras-
gele yapildig i¢in, U(7,7) ¢tzilmiinii genelde asagidaki gibi yazariz:
‘I’(T’,T) = /GZ(—), —)I’,r T’)\I/(_" /) 3?»/
+ / Go 7,1, V(T )BT (16.295)

Burada G, ve Gz fonksiyonlar da

a7 = LT oy o,

Go(7,7'1,7) = Y cos [\/Zc(r—f')] 6. (F)b ()

] li" - =/ ]
e cdth(r, 77,7 (16.296)

geklinde olacaktir.

16.2.8 Skalar Dalga Denklems icin Propagatérler
Ikinci dereceden zamana bagh denklemlere en glizel drneklerden bir tanesi,

1 8%%(7t)
C

—a ) o (16.297)

020 (7 ,t) = V2¥(7 1) —
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gseklinde verilen (skalar) dalga denklemidir.
Kenar uzunluklan L;, Ly, L3 olan bir hacim iginde dalga denklemini ele
alalim. Burada ¢

H= V_g, ve —ct=T
l/"
olacagindan, dzfonksiyonlar ¥

1

tkez ik ikzz
¢n1,n2,n3 = me e Vye (16298)

ve bzdegerler de

by =2, k=2 = 2 g, — dtamsayive #0  (16.299)

olarak bulunurlar. Ozdegerler ise,
Ansnans = ko + K2 + k2 (16.300)
iligkisini saglarlar. Bu zfonksiyonlar kullamlarak Go(7, 7,7),
Go(7, 7' ,1) (16.301)

1 [ k2 2 2
_ 1 Z sin ( k;z: + k‘y + kz) Te‘ikz(ﬂ:_zl)eikv(y—yl)eikl(z_zl)
L1L2L3 ny,n2,n3 \/kg + k% + kz

seklinde yazilir. Bunun streklilik limiti de

1 & 14y
im — et dk, 16.302
LPEoo Ly m;w 3 2T /_oo ( )
i e f: SR / ~ dk (16.303)
Ly—oo Lo e A8 2 M Y .
1 Y
im — e dk, 16.304
L}al-l-l:loo L3 nS;oo T 2 /—-oo ( )

seklinde alimirsa, Go( 7, 7, 7) fonksiyonunu
o0 oo (o o] H .
G ?’,—P',T)=—1—3 / dks / dk, / dk,Me”?'?' (16.305)
(27[') —00 —o0 —00 k

seklinde bir integral olarak elde ederiz. Bu integral,
—(kz,ky,k ) ve P'=(7— T) (16.306)
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tanimlarn ile

Go(7,7'\7) =

o
27103 / dkk? smk’" / deby / d(cosby) e’ ® P
0

(16.307)
seklini alir. 0" vektériind £ ySniinde alip,
& - P=kpcosby (16.308)
ve
z = cos Oy (16.309)

(——; el

yazdiktan sonra da 8}, ve ¢, integrallerini alirsak, Go ,7) fonksiyonu

éz(?’,?"ﬂ.) = (227;3 / dkk2 SlnkkT/ d(COSe ) ikp cos Oy
T 0

27r2 / dksin kT - sinkp

g / dksin kt - sin kp (16.310)

B 47r2 oo
= 87, /oodkcosk(p T) —cosk (p+ 7))

seklini alicaktir. Bu arada, Dirac-delta fonksiyonunun tanimlarindan biri
olan

1 o0
6(z) = o /_oo cos zydy (16.311)
denklemini kullamirsak, G2(7, 7,7) fonksiyonunu

Go(P, P )= —[6(p—T)—6(p+7) (16.312)

drp
olacaktir. .

Baslangictaki defiskenlerimize dénersek, dalga denklemi igin G (7, 7/,1)
fonksiyonu

A (= = ) 1 = =M - - _ =
GZ( T, T 1t) = 47r|?) _ ?)/l [6(| T T I Ct) 6(' r T |+ Ct)]
(16.313)

olacaktir. Baglangic zamani olan ¢ = 0 am, bu denklemde rasgele olarak
t = 0 olarak secildiginden genelde bu denklem,

Go(7, 7' 1, t') (16.314)

T 17 = P =e (=) =6[7 ~ P+ e 1))

seklinde olacaktir.
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16.2.9  Ilerletilmis (Advanced) veya Geciktirilmis (Retarded)
Green Fonksiyonlar

(16.274) denklemi p(7,T) gibi bir:kaynagm varliginda

— 32\11
HY(7 7) gf— 22 8(7'2 Thies p( ,7) (16.315)
seklindedir. Bunu ¢8zmek i¢in de
2
(H+ 662) G, ™ 7,7) =868(F - 7P)6(r—7) (16.316)

denklemini saglayan bir Green fonksiyonuna gerek vardir. Daha 6nce bul-
dugumuz Go(7, 7,7,7') ve Go(7, 7,r,7') fonksiyonlan ise,

52 G2
[H + ] veya | =0 (16.317)
or2 2
Ga

denklemini saglarlar. G( 7, 7’,7,7')’yil bulmak icin, Gy( 7,7,7,7')
fonksiyonundaki deneyimimizden yararlananarak, Gaveya G5 fonksiyon-
larindan birine

GR(T’, T)I,Ty 7',) = GC(T)l ?IaTa T,)e (T e T’) (16318)

seklinde birim fonksiyonu kadar bir siireksizlik katmay: deneyelim. Burada
G¢ , Go veya Gy fonksiyonlarindan birini temsil etmektedir. R alt harfini

(-—) e=d

ise, sonra anlatacagiz. Gg ,7, ') fonksiyonunun iizerine [H + 81:5]

operatoril ile etki edersek,
0
[H-l— 57 2] Gr(7, 7' 1,1 (16.319)

2
0 (r ~ ) HGg + 2o [Ge(, P, 708 (r — 1)

2 . .
= 0(r—71') (H+ (,;92) Ge+20(r—71")Ge¢
+Geh(r—7')
bulunacaktir. Go(7, 7,7, 7') ve Go(7, 7',7,7') icin
52
(H+ 4 2) Ge=0 (16.320)
oldugunu disiiniirsek,
32 ) . .
[H+a 2] Gr=20(1—7")G¢+ G (T —1") (16.321)
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yazabiliriz. Burada
é (T 4 T') =6 (7. I 7-’) (16322)

oldugundan,

62
] Gr(P, 7', 7) (16.323)

[+ 55
= 26(r—7)G(7, T, Y+ 6 =1 G (T, 7 1, 7)

yazar ve Dirac-delta fonksiyonunun asagidaki

§(r—7)Ge(T, 71, 7") (16.324)
_ [G’g(?’,?”,‘r,'r’)] _ s(r=1"),

5(r—=1)Ge(P, 71, 7) (16.325)
= —[6«m 7| _ =1

dzelliklerini de kullanarak bunu,

2 .
(#5236l 7im 7 = 80 =) [ 7 )

62

T=7'

(16.326)

seklinde ifade ederiz. Burada G¢ olarak G ahmirsa sag taraf sifir olacagin-
dan isimize gelmez. Ama G2 almirsa,

o nl:
[H + Bﬁi] Gr(7, 7' 1, 7)=6(r—1) & (7 -7 (16.327)
buluruz ki, bu da bize istedifimiz Green fonksiyonunun

GR(_T-)y ?),,Ta T,) = éz(?) ?I’T) T’)e (T - T/) (16.328)

oldugunu gsterir. Dogal olarak buna karg: gelen ¢dziim de

00
n( ) = To(Tr) + [ [ a7 n )
—o0
(16.329)

geklinde verilir.
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16.2.10 Dalga Denklemi igin Ilerletilmis veya Geciktirilmis
Green Fonksiyonlar:

Kaynaklar: bulundugu durumda dalga denklemi

/1 020(7t)
20 (5 - o (7 16.
V2y( rfj 5T = A7) (16.330)
seklinde olacaktir. Dalga denklemi icin G+ fonksiyonunu
G’z(?’, 7'.t,t) (16.331)

1

mﬁ[ﬁ’* | —ct-t)]-8[7 - T+t -1}

olarak bulmugtuk. Bu problemde ¢ < ¢ i¢in
Gr=0 (16.332)
olacagindan ve t > t’ i¢in de Go(7, 7",t) fonksiyonundaki ikinci Dirac-

delta fonksiyonu sifir olacagindan, Ggr(7, 7 t,t') fonksiyonunu agagidaki
gibi buluruz:

1
G —)—)’ttl —
R(T,T',, ) 47l'|?)—'?)l|

S — 7| —ct—t)). (16.333)

Bu Green fonksiyonuna kars: gelen genel ¢dziim ise,
| —c(t—1¢)

U (—?t)_q,(-ﬁt _:_l_ d3-—>/ oodt,5[|7>_ ] ¢
R W) = OT’)+47[‘ r |?>___T>,} p(’l",)

(16.334)

olacaktir. Burada ¥o(7,7) homojen denklemin ¢dziimiidiir. ¢’ integralini
de alirsak,

R — 1 — [p(F, )]
_ 33—/ R
Vrp(7,t) = To(7t) + y /d T o (16.335)
olacaktir. Burada
[p(?",t')]R ) (16.336)

U g(7,t) fonksiyonunun (7 ,t) noktasindaki degerinin, [p(7’,t')] kaynagimn

7' noktasinda ve

= ==
P i (16.337)

C

zamanindaki degerleri ile hesaplanmasi gerektigini styler. Boyle hesaplan-
mig zamanlara geciktirilmis (retarded) zamanlar denir. Geciktirilmis za-
manlarda hesaplanmig kaynak fonksiyonu

™ - 7
(7 ) g =p(F' t — - ). (16.338)
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olarak ifade edilir ve bu kaynak kullamlarak bulunmug gtztimler de gecik-
tirilmis zaman ¢dziimleri olarak W r(7,t) seklinde gosterilir. Bu ¢oziimlerin
fiziksel anlami, kaynakta olan bir degisikligin bagka bir noktadaki etkisinin
belli bir stire gectikten sonra ortaya ¢ikmasidir. O sire de 11gn iki nokta
arasindaki mesafeyi katetmesi igin gerekli olan zamandir. Bir bagka deyisle,
olaylann zamanda siralamginda sebep daima sonugtan dnce gelecektir. _

(16.330) dalga denklemini saglayan bir Green fonksiyonu ararken, G2
fonksiyonuna Go(7, 7,7, 7')8 (T — 7') gibi bir stireksizlik ekleyerek G r 66~
zilmiind bulmugtuk. Bununla birlikte (16.330) denkleminin

GA(?’ -’FwyT: T,) = —é2(?1 ?I’Tﬂ-,)e (Tl = 7') (16339)

seklinde bir bagka ¢ziimii daha vardir. Bu Green fonksiyonuna kars: gelen
¢dzlm ise,

Wa(P ) = W) + 5 [ s (16.340)
olarak verilir. Burada
[o(7, )] a (16.341)
ifadesi kaynagin
¢ =t+ [? - ™ (16.342)

ilerletilmis (advanced) zamanlarda hesaplanmasi gerektigini styler. Bu ¢tzl-
miin yorumu ise, kaynakta olan bir degisikligin, bagka bir yerdeki etkisinin

7 7

" (16.343)
zaman kadar once ortaya cikacag seklindedir. Kisaca, olaylarin etkileri
kendilerinden 6nce ortaya cikar. Burada ilging olan iki ¢bziimtn de (16.330)
denkleminin gegerli ¢tziimleri olmalaridir. Ancak, ikinci ¢tziim doga hakkin-
daki temel varsayimlarimzdan biri olan olaylarin siralamginda sebep daima
sonuctan 6nce gelir ilkesine ters diigtiigl i¢in siur gart1 olarak elenir. Teme}
parcacik fizifinde zaman zaman kullamm alam bulan ilerletilmig zaman
¢dzitmlerinin makro-kozmosta ve diger bilim dallarinda kullanim alam olup
olmadigim1 zaman gosterecektir.
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16.3 Problemler
1. Bessel denklemi ¥ :
d | dyl | o, m?
g lix'd—m';l;ﬂ- (k‘:z: — 7 y(:z:) =
geklinde verilir ve genel ¢tziimii de

y(z) = ApJm(z) + BoNm(z)

olarak yazilir. Burada N,,(z) , z = 0 ’da logaritmik olarak sonsuza
gider.

y(0) =0, ve y'(a)=
sinir gartlarim saglayan Green fonksiyonunu bulunuz.

2. Helmholtz denklemi igin buldugumuz agagidaki Green fonksiyonunu:
G(z,z') = —kE [(x —z)0(z—2') - % (L - x')] ;

trigonometrik Fourier serisine agarak agagidaki ifadesi ile aynm: oldugunu
gosteriniz:

sin k,z sin kpx’
G(z,z') LZ RiR

3. Asagida verilen;

3
£ =a3(2) 1 d 5 +aa(e) @ ;+a(0) d ' +ao(a)

operatdri igin, [a, b] a.rahgmda ve

dG(z,z’)
dz

&Gz, x

/ o ")
G(CE,.’E Nz=a =0, |z_a. =0, dz2 |z=a =0

sinir sartlarim saglayan bir Green fonksiyonu bulunuz.
4. (16.83) denklemindeki dzdeger probleminin
£¢, = Mnw(z)d,(2)
olarak verildigini diigiinerek Green fonksiyonunu yazimz.

5. (16.13) Wronski determinantimn degerinin T‘i) oldugunu gsteriniz.

6. (16.339) Ilerletilmig zaman ¢tziiminiin ayrintilarim inceleyiniz.

17

GREEN FONKSIYONLARI ve
YOL INTEGRALLERI

1928 yilinda Brown polenlerin su igindeki geligigiizel hareketlerini mikroskop
altinda inceler. Daha sonra pek ¢ok kiigitk cismin i¢inde bulunduklan or-
tam ile olan gelisigiizel etkilegimleri sonucu, benzer davrams: gdsterdigi
anlagibr. Bugiin Brown hareketi olarak bilinen bu olay, diftizyon, koloid
kimyas, polimer fizigi, quantum mekanigi, finans gibi degigik alanlarda pek
¢ok olaymn prototipini olusturdugundan yogun ilgi ve arastirma alamdir.
1920-1930 yillar: arasinda Wiener, Brown hareketinin yol integralleri ile
degisik bir yaklagmmm verir. Bu i¢inde bulunduklan ortamin gelisigiizel
etkileri altinda hareket eden pek cok klasik sistemin caligilmasinda yeni
bir qgir acar. 1948 yiinda Feynman, yol integralleri yaklagimi ile kuantum
mekanigine Schrodinger ve Heisenberg formiilasyonlarma ek yeni bir yak-
lagim gelistirir. Bu boliimde ¢ok genig uygulama alanlar ile hizla geligmekte
olan bu konunun baz temel zelliklerini gérecegiz.

17.1 Brown Hareketi ve Difiizyon Problemi

Difiizyon denklemi maddenin korunumu prensibinden hareket edilerek

a”(ar ) _ (7, (17.1)

seklinde verilir. p(7,t) verilen bir ortam iginde dagilan maddenin yogun-
lugu, D de ortamin 6zelliklerine bagh difiizyon sabitidir. Difiizyon olay1
bir cok parcacigin aym anda Brown hareketinde bulunmas: oldugundan
p(7,t)’yi dagilan toplam parcacik sayisina bolersek tek bir parcacigin -
noktasmda, ve ¢t aninda bulunma olasihgim veren w(7,t) bulunur:

w(P,t) = (7, 1). (17.2)
w(7,t) de
Bw(™,t) L
—5 = DV 2uw(7,1) (17.3)

denklemini saglayacaktir. ¢ = 0 amnda parcacifin 7 = 0 noktasindan
hareketine bagladigini digiiniirsek, (17.3) denklemini,

lim w(7, 1) — 6(7) (17.4)
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baglangi¢ sarti ile gbzmemiz gerekecektir. Problemi sadelestirmek i¢in difiiz-
yon denklemini tek boyutta

y
ow(z, t)i: D82w(z, t)

% B2 (17.5)

1 /e
seklinde yazar ve Fourier ddm'igt,imﬂ yontemini kullanirsak, ¢oziimii de

1 z?
w(z,t) = VirD exp {—m} (17.6)

olarak buluruz (Boliim 13). Pargacigin (—o0, 00) arasinda bir yerde bulun-
masi kesin olacagindan olasihk dagilum yorumu ile tutarl olarak heryerde
w(z,t) > 0 olacag gibi,

i = 1 z?
d: ) = d _ }
/_oo zw(z,t) /—m e exp{ 4Dt} (17.7)

=1

olarak verilen normlama kogulu da saglanacaktir. Brown hareketinin baglan-
g1¢ noktasinin yeri ve zamam gelisigiizel segilebileceginden, hareketine (zg, tg)
noktasindan baglayan bir pargacik igin olasihk dagilimi

W(z,t,zo,t0) = ———1————-exp {—M} (17.8)
L \/4rD(t — o) 4D(t - to) '

seklinde verilecektir. W{(z, ¢, zo, to),

aW((E, t, Zo, tO) A DBZW(z, t, g, tO)

5t B2 (17.9)
denkleminin,
}1'_1}(1) W(z,t,zo,t0) — 6(z — o) (17.10)
baslangic sartim1 saglayan ¢oziimidiir ve o da
o0
/ dzW (z,t,zo,t0) = 1 (17.11)

normlama kogulunu saglayacaktir.
Birinci dereceden zamana bagh Green fonksiyonlar: ile ilgili bolimi hatir-
larsak (Bolim 16), W(z, t, zg, o) ayni zamanda da

0 0?

£=% Pz

(17.12)
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operatoriiniin propagatdriidiir. Brown pargaciginin (o, to)’da bulunma olasi-
Ligindan (z,t)’de bulunma olasihgm, W (z,t, o, to) kullamlarak

0o
w(:z:,t) = / d.’L‘QW(.’I:,t, o, to)’w(a)o, to) o<t (17.13)

seklinde bulabiliriz. Propagattrlerin birlegtirilmesi bize Einstein-Smoluc-
howski-Kolmogorov-Chapman (ESKC) denklemi olarak bilinen denklemi
verecektir:
o]
W (z,t,To,t0) = / de'W(z,t,z', t )W (z',t', zo, t0), to < t' < t.
(17.14)

Bu denklemin &nemi, Huygens-Fresnel denkleminde oldugu gibi Brown
hareketinde de sebep-sonug iligkisini vermesidir.

17.2 Brown Hareketine Wiener Yol Integrali
Yaklagimi
(17.13) denkleminde W(z,t,zg,t0) propagatdriinii kullanarak (zo,%o)’da

bulunma olasiifindan (z,t)’de bulunma olasiiginin nasil bulunacagim gor-
diik. (zo,t0) ve (z,t) arasindaki mesafenin pargacik tarafindan

At; = t;—ti (17.15)
_ t—tp
N+1

gseklinde birbirinden bagimsiz atilmig N adimda alindifim distinelim. Her
bir adimin propagatorii

_ 1 (.’ZI,', - .’13,,;_1)2
W(xh t'l.) 'T‘L—l,t'l.—l) - /—_—-—.47['D(t1 — ti_l) exp{ 4D(tz _ ti—l) (1716)

olacagindan, propagatorlerin N kez birlegtirilmesi bizi tek adimda (xo, to)
noktasindan (z,t) noktasina gotiirecek propagatori,

al Ti — Ti1)2
W(z,t,zo,t0) = / ...... /exp {_ ; 4(D(ti - t,,;_)l) } |

1

N d.’IL,;
ey \/47(D(t.,; — ti—l)
(17.17)

seklinde verecektir. Bu denklem N > 0 igin gegerli oldugundan, N — oo
ve At; — 0 limitinde de dogru olacagin varsayarak,

W (z,t,zo,t0) (17.18)
N 2 N
i . 1 T; — Tj—1 dxi(T)
= Moo / """ / exp{ 4D £ (t,- —ti ) At’}g DAL’
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W(x,t,zg,to)zf ...... /exp{—z% t:d?2(T)dT}le \/j—jr’(-—.% (17.19)

yazabiliriz. Burada T zaman par,;,metresidir (Sekil (17.1)).W(z, ¢, zo,to)
kisaca, A

I

/

W(z,t,70,t0) = N / e)fp {-5 / t ¢2(T)dT} Da(r) (17.20)

G

olarak da gosterilir. N normlama carpamdir. Dz(r) ise, (zo, to) noktasimn-
dan baslayip, (z,t) noktasinda biten biittin yollar izerinden integral alindig-
n gostermektedir. Bu ifade,

Wz, t,zo,t0) = / dwz(T) (17.21)

Clza,to;z,1)
olarak da yazilir. d,,z(7) ise, Wiener l¢timiidiir (measure). dy, () Sekil
(17.1)’de gosterildigi gibi (zo,%9) noktasindan baglayip (z,t) noktasinda

biten biitiin siirekli yollar tizerinden bir é¢timdiir. Bu tiir yollar icin olan
dlgiime sabitlenmis Wiener 6l¢timi denir.

X
A

(x9

(xO, to)

SEKIL 17.1. Sabitlenmis Wiener dl¢iimiinde kullanilan yollar.

OZE"I‘:. to aninda z¢ noktasindan Brown hareketine baglayan bir parcacik
icin W(z, t, zg, to) propagatorii,

(z — 20)2

1
————,_____47rD(t . exp {___4D(t 4] } (17.22)

W(.’E,t, xo, tO) =
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olarak verilir ve lim,_,¢, W (z,t, o, to) — 6(z — zo) baslangig sart1 ile
8W(£B, t, T, tO) _
ot T

denkleminin ¢dziimudir.
W (z,t, o, to) propagatdrii ayni zamanda da Wiener yol integrali olarak

32
wa(x,t,xo,to) (1723)

W (z,t, 70, t0) = / duz(r) (17.24)
Clzo,to;z,t]
seklinde ifade edilir. Burada integralin Sl¢imii
1 [t N de
dpz(T) = exp{ ——= z°(1T)dr —_— 17.25
) =eo{-gp [ P}l e

olarak verilir. Integral, (2o, tp) noktasindan baglayip, (,t) noktasinda
biten biitiin siirekli C[zo, to; 7, t] yollan iizerinden alindif i¢in buna
sabitlenmis Wiener 6lgiimii denir.

(zo, to) noktasindan hareketine baglayan par¢acigin ¢ aninda Sekil (17.2)’de
gosterildigi gibi Az aralifinda bulunma olasih§) ise,

Az / dyz(T) (17.26)
Clzo,to;it]

olarak verilir. Bu integralde parcacigin ¢ anindaki yeri belirtilmediginden,
dwz(r) blgiisiine kogulsuz Wiener Slgiimii denir. Parcacifin ¢t aninda
& € [~00, 00| araliginda herhagi noktada bulunmasi kesin olacagindan,

/ dyz(t) = / dx / dyz(T) (17.27)
C[IO,tO;t] —00 C[xo,to;.’t,t}
1

olacaktir. F(z(t)] olarak verilmis bir fonksiyonelin, ¢ anndaki Clzo, to;1]
yollar {izerinden ortalama degeri ise,

Pl = [ dusIFla)] (17.28)

s ]
/ il / duz(r)Flz(2)]
—o0 Clzo,t0;z,t}
olacaktir. Wiener 8lgiimii ve integrali olarak ESKC iligkisi ise,

oo
[ awn=[ dus(r) dus(r)
Clzo,to;x,t] —oo Clzo,toiz’,t'] Cla 52,1
(17.29)

fl

olarak verilir.
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(x0s %)

\
A

SEKIL 17.2. Kogulsuz Wiener 8lgiimiinde kullamlan yollar.

17.3 Feynman-Kac Formiilii ve Bloch Denkleminin
Pertiirbatif Coziimii

Difiizyon denklemi

ow(z,t) _Dazw(x,t) i
ot oz2

i¢in, propagatoriin (17.24) denkleminde oldugu gibi yol integrali olarak
ifade edilebildigini gérdiik. Ancak, aym propagatériin (17.22) denklemindeki
gibi kapali bir ifadesi varken bunun yarari dogrusu pek de acik degildir. Bu
bolimde yol integrali yaklagimnin yararlarnnin ortaya ¢ikmaya baslayacag
etkilesmelerin oldugu durumlara bakacagiz. Difiizyon probleminde V(x)
gibi bir potansiyelin varhginda (17.30) denkleminin

0 (17.30)

duw(z,t) D 8?w(z, )
ot 922

geklinde verildigini diiginelim. Daha 6nce bu denklemin ¢dziimiinde kul-
lanacagimiz Green fonksiyonunun (Bélim 16)

aWD("E’ t’ CL'/, tl) —D 62T/VD("I"v t) II’ tl)
ot 0z

denklemini saglamas: gerektigini gérmustiik. Wp(z,t, z’, ') kullamlarak da
(17.31) denkleminin ¢éziimi

= -V (z)w(z,1) (17.31)

=6z —a)8(t—t) (17.32)

w(z, 1) = wo(z, £) — / / Wp(z,t, 2, t)V (yw(e, t)d/dt’  (17.33)
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seklinde yazilir. wo(z, t), (17.31) denkleminin homojen kisminin ¢dztimidir.
Green fonksiyonu Wp(z,t,z’,t) ise, daha 6nce buldugumuz ve

oW (z,t,z',t') 0?W (z,t,z',t')

- =0 17.34

ot b Oz ( )

homojen denklemini saglayan W (z,t,a’,t’) propagatoril kullamlarak,
Wp(z,t, 2’ t') = W(z,t,z',t')0(t — t') (17.35)

seklinde bulunur. Ancak, (17.33) denkleminde bilinmeyen fonksiyon in-
tegral isareti altinda da yer aldigindan, bu bir ¢tztim degildir. Sadece
(17.31) denkleminin integral denklem olarak yazilmg geklidir.

Y 2 T
OWp(z,t,2,t) [ PWe@ 4 ) | yoywoaeo, ) (17.36)

ot 0z
denklemini saglayan Wg(z,t,2/,t') ise,
WB(.’II, t, g, to) = WD(III, t, .'L‘(),to) (1737)

o0 o]
—/ dz'/ dt'Wp(z,t, ', t)W(', t ) Wg(z',t', 2o, to)

olarak verilir. Sagdaki birinci terim (17.34) homojen denkleminin ¢ézimit
olan W’dur. Ancak, to < t olacagindan Wp de yazabiliriz.

Feynman-Kac formiilii (teoremi) olarak bilinen ve Yol integrali yak-
lagiminda ¢ok ¢nemli bir adim olan

t
Wg(z,t,20,0) = / d,z(7) exp {— / d’rV[z‘(T)]} (17.38)
Clz0,0;z,t] 0
formiili ise, Bloch denklemi olarak da bilinen (17.36) denkleminin
lim Wa(z,t,2',t') = 6(z — z') (17.39)

baslangic sart1 ile ¢dztimiidiir. Feynman-Kac teoreminin ispatim bir sonraki
boliime birakarak, (17.38) denklemindeki yol integralini Riemann toplami
olarak yazarsak,

o 0] 00 [> <]
Wg(z,t,20,0) = lim (47!'D6)_(N+1)/2/ d:cI/ dzs...... / dzyn
0 —00 —o0

N—00,6— —00

1 &N N
X exp {——— (Tj41 — T5)% — EZ V(zj,t;) p (17.40)

4D¢ = =

olacaktir. Burada

= (17.41)
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olarak alinmigtir. Ustel fonksiyondaki birinci terim (17.34) homojen denk-
leminin ¢bziimil olacaktir. Ustel fonksiyondaki ikinci terimi de

4
N ’
exp {-eZV(mJ:J,J)} (17.42)
J=l L4
N ) 1. X
— L f Zg2 .t —
- 1—5j2=;V(xJ,t])+2s ;;V(m,,tJ)V(xk,tk)

geklinde olarak agar ve z tizerinden integralini alirsak,
Wg (.'l:, t, .’Eo,to) = W(:E,t, Zo, to) (1743)

N oo
—52/ dz;W(z,t,z5,;)V (x5,t)W (25,5, o, to)
j=17/-o
1 NN oo
rge S [ f
T j=lk=1Y "> -
xV(zk, te)W (zk, te, To, to) + ...

o0

dzW(z,t, 25, t)V (x4, t;)W(zj, t5, Tk, tk)

buluruz. Burada ¢ — 0 limitinde £3; — ftto dt; olacaktir ve (1/k!)’ler

de €*’lar sifira gideceklerinde ihmal edilebilirler. Ayrica, (17.43) ifadesinde
zamanlar

to <tp <tgemnn. <t

geklinde siralanacaklarindan, bu siralamay: takip etmek i¢in yukaridaki
denklemde W yerine Wp alirsak, Wg’de asagidaki gibi bulunacaktir:

WB(.’E,t, zo,to) = WD(.'E,t,Io,to) (17.44)

o0 o0
—/ d:c’/ dt'Wp(z,t,2',t')V(z',t"\Wp(z',t', 20, t0)
-0 -0

o0 [o o] o0 [o o]
+/ da:'/ dt'/ d:c"/ dt"Wp(z,t, 2/, t\W(' " Y\Wp(z', ¢/, ", t")
—00 —00 —00 - 00
xV(z" t"YWp(z",t", o, t0) + ... .

Bu ise, (17.37) integral denkleminin tekrarlama yontemi ile pertiirbatif bir
¢oztimildiir. Wg(z,t,zg,%0) artik denklemin sag tarafinda yer almamakta.
ve bu ¢6ziim (17.39) baglangig sartini saglamaktadir.

17.4 Feynman-Kac Formiiliiniin Cikariligi

Bu béliimde

Wg(z,t,zo,0) = /

C[z()yo;m:t]

dyx(T) exp {— /Ot dSV[:L‘(T)]} (17.45)
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olarak verdigimiz Feynman-Kac formiliiniin gikariigimi, Bir bagka deyisle;

2
8WB(za’tta x,’t,) __1)a WB(aIB,;,xl,tl) = —V(m)WB(ZE,t,IL",tl) (17.46)
e

denklemini (17.39) baglangig sart1 ile saglayan
Wg(z,t, Zo,to) = WD((IJ,t,.’Eo,to) (1747)
00 t
- / do’ / AW Wp(z,t,o )V (@, ¢ )Wa(@', ', 20, to)
—00 0

denklemi ile aynm1 oldugunu gosterecegiz.
Oncelikle Feynman-Kac formiiliiniin (17.14) ESKC iligkisini sagladigim

gosterelim:

/ dz,Wg(z,t,%s,ts)Wa(Zs, ts, 0, 0) (17.48)
Z8,

= /_: dz, /C[zo,o;z,,t,] d,z(T) exp {— /0s dTV[z(T)]}

y /C o dwx(T')exp{—— / td’r'V[x(T’)]}.

burada z,, tsanindaki ve = de ¢t amdaki konumu géstermektedir.

Clzo,0; zr,tr; 7, t] ifadesinin, (zo,0) noktasindan baglayip (zr,t;) nok-
tasindan gegtikten sonra (z,t) noktasinda son bulan bitiin yollarn goster-
digi anlayis: ile yukandaki denklemin sag tarafim

/_ de,, /[zo,o;m,,t,;x,q do(T) exp {_ /ot dTV[z(T)]} (17.49)

t
=/ dyz(T) exp{-—/ dTV[:L‘(T)]} (17.50)
C|[z0,0;,t] 0
= Wz(z,t,z0,0) (17.51)
seklinde yazarsak,

o0
/ dz,Wg(z,t, s, ts)Wa(Zs, ts, T0,0) = Wg(z,t, z0,0) (17.52)

—00

olarak Feynman-Kac formiilintin ESKC iligkisini sagladigim goriirtiz.
(17.21) ve (17.22) nolu denklemlerin yardim ile Feynman-Kac formiliiniin
t — 0 limitinde

liI%WB(fE, t, 29,0) — 6(z — xo) (17.53)
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baglangi sartim sagladifim gérirtiz. Feynman-Kac formiilitndeki fonksiy-
onel ise,
s'

{ / em'/ z(T)]} (17.54)
= 1—/ dr (V[.’L’(T) exp{ / dSV[x(S)]})

esitligini saglar. Bunun dogrulugu her iki tarafin da titrevi alinarak kolayca
gorilebilir. Biittin siirekli z(s) yollan igin bu esitlik dogru olacagindan, her
iki tarafinda Cl[zo,0; z,t] yollar1 tizerinden Wiener 8lgtimil ile integralini
alirsak,

/C[zo,o;x,t] duw(7) exp {_/Ot dTV["’(T)]} (17.55)
- /C'{zo,o;z,t] (7

_ /C s dyz(T) /0 : dr <V[x(‘r)] exP{— /0 - dsV[z(S)]})

bulunacaktir. Sagdaki ilk terim (17.46) denkleminin homojen kismmin ¢8zi-
mil olacafindan W (0,0, z,t) ve t > 0 olacaginda da Wp(zo, 0, z, t) yazanz.
Ikinci terim ise, iistel olarak azalan fonksiyonlarin integrallerini icerdigin-
den yakinsaktir. Dolayis ile ikinci terimde integrallerin sirasini degistirerek,

/C oy Bl /0 il (V[z(S)] exp{— /0 : dTV[:I:('r)]}) (17.56)

-/ ‘s / (o) [V{x<s>1exp -r arvil}]

- /0 "4 /_ : dz, /C - [V[x(s)] exp{— /0 ad’rV[x(’r)]}:l,

- /0 s /_ : dz,Via(s)] /C o el [exp{— /0 adTV[.’E(T)]}]

X / dyz(T),
Clza,tsiz,t)

t o5]
= / ds/ dz,V{z(s)|[Wa(xs, ts, ©0,0)Wp(z, t, 2, ts)
0 —00
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yazariz. Bu sonucu (17.55) ve sonra da (17.45) denkleminde yerine koyarsak,
t
W (,t,70,0) = / Sy exp { = / dTV[.’I:(T)]} . a7
Clz0,0;z,t] 0
= Wp(z, t, 7o, 0) (17.58)

00 t
—/ dz'/ dt'Wp(z,t, 2, t )V (z',t\Wa(z,t, zo, t0)
—oco 0

seklinde Feynman-Kac formiilil ispatlanmig olacaktir.

17.5 Bloch Denkleminde V(z)’in Yorumu

Bloch denklemi olarak bilinen
OWs(z,t, zo,t0) D82W3(x,t, Zo,to) _
ot 0z2 =)
denklemin,

-V(z)Wg(z,t,zoto) (17.59)

Wa(,t, z0,t0)l,—,, = 6(z — z0) (17.60)

baglangig sart: ile ¢6ziimiiniin Feynman-Kac formiili olarak

Wg(z,t; 2o, t0) = /c[a.-o,to;z ; dyz(T) exp {— /t: V[.’L‘(T)]dT} (17.61)

seklinde verildigini gérmustik. Bu denklemde V fonksiyonu tam anlam ile
potansiyel olmamakla birlikte problemde var olan dig kuvvetlerle yakindan
ilgilidir.

Akigkanlar mekaniginde tek boyutta F(z) gibi bir dig kuvvetin varhginda
Brown hareketi yapan bir parcacigin olasihik dagihiminin sagladig: denklem

8W(x, t; xo,to) 32W(.'L‘ t; :Eo,to)
ot Oz?

olarak verilir. 7 , stiritklenme hiz: ile dogru orantili olarak artan siirtiinme
kuvvetindeki siirttinme katsayisidir. Bu denklemde,

F(m) (17.62)

W (z,t; o, to) = exp {2%1) mF(:z:)} Wz tizot))  (17.63)
o

seklinde bir ¢tziim denersek W(x, t; zg, to) i¢in ¢vzilmek iizere

aw(“’; t; xo,to) il D62W(:I:, t; Zo, tO)

5t 508 = V(a)W(z,t;z0,t0)  (17.64)
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denklemi bulunacaktir. Burada

F?(z) + 1 dF(z) (17.65)

V(z)= m  dz

477?D

olarak tammlanmigtir. (176 denkleminin ¢tziimiinii Feynman-Kac for-
miilil olarak alirsak, (17.62) denkleminin ¢oziimii de

1 T t
W(z,t; zo,t0) = exp {— de(:z:)} / dyz(7) exp {— V[z(r)}d‘r}
277D Zo C[ﬂ:o,to;z,t] to
(17.66)
olarak bulunur. Wiener 8lgiimii (17.25) kullamlarak da bu denklem

Wz, t; z0, t0) = / dx(r) (17.67)

C[mo,to;m,t] T=tg Vv 4w Ddr
X expd —= zsz()—i " 2% " drv
*\2mp L, T ap f, V" ) = /to TV [2(7)]

geklinde yazilir. Son olarak da

T 1
/ doF(z) = / driF(z) (17.68)
Zo to
esitligini kullamlarak
dz(T)
W (z,t; zo,t =/ —t 17.69
0) Clzo,to;z,t] T=tg vd4rDdr ( )

xexp{%iD /t:d'r(:bF(x) —5 /t:driz('r)— [:drv[x('r)] }

L[ o _da(r)

W(z,t; zo,to =/ ex {-—— drL{z(T } _aT\T)
7 Jotutuns ™ TS, TH gﬂ/m
(17.70)

yazabiliriz. Bu denklemlerde

1 o 1 dF
4772DF + %E (17.71)

Viz)=

ve

2
Liz(r)] = (.’z i %) 4920 (17.72)
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olarak tanimlanmiglardir.

Gorildiigu gibi, ne V(z) tam olarak parcacigm potansiyel enerjisi, ne
de L[z(7)] Lagrange fonksiyonudur. D — 0 limitinde Brown hareketine
neden olan dalgalanmalar ortadan kalkacaktir. Bu durumda iistel fonksi-
yonun argiimanindaki integralin katsayis: sonsuza gideceginden (17. 70) yol

integraline sadece
t F 2
dr (:c - —) =0
/t ; n (17.73)

kosulunu yani,

dr F
— —-—==0 (17.74)

dar 1n

denklemini saflayan yol katkida bulunacaktir. Bunu mz = —nz + F(z)
hareket denklemi ile kargilagtirirsak, kiitlesinin ihmal edilebildigi durum-
larda, F(z) dig kuvveti ile —nz stirtiinme kuvvetinin etkisinde hareket eden
bir parcacifin deterministik hareket denklemi oldugunu goriiriiz (Pathria,
sayfa 463).

Diftizyon sabitinin sifirdan farkl oldugu durumlarda ise, ¢8ztim yol integ-
rali olarak

Tt s dz (1)
exp{ ——-— | drL{z(T } —_—
Clzo,to;x,t] { 4D to [ ( )] H vdnDdr

W(x, t, xo,to) = /
T=lg
(17.75)

seklinde verilecektir. Bu durumda (zq,tp) ve (z,t) arasindaki biitiin yol-
lar integrale katkida bulunurlar. (17.75) denkleminden gtriilmektedir ki,
W (z,t,zg,t0) propagatdrine her bir yol exp {—;1—15 ftto drL{z()) } agirhg
ile katkida bulunmaktadir. Dogal olarak en biiyiik katki birbirine yakin
agirlikta yollarin kiimelendigi yerlerden gelecektir. Bu yollar ise, listel fonksi-
yonun argiimanindaki integrali ekstremum yapan, yani
t
6 | drLjz(1)]=0 (17.76)

to
kosulunu saglayan yollar olacaktir. Bu yollar da

oL_d,_ oL
0z  dr'0(dz/dr)’

olarak verilen Euler-Lagrange denkleminin ¢6ztimleridir. Bu noktada tekrar
vurgulamak gerekir ki; L[z()] Brown hareketi yapan parcacigin tam olarak
Lagrange fonksiyonu degildir. Ilgingtir, V() ve L[z(7)] gergek yorumlarma
ancak yol integralleri Schrédinger denklemine uygulaninca kavugacaklardir.

17.77)
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17.6 Yol Integrallerini Hesaplama Yéntemleri

v
_ngtv,t) ;2 w(z,t) =

denkleminin propagatériiniin, /

—V(z)w(z,t) (17.78)

W(z,t; zo,t0) = N/ exp{ z (T)dT—/ V[x(’r)]dT} Dz(r)
:!:o,to,z t] D
(17.79)
olarak verildigini gérmiistiikk. Bu ifade aym1 zamanda da Wiener 8lgiimil

cinsinden

W (z,t; zo,t0) = N exp {— tt V[:c(r)]d’r} dyz(r) (17.80)

Clzo,to;z,t]

seklinde yazilabilir ve d,,z(7) ise,

z(T) =exp{ ———= x t d:z:(’r)
dyz(T) p{ *(r )dr} TI_IO TeDd (17.81)

olarak tanimlanir. F[z(7)] olarak verilen herhangi bir fonksiyonelin C[zg, to; , t]
yollar1 iizerinde ortalamasi ise,

V[:z:(r)]d’r} dyz(r) (17.82)

to

(Flatol)o = [

C[Eo,to;z,t]

Fla(r)] exp {—

olarak bulunacaktir. Burada Cf[zg,to;z,t], (zo,to) noktasindan baglayip
(z,t) noktasinda biten biitiin sirekli yollar tizerinden integral alinacak
demektir. Bu integrallerin alimig tekniklerini gdrmeden, (17.80) ifadesine
seklen bakildifinda var olan bir problemden s8z etmeden gegemeyiz. Bu
ifade de biitiin C[zo, to; z, ] yollan siirekli olmakla birlikte Brown hareke-
tinin dogasi geregi zik zak yapmaktadirlar. Herhangi bir Brown parcaciginin
zamanla merkezden uzaklagmasina bakarsak,

(z?) = /_: dzw(z,t)z? (17.83)
t
=G (17.84)

bulunacaktir. Buradan da t siiresi icinde parcacigm kat edecegi yol /(z2) =
v/t ve her hangi bir noktadaki hiz1 da

) t
lim Vvt — 00 (17.85)
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olacaktir. Dolays: ile (17.79) propagattriindeki integralde yer alan z her
t degeri icin tamimsizdir. Ancak, (17.80) veya (17.81) ifadelerindeki integ-
raller V(z) > ¢, —00 < ¢ < 00 igin yakmnsaktir. Burada W(z,t, o, o)
her zaman sifirdan bilyiik degerler alan bir fonksiyondur. Olasiik dagihim
yorumuns, uygun olarak da ESKC denklemi (17.14) ile

/ dyz(t) =1 (17.86)
Clzo,to;z,t]

normlama kosulu saglanmaktadir. Ozetle: (17.80) propagatériine olasiik
dagihim olarak bakildiginda, (17.78) denkleminin Brown yollar iizerinden,
V(x) potansiyeline bagh uygun bir agirhk dagilimu ile yol integrali olarak
ifade edilmig sekli olacaktur.

Brown hareketinde yollarin zik zak yapmasi canh hiicrelerin madde aligve-
risinde vazgecilmez bir ozelliktir. Fraktal teoride Brown pargacifimn yollar
2-boyutlu egrilerdir. Fraktaller, diferintegraller ve yol integralleri arasinda
var olabilecek iligkiler ise, aragtirmacilarin yogun ¢ahstiklar: konular arasin-
dadir.

17.6.1 Zaman Dilimleri Yéontemi ile Yol Integrali Hesabs

Flz(1)] olarak verilen bir fonksiyonelin Wiener sl¢timi ile yol integralini
bulalim. Sekil (17.3)’de z(7) ile gésterilen yolumuzu N zaman dilimi i¢inde

x A

SEKIL 17.3. Zamanda dilimler yénteminde kullanilan yollar.

In(7) olarak gdsterecefimiz dogru parcalan ile yaklagik olarak gosterelim:
Int)=zt)==z;, 1=123.,N (17.87)
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Bu demektir ki; verilen bir z(r) fonksiyonu ve herhangi bir kiigiik ¢ sayis1
icin,

Jz(r) 5 In(T)| < € (17.88)
olacak gekilde her zaman 7’dan } 4gimsiz bir N = N(g) sayist bulabiliriz.
Bu sartlar altinda diizgiin fonlgs’Ljrononeller de

|Fla( ~ Fin ()]l < 6(6) (17.89)
kosulunu lim._.¢ §(¢) — 0 olacak gekilde saglayacaktir. {x(7) hakkindaki
biitiin bilgiler z; = z(t1),......,ony = z(tn) degerlerini iceren sette ola-
cagindan, F[ly(7)] fonksiyonelini de

F[lN(T)} = FN(IL'l,IL‘z, ..... o :EN) (1790)

olarak yazabiliriz. Bu da

< / du(r) | Fla(r)] = (21,22, s 2)]
C[0,0;
< /C 00 dyz(r)é(€),
S 6(6) d’wx(T)a
Cl0,0t]
< e (17.91)

demek olacaktir. N = 1,2,3...., i¢cin, Fn(z1,z2,.....,2n) fonksiyon seti,
F[z(r)] fonksiyonlarina yaklagan bir Cauchy seti olugturacagindan uygun
bir NV sayisi igin de
/ dyz(T)Fn(z1, 22y ooy TN) (17.92)
C[0,0;t]

= d:ﬂl dIEN

= —_—... Fy(zi,x9,....., T
00 \/47!"Dt1 \/47I'D(tN—tN_1) N( b2 N)

N
1 (:L‘i - xi_1)2
x —_—— e e———
exP{ 4D ; ti— ti1
integrali, agagidaki yol integralinin hesaplanmasi i¢in kullamlabilecektir:

/ doz(r) Flz(r)] (17.93)
Cl0,0:]

(o]

lim dzy dzn
N=oco J_oo +/AwDt;  \/47D(tn — tn—-1)

N
1 (:L‘,; - 2:,;_1)2
xexp{ 4D21 S £,
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Her iki ydntem arasindaki fark, verilen bir € i¢in uygun bir N{e) sayis1 segil-
erek 6(€)’dan kiigitk tutulabilecektir. Bu ySntemle fC[0,0;t] dwz(7)Flz(T)]
olarak verilen Wiener yol integrali, (17.92) denklemi ile verilen N boyutlu
bir integrale doniigecektir.

17.6.2 ESKC Bafintiss ile Yol Integrali Hesabs

Bu yontemi F[z(7)] = () olarak verilmis bir fonksiyonelin [0, t] arahfinda
kosulsuz Wiener 8l¢iimii ile yol integralini hesaplayarak gosterelim. 7, [0, ]
araliinda herhangi bir zamandir. ESKC bagmtisim kullanarak

fC[xo 044 dyz(7)z(r) integralini,

/ duz(r)e(r) (17.94)
Clzo,05t]

oo oo
- / do / i / duz(r) duz(r),
—o0 —00 Clzo,0;z+,T] Clz+,1iz,t]
00 %
e / d:c,.zT/ dwm(T)/ dm/ dwz(T),
—00 C[:EQ,O;IET,T] -0 C[z.r,T;z,t]

/ dz,z, / dyz(T) dyz(T)
—00 C(z0,0;z+,7] Clzr,Tit)

seklinde yazabiliriz. Son integralin degeri (17.27) denkleminden dolay1 bir
olacagindan, (17.24) ve (17.22) denklemlerini kullanarak da

/ dwz(T)z(r)
C|zo,05t]

. / d:l:—,—il)-,—W(.’L'T,T, -'L'O’O)v
)
. (x'r - xO)z }

0 1
= /_ N dz zr T exp { =T
=z (17.95)

buluruz.
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17.6.8 Sonlu Elemanlar Yaklagymu ile Yol Integrali Hesabu

Yukarida hesapladigimz Fxz(7)] = z(7) fonksiyonelin yol integralini bir de
(17.17) formiild ile hesapldyalim:,
i

/ dya(r)e(r) (17.96)
Cl[z0,05t] 'i’
= ® ﬂ z (xq' — Ti 1)
,/47rD(t —tz_ <1D(t; -t,_l)

oo I—1

(-7"1, - z1,—1)
/ \/m / H \/47rDA { Z 4D(t —ti_1) }

o N dz; (zz x;_)
T Boan & ], o

=l+1
x (:III - :L‘Q)2
d o) 17.98
ooV /InDy exP{ 4Dt } (17.98)
= (17.99)

o]

Bu hesapta 7 zamanimin #; zaman diliminde yer aldif1 varsayilmgtir. Daha
karmagik fonksiyoneller ise, (17.92) formtilii yardimn ile hasaplanabilir.

17.6.4 ’Yar Klasik’ Yontemlerle Yol Integrali Hasabu

Diftizyon sabitinin sifirdan farkh oldugu durumlarda Bloch denkleminin
propagatdriiniin,

t
1 dz (1)
W(z,t,xo,t =/ exp{ dTL:r:T } —
( ) Clzo,t0;z,t] 4D l=(7)] T1=_!o v4rDdr
(17.100)
olarak verildigini gérmiistiik. Dogal olarak bu integrale en biiyik katki,
Euler-Lagrange denklemi olan

oL d oL

8z d—T[a(d:r/dT)] (17.101)

denkleminin ¢tztimlerinden gelecektir. 'Klasik’ ¢tziimler diyecegimiz bu
goztmleri z.(r) ile gosterelim. Bu gozlimler aym zamanda da [ LdT in-
tegralini ekstremum yapan yani,

5 / Ldr =0 (17.102)

kogulunu saglayan yollardir. Ancak unutulmamalidir ki, Bloch denkleminde

V(z) tam olarak potansiyel olmadi gibi, L'de Lagrange fonksiyonu degildir.
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Aymi sekilde, (17.102) denkleminde [ Ldr integrali de klasik fizikte S[z(7)]
ile gosterilen aksiyon degildir. Bu ifadeler ancak Bloch denklemi ile biiyiik
benzerlik gosteren Schrédinger denkleminin yol integrali formiilasyonunda
ahgageldifimiz anlamlarina kavugacaklardir. Bu ytizden Bloch denkleminin
¢ozlimlerinde ’klasik’ kelimesi tirnak icine alinmgtr.

Diftizyon sabitinin S fonksiyonelinden ¢ok kigiik (D/S << 1) oldugu
durumlarda (17.100) denkleminin ¢8ztmd yaklagik olarak

W (z,t; zo, to) ~ ¢(t — to) exp { 41D dTL[:L‘c(T)] } (17.103)

geklinde yazilabilir. Dalgalanma carpani olarak da bilinen ¢(t—to) garpa-
nimn bulunugu yol integrali konumuzun digindadir. Ancak, asagidaki iki
drnekte bu garpanin ortaya cikigim ve bazi durumlarda bulunusunu gére-

cegiz.

Ornek (17.1) fC[Zo 0:z,) qw®(T) integralinin bulunmasi: W(z,t,xo,0)
propagatdriinil yar klasik ytntemle bulmak i¢in

L dx(r
W(z,t,x0,0) = /C[xo,o;z,t] exp {——-1— dri’ }T—O \/‘%
(17.104)
yazalim. Bu durumda Euler-Lagrange denklemi
Ze(1) =0, 2,(0) ==z, z(t) =z (17.105)
olacaktir. Céziimii de
zo(T) = 20 + %(x — %) (17.106)

olarak verilir. z.(7) yolundan sapmayi z(r) = z.(7) + 7(7) seklinde
n(t) ile gvsterirsek, ug noktalarda n(7)

n(0) =n(t) =0 (17.107)

degerlerini alacaktir. n(7) cinsinden propagatér de

1t
W(z,t, z9,0) =exp{—:13 4 dri’ } (17.108)

¢
1 _an(r)
X exp dT n+2z }
/c[o,o;o,t] { 4D ( ) H o VarDdr
olacaktir. Burada hatirlamak gerekir ki, z(7) yollan Euler-Lagra.?ge
denklemini saglamak zorunda degildirler. f; dri.7) = kjﬂln(f)lo =
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kosulunu verdiginden, ¢(t) fonksiyonu da

x4 na 1
t) = 17.114
4 = 7= (17114
) olarak bulunacaktir. Sonucta,
(x0' 0)
I . W(z,t,20,0) = exp{—M} (17.115)
> 5 > T VanrDt 4D¢
. olur. Bu 6rnekte ’yan klasik ’ ybntem tam bir cevap vermigtir. Daha
karmagik problemlerde ¢(t — tp) garpammn bulunmasinda zamanda
dilimler yontemi kullanilir. Bu 6rnekte ayni zamanda da (17.24) ifade-
sinden (17.22) ifadesini to = 0 i¢in agik olarak ¢ikarrmg olduk.
. ) * . Ornek (17.2)¢(t)’nin zamanda dilimler yéntemi ile hesab1: Bir én-
SEKIL 17.4. ”Yan klasik ” ySntemde yol ve sapma fonksiyonu. ceki drnegimiz pek cok hesabin prototipini olugturdugundan,
|
0 olacagindan (17.108) denklemini de | . i
1t b(t) = / exp {——1— / dT'i)z} 11 _dn(r)_ (17.116)
W(z,t,29,0) = exp {_ZB dri, } (17.109) C[0,0,0,¢) 4D Jo = VrDdr
0
N / i {_i ¢ d'r7'72} ﬁ dn(T) integralini bir de zamanda dilimler ytntemi ile bulahm. [0, ¢] arahgim
C[0,0,0,1] 4D = VArDdr
. ti—tic1 = 17.117
olarak yazarz. £, = (z — zg)/t olarak 7’dan bagimsiz olacagindan, { t 1 ¢ " ( )
sag taraftaki yol integralinin carpam da : = WNED i=1,2,...,N+1
. W+D
expd—— [ dri’ 17.110 '
p{ 4D Jo * } ( ) olarak (IV + 1) esit araliga bolersek, (17.116) integralini de
= op {_L (2 = 20)’ }
D ¢ o) = lm —— (17.118)

im
olarak kolayca bulunur. N—c0,e=0 [\/4m De] V41

I N
1
t t _ . ~m)2
/ - {_i / arif VT dn(r) (17.111) x / dny / AMgeveneee / anexp{ iDe .E_ (i1 — ) }
C[0,0:0,¢] 4D J,, { =0

o VAxDar
integrali sadece t’ye bagli olacagindan ¢(t) ile gostererek propagatorit geklinde yazabiliriz. Ustel fonksiyonun argitmam (—1 garpam diginda)
W(z,t,z0,0) = ¢(t) exp {—g%%igﬁ} (17.112) LN
seklinde yazariz. Propagatdriin olasihk dagilimi yorumu | 4De ;(m“ " 77,-)2 (17.-119)
/_ : oW (z,t,70,0) = 1 (17.113) | : | f: XN:% Ak

k=1 l=1
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geklinde kuadratik bir ifade olacaktir. Ag; ise, N x N matris olarak,

2 -1 0 0 . . 0
21 21; 1 0 .. . 0
0 -¥ 2 -1 0 .. 0
a=L A (17.120)
De 1 04, 0 -1 2 -1 0
0 . .. 0 -1 2 -1
0 e v .. 0 -1 2

seklinde yazilabilir (g = 7y, = 0). Artik,

N N
/d’r]l /dn2 ....... /an exp {— ZanAkm,} (17.121)

k=11=1
integralinin degeri lineer cebir ydntemleri ile(prb.5)

N N
/d7h/d"12 ....... /anexp{—ZanAkml}

k=1 i=1
N
_ (VanDe)" (17.122)
v det AN

olarak bulunacaktir. Son kolonu kullamlarak Ax’in determinantimn
saglyacag tekrarlama bagintisim da

det Ay =2det Ay_1 —det Ay_o (17.123)
gseklinde yazariz. ilk iki N degeri icin det Ay

detd; = 1, (17.124)
detd, = 3 (17.125)

olarak bulunur ve bunu N — 1 igin
det Ay_1 =N (17.126)

seklinde genellestirirsek, (17.123) tekrarlama bagintisim kullamlarak
det Ay’in degerini

det Ay = N +1 (17.127)
olarak buluruz. Bu da bize ¢(t) fonksiyonunu,
(1) = (V4nDe)N
"~ (V4rDe)N+1/N +1
1

VdarDt

(17.128)
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olarak verecektir.
(17.116) integralini bir bagka hesaplama y&ntemi ise, 5 integrallerini

tek tek
o0
/ dnexp {—a(n —n')% - b(n —n")*}
-0
1/2
> L . ab 112
= [a+b] exp{ a+b(n n") (17.129)
formiilitnii kullanarak almaktir.

17.7 Kuantum Mekanigi ve FeynmanYol Integrali
Yaklagimi

17.7.1 V(z) =0 Oldugu Durumlarda Schrédinger Denklemi

to aninda xp noktasindan Brown hareketine baglayan bir pargacik icin
diftizyon denkleminin propagatriiniin

W (z,t, z, to) = —1—_exp{_—(fL°)2} (17.130)
VArD(t — to) 4D(t — to)

olarak verilirdigini ve lim¢_,;, W(z, t, zo,t0) — 6(z — o) simr gart1 ile
BW(z, L, zOvtO) _D82W(.’L‘,t,xo,t0)
at o Ox?

denklemini sagladigim gérmitigtiik. W(z, ¢, zg, o) propagatoril ayni zamanda
da Wiener yol integrali olarak

(17.131)

W (2,1, 20, t) = / duz(r) (17.132)
C[:l:o ,to ;:L',t]

seklinde ifade edilebiliyordu. Bu integralde C|zo, to; , ], (=0, to) noktasm-

dan baglayip (z,t) noktasinda biten biitiin stirekli yollar1 gdstermektedir.

Wiener sl¢timtl olarak bilinen d,,z(7) ise,

| e N dz;
dwx(T) = exp {—E b z (T)dT} r[l \/Tﬁ (17133)

olarak verilir.
Kuantum mekaniginde kiitlesi m olan serbest bir parcacik igin Schrédinger
denklemi

0¥(z,t) 262\11(35,1‘,)
ot  2m  Ox?

(17.134)
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olarak verilir. Bu denklemin propagatérit K(z,t,z’,t’) ise,
OK(z,tx',t') _ dh O?K(z,t,z',t')
ot L 2m Oz2

denklemini saglayacakijr ve (ac";fw;:’ ) noktasindaki ¢oziim bilinirse, (z,t) nok-
tasindaki ¢ziimii de v

(17.135)

U(z,t) = / K(z,t, 2, )0 ¢')dz’ (17.136)
seklinde bulmamiz: saglayacaktir. Difiizyon denkleminde
th
— 17.137
D—on ( )

donfigtimiinti yaparsak Schrédinger denklemini bulacagimizdan, propagatd-
rini de (17.8) denkleminde aym donilgiimii yaparak

M} (17.138),

1
———————exXp<{ ——

seklinde kolayca yazabiliriz. .

Bu ifade matematiksel olarak dogrudur ve Schrédinger denkleminin prop-
agatoriidiir. Ancak, bu noktada sorunlar ve farkhliklar ortaya c¢ikmaya
baglayacaktir. Difiizyon denklemini ¢dziimlerinin Brown pargacifinin (z,t)
noktasinda bulunma olasiligim verdigini s¢ylemistik. Bu yorumla uyumlu
olarak da olasilik dagilimi oldugunu styledigimiz

K(z,t,z',t') =

1 (z — 20)? }
W(z,t,zo,tp) = ————exp{ ——< 17.139
(= hh20to) 7 s p{ 4Dt — o) S
propagatorii,
/ dzW (z,t,z0,t0) =1 (17.140)

normlama kogulunu saglamaktaydi. Schrédinger denkleminin propagatorii
olan K(z,t,z',t') ise, istel fonksiyonun argiimaninda ¢ sayis1 oldugun-
dan (—o0, 00) arasinda salmimlar yapar, dolayis: ile normlanamaz. Bu da
aslinda ¢ok gasirtic1 gelmemelidir. Ciinkii; Schrodinger denkleminin ¢dziim-
leri olasilik dagilimindan daha temel ve daha g¢ok bilgi iceren olasihik gen-
likleridir. Olasilik dagilimim veren ise,

o(z,8) = Uz, )T (z,1) (17.141)
= |\I/(.'L',t)|2

fonksiyonudur. p(z,t) ise, her zaman sifirdan biiyitk ve reel olan Gauss
dagilimidir ve normlanabilir.

17. GREEN FONKSIYONLARI ve YOL INTEGRALLERI 413

Schrodinger denkleminin propagatérii de aym gekilde yol integrali olarak
yazilabilir mi? Aymi gekilde (17.118) denklemlerinde D — A dsniisiimiini

2m
yaparsak,
K(@t,2,¢) = / dpa(r) (17.142)
Clz! t';z,t]
4 t 1 ‘ N )
drz(T) = exp {—Z-/ =ma’(r)dr H . (17.143)
b Ji, 2 i—1 1/ 28 rdr
= m

bulunacaktir. Burada dpz(r) Feynman oélgtimii anlammdadir. Feynman
tarafindan ilk defa verilmis olan bu tanimda problem, Wiener yol integra-
linde integralin yakinsamasim saglayan iistel fonksiyonun argiimann ¢ sayist
ile garpildig i¢in salimmlar yapmasindan kaynaklanmaktadir. Problemin en
sik ¢oziimlerinde biri ise, Schrédinger denkleminde zaman koordinatinin
kompleks alt yar1 uzayda da analitik olmasina dayanmaktadir. Boylece
kompleks ¢ diizleminde —m/2 gibi bir dénme yapar ve ¢t koordinati ye-
rine (17.135) denkleminde —it yazarsak, D = % ile difiizyon denklemi
elde edilecektir. Artik (17.142) yol integrali, Wiener integrali olarak alina-
bilecek ve sonra da tekrar reel zamana dénillerek Schrédinger denkleminin
propagatérii (17.138) seklinde elde edilmis olacaktir.

A kompleks ¢ diizlerni

Y

//t
—it

SEKIL 17.5. Kompleks t-diizleminde —7 kadar bir dénme.

17.7.2 V(z) # 0 Oldugu Durumlarda Schrodinger Denklems
Etkilegsmelerin oldugu durumlarda Schrédinger denklemi

dU(z,t) _ ih 8*W(z,t)
8t = 2m 0Ozx2

V(@)¥(z, ) (17.144)



414 17. GREEN FONKSIYONLARI ve' YOL INTEGRALLERI

seklinde olacaktir. Burada ¢ — —it dSntiglimini yaparsak,

0¥(z,t) h 62¥(z,t) 1
—-a—t— = -2_'!—71:_87 - iV(x)\IJ(.’E,t) (17.145)

olarak Bloch denklemi bulunaci_g.k’tu. Feynman-Kac teoremi kullarularak da
bunun propagatérii bulunup t’?krar reel zamana gegilirse,

K(z,t, w0, to) = / {dpx(T)exp{—% [ d’rV[:c(T)]} (17.146)

Clzo,to;z,t]
veya
N ot
dz; .
K(z,t,z0,t0) =/ H ——.z exp {%/ [—;-mxz('r) - V(x)} d‘r}
Clzo,to;z,t] j21 %’nd’r to

(17.147)

bulunur. ik defa Feynman tarafindan verilmig olan bu propagatér yardim:
ile Schrédinger denkleminin ¢oztimit de

U(o,t) = / K(z,t,2,¢)U(, ¥)dz’ (17.148)

olarak verilir. Kuantum mekanigine Schrédinger ve Heisenberg yaklagim-
larindan sonra ithal edilmig olan bu formitlasyon, bugiin modern kuantum
mekaniginin temeli olmugtur. (17.147) propagatoriint

N
dz;

K(z,t,0,to) = /C [%‘to;z’t]g\/—%_ﬁexp{%su(r)]} (17.149)

olarak yazarsak, Bloch denkleminin aksine S[z(r)],

Sla(r)] = /  Lia(r)ar (17.150)

to

seklinde klasik sistemin aksiyonu ve L{z()] de klasik sistemin Lagrange
fonksiyonu olacaktir:

Lia(r)] = [%mfc?(r) - V(z)] ) (17.151)

17.7.3  Kuantum Mekaniginin Feynman Formiilasyonunda
Klasik Limit

Feynman yol integrali formiilasyonunda Schrodinger denkleminin propa-
gatdriintin

N
d.’lt.,;

K(x’t’xo’t"):/ ———exp{isz’r } 17.152
C[xo,to;z,t]g\/g-;’rn_i_Tm_ h [z(7)] ( )
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geklinde verildigini gérduk. Burada dikkat geken, Feynman yol integralinde
Euler-Lagrange denklemini saglayan klasik yollar ile birlikte, C (%o, to; z, t]'nin
(2o, t0)’dan baglayip (z, t)’de biten her tiirl siirekli yolu kapsadigidir. Klasik
fizik limitinde

h—0 (17.153)
olacagindan, yol integralindeki

S { %S[z(T)]} (17.154)

terimi qilgin gibi sahnimlar yapacaktir. Bu durumda integrale ana katk
salinimlarim en aza indigi yollardan gelecektir. Dogal olarak da en glcla
katkmimn S[z]'i ekstremum ve 6zellikle de minimum yapan yollardan gelmesi
beklenir. Bu durumda, ¢ok sayida yol birbirine yakin agirhikta olarak integ-
rale katkida bulunacaktir. Bu yollar da klasik hareket denklemi olan

—(==)Z e 0 (17.155)

Euler-Lagrange denkleminin ¢tztimleridir. Ancak, bu denklemin ¢8ztimleri
genelde S([z]’i ekstremum yapan yollan verecektir. Pek ¢ok durumda ise,
bu minimum olacaktir (Morse & Feshbach sayfa 281).

Yol integrallerinin néron aglarna uygulamalarinda oldugu gibi baz du-
rumlarda sistemin birden fazla minimumu ya da maximumu olabilir. Bu tiir
sistemler zaman zaman kendilerini lokal minimum ya da maximumlarda bu-
labilirler. Bu durumlarda sistemin arzu edilen global minimuma ulasmasi
milmkiin olacak midir? Olacaksa bu nasil ve hangi kosullarda olacaktir?
Bunlar ve bunlar gibi pek ¢ok ilging soru potansiyel aragtirma konularidir
ve yol integralleri ybnteminin ashnda daha kat edecegi ¢ok yol oldugunun
kanmitidir.

17.8 Feynman Faz Uzay1 Yol Integrali
Schrodinger denkleminin propagatériiniin
N 3 t
d(lli 1 1 .2
K(z,t,zg,t =/ ——ex {—/ [—mx T—V:E]d’r}
o= [l e (i [ [0 -ve

(17.156)

seklindeki ifadesi, Lagrange fonksiyonunun 7" — V olarak yazilabildigi du-
rumlarda kullamigh olmakla birlikte, serbest hareket eden relativistik bir
pargacigin Lagrange fonksiyonu olan

L(z) = —moc®{[1 — 52— (17.157)
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érneginde oldugu gibi durumlarda ise, kullamgsizdir. Bunun igin 1951 y1ilinda
Feynman geklen,

!
A tlI

K(¢"t",¢\t') =N / exp {h’/ [pg — H(p,q)] } dtDpDg  (17.158)
olarak gosterebilecegimiz faz uzay: yol integralini verir. Burada integral
t € [t/,t"] araliginda ¢”(t") = ¢” ve ¢'(t') = ¢’ noktalarinda sabitlenmisg
olarak g(t) yollar iizerinden alinacaktir. p integralin ise, aym ¢ arabfinda
ama lizerinde hicbir siurlama olmadan alinacaktir.

Daha 6nceki rneklerde oldugu gibi, bu integrali pratikte uygulanabilir
bir duruma getirmek icin faz uzay 6rgissii i¢inde ¢ € [t',t”] zaman arahigim

t” _ tl

oy (17.159)

geklinde N + 1 zaman dilimine ayrrsak,

K(q”, t”, q/, tl)

. N
. 7 1
= 213(1)/ ------ /eXP {(ﬂ) ; [Pt+1/2(¢11+1 ~q)—e€eH (Pt+1/2, §(¢Iz+1 + m))] }
T Pz H dg. (17.160)
=0 2mh =1

olacaktir. Burada gn41 = ¢ ve go = ¢ hari¢ biitiin ¢ ve p lizerinden
integral almacaktir. Heisenberg belirsizlik prensibine gére momentum ve
konum aym noktada kesin olarak belirlenemeyeceginden, momentum deger-
leri py41/2 seklinde zaman dilimlerinin ortalarina denk gelecek gekilde alin-
mgtir. Burada p tizerinden bir fazla integral alinmaktadir. Bu da propa-
gatdriin,

K(q’”,t’”, q,,t,) — /K(q”l,t”,,q”,t”)K(q”,t”,q,,tl)dq” (17161)

olarak verdigimiz ESKC bagintisim saglamasi gsartindan kolayca gorilir.

17.9 Momentumun Kuadratik Oldugu Durumlarda
Feynman Faz Uzay1 Integrali

Faz uzayinda propagatordeki iistel fonksiyonu (17.160),

1
exp J( [Pz+1/z(f11+1 —q)—€H (Pz+1/2, 5 (a + qz))] }
l 0
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seklinde yazmigtik. Momentumun

2
H(g,p) = 5’;—n +V(g,t) (17.162)

olarak yazilabildigi durumlarda bu fonksiyon,

§l 2
exp {( )Z [Pz+1/2(611 q-1) _ Pz;z/? -V (%(qz + q,+1),tz>}}

(17.163)

olacaktir. Ktgeli parantez icindeki ifadeyi kareyé tamamlayarak da bunu
da
7 N (@—qi-1) 2 m (—qi-1) 2
exp (—)Ze 2m pz+1/2— € m) +3 ( € ) }
h 1
=0 V (3(@+ qr1), 1)
(17.164)

seklinde yazabiliriz. Bunu (17.160) denkleminde yerine koyar ve momentum
integralini alirsak propagattr

K ”,t”, I,t,— ].1 i
(¢",¢%,4,t) —»0N—»oo1/—27rhz—H/ [21rh ]e"p{hs}

(17.165)
olacaktir. Burada S,

S = IZT:‘IE[ (M)z_v(%(qz+qz+1),t,)} (17.166)

olarak verilmigtir. Stireklilik limitinde

Sld = L = [m (@-a)) 1
[q] - e—»O,IIVn—voo;E E —6_— -V E(ql+ql+1)’tl

tll
. . 1
S[q] = / dtL[q) q1t]a L[qu)t] . quz . V(q,t) (17167)
t/

olarak verilen klasik aksiyon olacaktir. Bir bagka deyisle; Faz uzay: yol
integrali standart Feynman yol integraline déniigecektir.

Ornek (17.3) Serbest pargacik igin propagatér: Serbest parcacifin
propagatdrii Feynman faz uzay: integrali olarak

~ ~ 1 t 2
K(z,t,20,t,) = N DpDa:exp{i/ [pd:— p—]}dT
Clzo,te;z,t] h to 2m
(17.168)
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geklinde yazilir. Momentum iizerinden integral ahndiktan sonra bu
da

~ : : v 1 t
K(z,t,z0,t,) = N . D:cexp{if lm:i:z}d‘r (17.169)
Clagitoiz,t] h to 2

olacaktir. Bu integral ¢ —-{—it ddniigiimil ile Wiener integraline gevrilip
alindiktan sonra, tekrar reel zamana gegilerek propagatér

1 i m(z — 2)°

K(z’tva;to) = exXp

(17.170)

geklinde bulunacaktir.
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17.10 Problemler

1. (17.8)'de verdifimiz olasihk dagilumnin (17.11) normlama kogulunu
sagladifini gosteriniz.

2. Asaghda verilen denklemin dogru oldugunu her iki tarafin da ttirevini
alarak gtsteriniz:

exp {— /D t d’rV[m(T)]}
- 1- /0 “ar (V[a:(T)]exp{— /0 ’ dsV[x(s)]}).

3. (17.64) denkleminde V(z)'in

1
42D

1 dF(z)
2 N
Fé(z) + o do

V(z) =

geklinde tanimlandiim gosteriniz.

P F0R0) T Dt — to) 4D(t — to)
propagatériiniin ESKC bagintisim sagladifim gosteriniz.
5. Boliim (17.3) de verilen

WB(.’I:, t) xO;tO) = W(x)t; Zo, tO)

N [o o)
—EZ /_oo dz;W(z,t,;,t5)V (2, t; W (z;,t;, %0, t0)

j=1
1 ) N N 00 o)
+'2—!6 ZZ/ d:l:j/ d:l:kW(.’L‘,t,zj,tj)V(xj,tj)W(.’l:j,tj,xk,tk)
j=1k=1Y "% —°
XV(xk, tk)W(:L‘k,tk, zo,to) + ...
denklemini gikarimz.

6. Asagida

t
W (z,t,zo,t0) =/ dwm(T)exp{—kQ/ drz? }
Clz0,0;2,t] to
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olarak verdigimiz Wiener yol integralinin sonucunun,

W(xv ta Zo, tO) = [t 7 k
2/ Dsinh(2kv/D(t — to)

waip {f_k(ﬁ + 2) cosh(2kv/D(t — to)) — 2zz
' 2v/D sinh(2kv/D(t — tp))

oldugunu ’yar: klasik ’ ytntemle gosteriniz.

N N
/drh/dn2 ....... /anexp{—ZZ'flkAkl”h}

J(1/2)

k=11=1

integralini, reel ve simetrik A matrisini diagonalize ederek gsteriniz.

8. (17.129) formiiliint kullanarak (17.116) integralini aliniz.

9. (17.166) propagatériniin gikariigindaki momentum integralini aliniz.
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SOZLUK

Tiirkceden Ingilizceye

TURKCE INGILIZCE TURKCE II AZERICE
Adim fonksiyonu Step function Pille fonksiyas1
Adjoint operatdr Adjoint operator Qosma operator
Akim Current Cereyan
Akt Flow Axin
Alan Field Saha
Analitik Analytical Analtik
Analitik siireklilik Analytical continuation Analtik kesilmezlik
Ardigik Successive Ardicil
Argiiman Argument Degisken Argumante, deyigen
Asimtotik Asymptotic Asimptotik
Asosiye Associated Iliskilendirilmig
Averaj Average Ortalama Orta
Azimut Azimuth
Bagimh Bounded Bagl, sinirl Serhedli
Basit baglantili Simply connected Sade elageli
Bagslangig sarti Initial condition Baslangi¢ kosulu Baglangig Sartlari
Belirli integral Definite integral Mueyyen integral
Belirsizlik Uncertainty Geyri miieyyen
Bir-e-bir One-to-one Birden-bire Birgiymetli
Birimsiz Dimensionless Olgiisiiz
Birlesme Composition Miirekkeb
Bos fonsiyon Null function Sifir fonksiya
Boyut Dimension Olgii
Brown hareketi Brownian motion Broun hereketi
Cauchy temel deger ~ Cauchy principal value Kosi bag giymeti
Cebir Algebra Cebir
Civarinda Neighborhood Komgulugunda  Qonsu
Cos Cos Kosiniis Kosinus
Cekirdek fonksiyon =~ Kernel Niive
Cok degerli Multiple valued Cox giymetli
Cokdan-bire Many-to-one
Dagilma Association Assosiativ
Dal noktasi Branch point Budaq nokte
Dalgalanma Fluctuation Fluktuasiya
Debi Current density Cereyan Sixligi
Degisen seriler Alternating series Alternatif seriler Alternativ sira
Degisken Variable Degisen
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Degiskenlerine ayirmal Separation of variables

Degisme
Deneme fonksiyonu
Deneyim
Denklem
Derece
Derece
Diferansiyel
Diferintegral
Difiizyon
Direng
Dizi
Dizin
Doga
Dogrusal
Dogrusal cebir
Déniistim
Durgun kiitle
Durum
Diizgiin
Diizgiin akig
Diizgiin tekil nokta
Diizgiin yakinsak
Ekstremum
Entropi
Esasl1 tekil nokta
Esneklik
Eslenik
Espotansiyel
Evren
Evrilme
Eylemsizlik
Eylemsizlik momenti
Fonksiyon
Geciktirilmis
Gelen
Gelisigiizel dolagim
Giden

Commute
Trial function

Experience ) Tecrtibe
Equation 7
Degree . /

Order Mertebe
Differential

Differintegral Tirevintegral
Diffusion

Resistance Rezistans
Column Siitun

Index Indeks
Nature Tabiat
Linear Lineer
Linear algebra Lineer cebir
Transformation Transformasyon
Rest mass Hareketsiz kiitle
State Hal

Regular Regiiler
Laminar flow Tabakal akig
Regular singular point

Uniformly convergent

Extremum Ug

Entropy Devinim
Essential singular point

Elasticity Elastisite
Conjugate

Equipotential

Universe Kainat
Evolution Gelisme
Inertia

Moment of inertia

Function

Retarded Geriletilmig
Incomming

Random walk

Outging

Degisenlare ayirma
Kommutativ
Sinaq funksiya
Tecriibe
Tenlik
Derece
Tertib
Differansiyal
Torintegral
Difftiziya
Miuigarimet
Siitun
Inteks
Tebiet
Xetti
Xatti Cabr
Déniigme
Siikiinet kiitlesi
Hal
Regulyar
Layl herekat
Regulyar singulyar nékte
Bircinsli yigilma
Extremum
Entropiya
Miihiim mexsusi nikte
Elastiklik
Qosma
Ekvipotensiyal
Kainat
Hereket
Inersiya
Inersiya momenti
Funksiya
Gecikmis
Gelen
Tesadiifi dolagma
Geden

Girdapsiz
Global
Gravitasyon
Hal denklemi
Haritalama
Hata fonksiyonu
Hermit operatérii
Integral
Iraksak
Is1
Ifade
ikiden-bire
{lerletilmisg
fletkenlik
Iligki
Indis denklemi
Integral
Integrali almabilir
Integrand
Ise yarar
Jeodezik
Kalan terim
Kaos
Kapasitsr
Kararli
Kararsiz
Kayip
Kaynak
Kesik ¢izgisi
Kesirli
Kesirli matematik
Kisit
Kismi integral
Kismi tiirev
Kompleks say
Konformal
Konsantrasyon
Konum

Irrotational
Global
Gravitation
Equation of state
Mapping
Error function
Hermitian operator
Integral
Divergent
Heat
Expression
Two-to one
Advanced
Conductivity
Relation
Indicial equation
Integral
Integrable
Intergrant
Nontrivial
Geodesics
Remainder term
Chaos
Capacitor
Stable
Unstable
Sink
Source

Branch cut, Cut line

Rational

Fractional calculus
Constraint
Integration by parts
Partial derivative
Complex number
Conformal
Concentration
Position

Devirsiz
Kiiresel

Yer gekimi
Durum denklemi
Génderme

Yazim

Bagint:
Indissel denklem
Tiimlev

Entegrant

Siga

Rasyonel

Pargal integral
Pargal tiirev
Karmagik say1
Ag¢t korur
Yogunluk
Pozisyon
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Dénmez
Global

Yer cazibesi
Hal tenligi
Inikas

Xeta funksiyas:
Hermit operator
Integral
Dagilan

Istilik

Ifade

fleri

Keciricilik
Elage

Indeks tenliyi
Integral
Integrallana bilen
Integral alt;
Trivial olmayan
Cografi

Qalan hed

Xaos
Kondensator
Sabit

Geyri sabit
Itirilen

Menbe

Kesik xett
Rasyonal
Kesirli hesablama
Mehdudiyet
Xiisusi integral
Xiisusi téreme
Komplex say:
Konform
Konsentrasyon
Veziyyet
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Konvolusyon Convolution Harmantama
Koordinat Coordinate

Kovariant Covariant

Kuantize Quantized’ Kuantumlu
Kuvvet Force o

Kuvvet serisi Power series -f/

Kiiresel simetrik Sphefically syp‘l'etric

Kiitle Mass

Lagrange garpan: Lagrange multiplier

Lagrange fonksiyonu Lagrangian Lagranjian
Laminar akig Laminar flow Tabakal: akig
Maksimum Maximum En biiyiik
Matematik Calculus

Matris Matrix

Mesafe Distance Uzakhk, Aralik
Mesafe Elemani Line element Dogru eleman:
Minimum Minimum En Kiigiik
Modifiye Modified Degistirilmis
Modiiliis Modulus Biiytikliik
Momentum Momentum

Monon artan Monotonic increasing Siirekli artan
Monoton azalan Monotonic decreasing Siirekli azalan
Mutlak yakinsak Absolutely convergent

Negatif Negative Eksi
Normlama sabiti Normalization constant

Operatér Operator Islemci
Ortalama mean

Ortalama kék defer  Root mean square (rms)

Olgek Scale

Olgiim Measure

On teorem Lemma

Orgii Lattice

Oteleme Translation Yer degistirme
Ozdeger Eigenvalue

Ozfonksiyon Eigenfunction

Ozgiil 1s1 Specific heat

Parametrize etmek
Parcacik

Parametrization

Particle Tanecik

Biirlime
Kordinat
Kovariant
Kvantlanmig
Qiivve

Gilig sirasi

Sferik simmetrik
Kiitle

Lagranj vurugu
Lagrangian
Layh axin

En boyiik
Riyaziyat
Matris

Mesafe

Xett elementi

En kicik
Yenilenmis
Modul

Moment
Monoton artan
Monoton azalan
Mutleq y1gilan
Negativ
Normallagma sabiti
Operator
Ortalama
Kdkiin ortalama degeri
Mastab

Olgme

Lemma

Qefes
Translasiya
Xiisusi Kiymet
Xisusi funksiyas1
Xususi istilik

Parametrelendirm¢ Parametrize etmek

Zerrecik

Pargals siirekli
Patoloji

Periyot

Pozitif

Propagator

Reel sayi
Regiilarize etmek
Relativistik
Renormalizasyon
Rezidii

Riemann Tabakalan
Rotasyon
Sabitlenmemis 6l¢ii
Sabitlenmis 6l¢ii
Sac¢ilma

Salinict

Sanal say:

Sayisal
Sebep-Sonug

Self adjoint operatdr ~ Self adjoint operator
Seri Series

Set Set

Sikistirilamayan Incompressible
Sinir sart Boundary condition
Sira Row

Siradan tiirev Ordinary derivative
Silindirik Cylindrical
Silindirik Koordinatlar Cylindrical coordinates
Sin Sin

Sinyal Signal

Skalar Scalar

Sonlu elemanlar Finite elements
Sonug Result

Soniimlii salinic Damped oscillator
Stirekli Continuous
Stiriiklenme hizi Drift velocity

Stiriimlii salinici
Siitun

Piecewise continuous
Pathology

Period

Positive
Propagator

Real number
Regularization
Relativistic
Renormalization
Residue

Riemann Sheets
Rotation
Unpinned measure
Pinned measure
Scattering
Oscillator
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Bu kitabin amaci fen ve mithendislik alanlarinda ¢alisacak yiiksck lisans ve dok-
tora 6grencilerinin, meslek yasamlarinda gerekli olacak matematik altyaprsini sag-
lam bir sckildc olusturmalarina yardimer olmaktir.

Kitaptan arastirmacilarin da yararlanmasi hedeflendiginden her bolim  bagimsiz
olarak okunabilccck sckilde konusunun genis bir 6zcti olarak yazilmigtr.

Konular ¢ok genis bir okuyucu kitlesi dastiniilerck dzenle scgilmiy ve ders kita-
binda olmasi gerektigi gibi bir butiinlik iginde sunulmuglardir. Kitabin tarzi, fi-
zik¢i ve miihendislerin matematige yaklagimi dogrultusunda formalizmden ¢ok
kullanima ve uygulamaya yoncliktir. Konular, Matematik yontemlerin ¢ok disip-
linli oluslarini 6n plana gikaracak bigimde orncklerle islenmektedir.

Bu kitap yiiksck lisans ve doktora diizeyinde zorunlu olarak okutulan * Matema-
tiksel Yontemler 1&1 ° dersleri igin uygun ders kitabr ozellikleri tasimaktadir. Ki-
tabin tamami {i¢ yar1 yirlda okutulabilecegi gibi modiler yapist saycesindc isteyen
ogretim dycleri kendi konu bashklarini segerek ileri lisans, yiiksck lisans ve dok-
tora diizcylerinde tck veya iki yart yillik dersler de tasarlayabilir.

Bir onceki baskisina gore pek ¢ok degisiklik ve yenilik igeren bu kitapta, her ge-
¢en giin yeni ve ilging uygulama alanlan bulan kesirli matematik ve yol integ-
ralleri konularinda iki yeni boliim de bulunmaktadir.
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