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Abstract: Analytical comparison of the displacement based and mixed beam finite elements
is carried out in this study. In mixed beam element, three-field variational formulation with
independent displacement, stress, and strain fields is utilized. The open source Matlab©
toolbox called FEDEASLab is used in comparison of the structural systems with displacement
based and mixed beam finite elements. The structural systems that the comparison is made are
cantilever steel column with rectangular cross section and three bay reinforced concrete frame
with several storeys. Iterative and non-itearative solution algorithms are used in the analysis
of the structural systems with mixed elements and the results are compared with the results of
the systems with displacement based elements. As a result, for the systems that the analysis is
performed in this study, it is shown that the mixed elements with iterative method are more
rapid, accurate and robust in modeling of the systems compared to the non-iterative mixed
elements and displacement based elements.

Ozet: Bu calismada deplasman temelli ve karma formiilasyon kiris sonlu elemanlarmin
analitik olarak karsilastirmasi yapilmistir. Karma formiilasyon kiris elemaninda, deplasman,
gerilme ve birim uzama bagimsiz alanli degisimsel formiilasyon kullanilmistir. Deplasman
temelli ve karma formiilasyon kiris sonlu elemanlarmn bulundugu yapi sistemlerin
karsilastirmasinda Matlab© programinda calistirilabilen agik kaynak kodlu FEDEASLab
isimli yardimcit yazilm kullanilmistir.  Karsilastirmanin - yapildigr sistemler sirasiyla
dikdortgen kesitli ¢elik ankastre kolon ve {i¢ aciklikli ve birkag¢ katli betonarme cercevedir.
Karma formiilasyon elemanlarin kullanildig1 sistem analizlerinde iterasyonlu ve iterasyonsuz
¢oziim algoritmalart olmak {izere iki yontem kullanilarak bunlarin sonuglari deplasman
temelli eleman sonuglariyla karsilastirilmistir. Sonug olarak, bu ¢alismada analizi yapilan
sistemlerde, iterasyonlu ¢6ziim yonteminin kullanildigi karma formiilasyon sonlu elemanlarin,
iterasyonsuz karma formiilasyon ve deplasman temelli sonlu elemanlara gére daha hizl,
dogru ve giivenilir sonu¢ verdigi ortaya konarak karma formiilasyon elemanlarin
modellemedeki avantajlar1 gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler:  Sonlu elemanlar, deplasman temelli formiilasyon, karma formiilasyon,
dogrusal olmayan analiz, gergeve elemani

1. GIRIS

Literatiirde yap1 analizinde kullanilan bir¢gok metot bulunmaktadir. Bu analiz metotlar1 ¢cok
genis bir yelpaze teskil etmelerine karsin uygulamadaki kolaylik ve hassasiyetlerine gore
genel olarak Makro Metotlar ve Mikro Metotlar olmak iizere iki ana gruba ayrilirlar. Makro
metotlar mikro metotlara kiyasla daha kolay uygulanabilmelerine ragmen mikro metotlarin
sundugu hassasiyeti tasimazlar. Bu nedenle, yap1 analizi sirasinda analizi yapilan sistemin ve
analiz neticesinde istenen sonuglarin hassasiyeti ve analiz i¢in harcanacak siire géz Oniinde
bulundurularak hangi metodun kullanilacagina dair dikkatli bir sekilde karar vermek gerekir.



Sonlu elemanlar yontemi, diferansiyel denklemlerinin ¢oziimii ¢ok zor ya da miimkiin
olmayan gercek fiziksel problemler i¢in dahi yaklasik bir ¢6ziim sunabilen ve bu yoniiyle
bir¢ok miihendislik alaninda kullanilan bir mikro metottur. Yontemin baslangict 1940’lara
kadar gitmesine ragmen, sonlu eleman terimi ilk kez Clough’un makalesinde geger ve sayisal
mekanikteki ilerlemelere paralel olarak gelisimini siirdiiriir.

Yap1 mekaniginde sonlu elemanlar yontemi, genellikle yapilarin eleman (yerel) ve sistem
(genel) diizeyinde dogrusal ve dogrusal olmayan statik ve dinamik analizlerinde kullanilan bir
mikro metottur. Yontemin altinda yatan temel teori virtiiel deplasmanlar ve/veya minimum
toplam enerji prensibidir. Metodun birgok miihendislik alaninda kullanilmasi nedeniyle teorisi
hakkinda birgok kaynak mevcuttur.

Sonlu elemanlar, deplasman temelli ve karma (melez) formiilasyon olmak tizere iki ana gruba
ayrilir ve hangi elemanin hangi durum i¢in kullanilacagina, analizi yapilan sisteme bagl
olarak karar verilebilir.

Deplasman temelli kiris elemanlari, sistemin matematik modeli iizerinde belirlenen ve
genellikle eleman {izerinde esit araliklarda segilen diigiim noktalarindaki, sistemin yapisal
davranigt da goz oOniinde bulundurularak belirlenen varsayimsal sekil fonksiyonlar
kullanilarak bulunan deplasman degerlerini, bilinye denklemlerini, yiikleme kosullarini,
geometriyi, mesnet kosullarini, vb. kullanarak yapiya etkiyen kesit kuvvetlerini tespit etmede
kullanilir. Kisacasi deplasman temelli elemanlar deplasmanla alakali denge kosullarini goz
ontinde bulundurur. Diferansiyel esitlikler her zaman saglanamasa da diigiim noktasindaki
eleman dengesi her zaman i¢in saglanir. Diferansiyel esitliklerin her zaman saglanamamasinin
neden oldugu olumsuz durum i¢ kuvvetlerin yeterli dogrulukta belirlenememesidir. Clinkii,
deplasman temelli elemanlar kullanilirken diferansiyel denklemlerdeki siireklilik kosullar1 goz
ard1 edilir. Sonuglardaki hassasiyet ve dogrulugu artirmak i¢in diigiim noktasi sayisini ya da
uygulamadaki baz1 kolayliklar nedeniyle genellikle polinom olarak secilen sekil
fonksiyonlarinin mertebesini artirmak gerektiginden, deplasman temelli sonlu elemanlar bazi
durumlar igin yetersiz kalabilir. Deplasman temelli elemanlarin, diyafram ve kesme
kilitlenmesi ve sikistirllamayan ortamlarin analizi gibi durumlar igin yetersiz kalmasi
nedeniyle yakin tarihli aragtirmalar karma elemanlar {izerinde yogunlagmustir.

Karma formiilasyon elemanlar, dogrusal olmayan davranisi, eleman boyunca bulunan kontrol
kesitleri tizerindeki gerilme-birim uzama iliskilerinin entegrasyonundan faydalanarak
modellemeye olanak tanimaktadir. Kiris modelinin sonlu eleman yaklasiminda, deplasman
temelli elemanlardan farkli olarak kesit kuvvetleri (i¢ kuvvetler) i¢in dengeyi saglayan sekil
fonksiyonlar1 ve kiris boyunca kesit deformasyonlar1 kullanilir. Sadece eleman uglarindaki
diiglim noktalarindaki deplasman degerleri yeterli olacagindan, kiristeki deplasman alan1 i¢in
herhangi bir varsayima ihtiyag yoktur. Karma elemanlar degisimsel formiilasyonda sadece
deplasmani1 degil, ayn1 zamanda birim gerilme ve birim uzamanin da kullanmasiyla
deplasman temelli elemanlardan ayrilir. Karma formiilasyon ¢ézlimiiniin en ¢ok bilinen genel
formu Helinger-Reissner ve Hu-Washizu degisimsel formiilasyonlaridir. Kiris, kabuk, plak ve
diyafram gibi elemanlarda kesme kilitlenmesinin 6nlenmesi karma formiilasyon ile
saglanabilir. Deplasman temelli elemanlarda hesaplanan deplasmanlar kilitlenme sebebiyle
gercek degerlerinden daha diisiik bulunabilir fakat karma elemanlar bu sorunu ortadan
kaldirmada kullanilabilir. Buna benzer duruma sikistirilamayan ortamlarin analizinde
karsilasilmaktadir ve bu durumda degisken deplasmana ek olarak basingtir. Bunun disinda
analizlerde daha az karma eleman kullanarak deplasman temelli elemanlarin sundugu
sonuclardan daha hizli ve daha hassas sonuglar elde etmek miimkiindiir.



Karma elemanlarin formiilasyonu ve uygulamalari ilgili literatiirde birgok c¢alisma
bulunmaktadir. Spacone vd. [1] kesme ve donati siyrilmasini ihmal ederek betonarme gergeve
elamanlarin elastik Otesi statik ve dinamik analizinde elemanlardaki moment ve eksenel
kuvvet dengesini saglayan karma formiilasyon kiris-kolon elemani gelistirir. Neuenhofer ve
Filippou [2] gerceve sistemlerin deplasman temelli ve karma formiilasyon sonlu elemanlar
elastik olmayan malzeme davranisi ile analizini karsilastirarak onceki caligmalara nazaran
daha etkili bir durum tespit (state determination) algoritmasi Onerir. De Souza [3] doktora
caligmasinda Neuenhofer ve Filippou’nun karma formiilasyon elastik elemanini daha da
gelistirerek ve elastik olmayan genis deplasmanlart da dahil ederek c¢ergeve elemanlarin
analizinde karma formiilasyonu kullanir. Hjelmstad ve Taciroglu [4] lineer olmayan ¢ergeve
analizinde karma elemanlarin dayandigi varyasyonel prensipler hakkinda c¢alisma
yapmuslardir. Bir diger doktora calismasinda Saritas [5], kesmenin kritik oldugu celik ve
betonarme elemanlar i¢in eksenel kuvvet, kesme ve egilme momentinin birbiriyle etkilesimini
de goz Oniinde bulunduran iki boyutlu gerceve sonlu eleman1 formiilasyonu sunar. Saritas ve
Filippou [6], ti¢ boyutlu plastik malzeme modeli i¢in niimerik algoritma sunar ve algoritmay1
betonarme kiris ve kolonlarda eleman diizeyinde test ederek mevcut deney sonuclariyla
karsilagtirir. Papachridtidis vd. [7], eleman formiilasyonunda Timoshenko kiris teorisini ve
eksenel kuvvet, egilme momenti, kesme kuvveti ve burulmanin birbiriyle etkilesimini g6z
onilinde bulunduran {i¢ boyutlu malzeme modelini kullanarak ¢erceve yapilarin yiiksek kesme
kuvveti altinda kapasitesini karma elemanlar kullanarak inceler. Cok yeni yayinlanan bir
calismadaysa [8], Hu-Washizu fonksiyoneli kullanilarak {i¢ boyutlu bir ¢erceve elemani
gelistirilmis ve bu elemanda her bir diiglim noktasinda {i¢ diiz hareket ve ii¢ donme
hareketinin disinda ek serbestlik dereceleri dikkate alinmis ve nonlineer davranis
modellenmistir.

Yukarda sunulan kaynakcalardan da goriildiigii gibi nonlineer analizler igin karma
formulasyon ¢ergeve elemanlarimin gelistirilmesi ve kullanimi daha da artmaktadir ve bu
modelleme yontemeninin 6zellikle de ¢éziimleme hiz1 ve dogrulugu iizerinde 6zet bir ¢alisma
yapilmaya ihtiya¢ duyulmaktadir.

2. NUMERIK ORNEKLER

Bu boliimde deplasman temelli ve karma formiilasyon sonlu elemanlarin iki farkl sistem igin
karsilastirmas1 yapilmistir. Ilk sistem basit celik ankastre kolon ve ikinci sistem ii¢ 3 agiklikl1
ve 2, 3 ve 4 kath olarak degisen cergeve sistemlerdir. Deplasman temelli ve karma
formiilasyon kiris sonlu elemanlarin bulundugu yap1 sistemlerin karsilastirmasinda Matlab©
programinda c¢alistirilabilen agik kaynak kodlu FEDEASLab isimli yardimci yazilim
kullanilmistir. Takip eden boliimlerde konuyla ilgili detaylar, sonuglar ve sonuglar hakkindaki
yorumlar agiklanmistir.

2.1. Celik Ankastre Kolon

Tabani ankastre olan dikdortgen kesitli celik bir kolon tepe noktasindaki yatay kuvvet
artirilarak yiiklenmistir. Analizler, deplasman temelli ve karma formiilasyon sonlu elemanlar
arasindaki hassasiyet ve giivenirlik karsilastirmasi amaciyla yapilmistir. Bunun yaninda
iterasyonlu ve iterasyonsuz ¢oOziim algoritmali karma elemanlar da birbiriyle
karsilastirilmistir.

Celigin tek eksenli davranisi icin ardisik dogrusal (bilineer) gerilme-birim uzama iliskileri
oldugu varsayilmistir. Analizin amaci niceliklerin kendisinden ¢ok niceliklerdeki degisimlerin
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belirlenmesi oldugu i¢in birimsiz olarak incelenmistir. Kolonun uzunlugu 120, derinligi 15 ve
genisligi 10 birim alinmistir. Celigin elastisite modiiliintin 29000, akma dayaniminin 50 birim
oldugu varsayilmistir. Analizlerde eleman geometrisinin dogrusal oldugu kabul edilmistir.
Kesit, orta nokta integral kurali kullanilarak birkag¢ tabakaya boliinmiistiir. Kiris elemaninin
davranisi, kirig tizerindeki gesitli kesitlerdeki tepkilerin dahil edilmesiyle elde edilmistir.
Kesitlerin yerinin belirlenmesinde Gauss-Lobatto yéntemi kullanilmustir.

Celik kolon boyunca degisik sayida deplasman temelli elemanlar kullanilarak elde edilen ve
kesit iizerindeki tabaka sayis1 5 olarak sabit tutulan analiz sonuglar1 Sekil 1°de verilmistir.
Sekil tizerinde deplasman temelli-DF, eleman sayisi-E, kesitteki katman sayisi-IP olarak
kisaltilmigtir. Analiz sonuglarina gore ¢elik ankastre kolon 6rneginde global davranisi dogru
olarak yakalayabilmek i¢in en az 4 tane deplasman temelli eleman kullanilmasi
gerekmektedir. Sekilde gosterilmemesine ragmen, kesit {izerindeki katman sayisini artirmak
sonuclardaki dogruluk hassasiyetini iyilestirememektedir.

Iterasyonlu ve iterasyonsuz ¢dziim algoritmasi kullanilan karma formiilasyon anlaliz sonuglar
aynt dogrusal olmayan davranisi vermektedir. Gozlemlenen tek fark analiz siiresinin
iterasyonlu analizde, iterasyonsuz analizden daha kisa olmasidir. Sonuglar Sekil 2’de
verilmistir. Sekil lizerinde iterasyonlu karma formiilasyon-FFlter olar kisaltilmistir. Sekle
gore, kesitinde 5 katman kullanilan tek elemanli karma formiilasyon global davranis igin
makul seviyede bir hassasiyet saglamaktadir.

Celik ankastre kolon i¢in DF, FF ve FFlter formiilasyon sonlu eleman analizlerinin ¢6ziim
stireleri Sekil 3’te karsilagtirilmistir. Sekil iizerindeki noktalarin dagilimi dogrusal olarak
yakinsanmistir. Sekilden de anlasilacagi tlizere, FFIter en hizli sonucu veren formiilasyon
olmasina ragmen su da unutulmamalidir ki ankastre kolon 6rnegi i¢in karma formiilasyonda
eleman sayisini ¢ok fazla artirmaya gerek yoktur; ¢linkii tek eleman bile yeterli hassasiyette
sonu¢ vermektedir. Bunun yaninda, deplasman temelli eleman kullanildiginda yeterli
hassasiyet ancak 4 tane elemanin kullanilmasiyla saglanabilmistir. Bu da zaman olarak
diistintildiiglinde karma formulasyona gore 3 kat daha fazla bir siireye tekabiil etmektedir. Bu
sonu¢ da karma formulasyonun giiciinii ve giivenilirligini gosterir.
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Sekil 1. Degisik Sayidaki Deplasman Temelli Sonlu Elemanli Celik Ankastre Kolon i¢in
Taban Kesme Kuvvetinin Tepe Deplasmani ile Degisimi
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Sekil 2. Degisik Sayidaki Iterasyonlu Karma Formiilasyon Sonlu Elemanli Celik Ankastre
Kolon i¢in Taban Kesme Kuvvetinin Tepe Deplasmant ile Degisimi
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Sekil 3. DF, FF ve FFlter ve 5 IP i¢in Analiz Siirelerinin Karsilastirilmasi

2.2. Betonarme Cerceve Sistem

3 agiklikli ve 2, 3, ve 4 katli gergeve sistemlerin analizi yapilarak iterasyonlu ve iterasyonsuz
karma formulasyon sonlu elemanlarin karsilagtirmasi yapilmistir. Kat yiiksekligi biitiin
analizlerde 3m alinmis olup 2 katli ¢ergevenin geometrik 6zellikleri Sekil 4’te verilmistir.



Cercevede kullanilan her kiris ve kolon tek karma elemanla ve eleman boyunca degisen
saylida ve kontrol kesitlerindeki Gauss-Lobatto integral noktalariyla temsil edilmistir. Her
kesit 5 beton katmanina bolinmistiir. Kesit tesirlerini ve tanjant rijitliklerini elde etmek i¢gin
orta nokta integral kurali kullanilmistir. Betonun gerilme-birim uzama iligkilerini tanimlamak
icin dogrusal olmayan tek eksenli malzeme modeli kullanilmigtir. Bu 6rnekte betonun ¢cekme
dayaniminin olmadig kabul edilmistir. Analizlerdeki biitiin kolon ve kiriglerin basing
dayanimi 20MPa, maksimum basing dayanimindaki birim uzama 0.002 ve maksimum birim
uzama 0.008 olarak alinmistir. Donatilar, 0.1% peklesme oranli bilineer malzemeli olarak
modellenmistir. Celigin elastisite modiilii ve ¢ekme dayanimi sirasiyla 200GPa ve 220MPa
olarak alinmistir. Sekil 4’te gosterildigi gibi tepede yatay bir kuvvet uygulanip, tepe diiglim
noktalarina esit olarak dagitilmistir.
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Sekil 5. Dort Katli ve Ug Agiklikli Cergeve Sistemlerin FF ve FFIter Formulasyon i¢in Analiz
Siirelerinin Karsilagtirilmasi

Agiklik basina bir eleman ve degisik sayida kesit katmanina sahip 4 katli ve 3 aciklikli
cerceve sistemlerin FF ve FFlter formulasyon icin analizi yapilarak analiz siireleri
karsilastirilmistir  (Sekil 5).  Sekil iizerindeki noktalarin dagilimi dogrusal olarak
yakinsanmistir. Sonuglar incelendiginde, FF ve FFIter’in her ikisi i¢in de ¢6zlim siiresi IP ile



dogrusal olarak artmaktadir ve FFIter, FF’e gore neredeyse yari zamanda c¢oziime
ulagmaktadir. Ek olarak, FFIter’in ¢6zlim siiresinin kat sayisina gore degisimi de dogrusal bir
seyir izlemektedir (Sekil 6). Sonuclardan anlasilabilecegi gibi ¢6ziim siiresindeki artis,
problemin boyutlarindaki artigla orantili olarak biiyiimektedir ve karma formulasyon
elemanlar g¢erceve sistemler gibi nispeten daha karmasik sistemlerin dogrusal olmayan
davranisi i¢in de hassas ve giivenilir sonuglar vermektedir.
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Sekil 6. FFlter ve 5 IP icin Analiz Siiresinin Kat Sayisina Gore Degisimi

3. SONUCLAR

Bu ¢aligmada iki farkli yapisal sistem kullanilarak deplasman temelli ve karma formiilasyon
kiris sonlu elemanlarinin analitik olarak karsilastirmasi yapilmistir. Analiz sonuglarina gore
karma elemanlar deplasman temelli elemanlara gore daha az eleman sayist kullanilan
durumlarda bile daha hizli ve ayn1 zamanda giivenilir sonuglar verebilmektedir.
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