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OZET:

Bu calismada, yapisal elemanlarin titresim frekanslarinin belirlenmesinde yiiksek dogrulukta sonuglar veren
karma formiilasyon bir Timoshenko kiris elemani sunulmaktadir. Tiretilmesinde {i¢ alanli Hu-Washizu
varyasyonelini temel alan eleman, iki u¢ diigiim noktasi ve her bir diiglim noktasinda alt1 serbestlik derecesine
sahiptir. Kesit kuvvetleri i¢in yararlanilan sekil fonksiyonlari, titresim frekanslarinin tespit edilebilmesi igin
eleman boyunca deplasman degeri kullanilmadan sadece u¢ diiglim noktalarindaki deplasman degerlerinin
kullanilmasinin yeterli olmasina imkan verecek sekilde secilmistir. Sunulan eleman igin gelistirilen tutarli kiitle
matrisi de kendi tiiretim temeli ile uyumlu olarak elde edilmistir. Onerilmekte olan eleman, yapisal elemanlarin
sadece ilk titresim frekanslarmin degil ayn1 zamanda yiiksek dereceli titresim frekanslarinin da biiyiik bir
dogrulukla tespit edilebilmesine olanak tanimaktadir. Bu durum, konsol bir kirisin titresim frekanslarinin,
onerilmekte olan karma formiilasyon eleman, benzer 6zelliklerdeki deplasman temelli eleman ve literatiirdeki
kapal1 form ¢oziimler kullanilarak karsilagtirilmasi yoluyla ortaya konulmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER : Kiris sonlu elemani, karma formiilasyon, Hu-Washizu varyasyoneli, titresim
frekansi

1. GIRIS

Sonlu elemanlar yontemi kullanilarak gergeklestirilen analizlerde yi1gil1 (lumped) ya da tutarli (consistent) kiitle
matrisi kullanilmaktadir. Bina tipi yapilarin dinamik analizinde yigili kiitle matrisinin kullanimi pratik olmasi
sebebiyle tercih edilse de; baca, riizgar tiirbini, niikleer tesisler, barajlar gibi 6zel yapilarda tutarh kiitle
matrisinin kullanim1 daha dogru sonuglar elde etmek agisindan 6nem arz etmektedir.

Bugiine kadar yapisal elemanlarin serbest titresim frekanslarmin tespit edilmesine ve bu yonde modeller
olusturulmasina yonelik birgok ¢alisma yapilmistir. Caligmalarin sayisinin ¢oklugu ve ¢esitliligi goz Oniinde
bulunduruldugunda ve ayrica makalede sunulan calismanin 6ziiyle de uyumlu olarak yalnmizca kiris (cubuk)
elemanlarina iligkin kaynakcaya yer verilecektir.

Timoshenko birbirini izleyen iki ¢alismasinda kesme diizeltmesinin donel eylemsizlikten daha 6nemli oldugunu
ve enine titresimin (transverse vibration) dalga boyunun kesidin boyutlarina kiyasla daha biiyiik olmasi
durumunda her iki etkinin ihmal edilebilecegini belirmistir. Ayrica, dalga boyundaki azalmaya paralel olarak
kesme diizeltme katsayisinin (shear correction coefficient) artmasi gerektigini vurgulamistir (Timoshenko
(1921); Timoshenko (1922)).

Cook, Malkus vd. (1989) yapisal sistemin maruz kaldig1 uyarmanin frekansinin, yapinin en diisiik dogal titresim
frekansinin {igte birinden daha diigiik olmas1 durumunda eylemsizlikten kaynaklanan etkilerin ihmal
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edilebilmesinin miimkiin oldugunu belirtmistir. Bunun yaninda kesme deformasyonu ve donel eylemsizlik
etkisinin yapinin temel titresim frekansindan ziyade yiiksek dereceli titresim frekanslarimin belirlenmesinde
onemli oldugu bilinmektedir (Chopra (2000)).

Huang (1961) calismasinda kesme deformasyonu ve donel eylemsizligin etkilerini konsol kiris elemanda
gostermistir. Cheng (1970) cesitli Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris elemanlarimi karsilagtirarak donel
eylemsizlik ve kesme deformasyonunun yapisal titresimlerin 6zdegerleri iizerindeki etkilerini aragtirmistir.
Tessler ve Dong (1981) ayni etkileri gz oniinde bulundurmalarinin yani sira, ¢aligmalarinda tutarli kiitle matrisi
kullanarak sabit kesitli basit kiris i¢in titresim frekanslar1 sunmustur.

Tutarl kiitle matrisine sahip, sabit kesitli iki ve iic boyutlu deplasman temelli kiris sonlu elemanlarina iligkin
olarak literatiirde bircok ¢alisma mevcuttur (Archer (1965); Przemieniecki (1968); Thomas, Wilson vd. (1973);
Friedman ve Kosmatka (1993)). Kuvvet temelli veya diger bir deyisle karma formiilasyona dayanan kiris sonlu
eleman tiiretimleri agisindan su ana kadar sadece Molins, Roca vd. (1998) tarafindan sunulan Euler-Bernoulli
kiris teorisine dayanan kemer kiris eleman1 ¢alismasi mevcuttur. O calismadaki sayisal analizlerdeyse tarihi
kemer koprii yapilarla ilgili bir sunum yapilmis ve literatiirde ¢oziimleri verilen titresim frekans degerleri ile
dogrulama calismasi gergeklestirilmemistir.

Kapali form ¢oziimleri olarak ise Huang ve Kung (1963) konsol Timoshenko kiris elemani ve normal titresim
modlar1 igin yeni 6zfonksiyon tablolar1 sunmustur. Grant (1978) calismasinda doénel eylemsizlik ve kesme
deformasyonunun, yayili kiitle ve ayrica rastgele yerlestirilmis yigili kiitle de bulunan sabit kesitli kirig
elemaninin titresim frekans: {izerindeki etkilerini arastirmistir. Swaminadham ve Michael (1979) ise serbest
ucunda oldukca agir bir kiitle bulunan konsol kiris i¢in frekans denklemini tiiretmistir. Bir bagka calismada ise
To (1982), serbest ucunda kiitle bulunan ve tabandan titresim verilen konsol kiris elemaninin dogal titresim
frekanslarini, ugtaki kiitlenin agirlik merkezi ile kirisin ucundaki mesafeyi de dikkate alarak hesaplamustir.
Bunun yaninda, ucunda toplanmis kiitle bulunan konsol kirig elemaninin kesit alanindaki degisimi goz oniinde
bulunduran ¢aligma Rossi, Laura vd. (1990) tarafindan sunulmustur. Leissa ve So (1995), elastik malzemeli kati
dairesel kesitli silindirlerin {i¢ boyutlu serbest titresim analizi i¢in bir yontem gelistirmis ve bu yontemle cesitli
sinir kosullarina sahip kirislerin yiiksek titresim modlarinda dahi giivenilir sonuglar elde etmistir. Ayrica, elde
edilen frekanslar, bilinen basit ve daha da gelistirilmis bir boyutlu teorik frekans degerleri ile karsilastirilmigtir.

Bu ¢alismada yazarlar tarafindan daha 6nceden gelistirilmis olan (Soydas ve Saritas (2013)) ve sadece statik
sartlar dikkate alinarak lineer ve nonlineer durumlar altinda dogrulamasi yapilan sonlu kirig karma formiilasyon
eleman1 modelinin serbest titresim 6zelliklerinin tespit edilmesi amaglanmistir. Gelistirilmis olan kiris elemani
ti¢ alanli Hu-Washizu prensibine dayanmakta ve ayrica eksenel yiik, her iki yonde egilme ve kesme ve ayrica
burulma momenti arasindaki etkilesimi yiiksek dogrulukta yakalayabilmektedir. Bu makalede sunulan ¢alismada
ise, gelistirilen karma formiilasyon eleman igin tutarli kiitle matrisinin tiiretimi anlatilacak ve bu eleman
kullanilarak, ucunda yigili kiitle bulunan ve bulunmayan konsol kiris eleman icin literatiirdeki kapali formda
elde edilen teorik degerlerle karsilagtiriimalar sunulacaktir.

2. KiRiS ELEMANININ SERBEST TiTRESIiMi
2.1. Dinamik Denklemler
Bir yap1 elemaninin dinamik tepkisi, deplasman temelli yaklagim kullanilarak kiiciik deplasmanlar i¢in elemana

etkiyen dis kuvvetlerin yaptig1 isin, eylemsizlik, viskoz ve i¢ kuvvetlerin yaptig1 ise esit oldugu varsayimi
yapilarak asagidaki denklem ile temsil edilebilir (Cook, Malkus vd. (1989));
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f suTbdQ + f SuTtdrl + Z sul p; = f 8eTad + suTpii + SuTkgin 1)
Q r i=1 Q

Denklem (1)'de, b elemanin kendisinden kaynaklanan biinye gerilmelerini, t yayili yiiklerden kaynaklanan
gerilmeleri, p; elemanin "n" farkli noktasina etki eden ve genellikle diigiim noktalarina etki eden konsantre
yikleri, € birim sekil degistirmeleri, ¢ gerilmeleri, p malzemenin kiitle yogunlugunu, kq malzeme
sonlimlemesine iliskin bir parametreyi ve () eleman tanim hacmini ve I' eleman tanim sinir1 ya da yiizeyini
gostermektedir. Deplasman alani, u ve onun zamana gore ilk iki tiirevi agsagidaki esitlikte gosterildigi gibi nokta
isareti ile temsil edilmistir.

u=Nu i = N(2%) it = N(w) (2)

Denklem (2)'de, Friedman ve Kosmatka (1993) calismasinda 2 boyut i¢in tiiretilmis sekil fonksiyonlarinin ¢
boyuta uyarlanmasiyla elde edilmis olan sekil fonksiyonlari kullanilmaktadir ve bu fonksiyonlar N ile
gosterilmektedir. Denklem (2)'nin, Denklem (1)'de uygun yerlere yerlestirilmesi ve gerekli diizenlemelerin
yapilmast durumunda asagidaki esitlik elde edilir;

n
su’ [ f BTodQ + f pNTNdQ (1) + f kgNTNdQ () — f NTbdQ — f NTtdr—Zpi =0 (3)
Q Q Q Q r i=1

Denklem (3) kullanilarak, elemanin kiitle m ve soniimleme ¢ matrisleri asagidaki gibi ifade edilebilir;

m= f pNTNdQ; ¢ = f kgNTNdQ 4
QO Q

Eger (4) numarali denklemler Denklem (3)'te yerine konulursa asagidaki esitlik elde edilir;

m@) + c(U) + Tip = Toxe (5)

Denklem (5)'te i¢ ve dis kuvvet vektorleri sirasiyla r;,; Ve T, Olarak asagidaki gibi ifade edilebilir;

n
Fins = f BTodQ; 1oy = f NTbdQ + f NTtdr+Zpi 6)
Q Q r i=1

Denklem (5), eleman1 olusturan malzemenin lineer ya da nonlineer olmasina bakilmaksizin yapilarin dinamik
analizinde kullanilabilir. Eger eleman iizerindeki gerilmeler birim sekil degistirmelerin fonksiyonu ise i¢ kuvvet
vektord, rijitlik matrisi k kullanilarak bulunabilir. Bu durumda Denklem (5) asagidaki sekilde ifade edilebilir;

3
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m@) + c@) + k(@) = 1oy (7

Eger analizi yapilan sisteme etkiyen herhangi bir dis kuvvet ve soniimleme olmadig: varsayilirsa, tiim yapinin
serbest titresim analizi asagidaki ifade kullanilarak yapilabilir;

MU+KU=0 (8)

Bu sekilde elde edilen kiitle matrisi "tutarli kiitle matrisi" olarak adlandirilir; ¢iinkii kiitle matrisini elde etmekte
kullanilan sekil fonksiyonlar1 rijitlik matrisini elde etmek i¢in kullanilan sekil fonksiyonlari ile aynidir. Bunun
yaninda, sekil fonksiyonlarinin kesme deformasyonlarimi ve donel eylemsizlik etkilerini igermesi nedeniyle kiitle
matrisi de belirtilen etkileri ihtiva edecektir. Y1gil kiitle matrisi kullanimi, sistemde mevcut olan kiitleyi digiim
noktalarina toplamasi itibariyle dinamik analiz sirasinda tercih edilebilir ancak bu durumda kesme
deformasyonlar1 ve donme serbestlik derecelerinin ek olarak diisiiniilmemesi halinde donel eylemsizlikten
kaynaklanan etkiler ihmal edilecektir.

Tutarl kiitle matrisi, y1g1l1 kiitle matrisinde ihmal edilen etkileri dikkate alir ve her iki kiitle matrisi de analizi
yapilan sistemin yapisal 6zelliklerine gore tercih edilebilir. Y181l kiitle matrisi, kdsegen matris olmasi nedeniyle
daha az islemle yapisal sistemlerin ¢oziimiine imkan tanir. Donel serbestlik derecelerinin, yigili kiitle
matrislerinden statik indirgeme (static condensation) ile elenebilmesi miimkiin olmasina karsin tutarl kiitle
matrislerinde donel ve Gteleme serbestlik derecelerinin ihmal edilmesi miimkiin degildir (Clough ve Penzien
(2003)). Ancak, koprii, baca, riizgar tiirbini, baraj, niikleer tesis, vb. gibi bazi yap1 tiirleri i¢in y1g1l1 kiitle
matrisinin kullanimi 6zellikle tercih edilmemektedir (Chopra (2000)).

2.2. Tutarh Kiitle Matrisi Tiiretimi

Bu makalede, 3 boyutlu ve Timoshenko Kiris teorisine dayanarak tiiretilen karma formiilasyon kiris elemani i¢in
tutarli kiitle matrisi Molins, Roca vd. (1998) tarafindan sunulan tiiretim yontemi dikkate alinarak elde edilmistir.
Gelistirilen elemanin statik sartlar altindaki tiiretimi ii¢ alanli Hu-Washizu prensibine dayanmaktadir ve detayl
bilgi Soydas ve Saritas (2013)’in ¢alismasinda mevcuttur.

Tutarli kiitle matrisinin tiiretiminde rijit modlardan arindirilmig bir kiris dikkate alinmaktadir. Sol tarafindan
ankastre kiris durumu kullanilarak kesit iistiinde malzeme noktalarinda yogunluk degerlerinden kesit kiitle
matrisi hesaplanmistir. Kesit kiitlelerinin her ti¢ eksen etrafinda olusturdugu etkilerin eleman boyunca yayil
olarak dagildigi da dikkate alinirsa konsol kirisin serbest ucundaki deplasmanlarin hesaplanabilmesi de miimkiin
olabilmektedir. Bu hesaplama yontemiyle eleman ucunda olusan deplasmanlar sonucu, kiris tistiinde herhangi bir
noktada olusacak sekil degistirmeler elde edilebilmektedir. Yani bir nevi deplasman temelli formiilasyonun
dayandigi deplasman enterpolasyon fonksiyonlarinin tiiretilmesi miimkiin olmaktadir. Bu sekilde tiiretilen tutarl
kiitle matrisi deplasman temelli formiilasyondan tamamen bagimsizdir ve tutarl kiitle matrisinin elde edilmesi
kuvvet temelli (karma) formiilasyona dayanmaktadir. Boéylece degisken geometri, homojen olmayan malzeme
dagilimi ve hatta esnek baglantilar iceren durumlar i¢in de tutarhi kiitle matrisinin elde edilebilmesi miimkiin
olmaktadir.

Bu caligmada elde edilen tutarh kiitle matrisinin sabit kesitli homojen kirig durumu i¢in Friedman ve Kosmatka
(1993) tarafindan sunulan kirig elemaninin tutarl kiitle matrisi ile ayn1 oldugu tespit edilmistir.
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3. SERBEST TiTRESIM FREKANSLARININ KARSILASTIRILMASI

Gelistirilen elemanin tutarli kiitle matrisi de kullanilarak, ucunda kiitle bulunan ve bulunmayan konsol kirig
elemanlarin frekanslarinin tespit edilebilmesi {izerine ¢alisma yiiriitiilmiistiir. Literatiirde kapali form ¢oziimleri
sunulan degerler dikkate alinarak, bu ¢aligmada sunulan kirig eleman sonuglari ve Friedman ve Kosmatka
(1993) tarafindan tiiretilen elemanin titresim sonuglari karsilastirilmustir.

Rossi, Laura vd. (1990) ve daha sonra Karnovsky ve Lebed (2000)’in ¢alismalarinda yer verilen katsayilar
kullanilarak belirlenmis olan teorik serbest titresim frekanslari, ucunda yigili kiitle bulunan ve bulunmayan sabit
dairesel kesitli konsol karma formiilasyon (MF: mixed formulation) ve deplasman temelli (DB: displacement-
based) kiris elemanlarinin ilk bes elastik titresim frekanslarinin karsilastirilmasinda kullanilmistir. Analizler
sirasinda MF ve DB kirislerin agikligi boyunca kullanilan eleman sayisi ne = 4 ve 32 olarak alinmistir.

Analizlerde kullanilan elemanin ¢ap1 d=18 birim kabul edilerek elemanin uzunlugu L degistirilmis olup cesitli
d/L oranlar1 i¢in muhtelif frekans degerleri elde edilmistir. Bu sayede kisa ve uzun kiris 6rneklemi elde edilerek
karma formiilasyon ve deplasman temelli elemanlarin teorik frekans degerlerini yakalamadaki basarisi
gosterilmeye calisilmistir. Elemanin malzemesinin ¢elik oldugu ve elastisite modiiliiniin, E=29000 birim,
Poisson oraninin, v = 0.3, kesme diizeltme katsayisinin, k = 5/6 oldugu varsayilmistir.

Asagida sunulan sekillerde, v2 = 1/(A L) ve r? = 0,000001 pratikte Euler-Bernoulli kiris elemanini temsil
etmekte olup uzun kiris durumunu gostermektedir. n ise, konsol kirigin serbest ucunda bulunan ek yigili
kiitlenin, kirigin kiitlesine olan oranini ifade etmektedir (Mw; / Mkiris)- Bu nedenle, n = 0, elemanin ucunda kiitle
bulunmayan duruma tekabiil etmektedir. Analizler sonucunda ilk bes elastik titresim frekans degerleri alt1 farkli
d/L orani i¢in elde edilmis olmasina karsin Sekil 1’deki gosterimlerde karsilastirmalarin daha etkili yapilabilmesi
i¢in yalnizca uzun kiris durumunu temsilen d/L= 0,004 ve kisa kirsi durumunu temsilen d/L=0,40 i¢in elde
edilen ilk bes frekans degerine yer verilmistir.
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Sekil 1. Karma formiilasyon (MF) ve deplasman temelli (DB) elemanlarin
ilk bes titresim frekanslarinin teorik degerlerle karsilastirilmasi

Sekillerden anlasilacagi iizere, karma formiilasyon (MF) elemanin temel titresim frekansini deplasman temelli
elemana (DB) nazaran teorik degere daha yakin bir sekilde elde etmesine karsin her iki eleman da diisiik d/L
orani i¢in konsol kiris agikligi boyunca 4 eleman kullanilmasi durumunda dahi yiiksek dogrulukta sonuglar
vermektedir. Fakat, d/L’yi artirarak kisa kiris durumuna yakinsandiginda DB kiris agikligi boyunca 32 eleman
kullanilmas1 durumunda bile o&zellikle yiiksek titresim modlarindaki frekans degerlerini  diizgilin
yakalayamamaktadir. Buna karsin MF, ayn1 durumda yiiksek titresim modlarinda dahi basarili bir sekilde teorik
frekans degerlerine yakin sonuglar vermektedir.

4. SONUCLAR

Bu ¢aligmada ii¢ boyutlu karma formiilasyon ve deplasman temelli kiris elemanlari kullanilarak ucunda
toplanmis kiitle bulunan ve bulunmayan sabit dairesel kesitli konsol kirigin serbest titresim frekanslar1 bulunarak
literatiirdeki teorik sonuglarla karsilastirilmis olup karma formiilasyon elemanin 6zellikle kisa kirislerin yiiksek
titresim frekanslarimi belirlemede benzer Ozelliklerdeki deplasman temelli elemana nazaran daha basaril
sonuclar verdigi gosterilmistir.

Ayrica bu ¢aligmada gelistirilen elemanin tutarli kiitle matrisinin tiiretimi de gene kuvvet temelli formiilasyona
dayandirilmaktadir. Boylece pek c¢ok farkli kiris elemani tiirleri ig¢in (6rnegin degisken geometri, homojen
olmayan malzemeler v.s. durumlart i¢in) tutarli kiitle matrisinin hesaplanabilmesi miimkiin olabilecektir.
Spesifik olarak sabit kesitli homojen kiris durumu i¢in elde edilen tutarli kiitle matrisinin literatiirde sunulan
tutarli kiitle matrisi ile ayni elde edildigi tespit edilmistir.
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