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Abstract: In this paper, the numerical integration of a class of plastic-damage material
models is presented. The nonlinear evolution equations of the material are solved
through Newton-Raphson method with a sub-stepping strategy. The algorithmic
consistent tangent matrix is formulated both in terms of the stress components in terms
of the principal stress and strain components then transformed to the general reference
system. In order to account for the plane stress conditions, the stress-strain relations of
the 3d material model are then condensed out. This technique is extended to include the
presence of applied pressure or transverse reinforcing steel for a 3d concrete material
model. The proposed algorithms are tested with available experimental data.

Ozet: Bu makalede plastisite-hasar malzeme modellerinin sayisal entegrasyonu
anlatilmaktadir. Dogrusal olmayan malzeme davranisinin gelisimi denklemleri,
Newton-Raphson yontemi ve ¢oziim araliklarinin daraltilmasi stratejisiyle ¢ozlilmiistiir.
Algoritmik tutarl tanjant matrisi asal gerilme — birim uzama sisteminde ¢oziilmiis ve
genel sisteme dondiiriilmiistiir. Diizlemsel gerilme kosullarini elde etmek i¢in 3 boyutlu
gerilme — birim uzama iliskileri uygun kosullara sinirlanmistir. Bu yontemi gelistirerek
yapilardaki enine donatinin varligi da dikkate alinabilir. Son olarak tavsiye edilen
yontemlerin davranisi test edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Plastisite, hasar, algoritmik tutarli matris, sayisal entegrasyon

1. GIRIS

Malzemelerin dogrusal olmayan elastik davranisinin modellenmesinde elastisite
teorisi, plastisite teorisi, hasar mekanigi veya kirilma mekanigi tarafindan sunulan
teoriler ayr1 ayr1 veya birlestirilerek kullanilabilir. Her bir degisik teorinin uygulama
alanlart modellenmek istenen malzemenin ana karakteristik davranisi ile ilgilidir. Ornek
vermek gerekirse, demir gibi metal malzemelerin modellenmesinde plastisite teorisi



giizel sonuglar verir, ancak beton gibi kirilgan bir malzemenin modellenmesinde ayni
teori yetersiz kalabilmektedir. Betonun davranisi eksenel ¢cekme ve basingta birbirinden
tamamen farklidir, ayrica iki eksenli veya ii¢ eksenli yiiklemelerde de durum tamamen
degisir. Betonun basing dayanimi plastisite teorisi ile modellenebilmektedir. Hasar
mekanigi teorisi ise catlaklarin olugmasi sonucu yapist zarar géren malzemelerin
modellenmesinde kullanilmaktadir. Bu teoride basit olarak bir skaler hasar parametresi
D’nin varligr dikkate alinir ([1]). D = 1 malzemenin hi¢ hasar gérmedigi, D = 0 ise
malzemenin tamamen hasar gordiigii anlamina gelir ve etkin gerilme ¢ ile gerilme ©
arasinda iligki s0yle kurulur

6=(-D)s (1)

Literatiirde plastisite teorisi ve hasar mekaniginin karisimi ile degisik modeller
gelistirilmistir ([2], [3], [4]).

Bu makalede beton malzemesi igin gelistirilen plastisite-hasar modellerinin
davranisinin entegrasyonuna yonelik bir ¢alisma sunulmustur. Model davranisi asal
gerilme eksenleri yoniinde ¢oziilmiis ve bunun i¢in genel en yakin nokta projeksiyonu
algoritmas1 kullanilmistir. Ayrica gerektigi durumlarda her bir ¢6ziim adimi malzeme
seviyesinde pargalara boliinerek uyarlamali ara-adim stratejisi kullanilmis ve yakinsama
elde edilmistir. Bu sayede global seviyedeki ¢oziim kolaylasabilmektedir. Algoritmik
tutarli tanjant matrisi asal gerilme — birim uzama sisteminde ¢6ziilmiis ve genel sisteme
dondiirilmiistiir.

Ug boyutlu gerilme — birim uzama iliskilerinin entegrasyonundan sonra elde edilen
sonucun kiris sonlu eleman modellerinde kullanilabilmesi i¢in ii¢ boyutta gelistirilen
iligkiler istline gerekli sinirlamalarin uygulanmasi sarttir. En basitinden bir kiris
elemaninda bulunabilecek diizlem gerilme durumuna uygun gerilme — birim uzama
degerleri saglamak gerekir. Bunun i¢in ii¢ boyutlu bir malzeme modelinin diizlem
gerilme durumuna uygun Ozel olarak tiiretilmis halini kullanmak mimkiindir (J;
plastisite modeli icin [5] ve plastisite-hasar modeli i¢in [6]’ya bakiniz). Bu tiir bir
yaklagimdaki sorun, her bir farkli model i¢in 6zel olarak diizlem gerilme durumunun
tiretilmesi  gerekir. Bu yontem yerine, diizlem gerilme sartinin gerektirdigi
sinirlamalarin  malzeme modeline direk uygulanmasini saglayan bir algoritmanin
kullanilmast ve bdylece herhangi bir iic boyutlu malzeme modelinin doniisiimiiniin
kolayca saglanmasi daha avantajlidir. Bu ¢alismada hem diizlem gerilme durumu hem
de enine donat1 yani etriyenin varlig1 da dikkate alinarak bir algoritma sunulmustur.
Tim gelistirilen algoritmalar malzeme seviyesinde test edilerek dogrulanmaistir.

2. PLASTISITE-HASAR MODELI] iCIN KONTINUM DENKLEMLERI
Plastisite-hasar modelinin tanimi su denklemlerle yapilir
g=e'+¢e’, 6=(-D)5, 6=Cue’, & =im(6,x), k=Aih(c,K) ()
burda €, €°ve &’ sirasiyla toplam, elastik ve plastik birim uzama degerleri; Cy hasarsiz

durumdaki malzemenin elastik rijitlik tensorii, m akis vektorii, k malzeme modelinde

kullamlan parametreleri iceren set ve h da plastisite modiiliidiir. Plastik garpan A
asagida verilen yiikleme-bosaltma durumundan elde edilir

420, F(@©,k)<0 ve AF@G,k)=0 (3)



ve F(o,k) ise kabul edilebilir gerilmelerin hesabinda kullanilacak akma fonksiyonu
veya hasar sinir1 fonksiyonudur.

2.1 Hasar Geligim Denklemlerinin Entegrasyonu

(2) ve (3)’te verilen kontinum denklemlerinin sayisal ¢éziimii parcali bir sekilde
zaman Uzerinde ilerliyerek elde edilir. Bunun icin geriye dogru Euler zaman
entegrasyonu yontemi  kullanarak  kontinum denklemlerini artimsal forma
dontistiirebiliriz ve sonug olarak genel en yakin nokta projeksiyonu algoritmasini elde
ederiz.

Coziim icin Oncelikle #, zamaninda malzeme noktasindaki dogrusal olmayan

davranis1 temsil eden {sn,sf ,Kn} degiskenlerinin bilindigi varsayilir. Bu bilgi ile ¢,

zamanindaki etkin gerilme &, ve hasar degiskeni D, ’yi su sekilde hesaplariz;
6,=C,(¢,~€/) and D,=D(x,) (4)

Burda hasar degerlerini temsil eden parametre seti k, ¢cekme ve basing hasar
degiskenleri kullanilarak su sekilde yazilir K={Kt;r<c}. Cekme ve basing altindaki

hasar fonksiyonlar1 D, ve D, ise tek eksenli malzeme deneylerinden elde edilen
davranisla karsilastirilarak hesaplanirlar.

Denklem (2)’deki plastik birim uzamanin geriye dogru Euler yontemi kullanarak
entegrasyonu ile ¢ ,, zamanindaki plastik birim uzama degerlerini elde ederiz. Elde

edilen bu deger ve €, =¢, +A¢ ifadesinin denklem (2)’deki gerilme — birim uzama

iliskisine yerlestirilmesi ile ¢,,, zamanindaki etkin gerilmeyi elde ederiz

n+l T Y+l n+l

—= __ —deneme —deneme __ p
c c -AAC,m ve o© =C, (:an+1 -’ ) ®))

Bu degerlerin akma fonksiyonuna yerlestirilmesi ile elde edilen sonug eger sifirdan
kiigiik yani F (Ej‘j'{e’”e,l(,,) <0 ise, o zaman deneme degerleri ¢dziim olarak kabul edilir,

davranis elastiktir ve plastik ¢arpan AA sifirdir. Yani ¢,,, zamani igin gerilme ve hasar

—deneme

degerlerimiz deneme degerleriyle aynmidir, 6,,, =6,;," ve K,,, =K, .

n+l
Eger yukarda yazili akma durumu sifirdan kiigiik degilse, o zaman malzeme
degerlerinin entegrasyonu yapilir

K, =K, +Alh (6)

n+l

(5) ve (6)’daki dogrusal olmayan denklemlerin ayni1 anda ¢oziimii ve bu arada akma

durumu F (E K ):0 ifadesinin saglanabilmesi i¢in dogrusallastirma yapmak

n+l% " n+l

gerekmektedir. Bunun i¢in sifira denk gelmeyen artik kisimlari temsilen denklemleri
asal gerilme degerleri kullanarak su sekilde yazabiliriz

Ré = é + Aﬂ’CO m - éji’;eme; RK = Kn+1 - A/l h - Kn; RAl = F (énﬂ ’Kn+1 ) (7)

n+l

burda éo asal eksenlerdeki hasarsiz elastik rijitlik matrisidir ve Lame parametresi A,
ve kesme modiilii G kullanilarak su sekilde yazilir



A, +2G A, A,

C,=| 4  A4,+2G A (8)
A A, A, +2G

(k)

n+l

(7)deki R(x)=0 ve x:[ém K

degerinden baslayarak dogrusallagtirma yaparsak asagidaki artimsal giincelleme
iliskilerini elde ederiz

T
A/q denkleminin ¢Ozimii i¢in X

xFD =x® L Ax  with Ax=-J'R(x") ®

burda J denklem (7)’nin Jacobian matrisidir ve sOyle yazilir

I.+A2C, om, AIC, om, C,m
o6 ’ ok
J= oh VAL (10)
oK
{aF/ac} (oFjox)" 0

I matrisi, boyutlari asal gerilme vektoriiniin boyutu 76 =3 veya malzeme parametre
sayisl nK olan birim matrisdir.

Denklem (9)’daki ¢oziime baslamak i¢in ilk deger olarak asagidaki vektorii alinir ve
arttk kismin normu belli bir toleransdan kiiciik oluncaya kadar iterasyonlar £ ’dan
k +1 e devam ettirilerek ¢oziime ulasilir.

énJrl(O) A;riall
=k, =] k, [ [R&x*")|<TOL (11)
AL 0

Eger belli bir iterasyon sonrasinda denklem (11) verilen toleransin altina diigmiiyorsa, o
zaman verilen birim uzama vektorii kiigiiltiilerek denklem (9) tekrar ¢6ziiliir. Sonug
olarak uyarlamali ara-adim stratejisi dedigimiz yolu izleyeraki global ¢6ziim iizerinde
rahatlama saglariz.

2.2 Hasar Diizeltme Adimi

Hasar gelisimi denklemlerinin entegrasyonundaki son adim olusan hasarin gerilme
hesabina katilmasi ile olur. Bu calismada dikkate alinan plastik-hasar modellerinde ¢

n+l

zamanindaki hasar degeri D ve gerilme o, ¢,,, zamanindaki malzeme parametreleri

and etkin gerilme ¢ degerlerinin fonksiyonlaridir. Bu yiizden hasar diizeltme adimi ve
2.1 altbdliimiinde sunulan plastik diizeltme adimi birbirlerinden tamamen ayridir. Sonug
olarak asagidaki iliskileri yazabiliriz

D _D( n+1) (1 Dn+1) n+1 (12)



2.3 Algoritmik Tutarlh Tanjant Matrisi

Tutarh tanjant matrisi denklem (1)’in t,+; zamaninda birim uzamaya gore tiirevinin
alinmasi ile elde edilir
ds,, _ dD,, dk,

— n+l 1 D
d8n+| 6n+l dK d8 ( n+l )

ds,,,
O 13
" (13)

n+l n+l

Yukardaki denklemin sag tarafindaki tiirevlerin hesabinda iki farkli yontem
izleyebiliriz. ilk yontemde asal eksenlerdeki ds,.,/dé,, degerini hesaplayip sonra
danﬂ/dsnﬂ

olarak {i¢ boyutlu referans ekseninde hesaplayabiliriz. Bu makalede sadece ilk yontem
anlatilacaktir.
Denklem (7)’nin ¢oziimii ile artik kisim yakinsamis olur ve su iliskiyi yazabiliriz

degerini hesaplayabiliriz. Ikinci ydntemdeyse ds,,/de,, degerini direk

dénﬂ éodénH dé/ﬁ—l éé ¢ éodénH
J dKrH—l = Onx = dKrH—l = é‘x e o Onx,l (14)
dAa 0 dAA e o o 0

Denklem (14)’te sagdaki iliskide Jacobian matrisinin tersinin sadece kullanilacak olan
kisimlar1 yazilmig, geri kalan kisimlar ise koyu nokta isareti ile gosterilmistir. Etkin
gerilmenin ve malzeme parametrelerinin birim uzamaya gore tiirevini denklem (14)’den
elde ederek, ii¢ boyutlu malzemenin asal eksenlerdeki tutarli tanjant matrisini yazariz

dD

s —:}C (15)

dé " dk

n+l n+l

—ml {(1—1),”1)56 -c

Asal eksenden li¢ boyuttaki referans eksene gecis icin [7]’de tavsiye edilen yontemi
kullanabiliriz

A A

d 3 3 d" +
G, zzzdz: m,'m, + D, ZZH —G, J(mABTmAB +mABTmBA) (16)

A=1 B#A

burda m, etkin gerilmenin 6zvektorleri v, kullanilarak su sekilde hesaplanir

T T
m,=v,v,, m,=v, v, A#B a7

Tekrarlayan ozdegerler oldugu zaman bunlara hafif bir degisim verilir ve istenilen
hesaplama yapilir. Alternatif olarak, (éB -5, ) /(sB -¢,) ifadesi 6(33 -5, ) /6§B olarak da

hesaplanabilir.

3. UC BOYUTLU MALZEMENIN KiRiS ELEMANI DUZLEMINE AKTARIMI

Kolon veya kiris betonarme elemanlarinda bulunan enine donatinin varligin1 dikkate
alarak beton ile donat1 arasinda y ve z yonlerinde denge iliskisini tam bag oldugunu
varsayarsak sdyle yazabiliriz

i
R c +p fvz 0



burda p, ve p, enine donatinin kesit alanina gore sirasiyla y ve z yonlerindeki
oranlaridir. f, ve f_ ise enine donati malzemesinin y ve z yoniindeki gerilme
degerleridir.

Yukardaki denklemin y ve z yonlerinde baslangi¢ €, birim uzama degerlerinden
dogrusallagtirilmasi ile bu yonlerdeki giincelleme iligkisini elde ederiz

Ae .
|:C2222 + pyEvy Cos }{AS”} _ _{Ry,o} B |:C2211 Coi szn} Ay (19)
Cisn Ciy +p.E, | A, R, Cin G Gy Ayxy

Xz

burda malzeme tanjant matrisinin bilesenleri Ao, =C,Ag, i¢in sayisal gosterim

{1,2,3} ve harfli gésterim {x, y,z} degisimli kullanilmstir.

3.1 Kiris Elemant i¢in Malzeme Rijitlik Matrisinin Elde Edilmesi

Uc boyutlu malzeme modelinden elde edilen denklem (16)’daki tutarli tanjant
matrisinin herhangi bir kiris sonlu elemaninda kullanilabilmesi i¢in matrisin
boyutlarinda ayarlamanin yapilmasi gerekir. Kirig elemaninda i¢ aktif gerilme o, ,0,,

xx 2
ve o degerlerinin oldugunu ve geri kalan gerilmelerin sifir oldugunu varsayarsak,

sonu¢ olarak kiris elemani kesidi iizerindeki herhangi bir malzeme noktasinda
kullanilacak K, rijitlik matrisini elde ederiz (detayl tiiretim i¢in [8] e bakiniz)

Cllll C1112 C1113 C1122 C1133

-1

Cpy + P E, C c,. C., C

km = C1211 C1212 Cl2l3 - C1222 Cl233 {|: 2222C¢ g i C 1233 E :|j |:C2211 C2212 C2213:| (20)
C C C C C 3322 3333 pz vz 3311 3312 3313

1311 1312 1313 1322 1333

4. PLASTIK-HASAR BETON MALZEME MODELINDE UYGULAMA

Uygulama i¢in [4] tarafindan gelistirilen plastik-hasar beton malzeme modeli
secilmis ve akma fonksiyonu daha 6nceden tiiretilen Barcelona modelidir ([3]).

F(E):i(afl +Jﬁ+ﬁ<émax>)—c 1)

Bu denklemde etkin gerilme tensérii kullanilmistir. 7, = #r(c), J, =5 :5/2 olmak iizere

§ deviatorik etkin gerilmedir. & cebirsel en biliylik asal etkin gerilme ve

max

<x> = (|x| +x)/2 ise Macaulay parantez fonksiyonudur. Kohezyon parametresi ¢ basing

altindaki kohezyondur ve k malzeme parametrelerine bagli bir fonksiyondur. o,
eksenel ve iki-eksenli basing altindaki davranisin akma dayanimi £y ve f»y degerlerinden
elde edilir. f#, malzeme parametreleri k ‘nin fonksiyonudur ve bu iliski ¢ekme ve
basing kohezyon degiskenlerine baglidir. Burda kisaca agiklanan tiim bu degiskenlerin
daha detayl agiklamalari i¢in [4]’e bakiniz.

Denklem (6)’daki plastisite modiilii h ile malzeme degiskenlerinin gelisimi
hesaplanir



r(é)ft(/ct)/gt 0 0
0 0 (l—r(é))fc(/cc)/gc

burda f; ve f. ¢ekme basing dayanim fonksiyonlaridir ve sirasiyla x, ve x. malzeme

(22)

parametrelerine baghdir. g, =G,/L, ve g. =G, /L, degerleri sirastyla cekme ve basing
hasar1 sirasinda harcanan tiim enerjiyi temsil ederler; G, ve G. ¢ekme ve basinca karsilik
gelen kirilma enerjileridir; L, ve L. ise ¢ekme ve basing icin malzemenin tipik
uzunluklaridir. Tipik uzunliklarin kullanimi sayesinde sonlu elemanlar yonteminde

objektif sonuglar elde ederiz. Denklem (22)’de r(o) su sekilde yazilir
3 3
7©)=0 eger6=0; r(G)= Z(éi > / Z\éi\ diger hallerde (23)
i=1 i=1

Denklem (2)’deki akma vektorii m, plastik potansiyel fonksiyonunun etkin
gerilmelere gore tiirevinin alinmasiyla elde edilir. [4]’teki ¢caligmada Drucker-Prager
fonksiyonu kullanilmigken bu c¢alismada Drucker-Prager fonksiyonunun hiperbolik hali
kullanilmustir.

® = \|(pf, tany )’ +37, +(ta§‘”j1‘l (24)

burda y genisleme agisi, f,, hasarsiz durumdaki eksenel ¢ekme dayanimi, p ise

denklem (24)’deki asimptota yaklagim hizini belirleyen parametredir.
Hasar degiskeni D’nin hesab1 i¢in [9]’daki iliski secilmistir.

D=1-(1-s5,D.(x))(1-s.D,(x)), 0<s,s, <1 (25)
D, ve D. degerleri ¢ekme ve basing altindadaki hasarla ilgilidir ve su sekilde

hesaplanirlar

dy /By

D, :1{(1](”%—\/1+ax(2+aN)KN) Ne{rcl (26)

Ay

burda a,, b, ve d, parametreleri model davramsinin ¢ekme ve basing altindaki
davranis1 temsil edebilmesi i¢in kalibre edilir. Denklem (25)’deki s, ve s. ise asagiya

yazilmistir

s, =1-wr@) 0<w <l s =l1-w(I-r@) 0<w<I 27)

......

temsil eder.

4.1 Malzeme Davranisinin Testlerle Karsilastiriimast

[10]°da ¢ekme ve [11]de basing deneylerinin sonuglari ile kullanilan beton malzeme
modelinin eksenel davraniglart bu kisimda karsilagtirilmistir. Malzeme modelinde
Poisson oram1 0.18, basing altinda iki-eksenli ile tek eksenli akma dayanimi orani
fro/ foo =1.2 almmustir. Cekme deneyini karsilastirmak igin, hasarsiz elastik modiilii



olarak E,=3.1x10*MPa, en biiyiik gekme dayanimi ft' =3.48 MPa, ¢cekmede kirilma
enerjisi G, =40 N/m, tipik malzeme uzunlugu L, =82.6 mm olarak kullanilmistir.

Basing deneyini kargilastirmak iginse, £, =3.17x10*MPa, en biiyiik basing dayanim
f =-27.6 MPa, basing altindaki kirilma enerjisi G, =5690 N/m, tipik malzeme

uzunlugu L. =82.6 mm olarak kullanilmstir.

Karsilastirma igin denklem (18)’deki iliskinin donatisiz hali kullanilmig ve ii¢
boyutlu malzeme modelinin gerilme — birim uzama degerlerinden tek eksenli davranisa
ulagilmistir. Sekil (1)’deki deney sonuglart ile olan karsilagtirmanin da gosterdigi gibi
gercekei beton davranisi elde edilmistir.

4
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Strain g, x10* Straine “10°
Sekil 1. Tek eksenli deneyler ve malzeme modelinin karsilastirmasi (sol: cekme, sag: basing)

5. GELISTIRILEN ALGORITMALARIN YAKINSAMA DAVRANISI

Bu makalede gelistirilen algoritmalarin yakinsama 6zelliklerini ¢alismak i¢in normal
ve kesme gerilmeleri yaratacak bir yiikleme kosulu olusturulmustur. Bu yiiklemede,
normal ve kesme birim uzamalar1 arasinda periyodik olarak y, =0.5¢  iligkisinin ve

malzemede diizlem gerilme durumununun oldugu varsayilmistir. Herhangi bir deneyle
karsilastirma olmadig1 i¢in malzeme parametrelerinin belirtilmesine gerek yoktur.
Yiikleme sonrasinda elde edilen normal gerilme — birim uzama iligkisi Sekil (2)’de
verilmistir. Bu sekilde malzeme modelindeki rijitlik kayb1 ve plastik birim uzamalarinin
varlig1 agikca goriilmektedir.

Denklem (7)’nin ¢oziimiinde 10" tolerans kullanilinca ¢dziim sirasinda olusan artik
kisimlar Tablo (1)’de sunulmustur. Genel en yakin nokta projeksiyonu algoritmasi 3-4
iterasyonda yakinsamaktadir. Plastik-hasar beton modelinin yakinsamasi ¢ogunlukla
kareliye yakindir. Geriye dogru Euler yonteminin 6zelligi, diizgiin davranisi olan bir
fonksiyonun entegrasyonu sonucu olarak kareli yakinsama vermesidir. Bu makalede
kullanilan malzeme modelinde akma ve plastik potansiyel fonksiyonlarinin farkli olmasi
ve denklem (23)’deki fonksiyonun tekil noktalarinin olmasi yiiziinden algoritmanin
yakinsamasinda yavaslamalar gozlemlenmistir. Eger verilen adimdaki birim uzama
bliyiikse, denklem (7)’nin ¢oziimiinde ara-adim stratejisi kullanilmustir.



Normal Stress (MPa)

Normal Strain (mm/mm)

x10°
Sekil 2. Normal gerilme — birim uzama davramisi

Tablo 1. Genel en yakin nokta projeksiyonu algoritmasinin yakinsamasi

Ornek Coziim IR|
Adimu
1 5.0025e-008
2.9841e-014
1.9748e-006
2 1.8769¢-011
1.2999e-017
3.3547e-005
3 4.4670e-009
1.4175e-014
5.3179e-006
4 2.0343e-009
2.5500e-012
3.0504¢-015

6. SONUCLAR

Bu makalede ii¢ boyutlu plastik-hasar malzeme modellerinin ¢éziimii i¢in sayisal
entegrasyon algoritmalar1 gelistirismistir. Bunun i¢in geriye dogru Euler sayisal
entegrasyonu kullanilmig, ¢6ziim igin asal eksenlerdeki davranigtan biitiin sisteme
gecilerek gerilme — birim uzama iligkisi ve algoritmik tutarli tanjant matrisi elde
edilmigtir. Uyarlamali ara-adim tekniginin kullanilmasi ile malzeme modelinin
yakinsamasi kolaylagmustir.
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