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Abstract: A curved beam element based on a three-field variational formulation with
independent displacement, stress, and strain fields is developed. The displacement field is
adapted from Timoshenko beam theory for curved geometry. The nonlinear response of the
element arises from the integration of stress-strain relations over several control sections
along the element length. The finite element approximation for the beam uses shape functions
for stress resultants that satisfy equilibrium and discontinuous strains along the beam. No
approximation for the beam displacement field is necessary in the formulation. The proposed
element is free from membrane and shear locking. Examples verify the superior performance
of the model under linear and nonlinear material conditions.

Ozet: Bu calismada egri yap1 elemanlarin modellenmesinde kullanilacak kiris sonlu elemani
anlatilmistir. Kiris elemant tiiretiminde deplasman, gerilme ve birim uzama bagimsiz alanl
degisimsel formulasyon kullanilmistir. Deplasman alaninda egri geometrilere uygulanmis
Timoshenko kirig teorisi temel alinmistir. Dogrusal olmayan davranig, eleman boyunca
bulunan kontrol kesitleri lizerindeki gerilme - birim uzama iligkilerinin entegrasyonu sonucu
elde edilmektedir. Kiris modelinin sonlu eleman yaklasiminda, gerilme bileskeleri (kesit
kuvvetleri) icin dengeyi saglayan sekil fonksiyonlar1 ve kiris boyunca siireksiz birim uzamalar
(kesit deformasyonlar1) kullanilmigtir. Formulasyonda, kiristeki deplasman alani i¢in herhangi
bir yaklasim yapma geregi yoktur, sadece eleman uclarindaki deplasman degerleri gereklidir.
Onerilen eleman, diyafram ve kesme kilitlenmesinden tamamen kurtulmustur. Makalede
sunulan ornekler, gelistirilen elemanin dogrusal ve dogrusal olmayan malzeme davranislarini
modellemedeki iistiin basarisini sergilemektedir.

Anahtar Kelimeler: Egri kirig, karma formulasyon, sonlu elemanlar, diyafram kilitlenmesi,
kesme kilitlenmesi

1. GIRIS
Egri geometrili kirig sonlu elemanlarinin gelistirilmesi ile ilgili olarak en 6nemli sorun

kilitlenme olgusu ve kiris elemaninin dogrusal ve dogrusal olmayan malzeme davraniglarini
yakalayabilmedeki hatasizligidir. Deplasman temelli diiz kiris sonlu eleman modellerinde



sadece kesme kilitlenmesi yasanirken, egri kiris modellerinde geometrinin de etkisiyle hem
diyafram hem de kesme kilitlenmeleri yasanmaktadir.

Kilitlenme olgusunu asmak ig¢in literatiirde pek ¢ok yontem ve model gelistirilmistir.
Bunlarin ¢ogu kilitlenme sorununu ¢ézebilmesine ragmen, bir kiris parcasinin dogrusal elastik
kosullar altinda bile pek ¢ok sonlu eleman olarak modellenmesini gerektirmistir ([1], [2], [3]
ve [4]). Bu arada denge diferansiyel denklemleri kullanilarak gelistirilen kirig modellerinin
kilitlenme sorunu yasamadig1 gézlemlenmistir. Bu yaklasim kullanilarak egri geometriler igin
2-diigtimlii kiris modeli gelistirilmistir ([5]); ancak bu modelin formiilasyonu sadece dogrusal
elastik durumlar icin yapilmstir.

Kilitlenme olgusuna ¢6ziim bulma arayislari melez/karma formiilasyon ile de olmustur.
[6]daki calismada egilme enerjisini daha iyi temsil edebilmek i¢in kesit egrilik deformasyonu
bagimsiz alan olarak modellenmistir. [7]’de ise Hellinger-Reissner degisimsel prensibi ile
denge diferansiyel denklemlerinden elde edilen kuvvet interpolasyon fonksiyonlari ve
deplasman alan1 iginse Lagrange sekil fonksiyonlari kullanilarak egri kiris modeli
gelistirilmistir. Tiim bu modeller her ne kadar dogrusal elastik davranig altinda kilitlenme
sorunu yasamasa da, bir kirig parcasinin birden fazla sonlu elemanla modellenmesine ihtiyag
duymustur. Ayrica bu modellerde dogrusal olmayan malzeme tepkisine de deginilmemistir.

Bu makalede gelistirilen model, daha 6nce diiz geometrili kiris modeli i¢in tavsiye edilmis
calismanin ([8]) egri geometrilere uygulanmis halidir. Modelin formulasyonu, ti¢-alanl
degisimsel Hu-Washizu prensibine dayanmaktadir. Sonu¢ olarak hi¢ bir sekilde kilitlenme
sorunu yasamamaktadir ve sadece tek eleman kullanimi ile bir kiris pargasinin dogrusal
elastik davranisini hatasiz modelleyebilmektedir. Ayrica dogrusal olmayan tepkiyi de bir
eleman kullanarak hatasiza yakin elde edebilmektedir.

2. SONLU ELEMAN FORMULASYONU
2.1. Hu-Washizu Fonksiyoneli

Elemanin matematiksel formulasyonunda ii¢ bagimsiz alanli Hu-Washizu fonksiyoneli
temel alinmustir, yazmak gerekirse

I, (c,e,u)= IW(a) dQ+ ch [s“ —8] dQ+11 (1)

burda ¢ gerilme, € birim uzama ve u da deplasman bagimsiz alanlaridir. Ayrica W (&) sekil
degistirme enerji fonksiyonundan gerilmeler soyle elde edilebilir 6(g) = 0W (¢)/0¢ . Denklem

(1)’de birim uzama vektorii €* deplasman alani u ile uyumludur. IT_, ise kitle kuvvetleri b

ext
ve sinir sartlarindan olusan dig yiiklerin ortaya ¢ikardig1 potansiyel enerjidir ve su sekilde
yazilir
[T =—IudeQ—IuTt* dF—ItT[u—u*JdF )
Fu

Q T,
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Bu denklemde ¢ekme giiciiyle yaratilan gerginlik t=06-n vektorii gerilme tensorii ile
elemanin dis yiizey siirina dik yon vektorii n’in skaler ¢arpimai ile elde edilir. Ayrica * isareti
empoze edilmis degerleri belirtir. D1g ylik konzervatiftir, yani yapilan is deplasman alani
u’nun sadece son degerine baghdir. Denklem (1) ve (2)’de kitle hacmi Q, I', ve I' ise

kuvvet ve deplasman sinir sartlarin1 gosterir.



2.2. Egri Kiris Elemani i¢in Kinematik Yaklasim

Kiris elemanin Sekil (1)’de gosterilen kinematigi Timosenko Kkirig teorisinin egri
geometrilere uygulanmasi ile sdyle yazilir

u, (o, r)} _ {u(co) -y 9(40)}

3
u,(@,7) w(p) ®

“((/%r):{

burda r = R +y ve x =R ’dir. Kutup koordinatlar1 kullanarak, deplasman alanindan birim
uzama degerlerini radial ve ¢evresel yonlerde sdyle hesaplariz

PO 10u, 1 w(p) +ldu((o) _ Y do(e)
o r@(p 1+y/R R R do R do @
1o B 1 (o) e o)
Y rop or r 1+y/R(R do 7R

Denklem (1)’deki birim uzama degerleri bagimsiz alandir ve denklem (4) de kullanilarak
asagidaki gibi yazilabilir

8y =—— (6, () - 3K@)); o= 7) )

1
1+y/R 1+y/R

burda ¢, eksenel, x egrilik ve y kesme kesit deformasyonlaridir.

2.3. Hu-Washizu Fonksiyonelinin Degisimi
Denklem (1)’deki Hu-Washizu fonksiyonelinin degisimseli sdyle yazilir

Sy = j 6(£)e dQ + j 56" [&" —&]dQ+ j o' [8e" —8e | dQ+0I1,, (6)
Q Q Q

burda kiris elemani ilizerinde b genisliginde ve y pozisyonundaki infinitesimal bolgenin hacmi
dQ=brdepdr=(R+y)bdydyp (7)
Denklem (7)’yi kullanarak, denklem (4) ve (5)’1 denklem (6)’ya yerlestirirsek

8T, = j {[6,(32,(9) - yx(9)) + 6,,57(p) |} bdy Rdgp
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Kiris elemaninin kesit gerilme bileskeleri (yani kesit kuvvetleri) su sekilde tanimlanir

+

+



N=| o,dd, M=[-yo,dd, V=] ac,dd )

burda N eksenel kuvvet, M egilme momenti, V ise kesme kuvveti ve 4 kesit alanidir. Denklem
(9)’un (8)’e yerlestirilmesi halinde

811,y = [{02,(0) (W = N ) + Sk(@) (VT = M)+ 5y(@)(P = V)| Rdp

w(@) 1du(p) do(p)
( 2 +R o ()J+§M(R o ()J}Rd(p

+H5N
+f {W[l MO _ () - 12 y(mj}fed(p (10)
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R do

owp) , 1 d5u(¢)J N M(lMJ}Rd(p

Rdgo R do

1 dﬁw((o) ou(p)
+£ {V(E io 50(¢p) — J} Rdep+31T_,

N ,M ve V malzeme modelinin kullanilmasi sonucu elde edilecek kesit kuvvetleridir ve su
sekilde elde ederiz: N = L G,d4, M = L ~y6,d4 ve V= L G,,dA4 . Bu entegrasyonu yerine,

kesit kuvvetleri ile deformasyon degerleri arasinda kesit modeli de kullanmak miimkiindiir.

»w

Sekil 1. Egri kiris elemaninin tasviri

Denklem (2)’de yazilmis olan potansiyel enerji degerini bu noktada yazabiliriz

oI, =~ f {71(9)8u(p) + G ()5w(p) + m(p)56(p)} Rde — 811, (11)

burda 7 (@) eksenel, g(¢) dikey ve m(¢) de egilme kuvvetleridir ve bunlar kiris ekseninde
birim uzunluga uygulanirlar. Denklem (11)’de JI1,, ise diiglim noktalarina uygulanacak dis
yiiklerden olusan enerjiyi gosterir.



2.4. Sonlu Eleman Yaklagimlar

Ug alanli karma formulasyondan sonlu eleman yaklasimina gegerken tutarlilik ve stabilite
kosullariin saglanmasi gerekir. Bunun icin [8]’de belirtilen karma yama (patch) testi sayim
kosullar1 saglanmalidir. 2 diigiimli diizlem kiris eleman i¢in serbestlik dereceleri sunlardir

ﬁ=(u. w6 u  w, Q/)T (12)

i i i J J

Bu alt1 serbestlik derecesinin {i¢ii rijit kiitle hareketi licli de deformasyon modlaridir. Kesit
deformasyonlar1 ve kuvvetlerinin sayis1 arasinda su esitsizlige uyulmak zorundadir

n,zny 2l no2n, 22, n,2n, 21 (13)

burda ny,n,,,n, kesit kuvvetleri i¢in bilinmeyen eleman parametrelerinin sayisi, n,_ ,n,,n,

ise kesit deformasyonlari i¢in bilinmeyen eleman parameterelerinin sayisidir. Genelde sonlu
elemanlar yonteminde siirekli polinom fonksiyonlarin kullanimi yaygindir; ancak bu
makalede kesit deformasyonlari icin [8]’de tavsiye edildigi gibi siireksiz veya kesikli
yaklasim kullanilacaktir.

2.5. Kuvvet Interpolasyonu icin Sekil Fonksiyonlar:

Denklem (10)’da deplasman degerlerini igeren tiim terimlerin kismi parcali entegrasyonu
sonucu sOyledir

[ N(c?w(go) | 1 ddu(p)
o R R do

dp =[NSu(p)]” +I:’(N5W(¢)—Z—Z5u(¢)jd¢

o (1d58(p) P o, dM
L),» M[R—d(p =[Ms0(p)]] j 59((p)d(p (14)

J-(p, V 1 dow(p)
2 R dop

Denklem (11)’deki eleman yiiklerini de dikkate alir ve kesit kuvvetleri i¢in asagidaki
yaklasimi yaparsak denklem (14)’de sag taraftaki biitiin entegrasyonlu terimler yok olur.

d—N+V——n( )R; N—d—Vzcy(go)R; dﬂ+RV:—n—a(¢)R (15)
do do do

Bu denklemler egri kiris elemant i¢in diferansiyel denge denklemleridir. Kesit kuvvetlerinin
degisimsel degerleri i¢in asagidaki denklem ise (10)’daki deplasmanlarin degisimsel
degerlerini igceren tiim terimler kullanilarak benzer yolla elde edilir.

doN +0V =0; 5N——d§V—O doM + RSV =0 (16)

do ) do do

Denklem (15) ve (16)’nin kullanilmasi sonucu, kiris modelinde eleman boyunca herhangi
bir deplasman alaninda yaklagim yapmaya gerek kalmaz; ancak tabii ki diiglim noktalarindaki
deplasman degerleri formulasyonda kullanilacaktir.



2.6. Denge Diferansiyel Denklemlerin (oziimii

Denklem (15)’teki diferansiyel dengenin ¢oziimiinde Sekil (2)’de gosterilen degisik sinir
sartlar1 kullanilabilir ve sonug olarak kesit kuvvetlerinin eleman boyunca yaklagimi elde edilir

N(p) 4,
s(@)=b(p)q+s,(p); s(p)=| M(p)| ve q=|gq, (17)
V(p) qs

burda b(¢) kuvvet enterpolasyon fonksiyonlarint ierir ve s (¢) de Sekil (2)’de gosterilen

ana sistemlerde eleman ekseni boyunca uygulanacak birim yiiklerin (denklem (15)’in)
¢Oziimii sonucu elde edilir. Denklem (17)’nin degisimseli ds(x) =b(x)dq ’tir. Sekil (2)’deki
birinci ana sistemi kullanirsak, b(¢) matrisini s0yle yazabiliriz

sing —cosp/L —cosp/L
b(p)=| R(sinp—sing,) —1—(cosp—cose,)R/L —(cosp—cos@,)R/L (18)
—Ccos @ —sing/L —sing/L

q;

Ana sistem 1 w0 Ana sistem 2 ‘ 9
Sekil 2. Egri kiris elemani icin ana sistemler

Denklem (14)’teki ve bu denklemin degisimselinin sinir degerlerini denklem (17) ve (18)’1
kullanarak matris halinde yazabiliriz

{8Nu(p) + 8u(p)N + M O(p) +30(p)M +8Vw(p) + 8w(¢)V}|:’ =8q'ati+3i'a'q-8i"p,, (19)

burda p, eleman ekseni boyunca uygulanan 7,7 ve m birim kuvvetlerinin yarattig1 esdeger
diigim kuvvetleridir. Sekil (1)’deki diigiim agilar1 arasindaki iligkiyi 180° ile sinirlarsak,

@, =7 —g, iliskisi ile denklem (19)’daki a matrisini yazabiliriz
—sing, cosp, 0 sing, Cos @, 0

a=|cosg /L sing /L 1 cose, /L -—sing,/L —1+2coseg,R/L (20)
cose,/L sing,/L 0 cose, /L —sing,/L 2cosp, R/L

2.7. Kesit Modeli

Kesit modeli kesit iizerindeki entegrasyon noktalarinin tepkileri sonucu asagidaki gibi elde
edilmistir.

A A 1 -y 0 o
§=[N M V]T =IaST& d4; a, = ve 6=| 7 (21)
v 0 0 A\ O,

burda S kesme diizeltme katsayisidir. Bu denklem kullanilarak kesit rijitlik matrisi ise sOyle
hesaplanir



K =5 [ar 6 4y - [ L a1 %@, a4 (22)
oe °, oe “1+y/R 0t

2.8. Eleman Formulasyonunun Matris Formu

Kuvvet enterpolasyon fonskiyonlarinin denklem (17)’den ve bunun degisimselinin,
denklem (10)’daki Hu-Washizu fonksiyoneline yerlestirilmesi ile asagidaki matris formunu
elde ederiz

sal'([0 a 0 il p,
8I,,, =1 8q a 0 ~b(p) |1qi—1 0 =0 (23)
de, 0 -b(p) 0 € S, —S$,

burda / gostermesi eleman kesidi iizerindeki entegrasyon hesabinda kullanilan noktalar
gosterir, 6rnegin §, =$(e,) . Dogrusal olmayan davranig altinda denklem (23)’{in
dogrusallagtirilmasi gerekir ve sonug olarak asagidaki iligkiyi elde ederiz

0 a' 0 Al p,—-a q

a 0 -b(p)" | Aq =1 —ai+b(p)"e (24)

0 -b(p) Kk, Ae, b(¢,)q+ S0~ S,

Eleman boyunca segilen entegrasyon noktalarindaki kesit deformasyonlar1 e, ve eleman

ana kuvvetleri q denklem (24)’ten ¢ikarilarak, elemanin tepkisi deplasman temelli sonlu
eleman programlarinda c¢aligsabilecek duruma getirilir (detayli bilgi i¢in [8]’e bakiniz).
P

P
Sekil 3. Sikistirilmis ring

3. SAYISAL ORNEKLER
3.1. Stkastirilmis Ring

Yaricap1 R olan bir ring Sekil (3)’te gosterildigi gibi P kuvvetleri altinda sikistirilmaktadir.
Ringin yaris1 simetriyi kullanarak modellenmistir. 4 noktasindaki dikey deplasman degerini
Castigliano’nun enerji teoremini kullanarak elde ederiz



w

exact

3
z_( PR (7 —8)+ 7PR +ﬂ) 25)
87EI 8GAS,  8EA

Karsilagtirma yapabilmek icin geometrik ve malzeme Ozellikleri olarak su degerler
alinmistir: yaricap R = 4.953, birim kiris genisligi, kiris kalinligi 2 = 0.094, uzatma
elastikliginin katsayis1 £ = 10.5x10°, elastik kesme katsayis1 G = 4x10° ve noktasal yiik P =
100.

Gelistirilen egri kiris eleman modelinin dogrulugu diger modellerle ve denklem (25)’teki
degerle karsilastirilmistir. Bunun i¢in karsilastirmalarda, [1] Babu, [2] Tessler, [3] Shi, [4]
RSP ve [9] da Zhang modelleri olarak kisaca adlandirilmistir. Bu modellerin 6zellikleri
hakkinda Giris kisminda bilgi verilmistir. Yapilan ¢éziimleme sonucu, AB kisminda sadece
bir eleman kullanarak, gelistirilen egri kiris karma formulasyon elemani (EKKF) denklem
(25)’teki degeri hatasiz vermis ve bu arada diger modellerin basarisiysa Sekil (4)’te
gosterildigi gibi olmustur. Dogrusal elastik kosullar altinda olunmasina ragmen, diger
modellerle en az 3 veya daha fazla eleman kullanarak ancak hatasiz olarak kabul edilebilecek
bir sonug elde edilebilmektedir.

‘ ‘ L ‘ L L
1 D e _g'l' ................ : ................ AR *)
c D 7
g 098l O R / |
. e
% Pid 4 em—————=
o 0.96=" / ’,¢’ B
3 4 -~
> 0.941 / - s
Q / -
5 002} ! -~ 4
x / »
] / Pid
:h:“ 09+ / e |
o 4 e
€ 088 / e -
c ,.' 1 4
©
- 0.86- . B
g ; — EKKF
ﬁ 0.84| 7 =©-RSP | |
© K == Tessler
B o082 % —b Shi |
< A =4=Babu
0.8 Zhang |
L | | | L
1 2 3 4 5 6 7 8

AB kismindaki eleman sayisi
Sekil 4. Karma formulasyon elemanin sikistirilmis ring 6rnegindeki davransi

3.2. 200° Dairesel Betonarme Kemer Yapt

Sekil (5)’te gosterilen 200° yayl dairesel betonarme kemer dogrusal olmayan malzeme
davranigi kosullart altinda dikkate alinmis ve ¢oziimlenlenmistir. Kemer yapinin ¢apt D = 5,
kalinligt 2 = 0.25 ve kemer yap1 bir birim genislige sahiptir. Kiris iist ve alt ¢elik donati
oranlar1 ardarda kesidin %0.008 ve %0.011’idir.

Kiris kesit kuvvetleri ve rijitlik matrisinin hesabi i¢in, kesit iizerinde 10 adet nokta secilmis
ve bunlarin pozisyonu orta-nokta entegrasyonu kuralindan elde edilmistir. Beton malzeme
modeli olarak [10] tarafindan gelistirilen gerilme - birim uzama iliskisi kullanilmis ve bu
modelde basing dayanimi 30x10°, en bilyiik basing altindaki birim uzama degeri 0.002 ve en
biiylik birim uzama 0.008 olarak alimistir. Kesme yoniindeki gerilme — birim uzama
iligkisinin ise dik yondeki davranistan ayr1 oldugu ve dogrusal elastik olarak kaldigi
varsayillmistir. Elastik kesme katsayist Poisson orani 0.2 kullanilarak hesaplanmustir. Celik
donatilar i¢in ¢ift dogrusal malzeme modeli kullanilmis ve 6zellikler sdyle secilmistir: uzatma



elastikliginin katsayis1 E=200x10°, akma dayanimi £y =220x10°, birim uzama peklesme orani

%0.5E. Kullanilan degerlerin birimi metrik sisteme uygundur.
P

Sekil 5. Dairesel betonarme kemer yapi

Simetri durumunu da kullanarak kemer yapinin yarisinin ¢oziimii yapilmistir. Karsilastirma
icin 1 EKKF elemani {izerinde 6 Gauss entegrasyon noktast (EN), 2 EKKF elemani iizerinde
5 Gauss EN kullanmilmistir. Problem ayrica diiz kiris elemanlar1 kullanilarak da
¢Oziimlenmistir. Bunun i¢in [8]’de gelistirilen diiz kiris karma formulasyon elemani (DKKF)
denenmistir. Bu model diiz geometriler i¢cin hem dogrusal hem de dogrusal olmayan
davranislar1 hatasiza yakin tek eleman kullanarak hesaplayabilmektedir. Karsilastirmada 2, 5
ve 10 adet sonlu DKKF elemani1 ve her elemanda 5 Gauss EN kullanilmistir.
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Tepe dikey deplasmani

Sekil 6. Dairesel betonarme kemer yapi icin kuvvet-deplasman grafigi

Sekil (6)’da goriildiigli gibi, egri kiris eleman modeli acisindan bir ve iki eleman kullanimi
arasindaki fark cok kiigiiktiir. Sonug olarak gelistirilen egri kiris modelinden tek eleman
kullanarak hem elastik hem de dogrusal olmayan elastik davranis hatasiza yakin
hesaplanabilmektedir. Bu arada diiz kiris eleman1 ile kemer yapmin davranisini
yakalayabilmek i¢in 10 sonlu eleman kullanimu bile yetersiz kalmaktadir.



4. SONUCLAR

Bu makalede {i¢ alanl1 degisimsel formulasyonlu egri kiris eleman1 modeli gelistirilmistir.
Bu modelin en 6nemli 6zelligi hem diyafram hem de kesme kilitlenmesi sorunu yasamamasi
ve elastik davranisi sadece bir eleman kullanarak hatasiz olarak hesaplayabilmesidir. Bunun
yaninda elemanin dogrusal olmayan davranisi modelleme kabiliyeti de hatasiza yakindir ve
bunu tek eleman kullanimi ile basarir. Sonug olarak egri bir geometrinin modellenmesinde
diigiim noktalarinda ve serbestlik derecesinde yapilmasi gereken ciddi artiglara gerek kalmaz.
Bu durum tabii ki biiylik yapisal sistemlerin ¢oziimiinde hesapsal ve modelleme avantajlar
saglar.
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