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I- TÜRKİYE CUMHURİYETİ BAŞBAKANLIK DEVLET İSTATİSTİK ENSTİTÜSÜ (DİE), 1988 

• Devlet İstatistik Enstitüsü (DİE) Başkanı olarak göreve başladığım 1988 yılında, Ankara’da 

bulunan üniversitelerimizin İstatistik, Matematik, Ekonomi, Bilgisayar Bölümlerini ziyaret 

ederek,  Devlet İstatistik Enstitüsü ile üniversitelerimizin bölümleri arasında güçlü, bilimsel bir 

etkileşim kurma çabasında oldum. Bu kapsamda, Devlet İstatistik Enstitüsü  çalışmalarının 

bilimsel düzeyini, uluslararası standartlara getirmeyi amaçlamaktaydı.  

• O dönemde, hedef olarak beş yıl içerisinde dünyanın bilimsel nitelikte en yüksek düzeyde olan 

ilk 10  resmi istatistik kurumu arasında olmasını bir strateji hedefi olarak belirlemiştim. 

Gerçekleşme olasılığının güç olduğunu biliyordum. Çalışma azmini yoğunlaştırmayı amaçlayan 

ve olması gereken (normativ) bir hedefi seçişim bilinçliydi.  

• Ankara’da bulunan üniversitelerimizin, İstatistik, Ekonomi ve Matematik Bölümülerine 

yaptığım ziyaretlerin sonucunda, Prof. Dr. Yalçın Tuncer, Prof. Dr. Ömer Gebizlioğlu (ODTÜ, 

Ankara Üniversitesi), Prof. Dr. Öztaş Ayhan, Prof. Dr. Haluk Kasnakoğlu, Prof. Dr. Zehra 

Kasnakoğlu ve Prof. Dr. Haluk Erlat (ODTÜ), Prof. Dr. Tosun Terzioğlu (ODTÜ, Matematik 

Bölümü), Prof. Dr. Ziya Aktaş (ODTÜ, Bilgisayar Bölümü), Prof. Dr. Fahrettin Arslan (Ankara 

Üniversitesi), Prof. Dr. Ercan Uygur’a (Siyasal Bilgiler Fakültesi), Devlet İstatik Enstitüsü’nde yarı 

zamanlı olarak çalışmalarının, kurum için bir onur  olacağını, bu hususu lütfedip bir kamu görevi 

olarak değerlendirmelerini istirham ettim. Kabul ettikleri için, her zaman kendilerine minnet 

duydum. Bu çok değerli hocalarımızla, Devlet İstatistik Enstitüsü’nün özveri ve büyük azimle 

çalışan mensupları arasında çok müspet bir etkileşim gerçekleşti. 

• Bu sunumda, Prof. Dr. Öztaş Ayhan hocamızın, Türkiye Cumhuriyeti Başbakanlık Devlet 

İstatistik Enstitüsü’nde yapmış olduğu çok önemli katkıların, tümünü kapsamayan, örnekler 

sunulmuştur. Prof. Dr. Öztaş Ayhan hocamız 1990 – 1993 yılları arasında Devlet İstatistik 

Enstitüsü Başkan Danışmanlığı görevinde bulundu. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



           II - PROF. DR. ÖZTAŞ AYHAN HOCAMIZIN DANIŞMANLIK VE YÖNETİM GÖREVLERİ  

ENSTİTÜ BAŞKANLIK DANIŞMANI (1990 – 1993) 

• Öztaş Ayhan hocamız, Enstitü Başkanlığı’nın kendisinden talep ettiği teknik ve metodoloji 

konularında danışmanlık yapmış ve konu ile ilgili raporlar hazırlayarak Enstitü Başkanlığına 

sunmuştur. Bu görevini büyük bir sorumluluk, etkinlik ve başarı ile sürdürmüştür. Bu dönem 

içerisinde, DİE Başkanı adına belirli komitelerde başkanlık ve üyelik yapmış ve bu sistem 

kapsamında ilgili daire başkanlarıyla yakın temas içerisinde çalışmıştır. 

• Hocamız, “1991 Genel Tarım Sayımı Komitesi Başkanı” olarak Türkiye Genel Tarım Sayımını 

yönetti. Bu sayımda, ülkemizdeki tüm köyler araştırma kapsamına alınarak, köy genel bilgi 

anketi uygulandı. Daha sonra ülke düzeyinde olasılık örneklemesi ile seçilen örnek hanelerde 

(tarımsal işletmelerde) işletme düzeyinde tarımsal bilgiler yine anket yoluyla elde edildi. 

Komite başkanı olarak Öztaş Ayhan hocamız, Prof. Dr. Haluk Kasnakoğlu, Prof. Dr. Yalçın Tuncer 

ve DİE mensuplarının çok değerli katkıları ile bu sayımı gerçekleştirmişlerdir.  

•  “1990 Genel Nüfus Sayım Komitesi üyesi” olarak çalıştı, ve “Nüfus Sayımının Cevap 

Güvenilirliği Araştırmasını ülke kapsamında başarıyla yönetti”. Ülke düzeyinde temsili örneğe 

dayanan bu araştırmada Nüfus sayımına verilen cevapların güvenilirliği değerlendirilmiştir. Bu 

konuda geliştirilen güvenilirlik endeksleri hesaplanmıştır. Bu araştırma ülkemizde benzer 

konuda yapılan ikinci araştırmadır. Araştırma sonuçları ise DİE yayını olarak iki dilde basılmıştır.  

• Öztaş hocamız “Tarım İstatistikleri Komitesinin Başkanı” olarak tarım istatistikleri konusunda 

metodoloji olarak yapılan son gelişmeleri resmi istatistik uygulamalarına aktarma olanağı 

bulmuştur. Buna ek olarak, kendisinden istirham ettiğim “Veri Toplama Tekniklerini 

Geliştirme Komitesini” kurmuş ve bu konuda Enstitünün ATİT Dairesi uzmanlarını yeni 

gelişmeler konusunda bilgilendirmiştir.  

• Bunlara ek olarak, “1992 Genel Sanayi ve İş Yerleri Sayımı komitesine” üye olarak katkıda 

bulunmuştur. Genel Sanayi ve İş Yerleri Sayımı’nda ilk kez tüm soru kağıtlarında sektörlerin 

yapılarını daha iyi yorumlamaya ve daha etkin analiz yapılmasına olanak sağlamak için, madde 

ayrıntısında, bilgi derlenmesinde öncü rol oynamış, bu bilgilerin girdi çıktı (Input–Output) 

hesaplamalarında ve Milli Gelir Çalışmalarında kullanılabilecek düzeyde teminine büyük 

katkıları olmuştur.  

• “1994 Hane Halkı Gelir ve Tüketim Harcamaları Araştırması (Anketi)” hazırlık çalışmalarına da 

komite üyesi olarak katılmıştır. Bu araştırmanın planlama aşamasında metodolojiye önemli 

katma değer sağlamıştır. 

• Enstitüde çalıştığı dönemde, Profesör Yalçın Tuncer hocamızla birlikte hizmet içi eğitim, 

araştırma ve sayım metodolojileri, komite çalışmaları ile Enstitü Başkanı adına önemli sayım ve 

araştırmaların yapılmasını sağlayarak resmi istatistiklerin gelişmesine katkıda bulunmuştur. Bu 

süreç içerisinde Devlet İstatistik Enstitüsü yeni bir yapılanma ve gelişme yaklaşımı içerisine 

girmiştir. Bu uygulama, üniversitede üretilen kuramsal bilgi ve yöntemlerin uygulama 

alanlarında nasıl değerlendirildiğinin en somut örneklerinden birisidir. 

 

 

 



TEKNİK İŞLER DAİRESİ BAŞKAN V. (1991 – 1993) 

• Öztaş Ayhan hocamız kendisinden istirham ettiğim, Teknik İşler Dairesi Başkanlığı görevini çok 

başarılı bir şekilde gerçekleştirmiştir. Kendisinin sorumlu olduğu, “Yayın Şubesi”, Matbaa 

Şubesi” ve “Kütüphane Şubesinin” çalışmalarını eşgüdüm ve Devlet İstatistik Enstitüsü 

optimali kapsamında yönetmiştir. Özellikle, DİE Başkanlığı adına resmi olarak cevaplaması 

gereken bilgi ve yayın taleplerinin klasörler dolusu yazışmalarını inceleyerek ve onaylayarak 

çok özverili bir çalışma gerçekleştirmiştir.  

 

III- ARAŞTIRMA SEMPOZYUMU’NUN BAŞLATILMASI 

1988 strateji ve belirlenen hedeflerimiz kapsamında, 1990 yılında başlatmış olduğum “Ulusal İstatistik, 

Matematik, Ekonometri Sempozyumu” günümüzde halen Ulusal İstatistik Araştırma Sempozyumu 

olarak devam etmektedir. 1990’ da başlatılan bu sempozyumlarda Prof. Dr. Yalçın Tuncer ve  Prof. Dr. 

Öztaş Ayhan hocalarımızın katkıları çok önemli olmuştur.  

 

SEMPOZYUM BİLDİRİLER KİTABININ BASIMI  

• “Ulusal İstatistik, Matematik, Ekonometri Sempozyumu”nda sunulan bildirilerin, bilimsel bir 

hakemlik sürecinden geçirilerek basılması ve istatistikçilerin kullanımına sunulması 

çalışmalarında, Hocalarımızın özverili, çok değerli katkılarını minnetle belirtmek isterim.    

 

IV - UYGULAMALI İSTATİSTİK YÜKSEK LİSANS PROGRAMI’NA KATKILARI 

• İstatistik Eğitim Merkezi’nin geliştirilmesi ve hizmet içi en üst bilimsel düzeyde merkezin 

kurulması çalışmalarına katkıda bulunmuşlardır. Bu kapsamda, çok nitelikli bir lisansüstü eğitim 

programının geliştirilmesini Prof. Dr. Yalçın Tuncer hocamız ile sağlamışlardır. Eğitim, İngilizce 

yapılmaktaydı, bu lisansüstü eğitimin, Hocalarımız tarafından düzenlenen program kitapçığı 

ekte aynen sunulmuştur. Bu eğitim programlarına,  Devlet İstatistik Enstitüsü ve DİE dışından 

adayların müracaat ederek sınava girme olanakları sağlanmış ve başarılı olanlar o dönemde 

istatistik ve resmi istatistikler kapsamında uluslararası düzeyde bir eğitim almışlardır.  

• Devlet İstatistik Enstitüsü İstatistik Eğitim Merkezi’nde, Prof. Dr. Y.Tuncer ,Prof. Dr. Ö. Ayhan 

ve diğer hocalardan oluşan DİE Başkanlık Danışmanlarının katkıları ile “Temel İstatistik”, 

“Örnekleme ve Araştırma Metodları”, Bilgisayar Veri Sistemleri ve Analizi”, “Ekonometri” ve 

“Demografi” disiplinlerini içeren “Lisansüstü Uygulamalı İstatistik” programları İngilizce olarak 

geliştirilmiştir. Devlet İstatistik Enstitüsü İstatistik Eğitim Merkezi’nin hizmetiçi eğitim 

programındaki dersler Türkçe verilmekteydi.  

 

V -   DEVLET İSTATİSTİK ENSTİTÜSÜ UZMANLIK VE   UZMAN YARDIMCILIĞI SINAV KOMİSYONU 

ÜYELİĞİ 

• Devlet İstatistik Enstitüsü çalışanlarının teknik ve metodoloji altyapılarını güçlendirmek amacı 

ile belirli, çok iyi düzenlenmiş ve hakkaniyetli sınavlara gereksinim duyulmaktaydı. Bu sınavları 

yapan komitenin koordinasyonuna değerli Hocamızın katkıları olmuştur.  

 



VI -    TÜBİTAK TARAFINDAN VERİLEN DEVLET İSTATİSTİK ENSTİTÜSÜ VE HİZMET MADALYASI 

• TÜBİTAK’ta 1993 yılında yapılan bir törenle değerli Prof. Dr. Öztaş Ayhan hocamıza Devlet 

İstatistik Enstitüsü Hizmet Madalyası verilmiştir. Kendisini kutluyoruz. 

• 4 Ağustos 1988 – 24 Aralık 1994 tarihleri arasında T.C Başbakanlık Devlet İstatistik Enstitüsü 

başkanlığını yapmanın büyük bir onur olduğu bilinciyle, tüm bu dönemde, çok değerli özverili 

katkıları, emekleri geçen Prof. Dr. Öztaş Ayhan hocamıza, tüm hocalarımıza, Devlet İstatistik 

Enstitüsü’nün büyük azimle çalışan mensuplarına en derin minnet duygularımı sunarım.  

• Türkiye Cumhuriyeti Başbakanlık Devlet İstatistik Enstitüsü çalışmaları kapsamında bir bölümü 

belirtilen çok önemli çalışmaların yanı sıra “Uluslararası İstatistik Enstitüsü” (ISI) “Resmi 

İstatistikler Uluslararası Konferansı”, Devlet İstatistik Enstitüsü’nde yapılmış, “ISI Dünya 

Konferansı”nın 1993’te Türkiye’de yapılması resmen onaylanmış ve 1997’de İstanbul’da 

gerçekleştirilmiştir. 

• Prof. Lawrence R. Klein yönetiminde “Project Link Model System Ekonometri Uluslararası 

Sempozyumu” 1991’de Devlet İstatistik Enstitüsü’nde gerçekleşti. 

• 1988 – 1994 yılları arasında Prof. René Thom (Matematik Fields Madalyası), Prof. Lawrence R. 

Klein (1980 İktisat Nobel Ödülü), Prof. Edmond Malinvaud (Uluslararası İstatistik Derneği 

Başkanlığı, Uluslararası Ekonomi Derneği Başkanlığı, Fransa İstatistik Enstitüsü Başkanlığı 

görevlerinde bulunmuştur), Prof. Dr. Tuncer Bulutay, OECD Bilgisayar Direktörü Dr. Allen 

Stewart, Birleşmiş Milletler İstatistik Başkanı Dr. Herman Habermann ve dünya düzeyinde çok 

değerli bilim insanları Enstitümüze şeref verip, büyük katkılarda bulunmuşlardır. 

 

 

Prof. Dr. Öztaş Ayhan hocamıza, tüm diğer hocalarımıza ve büyük çabalarını esirgemeyen Devlet 

İstatistik Enstitüsü değerli mensuplarına ve son olarak belirttiğim uluslararası çok sayıda 

faaliyetlerimizin sınırlı bir kısmını kapsayan, bu dönemin,  tüm bu çalışmalarında emeği geçen ülkemiz 

ve ülkemizde misafir olan bilim insanlarına, bu vesileyle minnet duygularımı derin saygılarımla arz 

etmeyi görev biliyorum. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EK: TÜRKİYE CUMHURİYETİ BAŞBAKANLIK DEVLET İSTATİSTİK ENSTİTÜSÜ 1990 YILI LİSANSÜSTÜ 

EĞİTİM PROGRAMI 

























2. Oturum 

 

Prof. Dr. Michael Greenacre 

Pompeu Fabra University 

Prof. Dr. H. Öztaş Ayhan 

Middle East Technical University 

 

Identifying Inliers 

 

 

Oturum Başkanı 

Doç. Dr. Barış Sürücü 

ODTÜ Fen ve Edebiyat Fakültesi 

İstatistik Bölümü 

 



Identifying Inliers
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With outlier: 
Difference in means = 1.81

P-value of two-group t-test = 0.0630  n.s.

Two groups, with an “outlier”
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Without outlier: 
Difference in means = 1.12

P-value of two-group t-test = 0.0420 *

In a boxplot, an outlier is 
usually identified as a point 
that exceeds 1.5 times the 

interquartile range



All tests reject normality

Logarithmic transformation fixes it up

P-P plot original data
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P-P plot log-transformed data
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All tests accept normality

Difference in means = 0.834 ( e0.834 = 2.30, i.e.130% increase)
P-value of two-group t-test = 0.0356 *  

Logarithmic transformation

-2 -1 0 1 2 3

Difference in means = 1.81
P-value of two-group permutation test  = 0.0346 *  (my estimate)

= 0.0335 *  (exact)



What’s an “inlier”?

An inlier is a data observation that lies in the interior of a data 
set and is unusual or in error. Because inliers are difficult to
distinguish from the other data values, they are sometimes 
difficult to find and – if they are in error – to correct.

For a single variable, the detection of inliers is almost 
impossible because we don’t know what the observed data 
should have been.
For example, suppose that most of the data of a certain 
variable lies in the range –0.4 to 1.0.  A value recorded as 0.5 
instead of –0.5 could easily go undetected. But a value of 0.5 
incorrectly entered as –0.5 might be noticed.

But for multivariate data, detection can be possible using other
concomitant variables.
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Using a concomitant variable
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For multivariate data, we can capitalize on the interrelationships 
between variables to get estimates of likely values of the data 
and compare these to what was actually observed.



European economic indicators, 2011
Six economic 
indicators for the 27 
European Union 
countries in 2011, and 
Norway.

CPI=consumer price 
index (index =100 in 
2005), 
UNE=unemployment 
rate in 15-64 age group, 
INP=industrial 
production (index =100 
in 2005), 

BOP=balance of 
payments (€ /capita),

PRC=private final 
consumption 
expenditure (€ /capita),

UN%=annual change in 
unemployment rate.

Turkey TR 161.34 4.89 126.75 -328.8 1869.2 -0.42 

Principal components

These are linear combinations of the (standardized) variables that explain the 
most variance:

PC1 = 0.510 CPI + 0.372 UNE + 0.290 INP – 0.363 BOP – 0.620 PRC + 0.021 UN%

explains 37.67% of the variance of the six variables
PC2 = –0.170 CPI + 0.336 UNE – 0.534 INP – 0.493 BOP + 0.120 PRC + 0.562 UN%

explains 25.67% of the variance of the six variables
Together they explain 63.33% of the variance (PCs are uncorrelated).

Run the (standardized) values of the six variables for each country 
through the above equations to obtain their positions with respect to 

the two principal component axes, and then add the six variables to the 
plot by regression.  This is the PCA biplot.  (Shown for 27 European 

Union countries only)



PCA biplot
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CPI: 63.0%

UNE:48.2%

INP: 63.8%

BOP: 69.2%

PRC: 89.2%

UN%: 46.1%

All :   63.3%Significance 
of dimensions   

1st: p = 0.006 
2nd: p = 0.037

All others >0.9

Outlying countries: Where’s Norway?
In this analysis Norway would be what we call a «supplementary », 
or « passive » point.   The « active » points that determined the 
principal components are the 27 EU countries.  Just like each EU 
country is positioned in the biplot, so we can position any
additional country (also, any additional variable).

We just have to compute Norway’s position according to the PC 
definitions:

PC1 = 0.510 CPI PC2 = –0.170 CPI

+ 0.372 UNE                                                  + 0.336 UNE

+ 0.290 INP – 0.534 INP

– 0.363 BOP – 0.493 BOP

– 0.620 PRC + 0.120 PRC

+ 0.021UN% + 0.562 UN%

=  – 4.46 = –1.46

113.30 -0.70

2.64 -1.38

86.40 -1.05

3358.7 4.84

10921.7 2.49

1.4 0.73

NO



PCA biplot
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-4.46

Outlying countries: Where’s Turkey?
In this analysis Turkey would be what we call a «supplementary », 
or « passive » point.   The « active » points that determined the 
principal components are the 27 EU countries.  Just like each EU 
country is positioned in the biplot, so we can position any
additional country (also, any additional variable).

We just have to compute Turkey’s position according to the PC 
definitions:

PC1 = 0.510 CPI PC2 = –0.170 CPI

+ 0.372 UNE                                                  + 0.336 UNE

+ 0.290 INP – 0.534 INP

– 0.363 BOP – 0.493 BOP

– 0.620 PRC + 0.120 PRC

+ 0.021UN% + 0.562 UN%

=  3.00 = –1.21

161.34 3.8

4.89 -0.7

126.75 1.1

-328.8 -0.7

1869.2 -1.2

-0.4 0.1

TR
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SVD and low-rank approximation

For B (nm) of
rank p : 

B = UDVT

UTU = VTV = I  1  2 ···> 0

TTT
ppp vuvuvuB   222111

T
kk vuEach nm matrix is of rank 1 and has sum of

squared elements equal to 1. So B is the weighted sum 
of rank 1 matrices of norm 1.  Since the singular values 
are positive in descending order, one can already get 
the feeling that the first component is the most 
important and so on…

V
U 0

0 T

=B



For B (nm) of
rank p : 

B = UDVT

UTU = VTV = I  1  2 ···> 0

TT
222111

ˆ vuvuBB  

is the least-squares rank 2 matrix approximation of 
B. This result is usually attributed to Eckart and 
Young: “The approximation of one matrix by another 
of lower rank”. Psychometrika, 1936; and called the 
“Eckart-Young theorem”.

B

SVD and low-rank approximation

Imputation of missing data using SVD 
TT
222111

ˆ vuvuBB  

1. Suppose bij (i-th country, j-th variable) is 
missing in B.

2. Put a reasonable initial value into bij (e.g., 
based on the j-th variable mean), call this 
matrix B(ij).

3. Perform the SVD of B(ij) and use the two-
dimensional approximation formula to get a 
new estimate of bij.

4. Substitute into B again to get a new B(ij) 

5. Repeat 3. and 4. until convergence of bij.



Imputation of whole matrix, element by element 
 We apply this imputation method to every 

element of the data matrix, leaving each out one 
at a time, obtaining estimates of each value using 
all the other values.
 This strategy is intended to estimate what the 

value in the cell should be, based on knowledge 
of all the other values in the data matrix.  It is 
also important that we use only the significant 
dimensions corresponding to non-random 
relationships in the data.
 Each estimated value is compared to each 

observed value.  
 This process identifies both outlying and inlying

data values.

Deviations (observed-imputed) 
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27  6 = 162 cells in the table.
Histogram of deviations:

Observations that are far 
away from the central 
area of a variable’s 
distribution, whereas the 
imputed values are more 
central, indicate outliers.
Observations that are 
more central whereas the 
imputed values are far 
from the centre, indicate 
inliers.



Deviations (observed–imputed) 

Value (stand.) Orig. value      (stand.) Imput. value   Country & variable
___________________________________________________________________________

–2.79 (–2.63)  –7.70 (–0.16)    –0.13 Estonia, UN%

–2.64 (0.28)  111.50 (2.92)    161.38 Estonia, INP

–2.33 (–1.09)  85.51 (1.24)    129.63 Luxembourg, INP

–2.26 (–0.33)  117.2               (1.92)      141.0 Slovakia, CPI

–2.19 (–0.71)   4.76 (1.48)      11.67 Romania, UNE

2.34 (2.65)   156.3                (0.31)      112.1 Slovakia, INP

2.49 (–0.24) 118.2                (–2.73)      91.8 Luxembourg, CPI

2.66 (2.79)     15.8                (0.13)          7.4 Spain, UNE

2.97 (1.38)     3.20                (–1.59)    –4.81 Romania, UN%
____________________________________________________________________________

blue outliers
red inliers

PCA biplot
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Discussion
 We have concentrated here on inlying values in a multivariate data set.

 To identify inliers we have converted them to outliers using the
additional information available.

 A slightly different topic is that of a “multivariate inlier” – this is an 
observation vector that lies too close to the mean vector to have been 
observed by chance.  It’s “too good to be true” that all variables lie 
close to the mean (or to a subgroup mean) simultaneously 
[interestingly, most literature comes from fraud detection, e.g. in 
biomedical research]. Mahalanobis distance often used to compute 
distances of observations to means.

 The term “multivariate inlier” is also used in prediction in a multivariate 
context. With more and more variables the space of the data expands 
and there can be huge “holes” where no data exist, making prediction 
for an “inlier” in this part of the space difficult, for example by methods 
such as nearest neighbours [chemometric literature, where 
spectrometry, chromatography, image analysis, etc.. are used to infer 
chemical concentrations, for example]. 
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Introduction & Aim 

• This is an ongoing study from the 2008-Turkey 
Demographic and Health Survey as a means to 
prepare for the upcoming 2013-Turkey 
Demographic and Health Survey. 

 

• The aim is to re-calculate the sample weights in 
the 2008 Turkey Demographic and Health Survey 
Data, by taking cluster level data into account, 
given the weights are conventionally stratum 
level. 

 
 

 



2008 Turkey Demographic and 

Health Survey (TDHS-2008) 

• Part of the international Demographic and Health 
Surveys (DHS) program 

• Aims to collect data on family planning, fertility, 
mother & child health, infant mortality 

• Fourth DHS carried out in Turkey (after 1993, 1998 
and 2003) 

• Large sample sizes (10,525 completed household 
surveys; 7,004 completed individual surveys) 

• A response rate of 88.4% for households, 80.8% for 
individuals 



TDHS-2008 sampling design 

• TDHS-2008 has a weighted, multistage, stratified, clustered 
sampling approach 

• The sample was designed in this fashion because of the 
need to provide estimates for a variety of characteristics for 
various domains: 
 Turkey as a whole; 
 Urban and rural areas 
 Each of the conventional major five regions of the country, 

namely the West, South, Central, North, and East regions 
 The 12 NUTS-1 regions, for selected indicators which are based on 

sufficient number of observations 
 The seven metropolitan cities which are larger than one million 

population (İstanbul, Ankara, İzmir, Bursa, Adana, Konya, 
Gaziantep) 

 



Stratification is 
geographic; 
taking statistical 
regions and 
urban/rural 
into account. 
 
It also involves  
the 7 
metropolitan 
areas.  
 
36 strata are 
defined in total. 

 

Stratification 



Clustering 

Clustering is 
done to 
reduce field 
cost in 
terms of 
time, 
money and 
efficiency. 
 
Cluster sizes 
are 25 in 
urban 
areas, and 
15 in rural 
areas. 

 
 



Clusters in TDHS-2008 



Multistage selection 

• The TDHS-2008 sample was selected in three 
stages: 

1. Selection of settlements within each strata 

2. Selection of blocks within settlements 

3. Listing of blocks, followed by the selection of 
households within blocks 



First stage selection 

• Settlements in Turkey are defined by a 8 digit 
code consisting of province, district, sub-district 
and village codes. 

The first stage selection probability is defined as: 
 
 
 

Where nh is the number of selections (clusters) to 
be made from strata h, Mhi is the measure of size 
of settlement i in stratum h, and Mh is the total 
measure of size in stratum h. 

 



Second stage selection 
• TURKSTAT has a list of occupied households if a settlement 

is a municipality (from the National Address Database), 
which can be sorted by geographic proximity. 

• Unfortunately, we do not have “Enumeration Areas” 
• These addresses are grouped by approximately 100 HHs 

called blocks.  
• The second stage probability of selection is: 

 
 

 
 
 

Where Mhi is the total measure of size of all blocks in the 
settlement, and bhi is the block size selected from Mhi. 

 



Third stage selection 

• After listing, 25 households are selected from 
urban blocks, and 15 households are selected 
from rural blocks. 

• The third stage probability is: 
 
 

 
 
 

Where b’hi is the number of occupied dwelling units 
found after listing, and mhi is either 15 or 25. 



Listing 

Listing in TDHS-
2008 was made 
to ensure that 
the blocks were 
complete and 
up-to-date. 

 

Listing teams 
drew maps of 
the blocks, as 
well as listing 
each address 
within. 



Overall probability of  selection for a 

household 

• The numerator of the first stage selection cancels 
out with the denominator of the second stage, 
leaving: 
 
 
 

• Probability of selection does not differ for 
individuals and households, yet all eligible 
women are interviewed in the selected 
households. 
 
 
 



Weighting: Why is it necessary? 

• To compensate for unequal probabilities of selection 
– The TDHSs are not self-weighting designs, there is over-

sampling and under-sampling 

– Example: The sample size of a region is insufficient to 
obtain reliable demographic estimates if the sample is 
proportionally allocated – oversampling. 

• To compensate for non-respone 
– Non-response rates also differ by regions/strata/clusters 

• To adjust the sample distribution by key variables so 
that it resembles the population 
– Not applied in TDHS 

 



Allocation of  Sample Households 

 by 12 NUTS1 Regions: Design vs 

Proportional Allocation 

NUTS-1 12 REGIONS DESIGN 2008 PROPORTIONAL

1 ISTANBUL-1 1210 2392

2 WEST MARMARA 940 698

3 AEGEAN 1050 2059

4 EAST MARMARA 1030 1256

5 WEST ANATOLIA 1900 1381

6 MEDITERRANEAN 1110 1687

7 CENTRAL ANATOLIA 920 753

8 WEST BLACK SEA 1230 907

9 EAST BLACK SEA 970 554

10 NORTHEAST ANATOLIA 900 361

11 CENTRAL EAST ANATOLIA 900 528

12 SOUTHEAST ANATOLIA 1350 934

13510 13510



Rescaling weights 

• Often sample weights add up to either the 
total size of the population, or the total 
sample size 
– Base weights (design weights) intuitavely add up 

to the population size 

– However, weights may be rescaled to add up to 
any given constant, not affecting the statistics 
produced: 
• The DHS approach is to have the sum of weights equal 

to the sample size 



Computation of  TDHS weights 

• The weights are calculated as the inverse of 
sampling probabilities multiplied by the inverse 
of the response rate. 

• The TDHS sample weight is calculated at the 
strata level. 
– It corrects for the over/under sampling in the strata. 

– It corrects for the non-response in the strata. 

• Thus it is calculated as the inverse of the selection 
probability multiplied by the inverse of response 
rate. 

 

 



Computation of  DHS weights, contd. 

• The selection probability of a household in 
strata h was: 

 

• Yet the conventional TDHS sample weight is 
calculated by the inverse of this probability, 
while ignoring the difference between bhi and 
b’hi. This reduces the weight to strata level: 

 

 

 



Response rates 

• Non-response in DHS is defined among eligible households: 
– Housing units that were vacant during field work, etc. are not considered to be non-responsive 

units 

• It is calculated as: 
 
 
 

Where the denominator consists of Completed, No eligible HH members present, 
Postponed, Refused, Dwelling not found and Partially completed. 

 
• The sample weight for individuals differs from the household weight due to non-
response.  Individual response rate is calculated as: 
 
 
 

Where the denomitor consists of Completed, Not at home, Postponed, Refused, 
Partially completed, Incapacitated and Other. 
 

 
 



Final DHS weights 

• The weight is calculated as the inverse of the sampling 
fraction for a stratum multiplied by the inverse of the 
response rate for that stratum: 

 

 

• Then the weights are multiplied by a constant FH such 
that the sum of weights are equal to the sample size: 

 

 

•The difference between household and individual weights 
are basically due to non-response. 

 



 



 



Cluster level approaces to DHS 

weights 

1. Taking TURKSTAT block sizes and listing results into 
account and calculating weights as 

 

 

 

2. Taking both TURKSTAT block sizes and listing results 
AND cluster level non-response into account 

 

 

 



Approach 1: Taking TURKSTAT block 
sizes and listing results into account  

Cluster Stratum

Probability 

of 

selection 

of a 

household 

within the 

cluster

Probability 

of 

selection 

of the 

cluster 

within the 

stratum

Design weight

Number of  

clusters 

selected in 

the stratum

Number of 

clusters 

completed 

in the 

stratum

Number of 

households 

found in the 

stratum    

(HH9= 

1+2+4+7)

Number of 

households 

with a 

complete 

interview in 

the stratum 

(HH9=1)

Number of 

households 

with a 

complete 

interview in 

the cluster 

(HH9=1)

Raw household 

weight

Weighted 

number of 

households 

with a 

complete 

interview in the 

cluster

Normalized 

household 

weight

Weighted 

number of 

households 

with a 

complete 

interview in 

the cluster

101 1 0.271739 0.001343 2740.331667 46 46 1070 789 18 3716.292629 66893.27 2.240740 40.33

102 1 0.231481 0.001343 3216.911088 46 46 1070 789 20 4362.604390 87252.09 2.630434 52.61

103 1 0.233645 0.001343 3187.124874 46 46 1070 789 22 4322.209905 95088.62 2.606078 57.33

104 1 0.215517 0.001343 3455.200798 46 46 1070 789 18 4685.760271 84343.68 2.825281 50.86

105 1 0.211864 0.001343 3514.773226 46 46 1070 789 18 4766.549241 85797.89 2.873993 51.73

106 1 0.231481 0.001343 3216.911088 46 46 1070 789 15 4362.604390 65439.07 2.630434 39.46

107 1 0.225225 0.001343 3306.269729 46 46 1070 789 18 4483.787846 80708.18 2.703502 48.66

108 1 0.227273 0.001343 3276.483515 46 46 1070 789 17 4443.393361 75537.69 2.679146 45.55

109 1 0.210084 0.001343 3544.559439 46 46 1070 789 16 4806.943727 76911.10 2.898349 46.37

110 1 0.238095 0.001343 3127.552447 46 46 1070 789 18 4241.420935 76345.58 2.557367 46.03

111 1 0.225225 0.001343 3306.269729 46 46 1070 789 17 4483.787846 76224.39 2.703502 45.96

112 1 0.185185 0.001343 4021.138860 46 46 1070 789 17 5453.255488 92705.34 3.288043 55.90

113 1 0.223214 0.001343 3336.055943 46 46 1070 789 17 4524.182331 76911.10 2.727858 46.37

114 1 0.208333 0.001343 3574.345653 46 46 1070 789 16 4847.338212 77557.41 2.922705 46.76

115 1 0.229358 0.001343 3246.697302 46 46 1070 789 21 4402.998876 92462.98 2.654790 55.75

116 1 0.238095 0.001343 3127.552447 46 46 1070 789 20 4241.420935 84828.42 2.557367 51.15

117 1 0.263158 0.001343 2829.690309 46 46 1070 789 19 3837.476084 72912.05 2.313808 43.96

118 1 0.229358 0.001343 3246.697302 46 46 1070 789 16 4402.998876 70447.98 2.654790 42.48

119 1 0.227273 0.001343 3276.483515 46 46 1070 789 23 4443.393361 102198.05 2.679146 61.62

120 1 0.204918 0.001343 3633.918081 46 46 1070 789 15 4928.127182 73921.91 2.971417 44.57

Country Turkey SAMPLE HOUSEHOLDS



 
Approach 2: Taking both TURKSTAT block sizes and 
listing results AND cluster level non-response into 
account 

 

Cluster Stratum

Probability 

of 

selection 

of a 

household 

within the 

cluster

Probability 

of 

selection 

of the 

cluster 

within the 

stratum

Design weight

Number of  

clusters 

selected in 

the stratum

Number of 

clusters 

completed 

in the 

stratum

Number of 

households 

found in the 

stratum    

(HH9= 

1+2+4+7)

Number of 

households 

with a 

complete 

interview in 

the stratum 

(HH9=1)

Number of 

households 

with a 

complete 

interview in 

the cluster 

(HH9=1)

Raw household 

weight

Weighted 

number of 

households 

with a 

complete 

interview in the 

cluster

Normalized 

household 

weight

Weighted 

number of 

households 

with a 

complete 

interview in 

the cluster

101 1 0.271739 0.001343 2740.331667 46 46 24 18 18 3653.775557 65767.96 2.199775 39.60

102 1 0.231481 0.001343 3216.911088 46 46 24 20 20 3860.293306 77205.87 2.324110 46.48

103 1 0.233645 0.001343 3187.124874 46 46 25 22 22 3621.732812 79678.12 2.180483 47.97

104 1 0.215517 0.001343 3455.200798 46 46 25 18 18 4798.889997 86380.02 2.889197 52.01

105 1 0.211864 0.001343 3514.773226 46 46 24 18 18 4686.364301 84354.56 2.821450 50.79

106 1 0.231481 0.001343 3216.911088 46 46 24 15 15 5147.057741 77205.87 3.098813 46.48

107 1 0.225225 0.001343 3306.269729 46 46 24 18 18 4408.359639 79350.47 2.654076 47.77

108 1 0.227273 0.001343 3276.483515 46 46 25 17 17 4818.358111 81912.09 2.900918 49.32

109 1 0.210084 0.001343 3544.559439 46 46 21 16 16 4652.234264 74435.75 2.800902 44.81

110 1 0.238095 0.001343 3127.552447 46 46 24 18 18 4170.069929 75061.26 2.510613 45.19

111 1 0.225225 0.001343 3306.269729 46 46 25 17 17 4862.161367 82656.74 2.927290 49.76

112 1 0.185185 0.001343 4021.138860 46 46 22 17 17 5203.826760 88465.05 3.132992 53.26

113 1 0.223214 0.001343 3336.055943 46 46 24 17 17 4709.726037 80065.34 2.835516 48.20

114 1 0.208333 0.001343 3574.345653 46 46 24 16 16 5361.518480 85784.30 3.227931 51.65

115 1 0.229358 0.001343 3246.697302 46 46 25 21 21 3865.115835 81167.43 2.327013 48.87

116 1 0.238095 0.001343 3127.552447 46 46 24 20 20 3753.062936 75061.26 2.259551 45.19

117 1 0.263158 0.001343 2829.690309 46 46 24 19 19 3574.345653 67912.57 2.151954 40.89

118 1 0.229358 0.001343 3246.697302 46 46 24 16 16 4870.045953 77920.74 2.932037 46.91

119 1 0.227273 0.001343 3276.483515 46 46 24 23 23 3418.939321 78635.60 2.058391 47.34

120 1 0.204918 0.001343 3633.918081 46 46 23 15 15 5572.007724 83580.12 3.354657 50.32

Country Turkey SAMPLE HOUSEHOLDS



Findings 



Selected sample weights - Household 

 

 

Household weights 
Ratios of new weights to strata 

level weights 

Cluster Stratum 

Strata level 
(1) 

Cluster level 
(2) 

Cluster level 
with cluster 
level NR (3) 

Cluster to strata 
(2/1) 

Cluster with 
cluster NR to 
strata (3/1) 

101 1 2.62 2.24 2.20 0.85 0.84 
301 3 0.64 0.55 0.67 0.87 1.05 

401 4 1.12 0.88 0.82 0.78 0.73 

501 5 1.51 1.65 1.57 1.09 1.04 

601 6 2.40 2.69 2.40 1.12 1.00 

701 7 1.98 0.16 0.15 0.08 0.08 
801 8 1.88 1.93 1.89 1.03 1.01 

901 9 2.22 2.19 2.15 0.99 0.97 

1001 10 0.83 0.91 0.94 1.11 1.14 

1101 11 1.58 1.47 1.62 0.94 1.03 

1201 12 1.32 1.29 1.37 0.98 1.04 

1301 13 1.40 1.64 1.64 1.17 1.17 

1401 14 1.72 1.27 1.32 0.74 0.76 

1501 15 1.87 0.95 0.78 0.51 0.42 

1601 16 0.58 0.57 0.57 0.99 0.98 

1701 17 1.94 2.12 2.06 1.09 1.06 



Selected sample weights - individual 

 

 

Individual weights 
Ratios of new weights to strata level 

weights 

Cluster Stratum Strata level (1) 
Cluster level 

(2) 

Cluster level 
with cluster 
level NR (3) 

Cluster to strata 
(2/1) 

Cluster with cluster 
NR to strata (3/1) 

101 1 2.91 2.50 3.38 0.86 1.16 
301 3 0.66 0.58 0.64 0.88 0.97 
401 4 1.09 0.86 0.79 0.79 0.72 
501 5 1.53 1.68 1.63 1.10 1.06 
601 6 2.38 2.69 2.31 1.13 0.97 
701 7 2.01 0.16 0.15 0.08 0.07 
801 8 1.88 1.94 1.92 1.03 1.02 
901 9 2.28 2.26 2.17 0.99 0.95 

1001 10 0.86 0.96 0.97 1.11 1.13 
1101 11 1.59 1.50 1.92 0.94 1.20 
1201 12 1.39 1.38 1.53 0.99 1.10 
1301 13 1.41 1.67 1.94 1.18 1.37 
1401 14 1.77 1.31 1.27 0.74 0.71 
1601 16 0.60 0.60 0.61 1.00 1.01 
1701 17 1.87 2.06 1.97 1.10 1.05 



Extreme values 

• The maximum weight value found in the original strata level weight was 
2.62; and the lowest was 0.25. 

• The first adjustment into cluster level weights yielded a maximum 
weight value of 4.22; and a minimum of 0.01. 

• The second adjustment into cluster level weights with cluster level 
non-response yielded a maximum weight value of 12.19; and a 
minimum of 0.1. 

• The vast majority of extreme values were observed in rural areas. While 
urban listing resulted in around 100 HHs per block, rural listing provided a 
wide range of results. 

• However, the number of extreme values were not as much as to affect 
the estimates obtained with them. 

We obtained more extreme weights as we used more cluster level 
information. 

 



Age structure of  the HH population 

 

 



Regional distribution of  the HH 

population 

 

 Strata level Cluster level 1 Cluster level 2 

West 41.4 41.4 41.3 

South 11.7 11.7 11.6 

Central 21.5 21.5 21.6 

North 6.5 6.5 6.5 

East 18.9 18.9 19.0 



Women’s characteristics 

 

 

Current age of respondent 

Strata level Cluster level 1 Cluster level 2 

Mean 34.45 34.47 34.56 

Sum 255,125 255,267 255,933 

Educational attainment 

Strata level Cluster level 1 Cluster level 2 

No educ./Pri. 
incomp. 

18.3 18.1 17.7 

Pri. Comp./Sec. 
incomp. 

51.9 51.2 50.6 

Sec. Comp./high 
incomp. 

8.7 8.8 8.8 

High school+ 21.1 22.0 22.9 



Reproductive health 

 

 

Contraceptive method use 

Strata level Cluster level 1 Cluster level 2 

No method 30.65 30.63 30.66 

Folkloric method 0.14 0.13 0.12 

Traditional 
method 

25.41 25.17 25.15 

Modern method 43.80 44.06 44.06 

• The Total Fertility Rate decreases by 0.1 with the 1st 
cluster level weight, and is the same as the original 
with the 2nd cluster level weight. 

• Mean number of children ever born increases  by 0.1 
with the 1st adjustment, and increases by 0.3 with the 
2dn adjustment, compared to the original. 

 
 



Limitations 

• The lack of enumeration areas! 

– Blocks are artificially created by TURKSTAT 

• The denominator of the second stage 
selection (Mhi – Size of ith primary selection 
unit in stratum h) made in TURKSTAT is 
unavailable to us for 2008, thus we proceed by 
assuming it is the same as the numerator of 
our first stage selection. 



Conclusion 

• Our findings showed that the results obtained from 
three different types of weights produced almost 
identical results in terms of some basic variables. 

• Calculations in terms of selection probabilities are 
more precise with cluster level weighting. 

• However, cluster level weights are more prone to 
outliers. 

• The newest DHS Sampling and Listing Manual (dated 
2012) includes cluster level weight calculations 
– TDHS-2008 data will be further examined before deciding 

for TDHS-2013 



Next? 

• Issue of “unlisted” households in rural areas 

• Self-representing PSUs 

• Obtaining number of blocks and number of 
households for blocks which are created from 
National Address Database 

• Welcome TDHS-2013! 
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1. Amaç nedir: Bu konuşmanın amacı Bridge, Lasso ve Ridge 

tahmin edicilerini sunmak ve karşılaştırmaktır. Hangi durumlarda 

hangi tahmin edicinin daha iyi olduğunu belirlemektir.  

 



2. Giriş 

Halk sağlığı çalışmalarında ya da birçok uygulamalı bilim 

dalında araştırmacılar, yanıt (response) değişkenler ve 

açıklayıcı değişkenler arasındaki ilişkilerle ilgilenirler. Örneğin 

göğüs kanseri çalışmasında, nüfusta kanser artışındaki 

olasılığın hastanın dieti, yaşı, boyu ve ağırlığı gibi bazı 

potansiyel risk faktörlerine bağlı olup olmadığını bilmek 

isterler. 

İstatistiksel analizlerin amacı, meydana gelen olaya 

önemli katkıda bulunması nedeniyle risk faktörlerini 

belirlemektir. Regresyon analizi, olaya risk faktörlerinin 

katkıda bulunmasının öneminde bilgi sağlar ve böylece bilimsel 

kararlar alarak araştırmacılara yardımcı olur. 



Çoklu lineer regresyon tüm istatistik yöntemlerin en çok 

kullanılanlarından biridir. Veri analizi yapan bir araştırmacı 

tarafından bilim ve teknolojinin hemen hemen her alanında model 

kurmak için kullanılır. Regresyon katsayılarını tahmin etmek için 

kullanılan ortak yöntem en küçük kareler yöntemidir. Bununla 

birlikte kullanılan veri vektörleri  ortogonal olmadığında  deneyimler 

göstermiştir ki regresyon katsayılarının tahmin edilmesinde aşağıdaki 

problemler ortaya çıkmaktadır. 

(i) Katsayılar mutlak değerce oldukça büyük olma eğilimindedir. 

(ii) Bazı katsayıların yanlış işaretli olması mümkündür. 

(iii) Korelasyon matrisinin öz değerlerinden biri veya daha çoğu 

çok küçük olacaktır ( Foucart,1999). 

Tahmin etmede kullanılan vektörler ortogonallıktan daha çok sapma 

gösterdiğinde bu tür güçlüklerin olasılığı artacaktır. Ayrıca tahmin 

etmede kullanılan vektörler arasındaki korelasyon yüksek ise yani 

çoklu bağlantı ( mulcollinearity) varsa en küçük kareler yöntemi 

doğru yargıya varılabilecek sonuçlara götürmez.  



Çoklu bağlantının ( çoklu içilişki) sonuçları 

 

(i) En küçük kareler tahminleri tahmin edilen parametrelerin gerçek 

değerlerinden oldukça farklıdır. 

(ii) Tahminlerde yansızlık vardır, tahminlerin mutlak değerleri 

oldukça büyük ve varyansları da büyük, verideki çok küçük 

değişiklikle tahmin edilen parametrelerin işaretleri değişir. 

(iii) Şiddetli çoklu ilişki altında parametre tahminleri kararsız olma 

eğilimi gösterecektir. Tahminlerin geçerliliğini görmek için yeni 

örneklemler kullanıldığında tahminler şiddetle etkilenerek 

değişirler. 
Bu nedenlerle böyle modeller araştırmacıların ihtiyaçlarına uygun 

olmaz. Bu konuşmada içilişki problemini ve istatistiksel teknik olarak 

özellikle Bridge cezalandırma yöntemini inceleyeceğiz. 



3. Model ve temel bilgiler 

y X            (3.1) 

lineer regresyon modelini düşünelim. Burada, y ; 1n  tipinde rastgele 

yanıtlar vektörü, X ; n p  tipinde tasarım matrisi,  ; 1p  tipinde 

regresyon parametrelerinin vektörü,  ; 1n  tipinde rastgele hatalar 

vektörü   2(0; )iid N   dir. Amacımız  (3.1) nolu modeldeki    yı 

tahmin etmektir. Bunun için  

   y X y X 


   = T         (3.2) 

hata kareler toplamı kullanılır ve minimum yapan    bulunur.   nın 

en küçük kareler tahmin edicisi 

 
1ˆ

OLS X X X y


          (3.3) 

ve 

   
1

2ˆ
OLSVar X X 


        (3.4) 

dir.  



Yani herhangi bir lineer yansız tahmin edici ˆ Ay     için; 

            ˆ( )E            ve            ˆ ˆ
OLSVar Var    (3.5) 

dir. Bu nedenle ˆ
OLS ; Gauss-Markov koşulları altında en iyi lineer 

yansız tahmin edicidir (BLUE). Yani    ˆ ˆ
OLSVar Var   pozitif semi 

definit matristir. Ancak basitliğe rağmen yansızlık ve minimum 

varyans ˆ
OLS  için her zaman yeterli değildir.  



Gauss–Markov koşulları: 

  
  

Yani tüm hatalar aynı varyanslıdır. "homoscedasticity" özelliği 

vardır.  

i ≠ j  için hata teriminin herhangi iki farklı değeri  

ilişkisiz"uncorrelated" dağılımlardan çekilmiştir. 

  



1.  Regresyon matrisi X tam ranklı değilse, tahmin edici tek değildir. 

Bu durumda hata kareler toplamını minimum yapan pek çok tahmin 

edici vardır. 

2.  Regresyon matrisi X içinde yaklaşık içilişki problemi varsa OLS 

tahmin edici yine yansızdır fakat    
1

2ˆ
OLSVar X X 


   varyansı büyük 

olur.  

Hata kareler ortalaması (MSE) 

 

   
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j

j j

MSE E bias Var Var              
         (3.6) 

dir. Örneğin iki açıklayıcı değişkenli basit regresyon problemini 

düşünelim. 

 

1 1 2 2y x x             (3.7) 

 



 

 

 

Buradaki   2(0; )N   dağılımına sahiptir. Regresörler (açıklayıcı 

değişkenler) arası içilişkinin etkilerini örnekte gösterelim. 

Genelliği bozmaksızın, 1 0T

jx   and  0jx  , 1T

j jx x   ve 1jx  ,  1,2j   

ve 2 1   ile regresyon vektörleri 1x  ve 2x  ‘yi standartlaştırıyoruz. 

Örneklem korelasyon katsayısı 
1 2r x x  ve 

1 1 1 2

2 1 2 2

1

1

rx x x x
x x

rx x x x

 



 

   
    

  
     (3.8) 

 

dir.  



Böylelikle  1 2
ˆ ˆ ˆ
OLS  




 tahmin edicisinin varyans-kovaryans matrisi 

 
   

1

2

11ˆ
11

OLS

r
Var X X

rr





 
   

        (3.9) 

ve 

 
  2

1ˆ
1

jVar
r

 
 , 1,2j        (3.10) 

dir. 1x  ve 2x  açıklayıcı değişkenleri ilişkisiz ise, yani 0r   ise, 

 ˆ 1jVar    fakat 1x  ve 2x  ilişkili ise  ˆ
jVar   çok büyük olacaktır. 

Örneğin 0.95r   için  ˆ 10.26jVar    dır. r= 0.99 için ˆ( ) 50.25jVar    dir. 

Tablo 1 Korelasyon katsayıları ile artan varyans 

r  0 0.3 0.5 0.95 0.99 

 ˆ
jVar   1.00 1.10 1.33 10.26 50.25 

      

  

 



4.  

4. 1 Bridge tahmin ediciler 

Regresyon katsayılarını tahmin etmek için cezalı en küçük kareler ve 

cezalı likelihood yöntemleri son 20 yıldır istatistikçilerin ilgi alanına 

girmektedir. :X n p  p-boyutlu değişkenlerin matrisi olsun, 

:y n boyutlu gözlem vektörü olmak üzere Frank ve Friedman (1993) 

sabit   0 için L -normuyla cezalı   

2

1 1

( ) ( )
n P

T

n i i j

i j

L y x


   
 

                       (4.1) 

amaç fonksiyonunu kullanarak (3.1) modelindeki parametrelerin 

tahminlerini veren ve “bridge regresyon” denilen tahmin ediciyi 

önerdiler.  

 

Büzülmüş/Daraltılmış (Shrinkage)  

regresyon tahminleri 



Ya da eşdeğer olarak  

0   ve  j t


      kısıtı ile         min y X y X


 


    yı 

minimum yapan  ˆ
n  değerine bridge regresyon tahmin edici 

denir ( Fu 1998). 2   iken çok iyi bilinen Ridge tahmin edici 

(Hoerl ve Kennard, 1970), 1   iken LASSO (En Küçük Mutlak 

Büzülme ve Operatör Seçim =Least Absolute Shrinkage and 

Selection Operator)  tahmin edici adını alır (Tibshirani, 1996). 

Şekil 4.1 de 1t   için parametre uzayında orijin çevresinde farklı 

sınır çizgilerinin sınırladığı bölgeler gösterilmiştir. (Fu, 1998) 



j t


   kısıtını farklı   değerleri için çizelim: 

 

1)  >2  için 1 2 1
 

        2) 2   için  2 2

1 2 1     

 

    3) 1  için 1 2 1         4)  <1 için  1 2 1
 

    

 

Şekil 1: İki boyutlu parametre uzayında t=1 iken ,   nın 

farklı değerleri için Bridge regresyonların  sınır çizgileriyle 

sınırlandırıldığı bölgeler. 



4.2 Lasso ve Ridge  regresyon tahminleri 

LASSO ve Ridge regresyon, tahminleri dengelediği için “Büzülme 

Modelleri” olarak adlandırılırlar. LASSO ve ridge  regresyon farklı 

cezalandırma kullanırlar. 

y X    lineer regresyon modeli için her bir bileşen  

 
1

p

i ij j i

j

y x  


   , i=1,2,…,n   (4.2) 

olsun.  Kabul edelimki ( , ), 1,2,...,i

ix y i n , 1 2( , ,..., )i T

i i ipx x x x  ve açıklayıcı 

değişkenler, 
ijx  ler standartlaştırılmıştır. Yani 0

ij

i

x

n
  ve 

2

1
ij

i

x

n
  dir. iy  

ler yanıt (response) değişkenleri merkezileştirilmiştir. Tibshirani 

(1996)  LASSO  tahminini 

j t       kısıtlaması ile    
2

1 1

ˆˆ( , ) arg min(
pn

i ij j

i j

y x   
 

 
   

 
     (4.3) 

olarak vermiştir. 



(4.3) denkleminin çözümünün hesaplanması lineer eşitsizlik 

kısıtlamalı bir quadratik programlama problemidir. LASSO 

regresyon katsayıları y ’nin bir fonksiyonu olarak yazılamaz. 

Kuadratik programlama ile optimize edilerek çözümü 

bulunabilir. 

 0t   parametresi, tahminlere uygulanan büzülmenin miktarını 

kontrol eder. Yukarıdaki 0t   ayar (tuning) parametresidir. Tüm t 

ler için   nın çözümü ˆ y   dir. Genelliği bozmaksızın 0y   

kabul edilir. Bu nedenle   ihmal edilir.  

 LASSO, OLS tahmin edicisi ˆ
ols  çözümünün sıfıra büzülmesine 

neden olur. Bazı katsayılar tam olarak sıfıra eşit olabilir.  LASSO 

regresyonun amaç fonksiyonu 

 ( )L  

2

1 1 1

min
pn m

i ij j L j

i j j

y x   
  

 
    

 
     (4.4) 

dir.  



LASSO’nun iki temel faydasını aşağıdaki gibi açıklayabiliriz: 

Geleneksel tahmin yöntemleri ile karşılaştırıldığında LASSO nun 

önemli avantajı parametre tahmini ve değişken seçiminin her ikisini 

birden eşanlı olarak yerine getirmesidir. 

1) LASSO’da kullanılan düzgünleştirmenin (regularization) 

yapılması  otomatik olarak model seçimini verecektir. 

2) Sayısal olarak uygulanabilir. 

Tibshirani ve ark. (2005)  J.R.Stat.  Soc B 67(1) 91-108 de 

1 1 2

1 2

,
p p

j j j

j j

s s   

 

     kısıtları ile 2ˆ arg min ( )i ij j

i j

y x 


  
 
   yi  

önerdiler. Bu tahmin ediciye “fused Lasso” adını verdiler. 

 

 



 

Hoerl ve Kennard (1970a, 1970b) ridge regresyonu önerdiler. Bu 

yöntemde  

( ) ( )Ty X y X    

hata kareler toplamı 

2

j

j

t   

kısıtlaması ile minimum yapılacaktır. Eşdeğer olarak  ridge 

regresyonun  

 

 
2

( )LPRSS  =
2

2

0

1 1 1

n m m

i ij j R j

i j j

y x   
  

 
   

 
            (4.5) 

 

amaç fonksiyonu minimize edilecektir 



(4.5) fonksiyonu konvekstir ve tek çözüme sahiptir. 
2

ˆ( )LPRSS  ye  

çözüm 

  
1

1ˆ ˆ( ( ) )T T T

rdg R R OLSX X I X y I X X   


            (4.6) 

yanlı tahmin edicidir. Buradaki  , yanlılık/ayar parametresidir. ˆ
rdg    

yanlı ridge regresyon tahmin edicisi, 0R   olduğunda ˆ
ols  tahmin 

edicisine büzülür. Ridge regresyonda j-inci bileşenin 

tahmini
( )

1 ˆ
1

j ols


 dır.  ˆ
rdg  nin  varyansı R > 0 için ˆ

ols  nin 

varyansından daha küçüktür. 

1 1 2ˆ( ) ( ) ( )rdg R RVar X X I X X X X I                    (4.7) 

                2 1ˆ( ) ( )olsVar X X      

olduğu gösterilebilir. Model kanonik formda yazıldıktan sonra 

1 2( , ,..., )pdiag      olmak üzere 

 1 1 2ˆ( ) ( ) ( )rdg R RVar I I        2 1ˆ( ) ( )olsVar       

yazılır 



Bu durumda  

 
2

2

2
ˆ ˆ( ) ( )

( )

j R R

ols j rdg j

j j R

Var Var
  

 
  


 


> 0   

dır. 

L  ve  
R  parametreleri büzülme miktarını kontrol eder. Sıfır veya 

daha büyük değerler seçilmelidir. Eğer   parametresi 0 ise; EKK, 

LASSO ve Ridge regresyonun sonuçları  aynıdır. Ridge ve LASSO 

regresyon PCR (Temel Bileşenler Regresyonu) ve değişken seçimine 

alternatiftir. Ridge regresyon,  regresyon modelindeki tüm x  

değişkenlerini kullanırken, LASSO regresyon sadece x  

değişkenlerinin bir alt kümesini kullanır. (Hoerl ve Kennard 1970, 

Tibshirani 1996). 

 



Ridge ve LASSO regresyon için amaç fonksiyonlarındaki tek fark, 

regresyon katsayılarını farklı cezalandırma yoludur. Ridge regresyon 

2L  normu (regresyon katsayılarının kareleri toplamı) ile 

cezalandırılırken, LASSO regresyon 1L  normu (regresyon 

katsayılarının mutlak değer toplamı) ile cezalandırılır.  

 Ridge regresyonun büzülme etkisini örnek üzerinde görelim. İki 

açıklayıcı değişkenli bir lineer regresyon problemini düşünelim. Ridge 

regresyon tahmin edicisinin varyansı (4.6) dan  

 
1 1

1 1 1ˆ( )
1 1 1

rdg

r r r
Var

r r r

 


 

 
     

     
     

 

 
yanlılık terimi ise  

            1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )T T T

rdg rdgBias E X X I X X X X I                  

 1 1

2 2

1
1 1ˆ( )

1 1
rdg

r r
Bias

r r

 


 


       

       
      

1

1

2

1

1

r

r







   

    
   

 

ve   

2
ˆ ˆ ˆ(   ) ( ) ( )j rdg j jMSE Var Bias    

 
 

dir. 



Tablo 2   ayar parametresi, Ridge tahmin edicinin varyansı, bias
2
 

ve MSE değerleri  

 

 

 

  0 

 

  1 

 

  5 

 

  10 

r  Var      bias
2
    MSE Var      bias

2
    MSE Var      bias

2
    MSE Var      bias

2
    MSE 

0 1.000        0        1.000 0.250     0.250    0.500 0.028     0.694    0.722 0.008    0.826     0.834 

0.5 1.333        0        1.333 0.231     0.160    0.391 0.026     0.592    0.618 0.008     0.756    0.764 

0.9 5.263        0        5.263 0.154     0.119    0.273 0.022      0.525   0.547 0.007     0.706    0.713 

bias
2
 ve MSE değerleri gerçek (1 1)   ile hesaplanmıştır. 

 



1x  ve 
2x  ilişkisiz ise, yani 0r   ise, 1   için 2ˆ(   ) 1 (1 ) 0.25j rdgVar      

0   için ˆ(   ) 1j olsVar    ‘den daha küçüktür. Eğer 
1x  ve 

2x  ilişkili ise, 

örneğin 0.9r   ise, 1   için ˆ(   ) 0.15j rdgVar   , 0   için ˆ(   ) 5.26j olsVar    ‘dan 

çok daha küçüktür. 

 Yukarıdaki tabloda   ‘ya göre bias
2 

 ‘nin artışı görülmektedir. 

(Bias)
2
, ˆ( ) (1 )jbias r       ( 1 21, 1    özel durumu için) 

hesaplanmıştır. Varyans değerlerinde    arttıkça azalma 

görülmektedir. MSE değeri ise;  =0’ dan 1’e giderken azalmakta; 

 =1’den 5 veya 10’a giderken artmaktadır. 

 



*Knight ve Fu (2000) LASSO tipli tahmin edicilerin asimptotik 

özelliklerini incelemişler. 

*Fan ve Li (2001) lineer regresyonda cezalı likelihood metodunu 
vermişler ve LASSO, Ridge ve Bridge bunun özel durumlarıdır.  

*Huang (2003) LASSO tahmin edicisinin öntahmin hatasını vermiş ve 

LASSO tahmin ediciyi genelleştirmiştir.  
*Yuan ve Lin (2004) Grup LASSO ‘yu,  

*Tibshirani ve Saunders (2005) Birleştirilmiş LASSO ‘yu (Fused-
LASSO) önermişlerdir. 

*Zou ve Hastie (2005) Bridge tahmin edicileri çalışmış ve buradan 

yola çıkarak Elastic-Net tahmin edicilerini önermişlerdir.  
*Wang, Li ve Tsai (2007) Düzeltilmiş LASSO önermiş ve bunun için 

algoritma vermiştir.  

Bach (2007) Bootstrap Lasso tahminlerini “Bolasso” adıyla 
önermiştir. 

*Huang, Horowitz ve Shuangge (2008) 0< <1 ile Bridge regresyonun 

asimptotik özelliklerini çalışmıştır. 

*Wang, Song ve Wang (2011) Kısmi lineer modelde değişken seçimi 

ve cezalı bridge yaklaşımı ile tahmin etme problemini incelediler. 
 



5. Lineer Regresyon Modeli ve uygulama 

40 gözlemli ve 5 değişkenli 

 

 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5Y x x x x x                                       (6.1) 

 

basit lineer regresyon modelinin simülasyonunda Bridge tahmin ile 

OLS, LASSO ve Ridge’i karşılaştıralım.  20,N   ‘dir.  

                  Lineer modelin korelasyon matrisi 

                  

1

2

3

4

5

1.000 0.110 0.144 0.036 0.066

0.110 1.000 0.315 0.021 0.034

0.144 0.315 1.000 0.118 0.109

0.036 0.021 0.118 1.000 0.995

0.066 0.034 0.109 0.995 1.000

x

x

x

x

x

 
 

 
    
 

 
  

 

 



 İçilişki üzerinde  büzülmenin etkisini sınamak için X ‘in korelasyon 

matrisinde gösterildiği gibi güçlü lineer korelasyonlu X regresyon 

matrisi seçilir. 4x  ve 5x  arasındaki korelasyon katsayısı, 0.995  , çok 

büyüktür. X matrisi aşağıdaki gibi üretilir. İlk olarak  0,1N  standart 

normal dağılımlı rasgele sayılar ile 40 5  tipinde bir matris üretilir. 

Sonra X ‘in ardışık kolon vektörlerinin ikili korelasyon katsayıları,  

 1,1U   düzgün dağılımından üretilir. Ardışık kolon vektörlerinin ikili 

korelasyon katsayıları, ikinci kolonun bir katının birinciye eklenmesi 

ile elde edilir. 

 Sabit terim hariç  regresyon parametrelerini büzmek için, 

 

  ( ) / ( )j j j j jx n x ort x x ort x    

 

ile veri ölçeklenir ve merkezileştirilir. 



Buradaki 
jx ; X ‘in j . kolon vektörüdür. 

 Doğru (gerçek) model 0 regresyon katsayısını içerdiğinde 

LASSO Ridge’den daha iyi ve doğru model küçük fakat sıfır olmayan 

parametreler içerdiğinde de LASSO Ridge‘den daha kötü performans 

gösterdiğinden; Gerçek   değerinin iki kümesi, 0 katsayılı modeldeki 

büzülme etkisini sınaması için seçilir. Sıfır içeren ve sıfır içermeyen 

fakat küçük katsayılı iki model düşünelim:  

(a) modeli için 0 0   sabit terimi ile  0, 0, 0.5, 0, 1
T

true     

ve 

 (b) modeli için 0 0   sabit terimi ile  0.5, 3, 0, 1, 2.5, 9
T

true   ’dir.  

 





 

Tablo 5.1: 200 kez tekrarlanan simülasyonla model 

karşılaştırılması 



Tablo 5.1; parametre tahminlerini, parantezlerde standart hataları, 

OLS, Bridge, LASSO ve Ridge modellerinin MSE ve PSE lerini 

gösterir. 
4̂  ve 

5̂  ‘nın standart hataları içilişki nedeniyle hem (a), hem 

de (b) modellerinde göreceli olarak  büyüktür. 

 (a) modelinde; Bridge ve LASSO en küçük MSE=1.104 değerini 

verir. Onları MSE= 1.212 ile RİDGE izler. İçilişki nedeniyle OLS en 

büyük MSE=1.385 ye sahiptir. 

 (b) modelinde; En küçük MSE=127.90 ye sırasıyla, 

MSE(Bridge)=129.60, MSE(LASSO)=130.16 ve MSE(OLS)=145.17 

sahiptir. Yukarıdaki örnekte görülüyor ki, Bridge regresyon OLS 

tahminlerini büzer ve küçük varyans, küçük MSE  elde edilir. 

 Bridge tahmin edici, LASSO ve Ridge tahmin ediciye kıyasla ve 

OLS tahmin ediciye göre daha iyi performans gösterir.  

 



6. Büzülme parametresi   nın seçimi 

 

Ridge ve LASSO’nun performansı OLS’den daha iyi olmasına karşın 

X ‘de içilişki olduğunda Frank ve Friedman (1993) ve Tibshirani 

(1996) bazı durumlarda LASSO, bazı durumlarda da Ridge 

regresyonun LASSO’dan daha iyi performans gösterdiğine dikkat 

çekmişlerdir. Bunu görebilmek için bazı sorular sorulmuştur: En iyi 

performans için   ne olmalıdır? Optimal   değeri nasıl seçilmeli?  

 



7. Bridge Tahmin Edicinin Biçimlendirilmesi 
 

1   verilmişken Bridge regresyonun çözümünde aşağıdaki iki 

problem dikkate alınır.(Knight ve Fu, 2000) 

 

(P1)      1   ve 0t   verilmişken j t


   koşulu ile min RSS


                                   

(P2) 1   ve 0   verilmişken    min jRSS



                                                   

 
Bu problemin ikisi de denktir. Yani 0   için 0t   ‘ın var olması veya 

tersi olarak 0t   için 0  ’ın var olmasıdır. İki problem de aynı 

çözümü  verir. 

(P2) problemi j


  ceza ve   ayar parametresi ile cezalı regresyon 

gibi yorumlanır. (P2) ‘yi düşünürsek,  , , , , jG X y RSS


         

olsun. Böylece G fonksiyonu minimize edilir. Yani 

 
  ˆ arg min , , , ,G X y


     

 

dır 



0j  ’da j  fonksiyonu diferansiyellenebilir olmadığından, 0j   

‘da G  ‘nin  
j  ‘ye göre kısmi türevini alabiliriz. 

 

 ( , , )j

j

RSS
S X y







        ve    

1

( , , ) ( )j j jd sign


     


  

 

olsun. 0
j

G







 alındığında 

 

 
1 1( , , ) ( , , ) 0

                     

( , , ) ( , , ) 0p p

S X y d

S X y d

   

   

  


  

                                                   (P3) 

 

yazılabilir (Fu, 1998) . (P2 )‘nin çözümü bizi (P3)‘e götürecektir.  



P3 ‘ün nasıl çözüldüğünü görebilmek için, 

 
 1 1 2 2y x x      

 
doğrusal regresyon modelini düşünelim. Hata kareler toplamı            

 
2

1 1 2 2i i i

i

RSS y x x      ‘dir. G  fonksiyonunun j  ‘ye göre kısmi 

türevlerini aldığımızda, P3 ‘teki gibi 

 

 

1

1 1 1 2 2 1 1

1

2 1 1 2 2 2 2

2 ( ) 0

2 ( ) 0

i i i i

i

i i i i

i

x y x x sign

x y x x sign





    

    





    


    





 

denklemleri bulunur. 

1x  ve 2x  açıklayıcı değişkenleri ilişkisiz ise, yani 1 2 0
i
x x   ise, her bir 

denklem birbirinden bağımsız olarak çözülür. 1x  ve 2x  ilişkili ise, yani 

1 2 0
i
x x   ise, iteratif (kademeli) olarak çözülecektir. 

 



8. Ayar parametreleri   ve t  arasındaki ilişki 

 

Önceki bölümde (P1) ve (P2) problemlerinin birbirine eşdeğer  

olduğunu iddia etmiştik. Yani verilmiş bir  0   için 0t   vardır. 

Öyleki (P1) ve (P2) aynı çözümü paylaşırlar. Aksi de doğrudur: 

verilmiş bir  0t   için 0   vardır. B u bölümde ortonormal bir özel X  

matrisi için   ve t  arasındaki ilişkiyi inceleyeceğiz. 

Sabit 1   için (P1) in sınırladığı  alan Şekil 1 de gösterildiği gibi 

konvekstir. Böylece Bridge tahmin  kısıtın sınırı üzerinde elde edilir. 

Bu durum sabit 0   için ˆ( ) ( , )j

j

t


     yı  gerektirir. Ortonormal X 

matrisi ile  (P3) p bağımsız denkleme indirgenir. 

 

              
1

2 2 ( )j ij i j j

i

x y sign


   


       (8.1) 

       

OLS tahmin edicinin j-inci bileşeni ,
ˆ

ij i OLS j

i

x y   olduğundan Bridge 

tahmin edici 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,..., )T

p      aşağıdaki eşitliği sağlar: 



 

     
1

,

1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0
2

j OLS j j jsign


    


        (8.2) 

 

,
ˆ

j OLS jc   ve ,
ˆ ˆ ˆ/ /j j OLS j j js c     gösterimlerinin kullanılmasıyla j 

üzerinden toplam alınarak  

            2ˆ ˆ ˆ
2

j j j j

j j j

c


            (8.3) 

yazılır. Böylece  

           2

1

2
( ) (1 )

p

j j j

j

t c s s
 

         (8.4) 

elde edilir. j den bağımsız olarak js s  ve jc c  özel durumları için  

 

            22
( ) (1 )

p
t c s s


         (8.5) 

bulunur. 





9. Bridge Tahmin Edicinin Varyansı 

 1   Bridge tahmin edici, (P3) ‘ün tek çözümü olduğundan ve 

hemen hemen kuşkusuz  olarak sıfıra eşit olmadığından, varyansı  

Delta metodu kullanılarak (P3) ‘ten aşağıdaki gibi  elde edilir. 

      
0 0

1 1

ˆ ˆˆ ( )| |
y y

Var X X D X Var y X X X D 

 

  
   
   
   

              (9.1) 

.Buradaki 0y , örnek uzaydaki herhangi bir belirlenmiş noktadır. 

Varyans tahmini, ̂  da 
0

ˆ
y

 ve Var(y) yerine tahminini koyarak elde 

edilir. 

 ˆ ˆ( , , ) ( , , )j j jF S X y d      olmak üzere 1 2( , ,..., )pF F F F   olsun.  

2 ( , , )
F S

D   
 

 
 

 
 

Burada  
  21

, ,
2

jD diag
 

   
 

  
 

1  ve 0j   1,2,...,j p  için pozitif 

definit bir matristir. O halde 

    21ˆ ˆ
2

jD diag
 

 
 

  
 

. 

dır  



Gauss dağılımı için 

2
F

X
y


 


                 ve                    ˆ2 2

ˆ

F
X X D 




 


 

dir. Kapalı fonksiyon teoremi ile  

 
1

ˆ

ˆ

F

y y

F





 
 

 

 
 
 

=
1

2
(

0

1ˆ( ( ) )T

yX X D   ( 2 )TX . 

 
Böylece 

 
0 0

ˆ ˆ
ˆ ( )| |

y y

Var Var y
y y

 




    
           

 

formülü ile (9.1) bulunur. Aşağıda 2 özel durum yazılabilir. 

1. OLS regresyon, yani 0  .  ˆD   fonksiyonu sıfır matrisi olur. 

Böylece 

 

     
1 1ˆ ( )Var X X X Var y X X X
 

    .      

 

2. Ridge regresyon, ve 2   dir. I  birim matris ve  ˆD I   olmak 

üzere 

 

     
1 1ˆ ( ) )Var X X I X Var y X X X I  
 

     . 

 

Bu ridge tahmin edicinin varyansıdır. (4.7 ) de verilen   ˆ
rdgVar   ye 

eşittir. 

 LASSO bazı ˆ 0j  yaptığı için delta metodu uygulanamaz. Buna 

rağmen bootstrap ve jackknife metodu (Shao ve Tu 1995) varyans 

hesaplamada kullanılabilir. 



9. Sonuçlar 

Simulasyon sonuçlarına göre, Bridge regresyon EKK 

tahminlerini büzer/daraltır; küçük varyans ve küçük MSE elde edilir. 
 Bridge tahmin edici, LASSO ve Ridge tahmin ediciye kıyasla ve 

EKK tahmin ediciye göre daha iyi performans gösterir. Gerçek   

parametresi 0’ı içerdiğinde LASSO Ridge’den daha iyi, sıfır olmayan 

fakat küçük parametreler içerdiğinde ise Ridge regresyon LASSO’dan 
daha iyi performans gösterir. 
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Sayfa 2 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

1. KALAN ÖMÜR ve PARADOKSLARI 

 {𝑋𝑛}, 𝑛 = 1,2, … dizisi bağımsız aynı dağılıma sahip pozitif 

değerli rasgele değişken dizisi olsun.  

 Bu rasgele değişkenlerin dağılımını 𝐹(𝑡) ile gösterelim. Yani 

𝐹(𝑡) = 𝑃{𝑋 ≤ 𝑡} olsun.  

𝑇0 = 0; 𝑇𝑛 =∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝑛 = 1,2, … 

𝑇𝑛 dizisine yenileme dizisi denir. 



 

 

KESİKLİ ŞANS KARIŞIMLI YARI-MARKOV SÜREÇLERİNİN İNCELENMESİ ÜZERİNE 2012 

 
 

Sayfa 3 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

𝑁(𝑡) = min{𝑛 ≥ 1: 𝑇𝑛 > 𝑡} , 𝑡 ≥ 0        (1) 

 

 𝑁(𝑡) sürecine literatürde yenileme süreci denir (Feller 

anlamında). 

 

 

𝑊(𝑡) = 𝑇𝑁(𝑡) − 𝑡              (2) 
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Sayfa 4 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 𝑊(𝑡) sürecine {𝑋𝑛} rasgele değişkenler dizisinin oluşturduğu 

yenileme sürecinin kalan ömrü veya kısaca kalan ömür (residual 

waiting time) denir.  

 Bu 𝑊(𝑡)’ nin dağılımını 𝐻(𝑡, 𝑥) ile gösterelim. Başka bir deyişle  

𝐻(𝑡, 𝑥) = 𝐹𝑊(𝑡)(𝑥) = 𝑃{𝑊(𝑡) ≤ 𝑥}      (3) 

olsun.  

 𝐻(𝑡, 𝑥) dağılım fonksiyonu aşağıdaki gibi gösterilebilir: 
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Sayfa 5 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

𝐹𝑊(𝑡)(𝑥) ≡ 𝐻(𝑡, 𝑥) = ∫ [𝐹(𝑡 − 𝑠 + 𝑥) − 𝐹(𝑡 − 𝑠)]𝑈{𝑑𝑠}
𝑡

0

  (4) 

 Burada 𝑈(𝑡) ile 𝑁(𝑡) yenileme sürecinin beklenen değeri 

gösterilmiştir. Yani,  

𝑈(𝑡) = 𝐸(𝑁(𝑡)) =∑𝐹∗𝑛(𝑡)

∞

𝑖=0

     (5) 

 𝑈(𝑡) fonksiyonuna literatürde yenileme fonksiyonu denir. 
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Sayfa 6 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 (4) formülünden kalan ömrün olasılık yoğunluk fonksiyonunu 

aşağıdaki gibi elde edebiliriz: 

𝑓𝑊(𝑡)(𝑥) = 𝑓(𝑡 + 𝑥) + ∫ 𝑓(𝑡 + 𝑥 − 𝑠)𝑈
′(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

  (∗) 
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Sayfa 7 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

Örnek 1: 𝑋𝑛 ∈ Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜆) ise, her 𝑡 ≥ 0 için (*) eşitliğinden 

aşağıdaki sonuç elde edilir: 

𝑓𝑊(𝑡)(𝑥) = 𝜆𝑒
−𝜆𝑥 = 𝑓(𝑥). 

 

Örnek 2: 𝑋𝑛 ∈ 𝐸𝑟𝑙𝑎𝑛𝑔 (2; 𝜆) olsun. Bu takdirde, 

𝑓(𝑥) = 𝜆2𝑥𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0;   𝑈(𝑠) =
𝜆𝑠

2
+
3

4
+
1

4
𝑒−2𝜆𝑠 

olur.  
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Sayfa 8 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 Bunları (*) eşitliğinde göz önünde bulundurursak, 

𝑓𝑊(𝑡)(𝑥) =
𝜆

2
(1 + 𝜆𝑥)𝑒−𝜆𝑥 +

𝜆

2
(𝜆𝑥 − 1)𝑒−𝜆𝑥𝑒−2𝜆𝑡 

⇒ lim
𝑡→∞

𝑓𝑊(𝑡)(𝑥) =
𝜆

2
(1 + 𝜆𝑥)𝑒−𝜆𝑥 

 Genel durumda (*) formülünden yararlanmak çok da kolay 

değildir. Bu nedenle 𝑡 → ∞ iken kalan ömrün dağılımın 

fonksiyonunun limit şekli bulunmuştur. 



 

 

KESİKLİ ŞANS KARIŞIMLI YARI-MARKOV SÜREÇLERİNİN İNCELENMESİ ÜZERİNE 2012 

 
 

Sayfa 9 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 

 Smith’ in Anahtar Yenileme Teoremine göre,  

lim
t→∞

𝐹𝑊(𝑡)(𝑥) ≡ lim
t→∞

𝐻(𝑡, 𝑥) =
1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
𝑥

0

     (6) 

olur. Burada 𝑚1 = 𝐸(𝑋1)’ dir.   

 (6) formülündeki limit dağılımını, notasyon kısalığı için 𝜋0(𝑥) 

ile gösterelim: 

𝜋0(𝑥) ≡
1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
𝑥

0

           (7) 
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Sayfa 10 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 𝜋0(𝑥) dağılımına kalan ömrün limit dağılımı denir.  

 (7) formülünden olasılık teorisinin en meşhur paradokslarından 

birisi (“kalan ömür paradoksu (residual waiting time’ s paradox)”)  

elde edilir.  

Örnek 1: 𝑋𝑖 ∈ Üstel (𝜆) olsun. Bu durumda 𝑚1 = 1/𝜆; 

 𝐹(𝑠) = 1 − exp(−𝜆𝑠) , 𝑠 ≥ 0 olur. Bu ifadeleri (7) formülünde 

yerine koyarsak aşağıdaki sonuç elde edilir: 
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Sayfa 11 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

𝜋0(𝑥) = 𝜆∫ exp(−𝜆𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

0

= 1 − exp(−𝜆𝑥) = 𝐹(𝑥).    (8) 

Yorum: (8) formülünün anlamı şudur:  

 𝑋𝑛 ‘ler Üstel dağılıma sahip olduklarında kalan ömrün 

(𝑊(𝑡)) dağılımı ile tüm aralığın dağılımı birbirine eşit olur.  

 Bu ise sezgilerimize ters düşen bir sonuçtur.  
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Sayfa 12 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 Çünkü 𝑊(𝑡), 𝑋𝑁(𝑡) aralığının bir parçasıdır ve Öklid 

geometrisi açısından 𝐸(𝑊(𝑡)) < 𝐸(𝑋𝑁(𝑡))  olması gerekirdi. 

Hâlbuki, bu durumda 𝐸(𝑊(𝑡)) = 1/𝜆 = 𝐸(𝑋𝑁(𝑡))’ dir.  
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Sayfa 13 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 

Not 1: 𝐿(𝑡) = 𝑡 − 𝑇𝑁(𝑡)−1 olsun. 𝐿(𝑡)’ ye geçen zaman denir 

(Feller). Geçen (𝐿(𝑡)) ve kalan (𝑊(𝑡)) zamanlarının ortak dağılımı 

𝑡 → ∞ iken aşağıdaki limit dağılımına yakınsar: 
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Sayfa 14 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 

𝐹̅𝐿(𝑡);𝑊(𝑡)(𝑥; 𝑦) ≡ 𝑃{𝐿(𝑡) ≥ 𝑥;𝑊(𝑡) ≥ 𝑦}
𝑡→∞
→  

1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
∞

𝑥+𝑦

. 

𝐹̅𝐿(𝑡)(𝑥) = 𝑃{𝐿(𝑡) ≥ 𝑥}
𝑡→∞
→  

1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
∞

𝑥
 

𝐹̅𝑊(𝑡)(𝑦) = 𝑃{𝑊(𝑡) ≥ 𝑦}
𝑡→∞
→  

1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
∞

𝑦

 

Burada 𝑚1 = 𝐸(𝑋1) = ∫ (1 − 𝐹(𝑠))
∞

0
𝑑𝑠  ‘ dir. 

⇒     𝑃{𝐿(𝑡) ≤ 𝑥}
𝑡→∞
→  

1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
𝑥

0

; 
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Sayfa 15 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

𝑃{𝑊(𝑡) ≤ 𝑦}
𝑡→∞
→  

1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
𝑦

0

. 

 Görüldüğü üzere, 𝐿(𝑡) ve 𝑊(𝑡) aynı dağılıma sahip iki rasgele 

değişkendir.  

 Özellikle, 𝑋1 ∈ Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜆) olduğunda 𝐿(𝑡) ∈ Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜆) ve 

𝑊(𝑡) ∈ Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜆) olur.  
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Sayfa 16 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 Dolayısıyla, aynı bir Üstel dağılıma sahip aralığın içine 2 tane 

aynı parametreli Üstel dağılıma sahip aralığı yerleştirmiş oluyoruz. 

Bu ise bir paradokstur.  

Not 2: 𝐿(𝑡) ve 𝑊(𝑡) rasgele değişkenleri Üstel dağılım dışında 

hemen hemen her zaman birbirine bağımlıdırlar. Bunu 2 örnekle 

gösterelim: 

Örnek 1: 𝑋𝑛 ∈ Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜆) olsun.  
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Sayfa 17 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

⇒ 𝐹(𝑠) = 𝑃{𝑋𝑛 ≤ 𝑠} = 1 − 𝑒
−𝜆𝑠     ve   𝑚1 = 𝐸(𝑋1) = 1/𝜆  olur. 

⇒
1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))
∞

𝑥+𝑦

𝑑𝑠 = 𝑒−𝜆(𝑥+𝑦) = 𝑒−𝜆𝑥𝑒−𝜆𝑦 

 olur. 

 

 Başka bir deyişle,  𝐹̅𝐿(𝑡);𝑊(𝑡)(𝑥; 𝑦) = 𝐹̅𝐿(𝑡)(𝑥)𝐹̅𝑊(𝑡)(𝑦) olur.  
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Sayfa 18 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 Yani, 𝑋𝑛 ∈ Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜆) olduklarında geçen ömür (𝐿(𝑡)) ile kalan 

ömür (𝑊(𝑡)) birbirinden bağımsız olur.  

 

Örnek 2: 𝑋𝑛 ∈ 𝐸𝑟𝑙𝑎𝑛𝑔 (2; 𝜆) olsun.  

⇒ 𝐹(𝑠) = 1 + (1 + 𝜆𝑠)𝑒−𝜆𝑠     ve    𝑚1 = 𝐸(𝑋1) = 2/𝜆  olur. 

⇒
1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))
∞

𝑥+𝑦

𝑑𝑠 = [1 +
𝜆

2
(𝑥 + 𝑦)] 𝑒−𝜆(𝑥+𝑦) 
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Sayfa 19 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

olur.  

Diğer taraftan, 𝑡 → ∞ iken 

𝐹̅𝐿(𝑡)(𝑥) ≈
1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
∞

𝑥

= (1 +
𝜆𝑥

2
) 𝑒−𝜆𝑥; 

𝐹̅𝑊(𝑡)(𝑦) ≈
1

𝑚1
∫ (1 − 𝐹(𝑠))𝑑𝑠
∞

𝑦

= (1 +
𝜆𝑦

2
) 𝑒−𝜆𝑦; 

⇒ 𝐹̅𝐿(𝑡);𝑊(𝑡)(𝑥; 𝑦) ≡ [1 +
𝜆

2
(𝑥 + 𝑦)] 𝑒−𝜆(𝑥+𝑦) 

= 𝐹̅𝐿(𝑡)(𝑥)𝐹̅𝑊(𝑡)(𝑦) −
𝜆2

4
𝑥𝑦𝑒−𝜆(𝑥+𝑦); 
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Sayfa 20 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

⇒ 𝐹̅𝐿(𝑡);𝑊(𝑡)(𝑥; 𝑦) ≠ 𝐹̅𝐿(𝑡)(𝑥)𝐹̅𝑊(𝑡)(𝑦) 

olduğu görülür.  

 Özetle, eğer 𝑋𝑛 ∈ 𝐸𝑟𝑙𝑎𝑛𝑔(2; 𝜆) ise bu takdirde, 𝐿(𝑡) ve 𝑊(𝑡) 

birbirinden bağımlı olduklarını gözlemliyoruz. 

GEÇEN ÖMRÜN MOMENTLERİ ÜZERİNE 

 

 Rogozin (1964) çalışmasında kalan ömrün momentleri için 

aşağıdaki sonucu elde etmiştir. 



 

 

KESİKLİ ŞANS KARIŞIMLI YARI-MARKOV SÜREÇLERİNİN İNCELENMESİ ÜZERİNE 2012 

 
 

Sayfa 21 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 𝐸(𝑊𝑛) ≡ lim
t→∞

𝐸(𝑊𝑛(𝑡)) =
𝑚𝑛+1

(𝑛 + 1)𝑚1
                (9) 

Burada  𝑚𝑛 = 𝐸(𝑋1
𝑛), 𝑛 = 1,2, …’ dir. 

 

 

 Rogozin’ in bu formülünden yararlanarak birçok ilginç sonuca 

ulaşmak mümkündür.  
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Sayfa 22 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

 Bu sonuçların bazıları “Kalan ömür paradoksu” nu da 

desteklemektedir. Bunların bazılarını aşağıdaki özel durumlar 

biçiminde verelim: 

Özel Durum 1: 𝑋𝑛 ∈ Gamma (𝛼, 𝜆) olsun. Yani, olasılık yoğunluk 

fonksiyonu aşağıdaki şekilde verilsin: 

𝑓𝑋(𝑥) =
𝜆𝛼

Γ(𝛼)
𝑥𝛼−1𝑒−𝜆𝑥;   𝑥, 𝛼, 𝜆 > 0;𝑚𝑛 ≡ 𝐸(𝑋1

𝑛) =
Γ(𝛼 + 𝑛)

𝜆𝑛Γ(𝛼)
; 
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𝐸(𝑊𝑛) =
Γ(𝛼 + 𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)Γ(𝛼 + 1)𝜆𝑛
, 𝑛 = 1,2, … 

Buradan  

𝐸(𝑊) =
𝛼 + 1

2𝜆
 

elde edilir. Diğer taraftan 𝐸(𝑋1) = 𝛼/𝜆’ dır.  

 

 Dolayısıyla,  

𝐸(𝑊)

𝐸(𝑋)
=
𝛼 + 1

2𝛼
≥ 1  ⟺   𝛼 ≤ 1. 
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 Özetle, 𝛼 ≤ 1 olduğunda Gamma dağılımının kalan ömrünün 

ortalama uzunluğu 𝑋𝑛 aralıklarının ortalama uzunluklarından daha 

büyüktür. Bu bir paradokstur. 

Özel Durum 2: 𝑋1, (𝛼, 𝜆) parametreli Weibull dağılımına sahip 

olsun. Bu durumda 𝑋1 rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu:  

𝐹𝑋(𝑥) = 1 − exp(𝜆𝑥
𝛼) ;  𝑥 > 0;  𝜆, 𝛼 > 0 olur. 
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𝐸(𝑋1) = 𝑚1 =
1/𝛼

𝜆
1
𝛼

Γ(1/𝛼);        𝐸(𝑋1
2) = 𝑚1

2 =
2/𝛼

𝜆
2
𝛼

Γ(1/𝛼); 

𝐸(𝑊) =
𝑚2
2𝑚1

=
𝑚2
2𝑚1

2𝑚1 = 𝐶𝐹𝑚1 = 𝐶𝐹𝐸(𝑋1) 

𝐶𝐹 =
𝑚2
2𝑚1

2 =
𝛼Γ(2/𝛼)

Γ2(1/𝛼)
;     𝛼 =

1

2
  ise    𝐶𝐹 = 3 olur. 

 Özetle,          𝑬(𝑾) = 𝟑𝑬(𝑿)            :: Paradoks!!! 

2. YANSITAN BARİYERLİ ÖDÜLLÜ YENİLEME SÜRECİ 
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KESİKLİ ŞANS KARIŞIMLI YARI-MARKOV SÜREÇLERİNİN İNCELENMESİ ÜZERİNE 2012 

 
 

Sayfa 27 ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ 

Teorem 2.1: Başlangıç rasgele değişkenler dizisi {(ξn, ηn)}, n ≥ 1 

aşağıdaki koşulları sağlasın: 

i)  E(ξ1) < +∞,     ii)  E(η1
2) < ∞,  

iii)    η1 aritmetik olmayan rasgele değişken olsun. 

 Bu takdirde, X(t) süreci ergodiktir ve her ölçülebilir sınırlı 

f(x)(f: [0, +∞) → R) fonksiyonu için aşağıdaki eşitlik, 1 olasılığı ile 

doğrudur:  
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lim
T→∞

1

T
∫ f(X(u))du

T

0

 

=
1

E(τ1(λζ))
∫ ∫ ∫ f(v)Pλz{τ1 > 𝑡; 𝑋(t) ∈ dv}dtdπλ(z)

∞

t=0

∞

v=0

∞

z=0

 

 Burada  πλ(z) dağılımı {ζn},    n = 1,2, … Markov zincirinin 

ergodik dağılımıdır. ∎ 
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 Teorem 2.1’ den elde edilen önemli çıkarımlardan birisi 

aşağıdaki teorem şeklinde ifade edilebilir.  

Teorem 2.2: Her x > 0 için X(t) sürecinin ergodik dağılım 

fonksiyonu QX(x) aşağıdaki gibi yazılabilir:   

QX(x) = 1 −
E (Uη(λζ − x))

E (Uη(λζ))
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 Burada, QX(x) = lim
t→∞

P{X(t) ≤ x} fonksiyonu X(t) sürecinin 

ergodik dağılım fonksiyonu; ζ rasgele değişkeni πλ(z) dağılımına 

sahip bir rasgele değişkendir.  

 Uη(z) ise {ηn, n = 1,2, … } rasgele değişkenler dizisinin ürettiği 

yenileme fonksiyonu; E(M(λζ)) ≡ ∫ M(λz)dπλ(z)
∞

0
 ‘ dır. ∎ 

Yλ(t) ≡
X(t)

λ
;  QY(x) ≡ lim

t→∞
P{Yλ(t) ≤ x} ;  
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R0(x) ≡ (2/m2)∫{∫ (1 − Fη(u)) du
∞

v

} dv

x

0

 

olsun. 

Teorem 2.3: {ξn} ve {ηn}, n = 1,2,… başlangıç rasgele değişkenler 

dizisi aşağıdaki koşulları sağlasın: 

i)  E(ξ1) < ∞;       ii)   E(η1) > 0;          iii) E(η1
2) < ∞; 

iv)  η1, aritmetik olmayan bir rasgele değişken olsun.  
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 Bu takdirde, Yλ(t) süreci ergodiktir ve onun ergodik dağılım 

fonksiyonu (QY(x)), λ → ∞ iken R0(x) dağılım fonksiyonuna zayıf 

yakınsar.  

 Yani her x > 0 için 

lim
λ→∞

QY(x) = R0(x) ≡
2

m2
∫{∫ (1 − Fη(u)) du

∞

v

} dv

x

0

      

olur. ∎ 
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Not 1: R0(x) dağılımı {ηn} rasgele değişkeninin oluşturduğu 

yenileme sürecinin “kalan ömrünün” limit dağılımına sahip rasgele 

değişkenlerin oluşturduğu yeni bir yenileme sürecinin “kalan 

ömrünün” limit dağılımını ifade etmektedir.  

Not 2: ηn’ ler  β > 0 parametreli Üstel dağılıma sahip olduklarında 

R0(x) limit dağılımı da  β parametreli üstel dağılıma dönüşür, yani 

R0(x) = 1 − e
−βx, x ≥ 0 olur. 
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Not 3: ηn’ ler ikinci mertebeden β parametreli Erlang dağılımına 

sahip olduklarında R0(x) limit dağılımının aşikâr şekli aşağıdaki 

gibidir: 

R0(x) = 1 − (1 +
βx

3
) e−βx,    x ≥ 0. 

 

3. NORMAL MÜDAHALELİ  

ÖDÜLLÜ YENİLEME SÜRECİ 
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𝑌𝑎(𝑡) ≡ 𝑋(𝑡)/𝑎 ve 𝑄𝑌(𝑦) = lim
𝑡→∞

𝑃{𝑌𝑎(𝑡) ≤ 𝑦} olsun.  
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Teorem 3.1 (Zayıf Yakınsama Teoremi). 𝑎 → ∞ iken, 𝜎/𝑎 → 0 

koşulu altında 𝑌𝑎(𝑡) sürecinin dağılım fonksiyonu  (𝑄𝑌(𝑦)), [0,1] 

aralığında Düzgün dağılım fonksiyonuna zayıf yakınsar, yani her 

𝑦 ∈ (0,1) için 𝑎 → ∞ iken,  𝑸𝒀(𝒚) → 𝒚 olur. 
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Not: 𝑎 → ∞ iken 𝜎/𝑎 → 0 sağlandığında, 𝑄𝑌(𝑦) → 𝑦 olduğuna 

göre, 𝑄𝑋(𝑥)~𝑥/𝑎 olduğu ortaya çıkar.  Buradan aşağıdaki sonuca 

ulaşılır. 

Teorem 3.2: Teorem 3.1’in koşulları altında, 𝑋(𝑡) sürecinin 

ergodik dağılımı, 𝑎 → ∞ iken, [0, 𝑎] aralığında Düzgün dağılıma 

denktir, yani 𝑸𝑿(𝒙)~𝒙/𝒂’dır.  ■ 
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4. GAMMA MÜDAHALELİ 

ÖDÜLLÜ YENİLEME SÜRECİ
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𝑊𝜆(𝑡) =
𝑋(𝑡)

𝜆
;  𝜁𝑛 ∈ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝛼, 𝜆) ≡ 𝐺𝛼,𝜆(𝑥); 

QW(𝑥) = 𝑃{𝑊𝜆(𝑡) ≤ 𝑥} 

Teorem 4.1: Başlangıç rasgele değişkenler dizisi {(𝜉𝑛, 𝜂𝑛, 𝜁𝑛)}, 𝑛 ≥

1 için ek olarak aşağıdaki koşullar sağlasın: 

 

1) 0 < 𝐸(𝜁1) < ∞, 2)  𝐸(𝜂1) > 0, 3) 𝐸(𝜂1
2) < ∞,  

4) 𝜂1, aritmetik olmayan bir rasgele değişkendir. 

5) 𝜁1 rasgele değişkeni (𝛼, 𝜆), 𝛼 > 0, 𝜆 > 0 parametreli gamma 

dağılımına sahip olsun. 
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 Bu takdirde, 𝛼 > 1 için 𝜆 → 0 iken 𝑊𝜆(𝑡) sürecinin ergodik 

dağılım fonksiyonu için aşağıdaki asimptotik açılım yazılabilir:  

𝑄𝑊𝜆(𝑥) = 𝑅𝛼(𝑥) +
𝑚2
2𝑚1𝛼

(𝐺𝛼,1(𝑥) − 𝑅𝛼(𝑥)) 𝜆 + 𝑜(𝜆). 

 Burada 𝑚𝑘 = 𝐸(𝜂1
𝑘), 𝑘 = 1,2; 𝑅𝛼(𝑥) =

1

𝛼
∫ (1 − 𝐺𝛼,1(𝑡)) 𝑑𝑡
𝑥

0
; 

𝐺𝛼,1(𝑥) =
1

Γ(𝛼)
∫ 𝑡𝛼−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝑥

0
 ‘dır. 
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Teorem 4.2. Teorem 4.1’in koşulları sağlansın. Bu takdirde, her 

𝑥 ≥ 0 ve 𝛼 > 1 için 𝑊𝜆(𝑡) sürecinin ergodik dağılım fonksiyonu, 

𝑅𝛼(𝑥) dağılım fonksiyonuna yakınsamaktadır: 

 

𝑄𝑊𝜆(𝑥) 𝜆→0
→  𝑅𝛼(𝑥). 

 
Burada  

 

𝑅𝛼(𝑥) ≡
1

𝛼
∫ (1 − 𝐺𝛼,1(𝑡)) 𝑑𝑡
𝑥

0  

𝐺𝛼,1(𝑥) =
1

𝛤(𝛼)
∫ 𝑡𝛼−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝑥

0  
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5. TUTAN BARİYERLİ RASGELE YÜRÜYÜŞ SÜRECİ 

Yλ(t) ≡
X(t)

λ
; φX(α) ≡ lim

t→∞
E(exp(iαX(t))) ; 

 φY(α) ≡ lim
t→∞

E(exp (iαYλ(t))) 

Teorem 5.1. Ergodik Teoremin koşulları sağlanmış olsun. Bu 

takdirde, Yλ(t) sürecinin ergodik dağılımının karakteristik 

fonksiyonu, λ → ∞ iken, aşağıdaki limit karakteristik fonksiyonuna  

(φ0(α)) yakınsar, λ → ∞ iken; 

φY(α) → φ0(α) ≡
φ𝜁(α) − 1

iαE(𝜁1)
, α ≠ 0 
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 Burada  φ𝜁(α), 𝜁1rasgele değişkenin karakteristik fonksiyonu; 

E(𝜁1) ise 𝜁1'in beklenen değeridir. 

İspat 5.1:  

φX(α) =
1

E(N1(λζ1)) + K
∫ eiαλz

φSN(λz)(−α) − 1

φη(−α) − 1
dπ(z)

∞

z=0

 

+
K

E(N1(λζ1) + K
∫ eiαλz
∞

z=0

φSN(λz)(−α)dπ(z), 𝛼 ∈ 𝑅\{0}  

P{ζn ≤ z} ≡ π(z) =
F(0) − F(−z)

F(0)
;    F(z) = P{ηn ≤ z}.  
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Önerme 5.1. φ0(α) bir karakteristik fonksiyonudur. 

Karakteristik fonksiyonlarının bire-bir özelliğine göre (bkz., 

Lukacs), bu o demektir ki,  

φ0(α) =
φζ(α) − 1

iαE(ζ1)
 

ifadesi G(x) dağılımının karakteristik fonksiyonudur. ∎  
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Teorem 5.2. Yλ(t) sürecinin ergodik dağılımı QY(x),  λ → ∞ iken 

G(x) dağılımına zayıf yakınsar, yani her  x > 0 için: 

lim
λ→∞

QY(x) = G(x) 

olur. Burada 

G(x) ≡
1

E(ζ1)
∫(1 − πζ(z)) d(z)

x

0

 

 

dağılım fonksiyonu, {ζn} dizisinin ürettiği yenileme süreci için 

''Kalan Ömrünün'' limit dağılımıdır. 
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Sonuç 5.1. πζ(z) =
F(0)−F(−z)

F(0)
  eşitliğini (8.17)’de yerine yazılırsa 

aşağıdaki ifade elde edilir: 

G(x) =
∫ Fη(−z)dz
x

0

∫ Fη(−z)dz
∞

0

,   x ≥ 0.∎ 
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