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“Duydugumu unuturum. Gordigimi hatur-
larim. Yaptigami anlarim.”

-Konfiigyiis

Onsoz

Egriler ve yiizeyler tarih boyunca insanlarin zihnini meggul etmigtir. Benzerleri
Neolitik ¢aglarda dahi bilinen Platonik cisimlerin siniflandirilmasi Antik Yunan
uygarliginda yapilmigti. Egri ve ylizeylerin modern anlamda tanimlanip temel
ozelliklerinin ortaya konmasi ise Gauss ve Riemann gibi devleri bekledi. Rie-
mann Gauss’un yiizey ve egriler {izerine yaptig caligmalari miikemmellegtirip
yiiksek boyutlara tasiyarak bugiin artik diferansiyel geometri ve Riemann geo-
metrisi olarak bilinen alanlarin temellerini atti. Poincaré topolojik uzaylarin
teorisine temel grup ve homoloji gibi cebirsel nesneleri katarak geometri ve
topoloji caligmalarindaki matematiksel kesinlik diizeyini artirdi. Homoloji teo-
risi ylizeyler icin bilinen Euler formiiliiniin ¢ok daha genel bir 6zellik oldugunu
ortaya koydu. Yiizeylerin cebirsel topolojik ve diferansiyel geometrik ézellikleri
arasindaki iligki, matematik tarihinin en gilizel teoremlerinden biri olan Gauss-
Bonnet Teoremi’yle taglandirildi. Giiniimiiz modern geometri ve topolojisinin
Riemann-Roch ve Endeks Teoremleri gibi en giizel ve kuvvetli sonuglar Gauss-
Bonnet Teoremi’nin derinlegmis genellemeleri olarak gériilebilir.

Bu kitabin yazimi yazarin Gauss-Bonnet Teoremi’nin anlagilabilir bir kani-
tim fazlaca diferansiyel geometri kullanmadan sadece tiirevlenebilir manifoldlar
teorisi dilinde yazma arzusu ile 2010 yili Haziran aymda baglamistir. Ik bagta
sadece yazarin ODTU’de vermis oldugu “Calculus on Manifolds” ve “Differen-
tiable Manifolds” derslerine ait notlarin kapsaml bir gekilde elden gegirilerek
yazilmasi amaclanmigti. Daha sonra ise Gauss-Bonnet Teoremi’nin genel hali
ve bunu yapmak igin gerekli teorilerin de kitaba dahil edilmesine karar verildi.
Olusturulan bu teorilerin diger bir¢ok sonucunu da kitaba eklememek olmazdi.
Boylece kitap vektor demetlerinin karakteristik simiflar ve ¢esitli uygulama-
lariyla son buldu. Sunu belirtelim ki Guillemin ve Pollack’in “Differential To-
pology” (|16]) adl kitabi yazarin model aldig1 kaynaklarindan biridir. Bu kitap
sadece icerigi bakimidan degil yazim {islubu acisindan da vazgecilmez. Ozel-
likle bircok 6nemli teoremin kamitlarimin kiic¢iik parcalar halinde okuyucuya
yaptirilmasi egitsel acidan da cok dogru bir yaklagimdir.

Birinci tinite bu kitab1 okuyabilmek icin gerekli olan topoloji, analiz ve
dogrusal cebir konularinin bir 6zetini igermektedir. Her ne kadar bu konularin
hemen hemen hepsi lisans derslerinde goriilmiig olsa da, d6grencilerin lisans iistii
egitime bircok eksikle basladig1 goze carpmaktadir. Ornegin matematikteki en
onemli yapilardan biri olan béliim kiimeleri, gruplari, uzaylar: gibi ¢ok temel
konular doktora 6grencilerinin zihninde dahi tam oturmamaig olabiliyor. Bunun
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yaninda lisans egitiminin ilk yillarinda goriilen dogrusal cebir konularinin hizli-
ca gozden gecirilmesi yerinde olabilir. Kitabin biitiinligiinii korumak amaciyla
bu {initede, Diferansiyel Denklemlerin Varlik ve Teklik Teoremi, Ters Fonksiyon
Teoremi ve dogrusal operatérlerin temel formlar kamtlariyla verilmistir. Unite
iginde yer kalmadigl i¢in bahsedemedigimiz bazi énemli detaylar ise aligtirma-
larda karsmiza cikacaktir.

Tkinci {inite ise kitabin temel unsurlar1 olan manifoldlarin tanimi ile bagh-
yor. Teget vektor ve teget vektdr demetinin yapisi verildikten sonra, manifold-
larin Oklit uzaymna goémiilmesi icin hazirlik yapiyoruz. Bu kapsamda sonraki
initelerde de siirekli yararlanacagimiz Sard Teoremi’ni kaniti ile verecegiz. Ti-
kiz manifoldlarin gémiilmesi konusunu bu iinite i¢inde iglerken, tikiz olmayan-
larin gémiilmesi konusunu aligtirmalarda okuyucuya birakacagiz. Bu iglemler
i¢in gerekli olan Birimin Ayrigimi Teoremi’ni de kanitiyla sunacagiz. Daha son-
ra manifoldlar tizerinde tiirevlenebilir formlar1 ve Stokes’” Teoremi’ni verecegiz.
Bunu yaparken vektor uzaylarinin ve manifoldlarin yénlendirilmesi konusunu
son derece dikkatle yapmaya caligacagiz. Bu baglamda karmagik manifoldlar
tizerindeki dogal yonlendirmeden bahsedecek ve bu dogal yonlendirmenin ¢ar-
pici sonuclarmdan bir iki 6rnek sunacagiz. Oklit uzay1 icindeki disk ve kiirelerin
hacimlerini hesaplama igini de bu iiniteye sikigtiracagiz.

Ugiincii {inite manifoldlarin Euler sinifinin manifold {izerindeki herhangi bir
Riemann metriginin egriligi cinsinden ifade edilebilmesi icin gerekli alt yapiy1
olusturmak amaciyla yazilmistir. Ik 6nce manifold {izerinde verilen bir vektor
alaninin integralinin varligini gosterdik. Daha sonra bunu kullanarak Lie tii-
revini tanimladik ve Lie tiirevinin temel 6zelliklerini ¢ikardik. Diger taraftan,
manifold iizerine Riemann metrigi koyduktan sonra jeodeziklerden bahsetme-
mek olmazdi. Jeodezik egri diferansiyel denkleminin Fourier Serileri yardimiy-
la standart olmayan bir kanitimi da bu iiniteye koyduk. Ayrica manifoldlar
lizerinde jeodezik-konveks komguluklarin varhgini Spivak’in kitabindaki sunu-
mu ([35]) takip ederek yaptik. Daha sonra vektor demetlerini ve demetlerin
cebirini tanimladik. Teget vektor demetinde oldugu gibi bu demetler iizerine
de metrik koyarak demetlerin geometrisini baglanti ve egrilik formlar yardi-
miyla anlamaya caligtik. Egrilik formunu altinc iinitede Euler sinifin1 tanim-
lamak ig¢in kullanacagiz. Bu iinite, Poincaré Yari1 Diizlemi’nin jeodeziklerinin
belirlenmesi ve jeodeziklerin bir uygulamast olan Tiip Komsuluk Teoremi ile
sona erdi.

Dérdiincii iinite De Rham Kohomolojisinin tanimi ile baghyor. Cemberin
kohomolojisini dogrudan hesapladiktan sonra bunun uygulamas: olarak saril-
ma, donme ve gecigme sayilarini tanimlayip cegitli hesaplamalar yapacagiz.
Daha sonra iki boyutlu kiirenin kohomolojilerini dogrudan hesaplayip burada
kullanilan fikirleri homolojik cebirle birlegtirerek Mayer-Vietoris dizisini olugtu-
racagiz. Bu dizi yardinayla kiirelerin ve bazi diger manifoldlarin kohomoloji
vektor uzaylarini belirledik. Poincaré izomorfizmasini kamitlayabilmek icin t1-
kiz destekli kohomolojiyi tanimlayacagiz ve bu kohomoloji teorisini kullanarak
manifoldlar arasindaki fonksiyonlarin derecesini tanimlayip hesaplamalar ya-



pacagiz. Bu hesaplamalardan birisi daha ¢ok cebirsel topoloji kitaplarinda bu-
lunan, bir kiireden kendisine giden ve derecesi sifir olan fonksiyonlarin sabite
homotopik oldugunun kanitlanmasidir. Bu kanit oldukca teknik oldugu igin,
bu sonucun g¢emberler i¢in olan 6zel hali, ayni fikirler yardimiyla aligtirmalar-
da kanitlanmaktadir. Bu iinite Poincaré Izomorfizmasi ve bazi uygulamalari ile
bitecektir.

Besinci {inite kesigim teorisinin kurulusu ile baglayacaktir. Daha sonra alt
manifoldlarin Poincaré dualini tanimlayip, bunu alt manifoldlarin kesigimlerin-
den yararlanarak kohomoloji halkalarinin hesaplanmasinda kullanacagiz. Ayri-
ca alt manifoldlarin Poincaré dualini kullanarak Gysin Tam Dizisi’'ni olugtura-
cagiz. Bu diziyi ise Leray-Hirsch ve Kiinneth teoremlerini kanitlamakta kulla-
nacagiz. Bu iinitede ayrica Poincaré-Hopf Teoremi'ni ve Lefschetz Sabit Nokta
Teoremi’ni kanitlayacagiz. Temel bazi 6rneklerde alt manifoldlarin kesigimlerini
dogrudan hesaplayacagiz. Bunlarn icinde karmagik projektif uzay icindeki alt
manifoldlarin kesigimleri ve gercel projektif diizlemin karmagik diizlem iginde
kendisi ile kesigimi yer alacaktir. Cebirsel egriler teorisinin en temel sonuclarin-
dan olan Bezout Teoremi, Riemann-Hurwitz Teoremi ve Hurwitz Teoremi’'nin
kanitlar1 ile bu iiniteyi bitirecegiz. Cebirsel egriler ve yiizeyler cebirsel geomet-
rinin yani sira diferansiyel geometri ve topoloji agisindan da cok zengin bir
ornek kaynagidir. Bu {initenin aligtirmalar kuadratik formlarin Arf degigme-
zinin ve bunun uygulamas: olan topolojik Arf degigmezinin bir sunumunu da
icermektedir.

Altinct ve son iinite Euler karakteristik simifinin kurulugu ile baglayacak.
Gauss-Bonnet Teoremi’nin kanitinmi verdikten sonra karmasik vektor demet-
lerinin Chern karakteristik simiflarini tamimlayacagiz. Chern simiflarinin bir
uygulamasi olarak “yan yana gelme egitligi"ni verecegiz. Buradan da Derece-
Cins formiiliinii elde edecegiz. Ashnda degisik fikirler igerdigi i¢in Derece-Cins
formiiliiniin Chern karakteristik siniflarini kullanmayan bir bagka kanitin1 da
sunacagiz. Bu yaklasim ayni dereceye sahip tiim cebirsel egrilerin olugturdu-
gu uzayin (bir ¢esit Moduli Uzay1) incelenmesine dayanir ve egriler diginda-
ki diger cebirsel (yiizeyler veya yiiksek boyutlu) nesnelere de uygulanabilir.
Son olarak tiirevlenebilir manifoldlarin Pontryagin karakteristik siniflarini ve
sayilarim tanimlayip bu sayilarin bazi topolojik uygulamalarini gérecegiz. Bu
uygulamalardan en dikkat cekici olant Milnor’un 1962 yilinda kendisine Fields
Madalyas: kazandiran caligmalarindan biri olan 7-boyutlu egzotik kiireler ile
ilgili 1956 tarihli ¢cahismasidir (|27]). Annals of Mathematics dergisinde yayin-
lanan 6 sayfalik makale son derece anlagilabilir olmakla beraber tekil homoloji
dilini kullandig: i¢in kitaba dogrudan konulamadi. Milnor’un makalesini takip
ederken tekil homoloji iceren boliimlerini kitabin biitiinliigiinii korumak adina
De Rham Kohomolojisi ile degigtirecegiz.

Dikkatli okuyucularimiz Gauss-Bonnet Teoremi’nin yaygin olarak bilinen
ve Gauss’un jeodezik iiggenlerle ilgili sonucunu kullanan kanitin1 vermedigimi-
zi fark edeceklerdir. Bunun 6nemli bir nedeni bu kanitin tikiz yiizeylerin bir
iiggenleme kabul ettigi gercegini kullanmasidir. Bu sonug ilk olarak 1925 yilin-
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da Rado [31] tarafindan kamtlanmigtir. Fakat Radé’nun vermis oldugu kanit
oldukca zordur ve icerik olarak bu kitabin alamimin diginda kalir. Bu kitabin
ele aldigi tiim konular klasik sayilabilir. Bu nedenle kitabin icindeki muhtemel
matematiksel hatalar ve yazim yanliglarn digindaki hicbir ifadenin 6zgiinliigii
iddia edilmemektedir.

Kitab: okumak isteyen veya derslerinde kullanmak isteyen akademisyenlere
faydali olabilecek birkag noktay1 belirtmek istiyorum: Birinci {inite kitabi rahat
sekilde takip edebilmek i¢in gerekli alt yapiy1 olugturmak icin yazlmigtir. Do-
layisiyla, gerekli alt yapiya sahip okuyucular dogrudan bir sonraki {initeye gece-
bilirler. Diger taraftan lisans derslerinde pek zaman ayrilamayan Ters Fonksi-
yon Teoremi ile Diferansiyel Denklemlerin Varlik ve Teklik Teoremi’ni kanit-
lariyla sunuyoruz. Ayrica boyutu sonlu olan vektor uzaylar: lizerinde tanimh
dogrusal operatorlerin temel formlar: detaylariyla okuyucuya sunulmustur.

Bir dénemlik tiirevlenebilir manifoldlar dersi i¢in goyle bir yol izlenebilir:
Birinci {initenin gerekli goriilen yerleri hizlica yapildiktan sonra ikinci {inite
detaylariyla yapilmalidir. Uciincii iiniteden sadece 3.1 yapilarak yola devam
edilebilir. Dérdiincii iiniteden ise sadece 4.1, 4.2 ve 4.3.1 iglenerek ders bitiri-
lebilir. Diferansiyel geometri derslerinden Gauss egriligini gérmiig bir 6grenci
grubuna Sonug 6.1.11 (Gauss-Bonnet Teoremi) ve bunu takip eden kamit da
verilebilir.

Eger iki dénemlik bir plan yapilmak isteniyorsa tiim kitap okunabilir. Yine
ogrencilerin diger derslerde gérmiig olduklar: konular hizli bir gekilde hatirlati-
larak gecilebilir. Bu kitabi ¢aligan bir 6grenci tiirevlenebilir manifoldlarin temel
ozelliklerinin yan1 sira vektdr demetleri ve karakteristik simiflar konusunda da
temel bilgilere kavugmus olacaklardir. Ayrica cebirsel topolojinin konular: olan
tikiz destekli kohomoloji, derece teorisi, Leray-Hirsch ve Kiinneth teoremlerini
de gérmiis olacaklardir. Diger taraftan, cebirsel topoloji derslerinde énemli bir
yer tutan Temel Grup ve Ortii Uzaylan ise kitabimizda yer almamaktadir.

Ulkemizdeki bir ¢ok lisans iistii program cebir ve diferansiyel geometri alan-
larinda oldukga kuvvetlidir. Diger taraftan, diferansiyel topoloji, cebirsel topo-
loji ve cebirsel geometri konularinda biiyiik eksiklikler vardir. Bu nedenle ilk
ii¢ linite bircok okulda hizli bir gekilde iglenebilecekken kitabin geri kalaninda
daha yavag ve dikkatli olunmalidir. Muhtemel zaman darlhiklarindan dolay: baz
teoremlerin kanitlart 6grencilere birakilabilir. Ayrica aligtirmalar 6grencilerin
en fazla zaman harcamasi gereken yerlerdir. Aligtirmalar 6grenci tarafindan
konular1 éziimsemek adina birer firsat olarak goriilmelidir. Problem ¢ézmeden
matematik 6grenmeyi beklemek, yiizmeyi veya bisiklete binmeyi iyi bilen bi-
rini seyrederek bunlar1 6grenmeyi beklemeye benzer. Bunun ise pek miimkiin
olmadigr tecriibelerimizle sabittir.

Kapak Sayfalar1 Hakkinda

On kapaktaki resimde yer alan heykel ODTU Mimarlik Fakiiltesi ¢niinde
bulunmaktadir. ‘Yok’ isimli bu heykel 1982 yilinda Rolf Westphal tarafindan
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yvapilmigtir. Heykel uzayda herhangi ikisi aykir1 olan ii¢ dogrudan olugmaktadir.
Uzayda herhangi ikisi aykir1 olan n dogrunun durumlar (konfigiirasyonlar)
onemli ve zor bir problemdir. Problemin ancak n < 7 oldugu durumlar-
da ¢6ztimil vardir. Bu konuyla ilgili kapsamli bir makale [41] nolu referansta
bulunmaktadir. Arka kapakta ise ODTU Devrim Stadyumu yer almaktadir.

Tegekkiir

Matematik 6grenme siirecinde ve akademik hayatimda cok biiylik destekle-
rini gordiigiim Turgut Onder’e ve doktora tez danigmanim Selman Akbulut’a
minnettarim. Matematik okumayi, yazmayi, resmini ¢izmeyi ve yapmay1 bana
gosteren O.D.T.U. ve Michigan State Universitesi Matematik Boliimii'ndeki
hocalarima, tesekkiirii bir bor¢ bilirim. Michigan State Universitesi doktora
programina kabul edilmemdeki katkilarindan dolay1 Charles L. Seebeck’e ayri-
ca tegekkiir ederim. Yirmi yili agkin bir siiredir gérev yapmaktan zevk aldigim
0.D.T.U. Matematik Boliimii'ndeki tiim calisma arkadaslarima ve 6grencileri-
mize bu giizel calisma ortami icin tegekkiir ediyorum. Kitabin yazimi sirasin-
da ihtiyag duydugumda yardimlarimi esirgemeyen, dogrudan veya dolayh ola-
rak katki saglayan Hayday Alici, Hiiseyin Altundag, Nurémiir Hiilya Argiiz,
Refik Inan¢ Baykur, Hayati Bennun, Mehmet Biige, Baran Cetin, Mehmet
Dagli, Yasir Kizmaz, Belgin Korkmaz, Mustafa Korkmaz, Ferit Oztiirk, Ayla
Ross, Siileyman Kaan Samurkag, Sinan Sertéz, Bayram Tekin, Andreas Tiefen-
bach, Biilent Tosun, Muhiddin Uguz, Caglar Uyanik, Ustiin Yildirim ve Burak
Yildiz’a tegekkiir ediyorum. Kitabin hakemligini yapmig olan meslektaglarima
harcadiklar1 zaman ve emek icin tegekkiir ederim. Katkilar1 sayesinde kitap
¢ok daha rahat okunur ve anlagilir bir hale geldi. Ayrica bilimle tanigmama
yardim eden Faruk Ekiz, Rahmi Onkibar ile Zeki Yildirim’ ve beni her zaman
destekleyen anne ve babami giikranla aniyorum. Varliklarindan her zaman giic
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gekilde okuyan sevgili egim Ferihe Atalan’a, ilham kaynaklarim olan oglum
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Yildiray Ozan
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“Kendinizi balkg¢y degil bah¢ivan olarak goriin.
Balik¢r baligr neyin cekecegini bilir. Bahg¢ivan
ise gerekli ortamu hazirlar ve bitkilerin biyi-
mesini saglar. Matematik takimi kurarken en
1yi ogrencileri alp kazanmaya ¢alismayin; bu-
nun yerine alabildiginiz kadar ¢ok ogrenci alip
onlary matematikte daha iyi yapmak igin eliniz-
den gelen her seyi yapin.”

-Ashley Reiter

Yardimci Bilgiler

Bu iinitede tiirevlenebilir manifoldlarin genel teorisini anlayabilmek icin gerekli
olan temel bilgiler sunulacaktir. Sirasiyla genel topoloji, analiz ve dogrusal cebir
bagliklar: altinda toplayacagimiz bu bilgilere hakim olan okuyucular dogrudan
bir sonraki tiniteye gegebilirler. Bu tinitenin amaci, genel topoloji, analiz veya
dogrusal cebir konularini daha énceden gérmemis olan okuyuculara 6gretmek
degildir. Tersine bu konular1 daha once ¢aligmig olanlara biraz hatirlatmak,
varsa, eksik bilgilerini kapatabilmeleri i¢in firsat sunmaktir. Her matematik ders
kitabinda oldugu gibi aligtirmalar kismi 6grencilerin en fazla zaman harcamasi
beklenen boliimdiir. Genel topoloji ve analiz alanlarinda daha kapsaml ve
detayh bilgi i¢in [30, 33, 34, 37, 38] numarali referanslara bakabilirsiniz.

1.1 Genel Topoloji

1.1.1 Kiimeler

Topolojinin tanimim vermeden énce kiimeler ve fonksiyonlara dair bazi temel
bilgileri hatirlayalim. Bir X kiimesi ve onun bir A C X alt kiimesini alalim.
X fark A kimesini X —A={x e X |2 ¢ A} olarak tanimlayacagiz.

Eger f: X —Y, X kiilmesinden Y kiimesine bir fonksiyon ve B CY
bir alt kiime ise B alt kiimesinin [ fonksiyonu altindaki ters gorintiisi
fYB)={x € X | f(x) € B} olarak tanimlanir.

{As}aer X kiimesinin bir alt kiimeler ailesi olsun. Bu durumda

f(UOtGAAOc) = UaGAf(AOc)

oldugu halde, s6z konusu alt kiimelerin gériintiilerinin ara kesitleri olunca sa-
dece f(NaerAa) C Naeaf(Ay) icermesi dogrudur. Bagka bir deyigle, bir alt

1
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kiimeler ailesinin ara kesitlerinin goriintiisii goriintiilerin ara kesitinin alt kii-
mesidir ve genelde bu iki kiime farklh olabilir. Ters goriinti alma iglemi ise hem
arakesit hem de birlegim iglemi ile yer degistirebilir: {Bg}aca, Y kiimesinin
bir alt kiimeler ailesi olsun. Bu durumda,

S (UaeaBa) = Uaenf " (Ba) ve [ (NaeaBa) = Naeaf ™' (Ba)

olur.

X bir kiime ve ~ bu kiime iizerinde bir denklik bagintisi olsun. P : X —
X/ ~ boliim fonksiyonu olmak iizere her Y kiimesive f: X — Y fonksiyonu
icin f = foP esitligini saglayacak sekilde bir f : X / ~— Y fonksiyonun
var olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her z,y € X, z ~ vy, icin f(z) = f(y)
olmasidir. Bu durumda f : X — Y fonksiyonu bélim kiimesinde tansmlansr
denir. f : X/ ~— Y fonksiyonuna ise f : X — Y tarafindan belirlenen
fonksiyon diyecegiz.

Ornek 1.1.1. f: X =Y érten bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y €
X d¢in x ~y ancak ve ancak f(x) = f(y) seklinde tanimlanan bagints
bir denklik bagintisidir. Ayrica, f: X — Y fonksiyonu bu bagintinin boliim
kiimesinden Y kiimesine bire bir f X/ ~—=Y eslemesini verir.

Daha somut bir érnek icin f : R — S', f(t) = (cos2nt,sin27t), t € R,
fonksiyonunu diisinelim. Burada S* diizlemdeki birim ¢emberi gostermekte-
dir. Bu érten fonksiyona karsilik gelen bagints, her s,t € R icin s ~1t ancak
ve ancak s —t € Z seklinde tanamlanar. Aslinda ayni érnek bolim gruplarm
konusunda da verilebilirdi: R  kimesi toplama islemsi ile dedismeli bir grup
olusturur. f : R — S' fonksiyonu ise tam saylarn olusturduju 7 normal
alt grubuna karsibk gelen béliim homomorfizmasidar. Béliim grubu, S'  bi-
rim cemberi, tzerindeki iglemin karmagsik sayilarm tzerindeki ¢carpma islemi
oldugunun gésterilmesini okuyucuya birakwyoruz (bkz. Sekil 1.1).

—R/t ~t+1
t—2t—1 ¢ t+1 t]={t+n:necZ}

f(t) = (cos2nt, sin 27t)

Sekil 1.1: Bolim uzays

1.1.2 Topolojik Uzaylar

Tanim 1.1.2. X bir kiime olmak tizere bu kiimenin kuvvet kimesinin asagidak:
kosullary saglayan herhangi bir T alt kiimesine X idizerinde bir topolojidir denir:
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1. 0eTveX €T,

2. A bir endeks kiimesi olmak tzere her o € A igin bir O, € T wvar ise
UaGAOa €T,

8. Her O;eT,i1=1,...k, icin ﬁi-“:lOi ET.

Bu durumda (X, 7) ikilisine topolojik uzay, T topolojisinin elemanlarina
(bu topolojinin) ag¢ik kiimeler, acik kiimelerin tiimleyenlerine de (bu topoloji-
nin) kapaly kiimeler denir.

Bir kiime tizerinde birden fazla topoloji tanimlanabilecegi acgiktir. 71 ve o
verilen bir X kiimesi {izerinde iki topoloji olsun. Eger 71 C 74 ise 79 topolojisine
71 topolojisinden daha ince ya da daha kuvvetli denir. Bu durumda 7 topolojisi
71 topolojisinden daha zaysif ya da daha kaba da denir.

Topolojik uzaylar kategorisinin gonderimleri siirekli fonksiyonlardir. Her-
hangi iki (X,7x) ve (Y,7y) topolojik uzaylar: arasinda herhangi bir

f:(X,mx) = (Y, 1v)

fonksiyonu alalim. Eger her agik U € 7y kiimesinin f altindaki ters goriintiisii
X icinde acik bir kiime ise (f~}(U) € 7x) f fonksiyonuna siireklidir denir.
Eger, siirekli f fonksiyonunun siirekli bir ters fonksiyonu varsa bu fonksiyona
bir homeomorfizma denir. Bu durumda (X, 7x) ve (Y, 7y) topolojik uzaylarina
homeomorfik uzaylar denir.

Uyar1 1.1.3. Stureklilik tanvmandaki ‘agik kiimeler’ ifadesi yerine ‘kapaly kime-
ler’ yazarak sirekliligin bir bagka (denk) tanwmins elde ederiz, ¢linki her B CY
alt kiimesi icin X — f~1(B) = f~Y(Y — B) dir.

Ornek 1.1.4. R, (n > 0), dzerindeki standart topolojinin agik kimeleri
su gekilde tanwmlanwr: Bir U C R™ alt kiime olmak iizere her x € U igin
B(z,r) ={y e R" | |ly — z|| < r} C U olacak sekilde bir r > 0 gercel sayisi
var ise U alt kiimesine agiktur denir. (|z — y|| = (0, (zi — vi)?)'/? ifadesi
= (x1,...,%,) vey = (y1,...,Yyn) noktalars arasindaki Oklit uzaklginy gés-
termektedir). Aksi soylenmedigi siirece Oklit wzayina her zaman bu topolojisi ile
beraber diistinecegiz.

Ornek 1.1.5. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X bir alt kiime olsun. Bu
durumda 74 = {UNA | U € 7} koleksiyonu A alt kiimesi tzerinde bir topo-
loji belirler ve bu topolojiye alt uzay topolojisi veya (X, T) uzayindan edinilen
topoloji denir.

Bu ornek elimizdeki bir topolojik uzaydan yeni topolojik uzaylar elde et-
menin bir yolu olarak da goriilebilir.
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Verilen topolojik uzaylardan yeni bir topolojik uzay iiretmenin bir yolu
carpim topolojisidir. Carpim topolojisini tanimlamadan &nce bir topolojinin
tabanindan bahsedelim: (X, 7) bir topolojik uzay ve [ C 7 bir alt aile olsun.
Eger X =Upeg U veherVerTve x €V igin x € U CV olacak sekilde
bir U € # acik kiimesi varsa [ ailesine bu topolojinin bir tabansdir denir.

Simdi de S bir herhangi bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi ol-
sun. Bu aileye X, () ve 3 ailesinin sonlu sayidaki elemanlarinin ara kesitlerinin
rastgele birlegimlerinden olugan alt kiimelerini de ekleyerek bir topoloji olugtu-
rabiliriz. Bu topolojiye 8 tarafindan tretilen topoloji denir.

(X,7x) ve (Y,7y) iki topolojik uzay olsun. § = 7x X 7y ailesinin X x Y
kiimesi tizerinde iirettigi topolojiye bu iki uzayin ¢arpwm topolojisi denir. Daha
genel olarak eger {(X;, ;) }ics bir topolojik uzaylar ailesi ise U; € 7; ve I endeks
kiimesinin sonlu sayida elemani digindaki tiim elemanlar: i¢in U; = X; olacak
sekilde secilen U; acik kiimelerinin [[U; direk carpumlarinin olugturdugu g
ailesinin iirettigi topolojiye [[ X; carpim kiimesi tizerindeki ¢arpim topolojisi
denir.

Uyar11.1.6. 1) Carpum topolojisi, carpim kiimesinden ¢arpima olusturan uzay-
lara tansmlanan her bir izdisim fonksiyonunu sirekli yapan en zayif (kaba)
topolojidir.

2) Yukaridaki tansmda topolojimizin tabanwne tim [[U;, U; € 7, ¢arpimla-
1 da alabilirdik. Fakat bu durumda [] X; ¢arpym kiimesi izerinde elde edilecek
topoloji gereginden fazla kuvvetli olacags i¢in kullanisl olmayacaktir. (Bkz. Alis-
tirma 5) Kutu topolojisi olarak adlandirilan bu topoloji ¢carpim kiimesi tizerin-
deki her bir izdigim fonksiyonunu strekli yapan en kuvvetli (ince) topolojidir.

3) Gergel sayplar kiimesi dizerindeki standart topolojinin a¢ik kimeleri sayi-
labilir ¢oklukta ayrik agik arabigan birlesimidir (Baglantili uzaylar bolimiine
bakiniz). Dolayisiyla, bu sekildeki iki agik kiimenin ¢arpimi da dizlemde yine
saylabilir coklukta ayrik acik dikdortgen bolgenin birlesimi olacaktir. Bu ne-
denle diizlemdeki bir cok acik kiime, ornegin yuvarlar, gercel sayilar kiimesinin
agiklarinen bir carpima olamazlar. Dider taraftan, dizlemdeki her agik kiime
saylabilir ¢oklukta agik dikdortgen bolgenin birlesimi (genelde ayrik olmayan)
olarak yazilabilir.

Yeni topolojik uzaylar elde etmenin bir diger yolu ise boliim uzaylaridir:
f X — Y orten bir kiime fonksiyonu ve 7x X {zerinde bir topoloji olsun.
f X — Y orten fonksiyonunun vermis oldugu P : X — X/ ~ boéliim kiimesini
ve f: X/ ~— Y bire bir eglemesini diisiinelim (bkz. Ornek 1.1.1). X/ ~ béliim
kiimesi iizerine koyabilecegimiz ve P boliim fonksiyonunu siirekli yapacak en
kuvvetli topolojiye boliim topolojisi denir. Benzer gekilde Y kiimesi iizerinde
f fonksiyonunu siirekli yapan en kuvvetli topolojiyi 7y ile gosterelim. Bu
durumda f: X / ~— Y fonksiyonu bir homeomorfizma olur.

f)nerme~1.1.7. P: X — X/ ~ bir bolim uzay, f:X —Y wve f:X/ ~—>
Y, f=foP, kosulunu saglayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda f:X —
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Y fonksiyonunun strekli olmasy icin gerek ve yeter kogsul f X/ ~— Y
fonksiyonunun stirekli olmasidir.

Ornek 1.1.8. Bir énceki bolimde ele aldigimaz
f:R— 8" f(t) = (cos2rt,sin2nt) ,t € R,

fonksiyonu bize f : R/ ~— S homeomofizmasini verecektir. Burada R/ ~
ve dolayswyla St dizerindeki topoloji boliim uzayr topolojisidir. S iizerindeki
bu topoloji ile S ’in diizlemden edindifi alt uzay topolofisinin ayne oldugunun
gosterilmesini okuyucuya aligtirma olarak birakwyoruz.

Bir (X, 7) topolojik uzay olsun. Eger her z,y € X icin x € U, y € V ve
UNV = olacak gekilde U ve V agik kiimeleri varsa bu uzaya Hausdorff (veya
Ty uzay:) denir.

R"™ standart topolojisiyle bir Hausdorff uzaydir. Hausdorff uzaylarin Kar-
tezyen carpimlar: da Hausdorff uzaylardir. Bir Hausdorff uzayin tiim alt uzay-
lar1 da benzer gekilde Hausdorff’tur. Diger taraftan Hausdorff olma &zelligi
bélim uzaylarina gegmeyebilir.

Ornek 1.1.9. X = {(z,y) € R? | x € R, y € {~1,1}} alt wzaym diisiine-
lim. R? dizerindeki standart topoloji Hausdorff oldugu icin X uzayr da Haus-
dorff ‘tur. X dzerinde bir ~ denklik bagintist tanymlayalim:

(z1,y1) ~ (72,92)

ancak ve ancak (v = o ve y1 = y2) veya (x1 = x2 # 0). Bu denklik bagin-
tisindan elde edilen bélim uzayr Hausdorff dedildir. Bunu gdrmek i¢in bolim
uzayinda (0,1) ve (0,—1) noktalarmn denklik siniflarinin farkly olduklaring
fakat bu iki noktaye ayrr ayr iceren herhangi iki agik kiimenin ayrik olamaya-
caging gormek yeterlidir.

Asgagida bir topolojik uzay i¢in Hausdorff olmanin kullanigh bir karakteri-
zasyonunu verecegiz.

Onerme 1.1.10. X topolojik uzayinin Hausdorff olmast i¢in gerek ve yeter
kosul AN = {(z,z) | x € X} kosegen alt kiimesinin X x X ¢arpim uzay: i¢inde
kapalr olmasidir.

Kamt : 1k énce A = {(z,z) | x € X} kogegen alt kiimesinin X x X carpim
uzay1 i¢inde kapali oldugunu kabul edelim. z,y € X ve x # y olacak gekilde
iki nokta alalim. O halde (z,y) € A olur. A kapali bir alt kiime oldugu i¢in
X iginde z € U, y € V ve (U x V)N A = () olacak gekilde U ve V acik alt
kiimeleri bulabiliriz. Fakat (U x V)N A = () tam olarak U NV = () anlamina
gelir. O halde, X uzay1 Hausdorff’tur. Bu kanitin tiim adimlari kolayca ters
gevrilebilecegi igin diger yoniin kanitim1 okuyucuya birakacagiz. O
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1.1.3 Tikiz, Baglantilh Uzaylar

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. X = U;c;U; olacak sekilde X uzaymin agik
kiimelerinden olusan bir {U;};cs ailesine X’in bir a¢ik értist denir.

Tanim 1.1.11. Bir (X, 7) topolojik uzayinin her agik ortisinin sonlu bir alt
ortisii varsa bu uzaya tikizdir denir.

X Dbir topolojik uzay ve A C X bir alt uzay olsun. Eger A alt uzay: tikiz
ise A’yva X’in tiksz bir alt kiimesidir denir.

Ornek 1.1.12. 1) Gergel sayilar kiimesi (standart topolojisi ile) tikiz degildir
cinki {(n — 1,n + 1) }nez acik ortisinin sonlu bir alt drtisi yoktur.

2) Benzer gekilde (0,1] C R araligs tiksz degildir ¢inki {(1/n,1]},cz+ agik
ortisinin sonlu bir alt ortist yoktur.

) X={zeR|z=0veyax =1/n, n € Z"} alt kiimesi tikizdur ¢iinki
0 noktasini iceren her agik kiime bu kimenin sadece sonlu elemanini disarida
birakwr lim1/n = 0 oldugundan dolays) ve bu sebepten dolayr bu kiimenin her
a¢rk ortisindn bir sonlu alt ortiist vardar.

Yukaridaki 6rnekler Oklit uzaymin bir alt kiimesinin tikiz olmasi icin bu
alt kiimenin simirh ve kapali olmasi (yigilma noktalarim igermesi) gerektigi-
ni vurgulamaktadir. Heine-Borel Teoremi de ashinda tam olarak bunu ifade
etmektedir.

Teorem 1.1.13 (Heine-Borel Teoremi). X C R™ olsun. X alt kiimesinin Oklit
uwzaymdan gelen topolojisi ile tikiz bir uzay olmas i¢in gerek ve yeter kosul X
alt kiimesinin sinarle ve kapaly olmasidar.

Agagidaki 6nermelerin kanitlari okuyucuya ahigtirma olarak birakilmigtir.

Onerme 1.1.14. Tikiz bir uzayin her kapaly alt kiimesi tkizdur. Diger taraftan,
Hausdorff bir uzayin her tikiz alt kiimesi kapalidar.

Onerme 1.1.15. f : X — Y tikiz bir X wzayindan Y uzayina sirekli bir
fonksiyon ise f(X) CY alt kimesi de tikizdar.

Bu sonucu Heine-Borel teoremi ile birlestirirsek su sonucu buluruz.

Sonug 1.1.16. Twkiz bir X uzayinda tansmle her gercel sayr degerli f : X — R
stirekli fonksiyonunun en biyik (maksimum) ve en kigik (minimum) degeri
varder.

Agagidaki 6rnek bire bir, érten ve siirekli bir fonksiyonun homeomorfizma
olmasinin gerekmedigini gostermektedir.

Ornek 1.1.17. 7 ile R idizerindeki standart topolojiyi, 7 ile de tabani asagi-
daki aile olan topolojiyi gosterelim.:

B={(a,b) | a, beR, ab>0}U{(a,b)U(c,0) | a, b, ce R, a <0 < b}.
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Simdi f: (R,71) = (R, m), f(z) =z, = € R, fonksiyonunu disinelim. f’in
bire bir ve drten oldugu acikiwr. B C 11 oldugundan dolays f stireklidir. Diger
taraftan (—1,1) € 7y ve (—=1,1) & 1o oldugundan f’in tersi sirekli degildir.

Diger taraftan agagidaki sonug baz durumlarda ters fonksiyonun da stirekli
olacagini gdsteriyor.

Onerme 1.1.18. X, Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bire bir sirekli bir fonk-
siyon olsun. Ejer X tikiz ve Y Hausdorff ise f fonksiyonu gorintisi tzerine
bir homeomorfizmadir.

Kamit : A= f(X) ile f’in goriintiisiini ifade edersek tek yapmamiz gereken
f~': A — X ters fonksiyonunun siirekli oldugunu géstermektir. O halde, bir
kapali C' C X alt kiimesi alalim. X tikiz ve C de kapali kiime oldugundan
C kiimesi de tikiz olur. f siirekli oldugu icin (f~1)=%(C) = f(C) kiimesi Y’
Hausdorff uzay: icinde tikiz ve dolayisiyla kapali bir kiime olur. O halde, f~1
ters fonksiyonu siireklidir. O

Eger bir f : X — Y fonksiyonu goriintiisii {izerine bir homeomorfizma ise
f’ye topolojik gémme fonksiyonu denir.

Ornek 1.1.19. X = R3 — {(0,0,0)} uzay: (Oklit topolojisi ile) olsun ve X
tizerinde ~ denklik bagintisy su sekilde tansmlansin: (x1,x2,23) ~ (Y1,Y2,Y3)
ancak ve ancak (y1,y2,y3) = N1, T2, 23) olacak sekilde bir X\ € Rt says
vardir. X uzaywndan iki boyutlu birim kiireye, S%, tansmlanan F(z) = x/||z|,
e X, ||lz||? =23+ a3+, fonksiyonu bélim uzayina inerek F : X/ ~— S?
fonksiyonunu verecektir. Bu fonksiyonun bire bir ve orten oldugu aciktir. Her
bir koordinat fonksiyonu sirekli oldugu icin F ve dolayiswyla F sireklidir. P
X — X/ ~ béliim fonksiyonu olsun. P(X) = P(S?) oldugu i¢in X/ ~= P(S?)
boliim uzayr tkizdir. O halde, yukaridaki énerme gerejince F - X/ ~— 82
fonksiyonu bir homeomorfizmadir (ashnda bélim uzaymin R3 e bir gémiilme-
sini verir; bkz. Alistirma 13).

f X — Y topolojik uzaylarin siirekli bir fonksiyonu olmak iizere eger her
tikiz C' C Y alt kiimesi i¢in f~1(C) ters goriintiisii de tikiz oluyorsa f’ye diizgiin
bir fonksiyondur denir. Diger taraftan, eger her acik (kapali) U C X alt kiimesi
icin f(U) kiimesi agik (kapal) ise f fonksiyonuna ag¢ik (kapalr) fonksiyon denir.
Diizgiin fonksiyonlarin en énemli 6zelliklerinden biri agagidaki sonugtur.

Onerme 1.1.20. X bir Hausdorff topolojik uzay ve f : X — R" diizgiin ve
siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f kapaly bir fonksiyondur. Ejer f ayrica
bire bir ise f: X — R™ bir topolojik gomme fonksiyonudur.

Kamit : A C X icinde kapali bir alt kiime olsun. f(A) alt kiimesinin ka-
pamginda bir yo € f(A) € R"™ noktasi alahm. O halde, f(A) i¢inde yp nok-
tasina yakinsayan bir (y,), (n > 0), dizisi vardir. Ornek 1.1.12(3)’den dolay:
C ={y, | n=0,1,---} alt kiimesi tikizdir. O halde f~!(C) ve dolaysiyla
f~HC) N A alt kiimesi X icinde tikizdir. Bu durumda (y,), (n > 0), dizisi
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f(f~1(C) N A) tikiz kiimesinin igindedir. Bu tikiz kiime ayni zamanda kapali
oldugundan dolay1 yp = limy,, € f(A) sonucunu elde ederiz. Diger bir deyisle
f(A) kapalidir.

Ikinci kismin kamt: f’nin kapali bir fonksiyon olmasindan kolayca elde edi-
lir. O

Tanim 1.1.21. Bir (X, 1) topolojik uzay: bos olmayan iki acik alt kiimesinin
ayrik birlegimi olarak yazlamayorsa bu uzayae baglantilidir denir. Baglantiy ol-
mayan uzaylara baglantisiz uzaylar denir.

(X, 7) topolojik uzayinan verilen her iki x,y € X noktass i¢in v(a) = x,
~v(b) =y olacak sekilde sirekli bir ~ : [a,b] — X fonksiyonu varsa bu uzaya yol
baglantiladir denir.

X bir topolojik uzay ve A C X bir alt uzay olsun. Eger A alt uzay: baglantil
ise A’va X’in baglantsls bir alt kiimesidir denir.

X bir topolojik uzay olmak iizere X tizerinde ~ denklik bagintisim su ge-
kilde tanimlayalim: z ~ y ancak ve ancak z ve y noktalarinin her ikisini birden
iceren bir baglantih C' C X alt kiimesi vardir. (Ashnda bu bagintinin gegigme
ozelligi oldugunu gostermek icin Ornek 1.1.25’in ilk kismini kullanmamiz ge-
rekir.) Bu baglantinin denklik simflarina X uzaymin topolojik ya da baglantil
bilesenleri denir. Her denklik sinifi, X uzayinin, bu denklik sinifinin herhangi
bir noktasini iceren en biiyiik baglantili alt kiimesidir.

Ornek 1.1.22. 1) Gergel sayplar (standart topolojisi ile) uzaywman her aralijs
baglantilider. Ornek olarak X = [0, 1] araliginin baglantils oldugunu gisterelim.
Xicinde U#£0#V,UNV =0 ve X =UUV olacak sekilde agik kiimelerin
var oldugunu kabul edelim. 0 € U olsun ve a = sup{z | [0,2] C U} sayisim
gostersin. a € (0,1) oldugu kolayca gorilir. Ejer a € U ise U agik bir kiime
oldugu i¢in a € (a —e€,a+¢€) C U olacak sekilde pozitif € gergel sayisi vardwr. O
halde, a+¢€/2 € U olacaktir ve bu a saysinan segimiyle ¢elisir. Eger a ¢ U ise
a €V olur ve yine V. agik bir kiime oldugu i¢in a — €/2 € V' olacak sekilde bir
(baska) pozitif € sayisi vardir. Fakat bu durum da tekrar a sayisinan segimi ile
celigir. O halde en basta yaptigimiz kabul yanhgstir ve dolayrswyla [0,1] aralige
baglantilidar.

2) ACR bos kiimeden farkly bir alt kiime olsun. Eger A bir aralik degilse
oyle bir a € R — A saypsi vardir ki AN (—o0,a) # 0 # (a,00) N A olur ve
dolayrswyla A baglantily bir kiime olamaz. O halde, R nin baglantils alt kiimelers
sadece araliklardur.

Yukaridaki érnegin ilk kismini kullanarak yol baglantili bir uzayin ayni
zamanda baglantih oldugunu gorebiliriz (bkz. Ahgtirma 14).

Tikizlik konusunda oldugu gibi kanitlar: aligtirma niteliginde olan agagidaki
sonuclarin kanitlarini okuyucuya birakiyoruz.

Onerme 1.1.23. Baglantil bir uzaywn sirekli bir fonksiyon altindaki gorintisi
de baglantilidur.
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Teorem 1.1.24 (Ara deger teoremi). f: X — R baglantils bir X wuzayinda
tanimlanan gercel say degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(z) < ¢ <
f(y) olacak sekilde x,y € X elemanlarive c € R gercel sayist varsa, ¢ = f(2)
olacak sekilde en az bir z € X eleman: vardar.

Ornek 1.1.25. 1) {E\}xea, Ex € X baglantle alt kiimelerin olusturdugu bir
aile olsun. Ejer Ny\E\ # 0 ise UyE) baglantils bir kimedir.

Baglantily alt kiimelerin ortak bir elemanlar: varsa bu alt kumelerin birlesi-
mi de baglantilidar,

2) E C X baglantile bir alt kiime ve E C F C E ise F alt kiimesi de
baglantilidar.

3) A topolojik X uzaywnan baglantils bir alt kiimesi olmak tizere, AC B C A
kosulunu saglayan her B alt kiimesi de baglantilidir (kanite okuyucuya birakil-
magtir). Topolojicinin sinis egrisi olarak bilinen

S = {(z,sin(1/x)) € R? | x > 0}
egrist yol baglantily oldugu icin dizlemin baglantily bir alt kiimesidir. Bu ki-
menin kapams: {(0,y) | —1 <y < 1} kiimesini icerdigi i¢in S egrisinin
y-eksens ile birlesiminden olusan alt uzay, S, baglantilidir ama yol baglantily

degildir. Bunu su sekilde gorebiliriz.

y =sin(1/x), x >0

(A :
W

Sekil 1.2: Topolojicinin Sinis Ejrisi.

Diyelim ki, S = {(z,sin(1/z)) € R? | z >0} U{(0,y) e R? | y € [-1,1]}
kiimesi yol baglantily olsun. ~(0) = (0,0) we ~(1) = (1/7,0) olacak sekilde
stirekli bir v : [0,1] = S, t — ~(t) = (x(t),y(t)), egrisi alalim. z(t) sirekli
fonksiyonu igin, x(0) =0 ve x(1) =1/7 oldugundan z'((0,00)) agik ters
gorinti kimesinin 1 noktasins iceren bileseni (a,1], 1 > a >0, seklinde bir
araliktir. Ayrica, x(a) = 0 olmahdir ¢iinki a & v71((0,00)) olacak sekilde
secilmigtir. Ancak her t € (a,1) i¢in z(t) >0 oldugundan

y(a) = lim y(¢) = lim sin(1/z(t)) = lim sin(1/z)

t—a™t t—a™t z—0t

elde ederiz. Fakat en son yazdigimiz limitin dederi yoktur, dolaypisiyla bu bir
celiskidir.



10 Yardimc: Bilgiler

Onerme 1.1.26. X bir topolojik uzay olmak dzere, X ’in topolojik bilesenleri
birer kapaly alt kiimedir. Dider taraftan, bu uzayin hem ac¢ik hem de kapals
her alt kiimesi bir topolojik bilegsendir. Ayrica, X uzayr topolojik bilesenlerinin
ayrik birlesimi olarak tek bir sekilde yazilabilir. Son olarak, efer X sonlu sayida
topolojik bilesenden olusuyorsa her bilesen ayni zamanda ac¢ik bir alt kimedir.

Ornek 1.1.27. X topolojik uzaymda gercel sayr degerli bir f: X — R fonk-
siyonu alalim. Eger her x € X igin, f(x) = f(y), her y € U, igin, olacak
sekilde bir x € U, C X agik kiimesi varsa bu fonksiyona yerel olarak sabit
fonksiyon denir. Ejer fonksiyon siirekli ve yerel sabit ise X ’in her baglantis
bileseninde sabit olmalidir. Bunu su sekilde gorebiliriz: a € R alalim. {a} C R
kiimesi kapaly oldugundan f~'(a) C X kapahdir. Diger taraftan yerel olarak
sabit fonksiyon olmanin tanimandan f~'(a) C X alt kiimesi agik bir kiime-
dir. O halde f~1(a) C X alt kiimesi X uzaywman topolojik bilesenlerinin bir
birlesimidir. Buna gore ~ ayns topolojik bilesenin icinde olma bagintist ise
(Onerme 1.1.267in oncesindeki paragrafa bakinaz) f : X — R fonksiyonu bize
stirekli bir f : X/ ~— R siirekli fonksiyonu verecektir.

1.1.4 Metriklenebilir Uzaylar

Bog olmayan bir X kiimesi iizerinde agagidaki kosullar1 saglayan bir d : X X
X — R fonksiyonu alalim: Her z,y, 2z € X icin

L d(z,y) = d(y, v);
2. d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2);
3. d(z,y) > 0 dir ve esitlik ancak ve ancak x = y durumunda saglanir.

Bu durumda d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine ise metrik
uzay denir. Eger her x,y € X i¢in, d(z,y) < C olacak sekilde bir C > 0 gergel
sayisi varsa bu metrige sunurlidir denir. (X, d) bir metrik uzay, * € X bir
nokta ve 7 pozitif bir gercel say1 olsun. B(z,r) = {y € X | d(z,y) < r}
alt kiimesine x merkezli ve r yaricaply yuvar denir. Bir metrik uzaymn tim
acik yuvarlarinin iirettigi topolojiye metrik uzay topolojisi denir. X kiimesi
tizerindeki bir 7 topolojisi bu kiime iizerindeki bir metrik tarafindan iiretilen
topoloji ise (X, 7) topolojisine metriklenebilir topoloji denir.

di1 ve dg bir X kiimesi tizerinde tanimlanan metrikler olmak tizere her
z,y € X icin

m dl(x7y> < dz(l’,y) <M dl(x7y> )

kogulunu saglayan m, M > 0 gergel sayilar1 varsa bu iki metrige denk metrikler
denir. Denk metriklerin ayni topolojiyi {irettiklerinin gosterilmesini aligtirma-
lara birakiyoruz.

Ornek 1.1.28. Daha dnce ele aldigimaz, R™ dzerindeki Oklit topolojisi Oklit
metridi tarafindan tretilen topolojidir.
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(X,d) bir metrik uzay, y € X bir nokta ve (x,) bu uzay icinde bir dizi
olsun. Eger verilen her € > 0 gercel sayisiicin, (n > N = d(x,,y) < € ) olacak
sekilde bir N dogal sayis1 varsa (x,) dizisi y noktasina yakinsiyor denir ve
lim x,, = y olarak yazilir. Eger verilen her € > 0 gergel sayisi igin (m,n > N =
d(xm,xn) < €) olacak sekilde bir N dogal sayisi varsa () dizisine Cauchy
dizisi denir. Kolayca goriilecegi gibi her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
(X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi ayni zamanda yakinsak ise bu uzaya
tam uzay denir.

Topolojik 6zellikler metrik uzaylarda sadece diziler yardimu ile ifade edile-
bilir. Agagidaki ifadelerin kanitlarin1 okuyucuya birakiyoruz.

Onerme 1.1.29. 1. (X,d) bir metrik uzay ve A C X bir alt kiime olsun. A
alt klimesinin kapale olmast i¢in gerek ve yeter kosul A’nwn i¢indeki her
yakinsak dizinin limitinin de A’nin icinde olmasidar.

2. (X,d) tam bir metrik uzay ve A C X olsun. Bu durumda A all kiimesi
kapalidir ancak ve ancak A alt uzay: da tam bir metrik uzaydr.

3. Metrik uzaylar arasindaki bir f : (X,dx) — (Y,dy) fonksiyonun sirekli
olmas i¢in gerek ve yeter kosul X i¢indeki her yakinsak (x,) dizisi igin
(f(xy)) dizisinin (Y, dy) iginde yakinsak olmasidir.

(X, d) metrik uzay: i¢indeki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa bu
metrik uzaya dizisel tikiz metrik uzay denir.

Teorem 1.1.30. (X, d) bir metrik uzay olsun.
A) (X, d) dizisel tikiz bir uzay ise sinarl ve tamdar.

B) (X,d) metrik uzayinin tikiz olmasy igin gerek ve yeter kosul bu uzayin
dizisel tikiz olmasidur.

Bu teoremin kanitim topolojik ve metrik uzaylara ait bir ¢ok fikri ve teknigi
igerdigi igin burada verecegiz.

Kamit : A) X dizisel tikiz bir uzay olsun. Eger X sinirh degil ise her z € X
ve n € N i¢in B(z,n) # X olacaktir. Buna gore sabit bir z € X i¢in x,, € X —
B(xz,n) olacak gekilde secilen (z,) dizisinin yakinsak alt dizisi olmayacaktar.
Ciinkii limiti zg olan yakinsak bir (z,) dizisi i¢in limy, o0 d(2n, ) = d(20,2)
olacaktir fakat bizim durumumuzda d(z,,x) > n’dir. O halde X metrik uzay:
sinirhidir.

Simdi de X metrik uzayinin tam oldugunu goérelim. X uzay: iginde bir
(z5,) Cauchy dizisi alalim. X dizisel tikiz oldugundan bu dizinin yakinsak bir
(2, ) alt dizisi vardir. lim zy,, = xo olsun. Buna gore verilen her € > 0 gercel
say1s1 icin, Oyle bir ng dogal sayist vardir ki, her m,n > ng tam sayilar: icin
d(xm,xn) < €/2 ve d(zg,,To) < €/2 egitsizlikleri saglanir. Son olarak ti¢gen
esitsizligini kullanarak d(z,,zo) < d(zn,xg,) + d(zk,,r0) < €, n > ng, elde
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ederiz. O halde, (z,,) dizisi de zy noktasina yakinsamaktadir ve dolayisiyla
(X, d) metrik uzay1 tam bir uzaydir.

B) 11k énce (X, d) uzayinin tikiz oldugunu kabul edelim ve bu uzayin dizisel
tikiz oldugunu gosterelim. X iginde bir (z,,) dizisi alalim. Simdilik her x € X
elemani igin, {n € N | x,, € B(z,r;)} kiimesi sonlu bir kiime olacak sekilde
bir r; > 0 gercel sayisinin varhgim kabul edelim. {B(z, ;) }zex ailesi X tikiz
uzayinin acik bir ortiisii oldugu icin bu ailenin sonlu sayida elemani da X
uzayini ortecektir. Bu ise dogal sayilar kiimesinin sonlu olmasi geligkisine yol
acacaktir. O halde, X &yle bir zg € X noktas1 vardir ki, her » > 0 gergel sayisi
icin {n € N | z,, € B(z,r)} kiimesi sonsuzdur. Bu durumda (z,) dizisinin
noktasina yakinsayan bir alt dizisi vardir. Bagka bir deyisle (X, d) metrik uzay:
dizisel tikizdir.

Simdi de (X, d) metrik uzayinn dizisel tikiz oldugunu kabul edelim ve bu
topolojik uzayin tikiz oldugunu gosterelim. Diyelim ki, X tikiz olmasin. O
halde, X uzayimn sonlu alt 6rtiisii olmayan bir {U,} oOrtiisii vardir. X uzayi
dizisel tikiz oldugu i¢in X tam ve sinirhdir. X siirh oldugu icin X C B(x, R)
olacak gekilde x € X noktasi ve R > 0 gergel sayis1 vardir. O halde,

A={r>0]|baz z1, -,z € X i¢in X C B(z1,r)U---UB(zk,7)}

gercel sayilarin bog olmayan alttan sinirh bir alt kiimesidir.

0 = inf A olsun. Eger § # 0 olsaydi hicbir alt dizisi Cauchy dizisi olmayan
bir diziyi su gekilde kurabilirdik: € = §/2 alalim. Buna gore € ¢ A olur. 1 € X
alalim ve B(x1,€) yuvarini diigiinelim. € € A oldugu i¢in X — B(z1,€) # 0 olur.
O halde z9 € X — B(x1,¢€) segebiliriz. Benzer gekilde z3 € X — (B(z1,¢) U
B(za,€)) ve tiimevarim metodu ile z, € X — (B(z1,€) U--- U B(zp_1,€))
secebiliriz. Her m # n dogal say1 ¢ifti igin d(z,,x,) > € oldugudan dolay:
bu dizinin higbir alt dizisi Cauchy degildir. Fakat bu durum da (X, d) metrik
uzayinin dizisel tikiz olmasi ile celigir. O halde, § = 0 olmalhdir.

flk 6nce r = 1 alalm. O halde X C B(xy,1) U--- U B(xy, 1) olacak ge-
kilde bazi x1,--- ,xr € X noktalar vardir. {U,} ortiisiiniin hicbir sonlu alt
ortiisii X'i ortemedigi icin bir birim yaricaphh bu yuvarlardan birini de orte-
meyecektir. Diyelim ki bu yuvar B(z1,1) olsun. Simdi » = 1/2 alahm. Bu
durumda B(z1,1) € B(y1,1/2) U--- U B(y;, 1/2) olacak sekilde y1,---,y; €
X noktalar1 vardir. Benzer gekilde B(y;, 1/2) yuvarlarindan birisi, diyelim ki
B(y1,1/2), {U,} ortiisiiniin hicbir sonlu alt ortiisii tarafindan értiillemeyecektir
ve B(x1,1) N B(y1,1/2) # O olacaktir. Bu durumda iiggen egitsizligini kulla-
narak d(z1,y1) < 1+ 1/2 = 3/2 esitsizligini elde ederiz. Daha sonra r = 1/4
alarak bir z; € X noktasi bulabiliriz, 6yleki B(z1,1/4) yuvar: {U,} 6rtiisiiniin
higbir sonlu alt 6rtiisii tarafindan ortiilemez ve B(yi,1/2) N B(z1,1/4) # 0.
Dolayisiyla d(y1,21) < 1/2+1/4 = 3/4 olur. Bu igleme devam ederek ve elde
ettigimiz dizinin terimlerinin gerekirse isimlerini degigtirerek agagidaki 6zellik-
lere sahip bir (x,,) dizisi elde ederiz:

1) B(x;,1/2%) yuvan {U,} &rtiisiiniin hig bir sonlu alt &rtiisii tarafindan 6rtii-
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lemez;
2) Her i igin, d(wi,zir1) < 1/20714+1/2 < 1/2072 olur.

Ucgen esitsizligini kullanarak her n < m icin, d(x,,zm) < 1/2773 ol-
dugunu kolayca gorebiliriz. O halde, (x,) dizisi Cauchy’dir. Dizisel tikizlik
tam uzay olmay: gerektirdigi i¢in bu dizinin xq gibi bir limiti olacaktir.

Son olarak, z¢ € U,, olacak sekilde bir ay segelim. Uy, actk bir kiime oldugu
icin B(xo, p) C U, olacak gekilde bir p > 0 gergel sayis1 bulabiliriz. Yeterince
biiyiik bir n dogal sayisi igin d(zp, xo) < p/2 ve 1/2™ < p/2 esitsizliklerini elde
ederiz. Fakat bu bize B(xy,,1/2") C B(xg,p) C U,, celigkisini verecektir. Bu
celigki kanit1 tamamlar. O

Ornek 1.1.31 (Lebesgue sayisi). {Uataen tkiz (X,d) metrik uzayiman bir
agik ortisi olsun. Her x € X i¢in B(x,r,) C U,, olacak sekilde r, > 0
ve ay € A secelim. X wuzayr tikiz oldugu icin {(B(x,rz/2)}rex agtk orti-
stintin, {B(xi,12,/2)}0 gibi sonlu bir alt ortisi X wzayine ortecektir. § =
min{ry,/2 | i =1,...,n} olsun. Simdi herhangi bir y € X i¢in B(y,0) yuvarin
ele alalim. [lk dnce, d(z;,y) < e, /2 olacak sekilde biri € {1,...,n} vardir. Bu-
na gore her z € B(y,0) i¢in iggen egitsizliginden d(z,x;) < d(z,y) +d(y,x;) <
0+ 13,/2 < 1y, elde ederiz. O halde, z € B(x;,ry,) C Ua,, ve dolayisiyla
B(y,d) C Ua,, olur. Bagka bir deyisle rastgele bir noktanin etrafina ¢izilebile-
cek & yarigapl yuvar agik drtiinin elemanlarinin birinin icinde kalacaktir. Bu
saywya agrk {Uqy}aen Ortisinin bir Lebesque sayise denir.

Lebesgue sayisinin bir uygulamas: olarak agagidaki onermeyi kamitlayalim.

Onerme 1.1.32. Tukiz bir metrik uzaydan baska bir metrik uzaya giden her
siirekli fonksiyon dizgiin streklidir.

Kamit: (X,dy) tikiz bir uzay olmak iizere stirekli bir f : (X,d;) — (Y, d2)
fonksiyonu alalim. Bir € > 0 sayist verilsin. Bu durumda her =z € X noktas:
icin,

di(z,y) < de = dao(f(x), f(y)) <¢€/2
olacak gekilde bir pozitif d, > 0 gercel sayis1 vardir. Tikiz (X, d;p) uzaymnin
{B(z,0;) | © € X} agk ortiisiiniin bir Lebesgue sayist A > 0 olsun. Simdi
dy(z,y) < A olacak gekilde herhangi iki nokta alalim. O halde, y € B(z,\) C
B(z,d,) olacak gekilde bir z € X noktast bulabiliriz. Son olarak, =z, y €
B(z,0,) oldugundan

d2(f(2), f(y) < do(f (@), f(2)) + da(f(2), f(y)) <e€/2+€/2=¢
elde ederiz. O

Tamim 1.1.33. (X,d) metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Her
x,y € X igin d(f(x), f(y)) < X d(x,y) olacak sekilde bir 1 > X > 0 gergel
sayst varsa f fonkstyonuna bir daraltma fonksiyonu, X katsayrsina ise daraltma
katsayist denir.
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Bir daraltma fonksiyonunun siirekli oldugu aciktir.

Teorem 1.1.34 (Banach Daraltma Tlkesi). (X,d) tam bir metrik uzay ve f :
X — X bir daraltma fonksiyonu ise f fonksiyonunun bir ve tek bir sabit noktas:
vardur.

Kanit: Bu teorem iiggen egitsizliginin basit bir uygulamasidir. Herhangi bir
x1 € X noktasi segelim ve z,41 = f(x,), n > 1, ile tammlanan diziyi goz
oniine alalim. 0 < A < 1 gercel sayisi f fonksiyonunun daraltma sabiti ise, her
n > 1 tam sayisi i¢in

A2, Tn-1) <X d(Tn-1,Tn—2) < -+ < A7 d(m2, 1)
elde edilir. Diger taraftan, iicgen esitsizligini kullanarak, her n > 1 tam sayisi
icin
d(.%'n, :El) < d(xn> $n—1) + d(-l‘n—l, wn—Z) + -+ d(an xl)

ve dolayisiyla

d(@p, 1) < A2 X" 4 41) d(zg, 1) < T A2, )
buluruz. Son olarak her m > n > 1 tam say cifti i¢in,
d(l‘m,l'n) <A d(xm—lyxn—l) <.
n—1
<A d(@m—ns1,21) < X d(zg, 1)

elde edilir. Son esitsizlik ve 0 < A < 1 olmasi (z,,)’'nin bir Cauchy dizisi ol-
dugunu gosterir. (X, d) tam bir metrik uzay oldugu icin (x,) Cauchy dizisinin
xg gibi bir limit noktas: vardir: limx, = xg. f : X — X siirekli oldugu i¢in
f(xo) = f(limx,) = lim f(x,) = limx,11 = xo elde ederiz. Dolayisiyla, xg
noktast f : X — X fonksiyonunun bir sabit noktasidir.

Son olarak, eger f : X — X fonksiyonunun yy # xg € X gibi bir bagka sabit
noktasi daha olsaydi 0 < d(zo,y0) = d(f(z0), f(yo)) < Ad(xo,y0) < d(x0,y0)
celigkisini elde ederdik. Dolayisiyla, f fonksivonunun sadece tek bir sabit
noktasi vardir. O

Uyar1 1.1.35. Yukaridaki kanst teknigi aynt zamanda sabit noktanin nasi
bulunacagine da gésteriyor. Istediginiz x1 € X noktasindan baslayarak x| =
f(xn), n > 1, formili ile tanwmladigimaz (xy,) dizisi varligine ve tekliging
kanaitladigimaz sabit noktaya yakinsayacaktur.

Banach Daraltma Ilkesi bir metrik uzay iizerinde tanimlanan denklemleri
¢ozmek icin kullanilabilir. Bu ig i¢in ilk 6nce uygun metrik uzaylarin kurulmasi
gerekmektedir. (X, d) bir metrik uzay olmak tizere B(X) ile X uzaymnda tanimh
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gercel (veya karmagik) say1 degerli sinirhi fonksiyonlar kiimesini diigiinelim. Bu
kiime {izerindeki supremum metrigi su sekilde tamimlanir: f,g € B(X) ise

dsup(f, 9) = sup{ || f(z) —g(2)[| | = € X}

B(X) kiimesi bu metrik ile tam metrik uzay olur. Ayrica, B(X) i¢indeki stirekli
fonksiyonlar alt kiimesi, C(X) N B(X), bu uzaymn kapali bir alt kiimesidir ve
dolayisiyla da tam bir metrik uzay olugturur. Eger X uzay: tikiz ise C'(X) C
B(X) (Sonug 1.1.16) olacagindan C(X) alt uzaymimn kendisi tam bir metrik
uzaydir. Bu paragraftaki iddialarin kanitlar1 okuyucuya birakilmigtir.

Ornek 1.1.36. (a,), a, >0, toplami o = Yool o an < 1 olan yakinsak bir dizi

olsun. Supremum metrik ile donatilmus olan B(N) tam metrik uzayr tzerinde,
her (x,) € B(N) igin,

O(@a))m) =1+ > apr-an .

k=m+1

ile tanwmlanan © : B(N) — B(N) fonksiyonunu distnelim.

dsup(e((xn))ﬂ @((yn))) = Su%{ Z g1 - (xk - yk) }
me k=m+1

IN

o dsup(($n>> (yn)>

oldugundan bu bir daraltma fonksiyonudur. O halde, Banach Daraltma Ilke-
si’nden, her n >0 i¢in, x, =1+ ZZO:nH ag—1 - v kosulunu saglayan tek bir
(xy) dizisinin var oldugunu goririz. Diger taraftan, bu érnegi biraz dejistire-
rek, her n > 0 igin,

o0
Tp =1+ Z Ak—1 " T(n+1)k
k=n+1

kosulunu saglayan tek bir (xy) dizisinin varlgine kanitlayabiliriz. Bu dizinin
varhgins Banach daraltma teoremini kullanmadan kanitlamayr deneyiniz!

1.2 Analiz

1.2.1 Tiirevlenebilme

Tiirevlenebilir bir manifold yerel olarak (herhangi bir noktasimin bir komgu-
lugu) Oklit uzaymna homeomorfiktir. Dolaysiyla, Oklit uzaylarina dair tiim
kavram ve bilgilerimizi manifoldlara tagimay: diigiinebiliriz. Oklit uzay1 iizerin-
de analiz yaparken kullanilan en 6nemli kavramlardan ikisi tiirev ve integraldir.
Bu iki kavrami manifoldlara tagiyabilmek icin gerekli olan alt yapiy1 bu bélim-
de sunmaya ¢aligacagiz.
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V ve W ile gercel ya da karmagik sayi cismi iizerinde tanimli Banach
uzaylarim (tam normlu vektdr uzayi) gosterelim. Sonlu boyutlu olmasi du-
rumunda bu uzaylar1 dogrudan R” veya C" (Oklit veya Hermityan normuyla
beraber) alacagiz.

Tanim 1.2.1. V ve W Banach uzaylar, xo € V bir nokta ve F : V. — W
bir fonksiyon olsun. L : V — W siirekli (sinwrly) bir dogrusal déniisim olmak
tizere her h € V i¢cin

F(xzg+ h) = F(xo) + L(h) + ||h]| a(zo,h)

ve ]llir% a(xo, h) = 0 olacak sekilde bir a(xo,h) € W varsa F fonksiyonuna g
—

noktasinda tirevlenebilir denir. Bu durumda L : V — W dogrusal dontisimiine
de F’nin xo noktasindaki tirevi denir ve DF(xg) veya F'(xq) ile gésterilir.

Uyar1 1.2.2. Eger bir fonksiyonun tirevi varsa tekdir. Bunu gormek icin, her
h eV igin
F(xo+ h) = F(x0) + Lo(h) + ||h]| b(zo,h)

esitligini saglayan Lo : V. — W siirekli (sinarly) bir dogrusal dondsim wve
}llir% b(xzo,h) = 0 olacak sekilde bir b(xzo,h) € W fonksiyonun varligins kabul
ﬁ.

edelim. Bu durumda, her v € V ve t € R i¢in,
L(tv) + [[tv]| a(wo, tv) = Lo(tv) + [[tv]| b(wo, tv)

ve buradan da, t > 0 olmak tizere, L(v) + ||v| a(zo,tv) = Lo(v) + ||v]| b(xo, tv)
elde ederiz. Son olarak, esitligin t sifira giderken limitini alirsak L(v) = Lo(v)
ve dolayiswyla L = Lo buluruz.

Yukaridaki tanimin gosterimini kullanarak her noktada tiirevlenebilir bir
F :V — W fonksiyonu bize, her zo € V i¢in, DF(xo)(h) ile tanimlanan

DF :V — hom(V,W)

tiirev fonksiyonunu verir (burada hom(V, W) ile Banach uzaylar1 arasindaki
siirh dogrusal doniigiimlerin olugturdugu Banach uzayim kastediyoruz). Eger
bu fonksiyon siirekli ise F' € C1(V, W) diye yazariz ve F C!'dir diye okuruz.
Benzer sekilde, eger DF € C*(V,hom(V,W)), k € N, ise F € C*1(V, W)
diye yazariz. Eger, her k € N igin ' € CH(V,W) ise ' € C®(V,W) diye
vazariz ve I’ sonsuz tirevlenebilirdir deriz.

Banach uzaylarn arasinda tanimh bir fonksiyonun tiirevi aym uzaylar ara-
sinda taniml siirekli bir dogrusal doniigiimdiir. Aslinda agagida gorecegimiz
gibi bir fonksiyonun tiirevi, eger varsa, kendisine en yakin (siirekli) dogrusal
doniigiimdiir.
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Uyan1 1.2.3. 1) Eger F : V. — W dogrusal sirekli bir fonksiyon ise L = F
ve a(xg,v) = 0 alarak F fonksiyonunun tirevlenebilir oldugunu ve tirevinin
kendisine esit oldugunu goririz. Baska bir deyisle dogrusal bir F doniistimiine
en yakin dogrusal dontisim yine kendisidir.

2) Eger F : V. — W bir o noktasinda tirevienebilirse F fonksiyonu xg
noktasinda stireklidir:

lim || F' - F < lim ||L li =0.
lin || F (o + h) — P(eo)| < Jim [L(R) ]| + lim 1] laCzo, 2} | = 0

Ornek 1.2.4. 1) f: R — R, f(z) = 22, ile verilen fonksiyonun herhangi bir
o € R noktasinda tirevlenebilir oldugunu gérelim:

f(zo+h) = f(zo) + 2x0h + h?

oldugundan L : R — R, L(h) = 2x0h, h € R, dogrusal dénisimi ve
a(xzo, h) = |h| fonksiyonu alarak f’nin tirevienebilir oldugunu goririz.

2) Benzer sekilde g : R? — R, g(x,y) = 22 + 3zy + 5y — 6 ifadesi ile veri-
len fonksiyonun herhangi bir (zo,1y0) € R? noktasinda tirevlenebilir oldugunu
gorebiliriz: L : R? - R,

L(h1, ha) = (2x9 + 3yo)h1 + (3z9 + 5)ha, (hi,hs) € R?
dogrusal doniistimi ve

h? 4 3hyhg
CL((IL‘myQ), (hl, hg)) = m ) (h17h2) 7£ (0,0)
0 , (h1,h2) =(0,0) ,

fonksiyonu olmak tizere

g(xo + h1,y0 + h2) = g(xo0,yo) + L(h1, ha) + [[(h1, he)||a((z0,Y0), (h1, he))

olur ve dolayswyla g nin tirevlenebilir oldugunu goririz.

3) Supremum normu ile donatilmus, [0,1] araliginda tanimly gercel degerli
siirekli fonksiyonlarm olusturdugu B = C°([0,1]) Banach uzay: iizerinde, her
f € B icin ®(f) = f? ile tanamlanan ® : B — B fonksiyonunu disinelim.
Bir fo € B fonksiyonu alalim. Yukaridaki drneje benzer sekilde L : B —
B, L(h) = 2foh, h € B, dogrusal donigimi simarl ve dolayisiyla stireklidir.
Aslinda ||L(R)|| < 2| follllk|l olur. Yine benzer sekilde

hQ
a(fo,h) =< Ja|
0 , h=0

siirekli donistimaint olarak ® fonksiyonunun fo € B noktasinda tirevlene-
bilir oldugunu géririz.
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4) f : By — B, g : By — Bs, Banach uzaylari arasinda fonksiyonlar
olsun ve xo € By olsun. Ejger f fonksiyonu x¢ we g fonksiyonu da
yo = f(xo) noktasinda tirevienebilir ise go f : By — Bs fonksiyonu da xg
noktasinda tirevlenebilirdir ve tirevi

D(go f): By — Bs, D(go f) = Dg(yo) o Df(x0) ,

bileske fonksiyonudur: Bunu gérmek icin ilk énce tanima kullanarak
f(zo+ h1) = f(z0) + Dfro(h1) + [[ha]l a(zo,h1) wve

9(yo + h2) = g(yo0) + Dgy,(h2) + ||h2|| b(yo, h2) ,

yazalim. O halde, bileske fonksiyon i¢in

(go f)(xo+h1) = (gof)(x0) + Dgy,(Dfro(h1) + [[h1]l al(zo, 1))
HID fuo (h1) + [[h1]l a(zo, ha)[l D(yo, D fuo(h1) + ||P1| a(wo, k1))
= (g0 f)(@o) + (Dgy, © D fuy)(h1) + |[ha]| c(z0, h1)

elde ederiz, dyle ki, hata terimi (hy #0 igin)
c(xo, h1) = Dgyy(alzo, h1)) + | D fay (R /|| hal]) + alzo, ha) ||

b(Y0; D fuo (h1) + [Pl a(zo, h1))

le verilir. Son olarak, D f,, dogrusal doniisimi sinirle oldugundan kolayca
hlimo c(xo,h1) =0 egitligi elde edilir.
1—

Uyar1 1.2.5. Ejer F :R™ — R™ herhangt bir xo noktasimda tirevlenebilir bir
fonksiyon ise DF (xg) : R — R™ tirev fonksiyonunun standart tabanlardaki
matris gésterimi F fonksiyonunun xg noktasindaki Jakobiyen matrisi olacaktor.
Bunun kanitine okuyucuya birakiyoruz.

Sayfa 68’de manifoldlar arasinda tanimly fonksiyonlarn tirevini ele ala-
cagiz.

1.2.2 Ters Fonksiyon Teoremi

U C B;, V C By Banach uzaylan iginde acik kiimeler ve F' : U — V bire
bir érten ve sonsuz kere tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger F~!:V —
U fonksiyonu da sonsuz defa tiirevlenebilirse F : U — V  fonksiyonu bir
difeomorfizmadir denir.

Analizin en temel sonuglarindan biri olarak kabul edilen Ters Fonksiyon
Teoremi tiirevlenebilir bir fonksiyonun tiirevinin bir izomorfizma olmasi duru-
munda fonksiyonun kendisinin de, en azindan yerel olarak, bir difeomorfizma
oldugunu gostermektedir. Bu teoremi vermeden 6nce kanit icinde kullanacagi-
miz gu sonucu kanitlayahm. By, By Banach uzaylari ve T : By — Bs dogrusal
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bir déniigiim olsun. Eger ||T(v)||p, < M |[v||B,, her v € B; igin, olacak ge-

kilde pozitif bir M gercel sayisi varsa T operatoriine sinirhidir denir. Ayrica,
T doniistimiil sinirl ise

inf{M >0 | [[T(v)|lp, < M |Jv]|,, v € Bi}
gergel sayisina doniigiimiin normu denir ve |[|T'|| ile gosterilir.

Onerme 1.2.6. B bir Banach uzayi ve T : B — B sumrle dojrusal bir
operator olsun. Eger, ||[T| = X <1 ise Idg —T : B — B operalérinin
swnarly bir tersi vardwr. Dolayiswyla, siniwrly ve tersi olan operatorierin, tim sinarh
operatorler uzays icinde olusturdugu U aolt kimest aciktor.

Ayrica, ¢ : U = U , T+ T, sonsuz kere tirevlenebilir bir fonksiyondur.

Kamt : T" = T---T operatoriiniin normu  ||[7"]| < A" esitsizligini
sagladigindan

o0
L:B—B, z— Y T'(x)
n=0
operatorii iyl tammbhdir ve simrhdir:  [|L[] < Y502 A" = 1/(1 — A). Diger
taraftan,
L(Idg —T) = Idg = (Idg — T)L

oldugu kolayca goriiliir. Tkinci iddianin kanit1 ilk adimdan su sekilde elde edilir:
Ty smurh ve tersi de sinirhi olan bir operator olsun. Bu durumda, h : B — B
normu yeterince kii¢iik bir operator olmak iizere T' = Ty + h operatoriini
T = To(Idg + Ty 'h) seklinde yazalim. Segimi geregi A = |7, 'hl| < 1
oldugunu kabul edebiliriz. O halde, Id B+T0_1h ve dolayisiyla T operatoriiniin
sinirh tersi vardir.

¢ fonksiyonunun tersi kendisine egit oldugundan bu fonksiyon ayni za-
manda bire bir ve drtendir. O halde, kanit1 tamamlamak icin bu fonksiyonun
sonsuz kere tiirevlenebilir oldugunu séylemek yeterlidir. T': B — B tersi olan
bir operatér ise normu yeterince kiictik bir h : B — B operatori igin

ST +h) = &(T (Idg+T"'h))

(Idg +T ')~ 7!

[Idg — (T~ h) + (T7'R)2 — (T"'h)* +---] T~
') T (TP - (TR T
= ¢(T)— (TR T + (T2 T — (T )P T

elde edilir. O halde, Ly : B— B, Lr(h) = -T"'h T~ ve

(T_lh)2 T—l _ (T—lh)?) T—l 4.
a(T,h) = 7] ’
0 , h=0
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alarak ¢ : U — U fonksiyonunun 7T operatoriinde tiirevli oldugunu goriiriiz
(limp 0 a(T,h) = 0 oldugunun gosterilmesini okuyucuya birakiyoruz). (Eger
operatorler yer degistirilebilseydi Lr(h) = —T~2 h olurdu. Bunu f(z) =1/x
fonksiyonunun tiireviyle kargilagtirin!) ¢’nin ikinci kez tiirevlenebilir oldugunu
goérmek igin

D¢ : U — hom(hom(B, B),hom(B, B)) ,
D&(T) = Ly : hom(B, B) — hom(B, B) , Ly(h) = —T~* h T~

doniigiimiiniin tiirevlenebilir oldugunu gérmeliyiz. Dogrudan hesap yaparak bu-
nun tiirevinin

D?¢ : U — hom(hom?(B, B), hom(B, B)),

D2*¢p(h,k) = T 'R(TR)T '+ (T k)T hT!
T YTk + kT h)T !

oldugunu goriiriiz. Burada hom?(B, B) ile hom(B, B)xhom(B, B) kartezyen
carpimini gosteriyoruz. Kanitin geri kalanini okuyucuya birakiyoruz. O

Uyar1 1.2.7. Eger B Banach uzayr sonlu boyutlu ise yukarida ele aldigimaz
H(T) =T~ fonksiyonu Kramer kuralindan dolayr T 'nin matris gdsteriminin
elemanlarinin rasyonel bir ifadesidir ve dolayisiyla sonsuz kere tirevlenebilir
oldugu aciktar.

Teorem 1.2.8 (Ters Fonksiyon Teoremi). By, By Banach uzaylar, o € B;
bir nokta ve F' : By — By bir OF, k > 0, fonksiyon olsun. Ejer DF(xq) : By —
By bir izomorfizma ise xg € U C By, yo = F(x¢) € V C By olmak tizere oyle
agk kiimeler vardwr ki, F fonksiyonunun U kiimesine kisstlanisinin terss vardwr
ve F~1:V — U ters fonksiyonu da C* simifindandur.

Kamt : Ty : By — By, Ti(x) = x +x9 ve Ty : By — Bo, To(x) =y — 3o
afin 6teleme fonksiyonlar: olmak iizere F' fonksiyonunu 75 o F o T} bilegke fonk-
siyonu ile degigtirerek, genellikten bir sey kaybetmeden (7} ve T fonksiyonlar:
difeomorfizma olduklarindan dolay1), xo = 0 ve yo = 0 oldugunu kabul edebi-
liriz. Benzer gekilde L = DF(xg) : By — Bg de bir difeomorfizma oldugu i¢in
teoremi F yerine L' o F': By — B bilegke fonksiyonu icin kanitlamak yeter-
li olacaktir. Bu bileske fonksiyonun tiirevini xy noktasinda zincir kuralindan
hesaplarsak By Banach uzayimnin birim fonksiyonunu buluruz. O halde, teoremi
F(0) = 0 ve DF(0) = Ip, kosullarin saglayan bir F' : By — B; fonksiyonu
i¢gin kanitlamak yeterlidir.

DF(0) = Ip, oldugundan, her € B[0,r1] igin, F(z) = x + ||z| a(z) ve
|la(z)]] < 1/2 olacak gekilde bir 7 > 0 gercel sayist ve a : B[0,71] — By
fonksiyonu bulabiliriz. Ayrica yine DF(0) = Ip, oldugu igin, gerekirse r; >
0 sayisiu kiigiilterek, her x € B[0,r1] i¢in ||[Ip, — DF(z)|| < 1/2 oldugunu
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kabul edebiliriz (burada ||Ip, — DF(z)|| ile Banach uzayindan kendisine giden
Ip, — DF(x) dogrusal operatoriiniin normunu kastediyoruz).

Simdi y € B[0,71/2] olmak iizere y = F(z) = = + ||z|| a(z) denklemini
g6z oniine alalim. Tk 6nce bu denklemin her y € B[0,71/2] icin sadece tek
bir z € B[0,r;] ¢oztimii oldugunu gésterecegiz: Bunun i¢in bir y € B[0,71/2]
noktasi sabitleyelim ve 6(z) = y+z—F(x) = y—||z| a(x) ifadesini diigiinelim.
Bu durumda, her x € B0, 7] i¢in

10 < Nyl + llzlllla(@)] < r1/2+7r1/2 =1 (%)

olur ve dolayisiyla 8’y1 B0, 1] yuvarindan kendisine bir fonksiyon olarak diisii-
nebiliriz.

Simdi de bu fonksiyonun bir daraltma fonksiyonu oldugunu gérelim. 6(x) =
y + x — F(x) fonksiyonu tammi geregi tiirevlenebilirdir ve tiirevi Df(zg) =
I, — DF(x) olur. r; > 0 gercel saywisinin seciminden dolay1 ||[Dé(zo)|| <
1/2'dir. Son olarak z1,x2 € B[0,r1] alahm ve y(¢) = (1 —¢t)xa +tz1 bu yuvarin
iginde kalan dogru pargast olmak {izere h(t) = 0(v(t)) olarak tanimlanan h :
[0,1] — By fonksiyonunu diigiinelim. Zincir kuralindan h/'(t) = DO(~v(t))(x1 —
x9) yazabiliriz. Analizin Temel Teoremi’ni kullanarak

1
0(z1) — O(x2) = h(1) — h(0) = /0 K (t) dt

ve buradan da

|21 — 2|

1
16(z1) = O(22)|| < /0 DOy (|1 = w2 dt <

egitsizligini buluruz. O halde, 0 bir daraltma fonksiyonudur. Bir daraltma
fonksiyonunun sadece bir sabit noktasi oldugundan, her y € B[0,r1/2] igin
y = F(z) olacak gekilde tek bir z € B[0,r;] noktasi vardir. Aslinda yukari-
daki () esitsizligine tekrar donersek, her ||y|| < re < r1/2 i¢in y = F(x)
denklemini ¢ozen z noktasmn ||z|| < ro + 71/2 < 7 esitsizligini sagladigim
goriiriiz. Dolayisiyla, V = B(0,71/2) ve U = B(0,r1) N F~Y(V) agik kiimeleri
icin F: U — V bire bir ve 6érten bir C* fonksiyon olur.

Kanitm bitmesi icin son olarak F~1' : V — U ters fonksiyonunun da C*
oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin kanitin baginda yazdigimiz y = z+||z|| a(z)
denklemine dénelim. Biliyoruz ki her ||y|| < 71/2 i¢in bu denklemi saglayan
sadece tek bir ||z|| < 71 vardir. Ayrica bu iki nokta icin y = F(z) vex = F~1(y)
dir. O halde, x =y +x — F(x) =y — ||z|| a(x) denklemini kullanarak

]
Izl < llyll + llzlllla()]| < llyll + ==

ve buradan da .
5 lzll =< llyll
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elde ederiz. Ayrica, y = F(x) =z + ||z|| a(z) denkleminden

llzll _ 3
2 2

lyll < [l=]l +

buluruz. Buna gore
1) z = 0 dir ancak ve ancak y = 0’dir;
2) x — 0 ancak ve ancak y — 0;

2 _ = L_yll _3
3)Egerz #0#yise, - < — <2 ve - <2< — ol
o 37 lyll 27 =l — 2
Simdi
—a(z) ||
, y#0
b(0,y) = 1yl
0 ; y=0

fonksiyonunu diigiinelim (z = F~!(y) oldugundan bu ifade gercekten y’nin
bir fonksiyonudur). (1), (2) ve (3)’ii kullanarak kolayca b(0,y) fonksiyonunun
y = 0 noktasinda siirekli oldugunu gorebiliriz. Bu fonksiyonun tanimindan

r=y+ |yl 6(0,y)

elde ederiz. O halde, F'~! ters fonksiyonu y = 0 noktasinda, tiirevlidir.

Her x € B[0,r1] icin ||Ip, —DF(z)| <1/2 oldugundan U kiimesinin her
noktasmda D F’nin izomorfizma oldugunu biliyoruz (bkz. Onerme 1.2.6). Do-
layistyla ayni kanit F~! ters fonksiyonunun V iizerinde tiirevlenebilir oldugunu
gosterecektir. Son olarak, zincir kuralm F(F~1(y)) =y, y € V, esitligine uy-
gulayarak

DF-1(y) = (DP(F~(y)))"!

elde ederiz. Buradan kolayca F~! ters fonksiyonunun da C* oldugunu gériiriiz,
ciinkii yukaridaki ifadenin sag tarafi tiirevlenebilir ii¢ fonksiyonun, DF, F~!
ve T +— T~ bilegkesidir. Sonuncu fonksiyon tersi var olan operatorler acik
alt uzayinda, sonsuz kez tiirevlenebilir, tersini alma iglemi fonksiyondur (bkz.
Onerme 1.2.6). O

Uyar1 1.2.9. F : C" — C" tirevlenebilir (analitik) bir fonksiyon ve zy € C™
bir nokta olsun. Eger DF(zy) : C" — C" tirev fonksiyonun tersi varsa F
analitik fonksiyonunun yine analitik yerel bir tersi oldugunu goririz.

Agagida verecegimiz Kapali Fonksiyon Teoremi Ters Fonksiyon Teoremi’nin
bir sonucudur (aslinda bu iki teorem birbirine denktir! Bkz. Alstirma 26):

Sonug 1.2.10 (Kapali Fonksiyon Teoremi). B, By Banach uzaylari (xo,yo) €
B1 x By carpim uzays i¢inde nokta ve F : B1 X By — Bs tirevlenebilir ve tirevi
stirekli olan bir fonksiyon olsun. F(xo,yo) = 0 oldugunu kabul edelim. Eger bu
noktada F'nin ikinci degiskene gore tiirevi

oF

afy(u’ﬂoayo) :{0} x By = By
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bir izomorfizma ise xg € U C By olacak sekilde bir agik kiime ve bu kiime
tizerinde tanwmly bir ¢ : U — Ba fonksiyonu vardwr; oyle ki,

1) ¢(zo) = yo ve

2) her x € U igin F(z,¢(x)) =0
olur. Baska bir deyisle, (xo,y0) noktasinin bir komsulugunda F(x,y) = 0
denkleminin y = ¢(x) gibi bir ¢ézimi varder.

Kamit : G : By x By — By x Ba, (z,y) — (z,F(z,y)), fonksiyonunun
(0, yo) noktasindaki tiirevi

DG(QJQ,yo) : Bl X BQ — B1 X BQ
her (u,v) € By x By icin,

DG(wo,y0)(u,v) = (U, %(wo, Yo)(u) + 8;;(%&@(”))

ile verilmektedir. Buna gore, eger bir (u,v) € By X Bg vektorii igin
DG([BOv yO)(u7 U) =0

ise u = 0 ve dolayisiyla da

F
oL o) (0) =0
olmalidir. Diger taraftan,
oF
({Ty(fﬂoyyo) {0} x By = By

bir izomorfizma oldugundan v = 0 olmahdir. Bagka bir deyisle, DG(xg, yo) bir
izomorfizmadir. O halde, Ters Fonksiyon Teoremi'nden G'nin C' simifindan
yerel bir ters fonksiyonu vardir:

GlLUxV oW
((20,0) €U x V). G™Y(z,y) = (¥(z,y), ®(z,y)) olsun. Her (x,y) € W i¢in

(z,y) = GG (z,y)) = G(¥(z,y), 2(z,y)) = (¥(z,y), F(¥(z,y), 2(z,y)))

oldugundan ¥(z,y) = x ve y = F(x,®(x,y)) elde ederiz. Simdi y = 0 alarak
her x € U igin F(x,®(z,0)) = 0 oldugunu goriiriiz. O halde ¢(z) = ®(x,0)
olarak tammmlanirsa her = € U icin F(x,¢(z)) = 0 olur. Ayrica (xo,y0) =
G~ Y(x0,0) = (20, ®(70,0)) = (20, d(w0)) oldugu igin yo = ¢(wg) elde edilir. O

Bu béliimii daha sonra bir ¢cok defa kullanacagimiz Taylor Teoremi ile bitirelim.
f:R" - R ¢ok degigkenli bir fonksiyon z = (z1,---,2,) € R" ve a =
(a1, -+, ) € N* olmak iizere,

|al
Def = o J

- [ &%
Azt - Dy
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kismi tiirevini,

:L‘O‘ix?l--'xf:",
al =a1! - ap!

carpimlarini ve son olarak
‘a| ial—i—..._i_an
toplamini gostersin.

Teorem 1.2.11 (Taylor Teoremi). I C R ag¢ik bir aralik ve f : 1 — R,
(k+41)’inci dereceden tirevi sirekli olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her,
x,x9 € I i¢in,

x—z0)® fO)(x
Fla) = Flao) + (@~ 20) f'wo) + -+ ETELTTE0 |y

olur. Burada Ry(x) asagrdaki formille verilir:

T (e )k (k+1)
B - [ LSO @

U C R"™ konveks bir kiime olmak tzere, f : U — R, (k+ 1) siirekli
tirevlenebilir bir fonksiyon ise, her x, xo € U igin,

k

> =2l WD) S Ryte) (@ 20)?

=0 |8|=k+1

olur. Yine burada

161

O [0+ e = a0 (-0

Rg(z) =
e verilir.
Dolayisiyla, Ry(x) ve Rg(x) kalan fonksiyonlar: (x,x0) ikilisinin strekli
fonksiyonlaridar.

Teoremin ilk kisminin kaniti tiimevarim yontemiyle yapilir. Timevarimin gegisg
adimi kalan terime kismi integral uygulayarak tamamlanabilir. Teoremin ikinci
kisminin kaniti icin ise

g:10,1] =R, g(t) = f(tz+ (1 —t)xo)

fonksiyonuna teoremin ilk kismini uygulamak yeterlidir.
Son olarak kalan terim icin agagidaki sonucu verecegiz:
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Onerme 1.2.12. Ry(z) yukarda tek degiskenli fonksiyonlar icin verilen Tay-
lor agiliminan kalan terimi olmak izere, sirekli bir C(x) > 0 fonksiyonu
1¢IN
|Ri(x)] < C(x) |2 — o[
esitsizligi saglanar.
Benzer sekilde ¢ok degiskenli fonksiyonlarin k’inci dereceden Taylor agili-
menan kalans i¢in,

> Rg(@) (z—x0)’| < C(x) [Jz — o]
|Bl=k+1

egitsizligini saglayan sirekli bir C(x) > 0 fonksiyonu vardar.

Kanat : Sadece ilk kismin kanitini verecegiz. Tkinci kismin kanitini aligtirma,
olarak size birakiyoruz.

T (e )k (k+1)
R = [ O 0

zo

olmak {izere C(z) fonksiyonu agagidaki fonksiyonun mutlak degeri olarak
tanmimlansin:

Ry, ()

i a1 T
C(z) = (f(k—i-l)o()x;)l
TS R

f*+D . T R fonksiyonu siirekli oldugundan (Taylor Teoremi’nin hipotezine
bakimiz) C(z) fonksiyonunun z # xy durumunda siirekli oldugu agiktir. O
halde, kanmit1 tamamlamak i¢in asagidaki limiti hesaplamaliyiz:

SR 1€ I 4 C t)F fEED(L) dt
ez (x — x0)R Tl 2w k! (x — xq)kt1

Limit 0/0 belirsizlik durumunda oldugundan L’Hopital kuralin1 kullanabiliriz.
Bunun igin ilk 6nce payin tiirevini hesaplamaliyiz. Fonksiyonu iki degigkenli
fonksiyon gibi gorerek tiirevini alabiliriz:

Y (g — )k ple+D)
g(x’y):/( t) j;! (t) dt

o

olmak tizere Ry(x) = g(x,x) olacaktir. Simdi y = y(x) = = alarak tiirevi
hesaplayalhm. Eger k£ > 1 ise

Rifa) = 5 glwy(@)
— gul.2) + gy(.0) Y (0)

x (:U _ t)kfl f(k+1)(t) dt
/mo (k - 1)!
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olarak hesaplanir, ¢iinkii ikinci terim sifirdir. Simdi L’Hopital kuralini (k+1)
defa ardi ardina kullanarak (Eagles'in soyledigi gibi:

https://www.youtube.com/watch?v=FY5_krxYPeY)
Ry() Joplw = )" fEFD(R) dt
lim ————— lim ==
T—T0 (LU - xo)k'H T—T0 k! (:IJ - xo)k'H
(k+1)
= lim Sz (z)
az—xo (k+1)!
f(k+1)(x0>
(k+1)!

buluruz. Boylece kanit tamamlanir. O

1.2.3 Diferansiyel Denklemlerin Varlik ve Teklik Teoremi

Bu boéliimde baglangic deger problemlerinin ¢oziimlerinin varhigi ve tekligi ve
baglangic degerlerine baglilig iizerine sonuclar elde edecegiz. Bir énceki boliim-
de oldugu gibi yine Banach Daraltma Prensibi’'ni kullanacagiz.

B bir Banach uzayi, U C B bir agik alt kiime ve f : U — B bir fonksiyon
olsun. Eger her z,y € U i¢in || f(z) — f(y)|| < A ||z — y|| olacak sekilde bir
A > 0 sabiti varsa f fonksiyonuna bir Lipschitz fonksiyonu ve XN'ya da Lipschitz
sabiti denir.

Teorem 1.2.13. B bir Banach uzayr, I C R agik bir aralik ve f : I x B — B
strekli ve tkinci degiskene gére Lipschitz olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
her ty € I ve yg € B igin,

y,(t) = f(tvy) ) y(tO) =%

baslangig deger probleminin ty noktasina iceren bir (to—e, to+€) C I alt araligin-
da tansml tek bir ¢ozimi vardir. Ayrica ejer f fonksiyonu C* simfindan ise
coziim fonksiyonu C*T simafindandar.

Kanat : o/ (t) = f(t,y), y(to) = yo baslangic deger problemi

y(t) =yo + t f(s,y(s)) ds

integral denklemine denk oldugundan bundan sonra bu integral denkleminin
lizerinde ¢alisacagiz. A > 0 ile f fonksiyonun Lipschitz sabitini gdsterelim.
Ayrica, eA = a < 1 olacak gekilde bir € > 0 gergel sayisi secelim. Bu durumda
[to — €, to + €] araliginda tammh B Banach uzay1 degerli sinirli ve siirekli fonk-
siyonlar uzay1 By = C%([tp — €, to + €], B) (supremum normu ile beraber) yine
bir Banach uzayidir.
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Simdi By Banach uzay1 iizerinde su fonksiyonu tanimlayalim:

©:B1— B, Ot =y + tf(s,y(s)) ds, y(t) € By.

to

Ashinda © bir daraltma fonksiyonudur:

t
/ (F(5.51(5)) — F(s,32(s))) ds

to

‘t - ZL/0| Hf(sayl(s)) - f(‘S?yQ(S))H
A [ly1(t) — ya ()]
a lly1(t) — y2(2)||

Bu daraltma fonksiyonunun sabit noktasi olan fonksiyon aranan ¢oziim ola-
caktir.

Son olarak, eger f fonksiyonu C* simfindan ise y/(t) = f(t,y) bagmntisin-
dan ¢oziim fonksiyonunun C*+! siifindan oldugunu goriiriiz. O

Yukaridaki teoremin ifadesinde verilen I agik araligini yeterince kiigiik sece-
rek verilen her (t1,y1) € I x B baglangig deger kosulu i¢in elde edilen ¢oziimiin
By = C°([to — ¢, to +¢€], B) Banach uzay iginde kaldigini kabul edebiliriz. Simdi
(to,v0), (to+h1,yo+ha) € I x B gibi iki baglangig deger kosuluna kargilik gelen
Y0 ve y" coziimlerinin arasindaki fark: inceleyelim. Ashnda, ¥ : I x B — By,
(t1,y1) — U(t1,y1) ifadesi (¢1,y1) noktasindaki baglangic deger kosuluna kargi-
lik gelen ¢6ziimii veren fonksiyonu gosterirse bu fonksiyonun siirekli oldugunu
gorebiliriz: Ik 6nce f fonksiyonun normunun sonlu oldugunu kabul edelim
(6rnegin, eger B Banach uzayi tikiz ise bu kogul agik gekilde saglanir).

1©(y1) (1) = O(y2) (D)l

ININ A

1T (to + hi,yo + ha) — T(to,0)| = [v" ="
1e@y") — @)
to+h1
= et [ S ds

to

‘/t (F(s,9"(5)) — F(5,5°(s))) ds |

o+h1
< hall + 1Bl (1F1+a llg" =3

ve buradan da
|2l + |Pa ] [ £]]

11—«

ly" — 40 <

elde ederiz. O halde, ¥ fonksiyonu baglangic deger kogullarina gore diizgiin
siireklidir. Simdi de f fonksiyonun sinirh olmadigim diigiinelim. Bu durumda,
f(s,4°(s)) fonksiyonu I tikiz araliginda smirh olacagindan

to+h1
/ f(5,5%(s)) ds

to
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integralinin mutlak degeri yine M|h;| gibi pozitif bir sayidan kiigiik olacaktir.
Bagka bir deyigle, ¥ fonksiyonu (tp,yp) noktasinda siireklidir.

Uyan1 1.2.14. 1) Teoremin kanitandan elde edilen ¢ézimin tanimly oldugu
araligin boyunun, 2¢, tamamen A\ Lipschitz sabiti ile belirlendigini gordik. Do-
layswyla varlik teklik teoremint arka arkaya kullanarak ¢ézimin I araliginin
tamamanda tanimily oldugunu goririz.

2) f = f(z,y) : Rt x RF — RF siirekli bir fonksiyon olsun. Ejer bu fonk-
styonun ikinct degiskene gore tirevi de strekli ise [ fonksiyonu her sinarl
bolgede ikinci dediskene gore Lipschitz fonksiyon olacaktir.

Ornek 1.2.15. Bu teoremin bir uygulamas: olarak gercel sayilardan gercel
saylara giden fonksiyonlar igin ters gorinti teoreminin (biraz zayf bir hali-
nin) bir baska kanitine verelim: f: R — R CF, k > 2, ssmafindan bir fonksiyon
ve a € R, f'(a) # 0, kosulunu saglayan bir nokta olsun. Bu durumda x = a
noktasinn a¢tk bir komsulugunda fonksiyonumuz hep artan veya hep azalan
olacaktir. Baska bir deyisle f fonksiyonu xr = a noktasinin ac¢ik bir komsu-
lugundan f(a) noktasiman agik bir komgsuluguna bire bir érten bir fonksiyon
verir (bkz. Ahstirma 25). Simdi bu ters fonksiyonun tirevlenebilir oldugunu
gorelim. Bunun i¢in asafidaki baslangi¢ deger problemini disinelim: b = f(a)

olmak 1izere 1

/
O = Faey s Y=

f ek k>2we fl(a) # 0 oldugu icin 1/f'(x) fonksiyonunun tirevi x = a
noktasiman kapals bir komsulugunda sirekli olacaktir. Dolayisiyla, 1/ f'(x) fonk-
styonu bu aralikta Lipschitz olur. O halde, yukaridaki baslangig dejer proble-
minin b noktast etrafinda tanimly tek bir y = y(x) yerel ¢ozimi vardwr. Diger
taraftan, diferansiyel denklemi v'(z)f'(y(z)) =1 wveya (f(y(x))) =1 diye
yazarak f(y(x)) = x + C ¢ozimind buluruz. Ayrica y(b) = a baslangig kosu-
lundan b = f(a) = f(y(b)) = b+ C esitligi ve buradan da C = 0 bulunur. O
halde, © = b noktasinin agik bir komsulugundaki her x degeri i¢in f(y(x)) =z
elde edilir. Bagka bir deyisle x = b noktasy etrafinda f fonksiyonunun tirev-
lenebilir yerel bir tersi vardwr. Son olarak, y'(z) = 1/f'(y(z)) denkleminin
tiirevini alarak (ve tiimevarim metodunu kullanarak) f=' fonksiyonunun da
C*  sumifindan oldugunu goririz.

1.3 Dogrusal Cebir

1.3.1 Determinant Fonksiyonu

Bir koordinat diizleminde verilen iki vektoriin belirledigi paralelkenarin alanini
bulmaya caligalm: A : R? x R? — R fonksiyonu u = (z1,y1) ve v = (22, y2)
diizlemde vektorler olmak iizere

A(u,v) =“u ve v vektorlerinin belirledigi paralelkenarin alani”
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--------

(a) Iki vektoriin belirledigi paralel- (b) Dejenere paralelkenarin alan:
kenarin alani: A(u,v) sufrdor: A(u,u) =0

Sekil 1.3

olarak tammlansim (Sekil 1.3a).

Bu tiir bir fonksiyonun saglamasin bekledigimiz birkag 6zelligi siralayalim:

1) Aym iki vektoriin belirledigi paralelkenar ashinda bir dogrunun iginde
kalacagindan paralelkenarin alani sifir olsun: Diger bir deyisle her v € R? icin
A(u,u) = 0 olsun (Sekil 1.3b).

2) Bir paralelkenarin kenarlarindan birinin uzunlugunu A € R katina ¢i-
karirsak alani da ayni oranda degigsin: A(Au,v) = AA(u,v) = A(u, Av) (Se-
kil 1.4).

.............................
..........

u
'—\—‘ ’
m—

Sekil 1.4: Bir kenarin skaler ile ¢arpima: A(Qu,v) = ANA(u,v)

Bu fonksiyonun saglamasimi istedigimiz bir diger 6zellik ise sudur:

3) Verilen iki u ve v vektorleri ile belirlenen paralelkenarin kenarlarindan
birinin herhangi bir A € R katini digerine eklersek bu paralelkenarin yiiksekligi
degismeyeceginden alam da degismeyecektir: A(u,v + Au) = A(u,v) = A(u +
Av,v) (Sekil 1.5).

Simdi de birer kenarlar ortak iki paralelkenar alalim: (u,v1) ve (u,vg).
Her ikisinin de yiiksekliklerini (dolayisiyla alanlarim) degigtirmeden bu pa-
ralelkenarlar: dikd6rtgen haline getirelim. Bunu yapmak icin v; vektorlerinden
u vektoriiniin bunlar iizerine izdiisiimlerini cikartmak yeterlidir. Elde edilen
dikdortgen bolgeler (u,v1 — Aju) ve (u, ve — Agu) vektor ciftleriyle verilsin (Se-
kil 1.6). Bu iki dikdortgeni iist iiste koyarak alanlar1 toplamindan
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A u u

Sekil 1.6: Paralelkenar ile esit alana sahip dikdértgen: A(u,v) = A(u,v — Au)

A(u,v1) + A(u, v2) = A(u,v1 — Aju) + A(u, v2 — Agu)

= A(u,v1 + v — (M1 + A2)u) = A(u,v1 + v2)

sonucunu elde ederiz (Sekil 1.7). (Yukaridaki son esitlik (3) numarali 6zelligin
sonucudur.) O halde diizlemde verilen herhangi u, v1 ve vy vektorleri icin

Va-holu
S I o o
B N - _
h: h 1 Vi /,///."'/ Vi —?‘ul u
lou qu u u

Sekil 1.7: Ortak kenarly iki paralelkenarin toplama:
A(u,v1) + A(u,v2) = A(u, vy + v9)

Alu, v1 +v2) = Au, v1) + A(u, v2)
olmalidir. Benzer sekilde w1, ug ve v vektorleri icin
A(uy + ug,v) = A(uy,v) + A(ug,v)

oldugu goriiliir. Bunu (2) ile birlestirirsek A : R? x R? — R fonksiyonun
her iki degigkene gore de dogrusal (bilineer) oldugu sonucuna variriz: Her
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u, uy, U2, v, vy, ve vektorleri ve A € R gercel sayist igin
A(ug + Aug,v) = A(uq,v) + NA(uz,v)

ve

A(u,v1 + Avg) = A(u,v1) + ANA(u, v2)

esitlikleri dogrudur. Diger taraftan (2) numarali 6zellikten

0 = Alu+v,u+0)
= A(u,u) + A(u,v) + A(v,u) + A(v,v)
= A(u,v) + A(v,u)

ve dolaywsiyla A(u,v) = —A(v,u) elde ederiz. Bu son esitligi saglayan bilineer
fonksiyonlara degismeli fonksiyonlar denir. Ashnda siraladigimiz diger biitiin
ozellikler bu iki 6zellikten tiiretilebilir.

Simdi e; = (1,0), e2 = (0,1) olmak tizere v = (a,b) = ae; + bey ve
v = (¢,d) = cey + deg gibi iki vektoriin belirledigi paralelkenarin alanim he-
saplayalim:

A(u,v) = A(aey + beg, cer + des)
ad A(e1,e2) + be Aea,e1) + ac Aler,er) + bd A(es, ea)
= (ad—bc) A(er,e2)

olarak elde ederiz. O halde bu paralelkenarin alan birim karenin alaninin (ad—
be) katidr.

Eger birim karenin alanim bir birim olarak alirsak, A(e, e2) = 1, A(u,v) =
ad — be olur. Dikkat edersek bu sayi, satirlart u ve v vektorlerinin 8 = {e1, ea}
sirali tabamna gore koordinat vektdrlerinden olugan

a b
c d
matrisinin determinantindan bagka bir gsey degildir.
Bagka bir deyigle, birim karenin alaninin ne olduguna karar verdikten son-
ra her paralelkenarin alanini hesaplayabiliriz. Paralelkenarin alani birim kare-

nin alani ile satirlar, paralelkenarin kenarlarimi olugturan vektorlerin standart
tabandaki koordinat vektorleri olan matrisin determinantinin carpimidir.

Uyar1 1.3.1. Alan hesabiny yukaridaki gibi aksiyomatik bir sekilde yapmanin
bir bedeli olarak bazi paralelkenarlarn alanlar, negatif olacaktir. Diger taraftan,
A(u,v) = —A(v,u) esitligi bize alan hesabr yaparken kenarlarin siralamasinin
onemli oldugunu gostermektedir. A(u,v) sayisi ilk kenart u ikinci kenari v olan
paralelkenarin isaretli alany olacaktir. Kenarlari siralama (veya numaralandir-
ma) islemine yonlendirme diyecejiz. Buna gore kenarlari u, v olarak siralanmag
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paralelkenar ile v, u olarak siralanmas paralelkenarlar farkly yonlendirilmis pa-
ralelkenarlardir.

Isaretli uzunluk, isaretli alan veya hacim, isaretsiz olanlara gére daha kul-
lamsl ve dogal olanlaridir. Bu temays bitin kitap boyunca sik sik gérecediz.

SJimdi de R"™ iginden rastgele alinan wvy,---,v, vektorlerinin belirledigi
paralel yiizliiniin hacmini hesaplayalim:

ﬁ:{ela"' 7671}7 ei:(ov"'aoaluov'”70)7

sirali tabaninda bu v; vektoriiniin koordinat vektori [a;1,- - ,aip] olsun. O
halde, her ¢ =1, --- ;n i¢in v; = a;1e1+- - -+ajpe, olur. Diizlemde yaptigimiz
geometrik analiz tamamiyla bu durumda da gegerli olacaktir ve dolayisiyla eger
A :R" x R" — R bir hacim fonksiyonu ise A n-dogrusal (her degigskene gore
dogrusal) ve degismeli olacaktir. Bu iki 6zelligi defalarca kullanarak

Avr, - v, up) = A E a1j€j7"'7§ aijej,‘--,g anje;
J J J

= <Z sgn(o) ala(l)"'aia(i)"'ana(n)) Aler, - €, ,en)
oES,

elde edilir. Burada S,, n-elemanh {1,--- ,n} kiimesinin tiim permiitasyonlari-

nin olugturdugu grubu ve sgn(o) ise o € S,, permiitasyonunun igaretini gos-

termektedir. O halde, yine birim kiipiin hacminin ne olacagina karar verirsek

her paralel yiizliiniin hacmini hesaplayabiliriz.

A(617"' y €yttt 7671):1

kogulunu saglayan forma R"™ tizerindeki determinant fonksiyonu denir. Buna
gore R” {izerinde tanimli her degigmeli n-dogrusal form determinant fonksiyo-
nunun bir kat1 olacaktir.

R"™ iizerinde tanimlh degigmeli n-dogrusal formlarin determinant ve bunun
katlar1 oldugunu gordiik. Diger taraftan R? iizerinde (degismeli) 2-form var
mi1 diye sorabiliriz. Bu sorunun cevabini vermek icin énce tensorleri tanimla-
maliyiz.

1.3.2 Tensorler

R degismeli bir halka, M, N, P bu halka iizerinde tanimli modiiller ve F :
M x N — P bilineer bir fonksiyon olsun. F': M x N — P bilineer fonksiyonu
M x N carpim kiimesi iizerindeki ¢arpim modiil yapisiyla bir modiil homo-
morfizmast degildir. Qiinkii eger Oyle olsaydi her (m,n) € M x N ve r € R
icin 7f(m,n) = f(rm,rn) = rf(m,rn) = r2f(m,n) olurdu ki bunun genelde
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dogru olamayacag: agiktir. Diger taraftan f(rm,n) = rf(m,n) = f(m,rn)
olur. Benzer gekilde f(mi + ma,n) = f(mi,n) + f(ma,n) dir. Bu durumda
istenilen modiil yapisini bir béliim modiilii olarak kurabilirizz: M x N carpim
kiimesini taban olarak kabul eden serbest

F(M x N) = {Zai(mi,ni) |neN, a; € R, m; € M, nieN}
i=1

R-modiilii iizerinde bir ~ denklik bagintisi tanimlayalim. Bunun icin ilk 6nce,
agagida tanimlanan ~q bagintisin ele alalim.

1. Her (m,n) € M x N ver € R igin
(rm,n) ~g r(m,n) ~o (m,rn);
2. Her m, my, mg € M ve n, n1, ng € N igin
(my +ma,n) ~o (m1,n) + (ma,n) ve (m,ny +ng) ~o (m,n1) + (m,na).

Simdi ~ bagimtisini ~g1 iceren en kiiciik denklik bagintisi olarak tanimla-
yalim. Carpim modiiliinii bu denklik bagintisina (bagmntinin iirettigi alt modi-
le) bolerek istedigimiz modiil yapisini elde ederiz:

F(M x N)/ ~ .

Bu R-modiill M ve N R-modiillerinin R-tensor ¢arpims diye adlandirilir ve
M ®@pr N ile gosterilir. Benzer gekilde (m,n) € M x N elemanminin denklik
sinifint m ® n ile gésterecegiz. Bu durumda

r(m®n)=(rm)®@n=m® (rn),

(m1+me)@n=m;@n+ms®@n

ve
m® (n1 +n2) =men; +m® ng

olur. Ayni gekilde sonlu sayida R-modiiliin
M ®pr - ®r M,

tensér carpimi tanimlanabilir. Aligtirma 30 ise tensor carpiminin uygun bir
evrensel ozellik yardimiyla tanimlanabilecegini gostermektedir.

V bir F cismi {izerinde tanimli n-boyutlu bir vektér uzay: olsun. V£, (k <
n), ile V'nin kendisi ile k defa tensor carpimim gosterelim. 5 = {e1, -+ ,ep}
V’nin bir tabani ise 1 < iq,--- ,ir < n olmak iizere

Ty iy, = €, @+~ R e,

)
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tensorii olsun. Bu durumda V®* vektor uzay1 da sonlu boyutludur ve
{z_’ily"':ik | 1< Z.la e 7Z.k: < n}

bu vektér uzaymn bir tabamdir. Dolayisiyla, V®¥'mn boyutu n*’dir.
{1,--- , k} kiimesinin permiitasyonlarinin olusturdugu Sy grubu V®* vektor

uzay uzerine etki eder: Taban elemanlar tizerindeki etki, o € Sy i¢in,
0(Tiy, i) = T

)

o(1)r " o (k)

olarak tanimlanir ve dogrusal bir gekilde tiim vektor uzayma genigletilir. Bu
etkinin altinda degigsmez olan tensdrlere simetrik k-tensorler denir. Simetrik
tensorlerin olugturdugu Simk(V) vektor uzayimin boyutu n+ k& — 1 elemanhi bir
kiimenin k elemanli alt kiimelerinin sayisina egittir:

(7).

En az simetrik tensorler kadar 6nemli olan bir diger tensor tipi, énceden
de gormiis oldugumuz degismeli tensorlerdir: a € VEF olmak iizere, eger her
o € Sk icin o(a) = sgn(o) a oluyorsa, a tensoriine degismeli k-tensorii de-
nir (burada sgn(o) ile o permiitasyonun isareti gosterilmigtir). Degismeli k-
tensérlerin olusturdugu Alt*¥ (V) vektor uzaymin boyutunun da

n
k
sayist oldugu kolayca goriiliir. Degigsmeli k-tensorlere k-form da denir.

Aslinda agagida verilen dogrusal fonksiyonlarin birer izdiisiim doniigiimii
(karesi kendisine egit olan bir déniigiim) oldugu kolayca gosterilir:
1) Sim: V& 5 V her v € VEF icin,

UH%ZO‘(U)

’ oESE

olarak tanimlanan dogrusal fonksiyon bir izdiigiim déniigiimiidiir ve goriintiisii
Sim(V®F) = Sim*(V)dur.
2) Benzer sekilde Alt : VEF — VO her v € VOF icin,

1
v Z sgn(o) o(v)
c€Sk

olarak tanimlanan dogrusal fonksiyon yine bir izdiigiim déniigiimiidiir ve goriin-
tiisii Alt(VEF) = Alt*(V) alt uzayidir.
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V' vektor uzaymin dualini V* = hom(V,F) ile gosterelim. Eger

/8:{617”' 7677,}

tabaninin dual tabani da 8* = {f1,---, fn} ise, her 1 < ,j < n icin, fi(e;) =
0;; olur. f;; ®---® f;, tensoriiniin k! Alt operatorii altindaki goriintiisiinii

fio Ao N fiy = RUAL(f, @ ® fi) = Y sgn(o) fi, ) ® - ® fiom)
oESk
ile gbsterecegiz.

Uyar1 1.3.2. Eger vs = Ej asj €j, s=1,---,k, V icinde vektorler ise

(fir Ao N fi)(vn, - vg) = det((asiy)s, 1=1, k)
olur.

Yazim konusunda biiylik kolaylik saglayan bu gosterim gekli degismeli ten-
sorlerin dus ¢arpimenen tanimlanabilmesi i¢in de olanak saglar: fi; A--- A fi,
ve fj, A--- A fj gibi iki taban elemanimin dig carpimi

(fir Ao NF ) N A N = i N N i N i A= A

olarak tanimlanir. Bu tanimi dogrusal bir gekilde tiim @©penAlt(VEF) vektor

uzaymna genisleterek bu vektdr uzayini bir F-cebiri yapabiliriz. Bu cebire V

vektor uzayma ait dis cebir adi verilir ve A(V) ile gosterilir. Bu cebirin ele-

manlarima dig form da denir. Burada Alt(V®?) ile F cismi gosterilmektedir.
Agagidaki 6zelliklerin kanitlart okuyucuya birakilmigtir:

1. Yukarda tammladigimiz dig cebir bir cebirdir.

2. w bir k-form ve v bir I-form ise w Av = (=1)¥v Aw olur.
(k+ )
k! 1!
4. L :V - W F-vektor uzaylar: arasinda dogrusal bir fonksiyon ve L* :

W* — V* ise bu fonksiyonun duali olsun. Bu durumda dual fonksiyon
dig cebirler arasinda dogal bir dogrusal fonksiyon verir:

L*:A(W) = A(V), w— L (w)

3. w bir k-form ve v bir [-form ise wAv =

Alt(w ®@ v) olur.

oyle ki her vy,--- ,vp € V igin,
L*(w)(v1, -+ ve) = w(L(v1), -+, L(vk))

olur. L*(w) dig formuna w’nin L ile geri ¢ekilmesi denir. Geri gekme iglemi
dig carpim ile yer degigtirebilir ve dolayisiyla bir cebir homomorfizmasi-
dir:

L*(wAv)=L"(w) AN L*(v).

L orten (bire bir) ise L*'in bire bir (benzer sekilde, 6rten) oldugunun
gosterilmesini de okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz.
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1.3.3 Temel Formlar ve Baz1 Uygulamalari

Temel formlarin en yaygin kullanilani kdgegenlestirmedir. Operatdrlerin veya
matrislerin kogegenlegtirilmesinin neden énemli oldugunu anlamak i¢in agagida
verilen matrisin kuvvetlerini hesaplamaya ¢aligalim:

B 0 1 2 11 3 _ 1 2 4 _ 23...
R I P e PR T R P

bu islemi on, yiiz veya milyon kez yapmak bilgisayar yardimiyla bile oldukca
zor olabilir. Ornek vermek gerekirse, A'%° matrisinin baz bilegenleri 21 ba-
samakl sayilardir. Benzer gekilde, A™ matrisini sadece n degigkeninin agik bir
fonksiyonu ile ifade edebilir miyiz? Diger taraftan, A késegen bir matris olsaydi
bu islem ¢ok kolay olurdu:

a0 W [ A7 0
=)=

Sonlu bir vektor uzay: iizerinde taniml her operator uzayin bir tabani veril-
diginde kare bir matris ile ifade edilebilir. Bu sebepten sadece matrislerin koge-
genlegtirilmesi iizerinde duracagiz. Katsayilar1 F cisminden segilmig n x n’lik
bir A matrisi alalim. Eger sifirdan farkli bir v € F™ vektorii ve bir A € F icin
Av = lv oluyorsa A sayisina A matrisinin bir dzdejeri ve v € F™ vektoriine
de bu dzdejere karsilik gelen bir dzvektor denir. Eger F” vektor uzaymmin A

matrisinin 6zvektorlerinden olugan bir § = {v1, -+ ,v,} tabani varsa, oyle
ki her i igin Awv; = A\v;, saglaniyorsa, A matrisine kdsegenlestirilebilir matris
denir. Bu durumda eger P siitunlari vy, --- , v, vektorlerinden olusan (taban

degistirme) matris ise P~!AP carpimi

M O -0

) 0 X -+ O
PAP=D= . . .
0 0 - A\

kdgegen matrisini verir.
Devam etmeden 6nce ¢ok sik kullanilan ve kanitini okuyucuya birakacagi-
miz bir sonucu hatirlatmak istiyoruz:

Teorem 1.3.3. 1) T : V — W wektor uzaylari arasinda dogrusal bir dénigim
olsun. Eger V' sonlu boyutlu bir uzay ise dim(V') = dim(ker T') + dim(7T'(V));
baska bir deyisle V 'nin boyutu dogrusal fonksiyonun cekirdeginin ve gorinti-
stintin boyutlary toplamina egittir.

2) A € M(n,n) olmak tizere A:F" — F" v Av, v € F", ile tanimlanan
dogrusal fonksiyon icin asardaki kosullar birbirine denktir:

o det(A) # 0,
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o A:F" — F"™ bir izomorfizmadsr,
e ker(A) = {0}.

Av = Av denklemini (AI, — A)v = 0 olarak yazarsak, v # 0 olmasindan
det(Al,, — A) = 0 denklemini elde ederiz. O halde, A matrisinin 6zdegerleri
fa(X) = det(A\l, — A) polinomunun kokleridir. Derecesi n olan bu polinoma
A matrisinin karakteristik polinomu denir. Cayley-Hamilton Teoremi’ne gore
fa(A) = 0 olur (bkz. Ahstirma 35)). P(A) = 0 kosulunu saglayan en kiigiik
dereceli monik P(z) € F[x] polinomuna A matrisinin minimal polinomu denir
(bkz. Sonug 1.3.5).

0

Ornek 1.3.4. Bu bolimiin basinda ele aldigumiz A = { 11

} matrisine tek-

1++5

olarak

rar donelim. fa(\) = A2 — X\ — 1 oldugundan dzdejerler A\ 2 =

bulunur. Av; = \;v; denkleminden ézvektorler

1 1
V1 = 145 ve Vo = 1_\/5
2

olarak bulunur. O halde,

1 1
P=1 1.5 1-v5
2 2
ve
1 1+2\/5 0
AP 0 1-v5
2
olur. Son olarak
(H—x/g)n 0
P1AMP = (P'AP)" = 2 Ve
0 (17 5)n
2
ve buradan da
(1+\/5)n 0
A" =P 2 i | P
0 (=)

elde edilir.

Bu béliimde simdi de matrislerin iistel fonksiyonundan bahsedecegiz. Ustel
matrisler dogrusal tiirevlenebilir denklem sistemleri teorisindeki kullaniliglari-
nin yani sira, geometri ve topolojinin de vazgecilmez konularindan biri olan
Lie gruplar1 ve Lie cebirleri konusuna da girig yapma imkani1 vermektedir. Her
x € R icin,

22

6—1+ +§+7+ Zkﬁ‘
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seri acilimi yardimiyla da tanimlanan {istel fonksiyonu matrisler iizerinde de
tamimlayabiliriz: F gercel veya karmagik say1 cismini ve M (m,n) bu cisim
lizerinde tanimli (m X n)-lik matrislerin vektér uzayimi gostersin. Her A €
M (n,n) matrisi ve t € F sayisi i¢in,

IEAY T _ (el 11AID*
kKl T k!
oldugu agiktir. Diger taraftan,

ettt — - AL IAID®

k!
k=0

gercel sayi1 serisi yakinsak oldugundan Weierstrass M-testini kullanarak

tA  (tA)?  (tA)? 2 (tA)F
T R R D¢

k=0

serisinin de diizgiin yakinsak oldugunu goriiriiz. Fakat,

AN 0O - 0
0 X -+ 0
00 A
kdsegen matrisi icin kolayca
eMt 0 0
D _ 0 e)tQt 0
0 0 eint

oldugunu gériiriiz. Dolayisiyla A kigegenlegtirilebilir bir matris ise

1 _
etA — eP(tD)P — PetDP 1

elde ederiz (yukaridaki ikinci egitlik, iistel fonksiyonun seri agilimindan kolayca
goriiliir).

Bu seri sayesinde exp : R — M (n,n), t — !4, geklinde tanimlanan fonk-
siyon ashnda C* smufindan bir fonksiyondur ve tiirevi ¢ — Ae?4, ile verilir.

1.3.4 Ornek Kanitlar

Bu béliimde yukarida bahsettigimiz kanonik formlarin teorisine dair bazi basit
gozlemlerde bulunacagiz. Baglangic olarak agagidaki sabit katsayili dogrusal
denklem sistemini diigiinelim:
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ai1 a2 a13 T 0
az1 G2 (23 y | =10
az1 as ass z 0

Ahgtirma 33 icinde tammlanan R; <+ R;, satir degistirme ve R; <+ 7R; + R;
bir satirin herhangi bir katin1 digerine ekleme iglemleri, Gauss yok etme meto-
dundaki satir iglemlerinden ikisine kargilik gelir. Ayni iglemlerin siitunlara uy-
gulanmasi ise degigkenlerin dogrusal bir izomorfizma ile degistirilmesine denk
olacaktir. Ornegin, (O <+ C1+3C3) islemi (z,y, z) degiskenlerinin (z, y+3z, 2)
degiskenleriyle degigtirilmesine kargilik gelir. Eger amacimiz ¢éziim uzayini bul-
mak degil de sadece boyutunu hesaplamak ise degiskenlerin nasil degigtiginin
takip edilmesine bile gerek yoktur.

Simdi genel bir A kare matrisi i¢cin (A, — A)v = 0 ozdeger-6zvektor
problemini diigiinelim:

A—ann  —ai2 -+ —aiy
—a1 A—az -+ —a,
M, — A= _ _ _ . (*)
—anl —Aan?2 R Ann

sistemini yukarida bahsettigimiz satir ve siitun iglemleri yaparak ¢ézmeye ca-
higalim. Bu matrisi F[A] polinom halkas: (esas ideal bolgesi) tizerinde diisiiniip
satir ve siitun islemleri yaparak di |da | --- | d,, olacak sekilde bazi d; € F[)]
polinomlari igin

d 0 - 0
0 dy -~ 0

D = . o ) (x%)
0 0 - d,

matrisine doniigtiirebiliriz. Bu matrise A, — A matrisinin Smith Normal
Form’u denir. Uyguladigimiz satir ve siitun iglemleri en fazla determinantin
isaretini degigtirecegi igin

didy -+ dp = £ det(N,, — A) = +f4(N)

karakteristik polinomu olacaktir. O halde hicbir d; sifir polinomu degildir.
didy---d, = £det(A\, — A) = £f4(\) ve dy | de | -+ | d oldugundan
fa(A) ile d, polinomlar: ayni asal ¢arpanlara sahiptirler. Aslinda tiim d;
polinomlarini monik secerek

didy - dy = det(A, — A) = fa(\)

elde ederiz. Bu durumda d; polinomlarina A matrisinin degdismez ¢carpanlar:
denir.
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Yukarida elde ettigimiz

d 0 - 0
0 do 0
0 0 dy,

matrisine A matrisinin temel formu denir. Ilk énce her matrisin sadece bir ta-
ne temel formu oldugunu gorelim (d; polinomlarini monik se¢mek kaydiyla):
Bunun i¢in, A; ile A, — A matrisinin tim ¢ X ¢’lik alt matrislerinin determi-
nantlarindan olusan F[)] i¢indeki idealin monik iiretecini gosterelim. Boyutlar:
1 X ¢ olan bir matrisin determinantini bir satir veya siituna gore actigimizda
(i —1) x (¢ — 1)lik alt matrislerinin determinantlarinin bir dogrusal birlegimini
elde edecegimizden, her i = 1,--- ,n igin, A;_; | A; olmahdir.

Diger yandan yukarida kullandigimiz satir ve siitun islemleri sadece alt
matrislerin yerlerini degigtireceginden bu satir ve siitun iglemleri A; polinom-
larini degigtirmeyecektir. O halde Al,, — A ve D matrisi igin aym1 A;’ler
elde edilecektir. Fakat D matrisi icin A; = dy ---d; oldugu kolaylikla goriiliir.
Buna gore d; = A;/A;—1 olur. Bagka bir deyisle, A;’ler tamamen A matrisi ile
tek bir gekilde belirlendigi icin A matrisinin bir ve sadece tek bir temel formu
vardir.

Simdi ¢ # j icin A; # Aj olmak {izere, d, = (A — A1)--- (A — A) farkh
dogrusal terimlerin ¢arpimi oldugunu kabul edelim. Bu durumda her d; farklh
dogrusal terimlerin ¢arpimi olmalidir. Ayrica karakteristik polinomun derecesi
n oldugundan 7y + --- 4+ 1, = n olacak gekilde bazi pozitif r; tam sayilar
icin

JaA) = (A= A)™ - (A= Ap)"™

olacaktir. Buna gore her bir ¢ = 1,--- |k, icin tam olarak r; tane farkh
dj, -+ ,dj, polinomu (A —J;) dogrusal terimini igerecektir. (x) ve (xx)
denklem sistemleri birbirine denk oldugu icin (%) sisteminde A yerine
koyarak A; Ozdegerine kargilik gelen 6zvektor uzayinin boyutunun tam olarak
r; oldugunu goriiriiz. Son olarak, ri+---+ 7, =n oldugundan A matrisinin
6zvektorleri F™ vektor uzay i¢in bir taban olugturur ve dolayisiyla A matrisi
kogegenlestirilebilir.

Diger taraftan, eger A kogegenlestirilebilir bir matris ise bu adimlar: ters-
ten giderek d, polinomunun farkh dogrusal terimlerin bir ¢arpimi oldugunu
goriiriiz. O halde, agagidaki sonucu kanitlamig olduk:

Sonug 1.3.5. A kare matrisinin késegenlestirilebilmesi icin gerek ve yeter kosul
dn  polinomunun farkl dogrusal terimlerin bir ¢arpims olmasidar.

Aslinda biraz daha dikkatli ilerleyerek kanonik formlarin teorisini kurabiliriz.
F Dbir cisim ve V =TF" olmak {izere

T:V—=V,o=Tw) =Av, veV
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doniigiimiinii ele alahm. V' vektor uzayr dogal bir bigimde bir R = F[z]
modiilii olarak goriilebilir:

RxV =V, (f(x),v) = f(x)-v=f(T)(v), (f(x),v) € RxV.
Simdi
¢:R" =V, ef=(0,---,1,---0) = e;=(0,---,1,---0), i=1,--- ,n,

ile tanimlanan 6rten R-modiil homomorfizmasi bize R™/ker ¢ =V izomor-
fizmasim verir. Bu homomorfizmay1 genel bir eleman tizerinde hesaplarsak

¢(P1(2), -+, pn(x)) = pr(T)(e1) + - + pn(T)(en)

elde ederiz. Ayrica, V iizerinde se¢tigimiz modiil yapisindan dolay1 izomor-
fizmanin sol tarafinda boliim polinom halkasinin bir elemanini z ile carpmak
sag tarafta bir vektdre T ile etki etmeye denk gelecektir:

z-m="T(p(m)), m= (pi(2),---,pn(x)) € R"/ker ¢,

Dolayisiyla, T operatoriiniin V' {izerindeki etkisini anlamak icin béliim
halkasinda x ile carpmay1 anlamak yeterli olacaktir.

Bu ige girismeden énce ker¢ alt modiiliiniin oldukca tanidik bir nesne
oldugunu gorelim.

Onerme 1.3.6. ker ¢ alt halkast xI, — A karakteristik matrisinin situnlar:
tarafindan tretilir.

Kanit :Her i=1,---,n i¢in, T(e;) =} ; ajie;, oldugundan
(_a1i7 —Q2i, T — Qg ", _a’ni) € kergf)

elde edilir. Dolayisiyla, xl, — A karakteristik matrisinin siitunlar1 ker ¢ alt
modiiliiniin i¢inde kalir. Yukarida oldugu gibi, xI, — A karakteristik matrisi-
nin Smith normal formunu kogegen Kose(dy(z),- - ,dn(x)) matrisi ile goste-
relim. Bu durumda, ker ¢ alt modiiliiniin her (0,---,d;(x),---,0) elemanim
icerdigini kabul edebiliriz. O halde, W, (0,---,d;(z),---,0) elemanlarimn
iirettigi alt modiil olmak {izere, ¢ekirdegi ker ¢/W olan, orten bir

Y : R"/ker¢p — R"/W

R-modiil, dolaysiyla da [F-vektor uzayi, homomorfizmasini elde ederiz. Yu-
karidaki paragraflardan dolay1, R™/ker ¢ F-vektor uzaymin V = F" vektor
uzayma izomorfik oldugunu biliyoruz. Diger taraftan, R"™/W R-modiili (F-
vektor uzayl) icin ise

R"|W 2 @i R/Rd;(x) = &} Fla]/(di(z)) = @f Fe)
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yazabiliriz. Son olarak,

dydy - -+ dy, = det(A,, — A) = fa(N)
karakteristik polinomu oldugundan

@?:1Fdeg(di(x)) o i deg(di(x)) o n
elde ederiz. Buradan, 6rten

Y :F" = R"/ker¢p — R"/W = F"

F-vektor uzayr homomorfizmasinin bir izomorfizma oldugunu goriiriiz. O halde,
kert = ker /W =0 olmahdir. Béylece kanit tamamlanir. O

Bu iddianin bir sonucu olarak
V = R"/ker ¢ = &) R/Rd;(x)

yazabiliriz. Ayrica, her bir d;(x) = d(z) = p{*(x) - - - pp*(x) polinomunu asal
carpanlarina ayirirsak

R/d(x) = @f_,Flz]/p;’ (x)

ayrisimini elde ederiz. Ayrica, p?j (r) = b(z) = by + -+ + by_12™ L 4 2™

ise ]F[:E}/p;lj(l‘) = <]"‘T7"' 7l‘m_1>F
operatoriiniin bu tabandaki matris gosterimi olarak p;-” (x) polinomunun eg
matrisi olan

vektor uzay:r lizerinde x ile carpma

00 —bg

10 —by
Cow) = | 1 - :

00 1 —byy

matrisini elde ederiz. Eger, deg(p;(x)) > 1 ise bu matris T operatoriiniin
rasyonel kanonik formunu verir. Diger taraftan, eger deg(p;j) =1 ise, bagka
bir deyigle b(x) = (z — A\)™ ise z ile ¢arpma operatoriiniin

{1,1’—/\,--‘ ,(x—)\)mfl}

sirali tabanindaki matris gosterimi

0 0
I x 0 -0
JNm=1]01 A -0
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Jordan formu olur.

Yukarida elde ettiklerimizden faydalanarak kanonik formlarin temel &zel-
liklerini kolayca gorebiliriz.
1) Eger [F-cismi cebirsel kapali ise her kare matrisin Jordan formu vardir:
Aslinda eger f4 polinomu dogrusal carpanlara ayrilabiliyorsa uygun bir taban
degigtirme sonunda

PTAP =
0 0 0 Jm,
Jordan bloklarinin bir kogegen matrisi seklinde yazilabildigini gordiik. Burada
Jr’ler Jordan blok matrislerini gdstermektedir,

N 0 - 0
1 N - 0
0 O 1 N

Teorik 6nemlerinin yani sira kOgegen matrisler kadar olmasa da Jordan
bloklarm kuvvetlerini veya iistel fonksiyonunu hesaplamak kolaydir ve bu se-
beple oldukca kullanmighdir. Ornegin 2 x 27lik bir Jordan blok matrisinin kuv-
vetleri agagidaki gibidir:

_ A0 o [ A2 0 n A" 0
‘]_[1 )\}’J_{% )\2}"”"]_[71)\"‘1 )\”]'

Genelde ise Jordan matrisin n’inci kuvveti goyledir:

2) A ve B benzer iki matris olsun. O halde tersi olan bir P matrisi i¢in,
B =P 'AP ve M, — B = P Y\, — A)P olur ve dolayisiyla \I,, — B
matrisi A, — A matrisinden satir ve siitun iglemleriyle elde edilir. Bu durumda,
bu iki matrisin temel formlari aym olacaktir. (Aslinda bir satir veya siitunu
bir say1 ile carpmak determinant: da ayni sayiyla ¢arpmak anlamina gelir,
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fakat A;’yi monik polinom olarak sectigimiz i¢in bu durum bir soruna neden
olmayacaktir.)

Diger taraftan, bu iddianin tersi de dogrudur: Temel formlar: ayni olan iki
kare matris benzerdir; bagka bir deyisle, iki matrisin benzer olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul bu matrislerin temel formlarimin ayni olmasidir. Bunu gérmek
icin temel formlar aym olan iki matrisin aym operatoriin farkh iki bazdaki
temsilleri oldugunu fark etmek yeterlidir. Bu ise yukarida kanitladigimiz

V = R"/ker ¢ = @] R/Rd;(x)
izomorfizmasinin acik bir sonucudur.

3) Yine
V = R"/ker ¢ = @' | R/Rd;(x)

izomorfizmasini diigiinelim. f4(A) = det(Al, — A) = dids - - - d,, karakteristik
polinomu fa(z) - (&7, R/Rd;(z)) = 0 esitligini sagladigy icin  fa(A) =
0 sonucuna variriz. Bu ise Cayley-Hamilton Teoremi’dir. Diger taraftan her
di(z) | dp(z) oldugundan

dn(2) - (Biz B/ Rdi(2)) = 0

elde ederiz. Buradan d,, polinomunun A matrisinin minimal polinomu ol-
dugunu goriiriiz, ¢iinkii daha kiiciik dereceli bir polinom R/Rd,(x) bilegenini
yok edemeyecektir.

1.4 Alstirmalar

TOPOLOJI

1. A bir kiime ve < bu kiime iizerinde taniml bir kismi siralama bagintisi
olsun. Eger her i,j € A igin i < k ve j < k olacak gekilde bir k € A
varsa (A, <) kismi siralama kiimesine bir yénli kiime denir. Bir {X;}iea
topolojik uzaylar ailesi alalim, 6yle ki, 1) her i < j igin strekli bir
fij + Xi = X fonksiyonu verilsin, dyle ki f;; = 1x, saglansin; ve
2) her i <j < kicin fi = fjr o fij esitligi saglansin.

Bu topolojik uzaylarin ayrik birlesimi iizerinde bir ~ denklik bagintisi
tammlayalim: x € X; ve y € X, i¢in x ~ y’dir ancak ve ancak Oyle
bir k € A ve z € Xy, vardir ki 4,7 < k dir ve hem fjx(x) = z hem de
fir(y) = z olur. {X;}ien topolojik uzaylarinin ayrik birlegimini bu denk-
lik bagintisina bolerek elde edilen boliim uzayina {X;};ca ailesinin diz
limati denir ve lim;ep X; ile gosterilir. Her bir X; icin X; — lim;ep X,
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x — [z], x elemammni limit uzayindaki denklik sinifina gétiiren fonksiyo-
nunun stirekli oldugunu gosteriniz.

Ayrica her bir f;; fonksiyonun bir topolojik gémme fonksiyonu olmasi
durumunda X; uzaylarinin hangi 6zelliklerinin limit uzayina gectigini
inceleyiniz: Hausdorff’luk, tikizlik, baglantililik, metriklenebilirlik, vs.

2. X bir topolojik uzay olmak {izere X'in alt uzaylarinin olugturdugu aileyi
alt kiime bagmtisi ile siralayalim: A, B C X i¢in A < B ancak ve ancak
A C B. Ayrica bu durumda fap : A — B,  — z, icerme fonksiyonu
olsun. limsc x A = X oldugunu gosteriniz.

3. X C R" iginde acik bir kiime olsun ve X’in tiim tikiz alt kiimelerinin
ailesini, A = {K C X | K tikiz bir alt uzay}, yine alt kiime bagintisi ile
siralayalim. limgep A = X oldugunu gosteriniz.

4. Asagidaki ifadeleri kanitlayin.

(a) Herhangi bir kiime iizerinde tanimli olan rastgele topolojilerin ara
kesitinin de bir topoloji oldugunu gésteriniz.

(b) X bir kiime ve 3, X'in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. 3 ailesi-
nin tirettigi topoloji B’y1 iceren X tizerindeki tiim topolojilerin ara
kesitidir. Dolayisiyla bu topoloji 8’y1 iceren en kii¢lik topolojidir.

5. [I,enl0,1] carpim kiimesinde (x), 2 = (a}c,a%, e ,ai;, . ‘-),
a0 1<k
ET1 1, k<l

dizisini ele alalim. Bu dizinin carpin uzayinda yakinsak oldugunu ama
kutu topolojisinde raksak oldugunu gdsteriniz.

6. {X,}icr bir topolojik uzaylar ailesi ve X = II;c;X; bu ailenin garpim
uzay1 olsun. Bir topolojik uzaydan ¢arpim uzayna giden bir f:Y — X
fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f'nin her bilegen
fonksiyonunun f; : Y — X, siirekli olmasidir. Bu sonucun kutu topolo-
jisi durumunda dogru olmadigini 6rnekle gosteriniz.

7. G hem grup hem de topolojik bir uzay osun. Eger, GXxG — G, (¢1,92) —
91 Lgs, islemi siirekli ise G bir topolojik gruptur denir. G topolojik
grubunun Hausdorff olmasi icin gerek ve yeter kogul birim elemandan
olugan tek elemanh {e} C G kiimesinin kapali olmasidir, gosteriniz.
Benzer gekilde, H < G bir alt grup olmak {izere G/H boliim uzaymin
Hausdorff olmast i¢in gerek ve yeter kosul H alt grubunun kapali bir
alt kiime olmasidir, gésteriniz.
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8. Bu alistirmada Onerme 1.1.10 yardimi ile boliim uzaylarinin hangi kogul-
lar altinda Hausdorff olduklarini inceleyecegiz. X topolojik uzay ve P :
X — X/ ~ bu uzay iizerinde bir boliim uzay1 olsun. Agagidaki 6nermeleri
kanitlayimniz:

(a)

(d)

P bolim fonksiyonu acik bir fonksiyon olsun. Bu durumda P x P :
XxX — (X/~)x(X/ ~) carpim fonksiyonunun (X/ ~) x (X/ ~
) kiimesi iizerine koydugu boliim uzayi topolojisi, X/ ~ uzaymin
kendisi ile carpimindan elde edilen ¢carpim uzay1 topolojisi ile cakisir.

(X/ ~) x (X/ ~) carpim uzaymin kdgegeninin P x P : (X x X) —
(X/ ~) x (X/ ~) boliim fonksiyonu altindaki ters goriintiisi ~ C
X x X Dbaglant: alt kiimesidir.

P : X — X/ ~ boliim fonksiyonunun agik fonksiyon olmasi duru-
munda boliim uzayimin Hausdorff olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
~ denklik bagintisimin X x X carpun uzay: icinde kapali bir alt
kiime olmasidir.

X topolojik uzay ve P : X — X/ ~ bu uzay iizerinde bir boliim
uzay1 olsun. P fonksiyonunun acik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
her U C X agk alt kiimesi i¢in U alt kiimesinin ~ denklik bagin-
tisy ile geniglemesinin U, = {x € X | x ~ y, bazmiy € U} agk
olmasidir, gbsteriniz.

G, X uzaymnin tiim homeomorfizmalarinin olugturdugu grubun bir
alt grubu olsun. X iizerinde ~ denklik bagintis1 z ~ y ancak ve
ancak baz1 g € G i¢in y = g(z), seklinde tanimlasin. Bu durumda
X/ ~ bolim uzay1 G-yoriingelerinden olusur ve X'’in ydringe uzayr
diye adlandirithir. P : X — X/ ~ boliim fonksiyonunun agik bir
fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Bir 6nceki aligtirmanin sonucunu kullanarak X/G boliim uzayimin
Hausdorff olmasi i¢in {(z,¢9(z)) €e X x X |z € X, g € G)} alt
kiimesinin X x X carpim uzay: iginde kapali olmasinin gerek ve
yeter kosul oldugunu gosteriniz.

X Hausdorff bir uzay ve G sonlu bir grup ise X/ ~= X /G yoriinge
uzayimin da Hausdorff oldugunu gosteriniz.

10. P: X - Y ve Q : Y — Z iki bolim fonksiyonu ise Qo P : X — Z
bilegke fonksiyonunun da bir bélim fonksiyonu oldugunu gosteriniz.

11.

f:R = S f(t) = (cos2nt,sin2rt), t € R, fonksiyonun boliim uzay1

seviyesinde verdigi f : R/ ~— S! fonksiyonunun bir homeomorfizma
oldugunu gosteriniz. Burada R/ ~ {izerindeki topoloji béliim uzay1 to-
polojisidir. S* iizerindeki bu topoloji ise SVin diizlemden aldig1 alt uzay
topolojisidir.
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12.

13.

14.

15.

16.

Tikiz bir X uzayindan tanimlanan her siirekli f : X — Y fonksiyonun
diizgiin oldugunu gosteriniz.

Bu aligtirmada 6nceden ele aldigimiz bir 6rnegi biraz daha derinlemesine
inceleyecegiz (bkz. Ornek 1.1.19): X = R3—{(0,0,0)} uzay1 (OXklit topo-
lojisi ile) olsun ve X iizerinde ~ denklik bagintisi su sekilde tanimlansin:
(z1,22,23) ~ (y1,Y2,y3) ancak ve ancak (y1,y2,y3) = Nx1,x2,x3), ola-
cak gekilde bazit A € R sayilar1 vardir. X/ ~ bélim uzay: ii¢ boyutlu
Oklit uzaymdaki dogrularin uzayidir, gercel projektif diizlem diye adlan-
dirilir ve RP? ile gosterilir.

(a) Bu uzaym iki boyutlu birim kiire, S?, {izerinde

(xla .TQ, x3) ~ (71‘17 7$25 7I‘3)

ile tanimlanan denklik bagintisindan elde edilen béliim uzayina ho-
meomorfik oldugunu goésteriniz.

(b) F:5? = RS, F(x1,79,23) = (2122, ¥273, T371, 27, 3, 235) fonksiyo-
nunun RP?nin RO icine topolojik bir gémme fonksiyonu verdigini
gosteriniz.

(c) F(z,y,2) = (2® + yz,y?, 2y, 2z) ile tammlanan F fonksiyonunun
gercel projektif diizlemin R?* icine topolojik bir gémme verdigini
gosteriniz. (Gergel projektif diizlemin R? icine gémiilmesi miimkiin
degildir (bkz. Unite 5, Aligtirma 16).)

Yol baglantili bir topolojik uzayin baglantili oldugunu gosteriniz. Diger
taraftan R™’'nin baglantili her agik alt kiimesinin yol baglantili oldugunu
gosteriniz.

A = (-1,00 U (0,1) € R alt uzay: olsun. Eger f : A — R bire bir
stirekli bir fonksiyon ise f(A) gorintii uzayinmm da baglantisiz oldugunu
gosteriniz. Diger taraftan, g(A) C R? baglantil olacak sekilde bire bir
siirekli bir g : A — R? fonksiyonu bulunuz.

Genellikle gercel sayilar kiimesinin her araliginin kardinalitesinin aymni
oldugu lisans derslerinde iglenir. Diger taraftan, [0, 1) ve (0, 1) gibi verilen
iki aralik arasinda bire bir egleme 6rnegi nadiren verilir:

A={0,1/2,1/3,--- ,1/n,---} C[0,1)

’ B={1/2,1/3,---,1/n,---} C(0,1)

olmak iizere f : [0,1) — (0, 1) fonksiyonu su sekilde tanimlansin: x € X —
Aise f(x) =z, f(0) =1/2ven > ligin f(1/n) = 1/(n+1). Bu fonksiyon
istenilen eglemeyi verir. Goriilldigi gibi bu egleme fonksiyonunun sonsuz
noktada siireksizligi vardir. Agagida, bu durumdan kurtulmanin miimkiin
olmadigini gorecegiz.
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18.

19.

20.

21.

22.
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(a) Rnin alt uzaylari olarak [a,b) ve (a,b) araliklarmin homeomorfik
olmadiklarini gosteriniz.

(b) [0,1) ve (0,1) araliklar1 arasindaki her bire bir eglemenin sonsuz
noktada siireksizligi oldugunu gosteriniz.

f X — X baglantih ve tikiz X uzayindan kendisine agik ve siirekli bir
fonksiyon ise f'nin drten oldugunu gosteriniz. Eger f fonksiyonu ayrica
bire bir ise f bir homeomorfizmadir.

Bir f: (X,d) — (X,d) fonksiyonu her z,y € X icin d(f(x), f(y)) =
d(z,y) kogulunu sagliyorsa bu fonksiyona (X, d) metrik uzaymin bir izo-
metrisi denir. Her izometrinin bire bir ve siirekli oldugunu gosteriniz. Eger
(X, d) tikiz bir metrik uzay ise f izometrisinin ayrica érten ve dolayisiyla
bir homeomofizma oldugunu gosteriniz.

R™ Oklit metrik uzayimin her izometrisinin afin bir fonksiyon oldugunu
gosteriniz.

(a) Ornek 1.1.17'de R fizerine koydugumuz 7 topolojisinin metriklene-
bilir oldugunu bir metrik inga ederek gosteriniz.
2mx . 27x

() f: ([0,00),72) — S, f(x) = (cosl+$,sm1+x

nun bir homeomorfizma oldugunu gosteriniz.

> , fonksiyonu-

(c¢) R iizerindeki 73 topolojisi
B8 ={(a,b) | a,b € R, ab> 0}

U{(a,b) U (c1,00) U (—00,¢c2) | a, b, c1, c2 € R, a <0< b}

tabam ile iretilen topoloji olsun. Bu uzayin diizlemde cizilen sekiz
rakamina homeomorfik oldugunu gosteriniz.

(a) Denk metriklerin aym topolojiyi tirettigini gosteriniz.
(b) di, X kiimesi iizerinde tanimlanan bir metrik olmak {izere her z,y €
X igin
dl (‘T’ y)

do(z,y) = ——————
2( y) 1+ dl (l’7 y)
ile tamimlanan fonksiyonun da X fiizerinde bir metrik oldugunu ve
bu iki metrigin ayni topolojiyi {irettiklerini gosteriniz. dy sinirli bir
metrik ise bu iki metrik denktir.

(¢) R kiimesi iizerinde ayni topolojiyi veren ve birbirine denk olmayan
iki metrik bulunuz.

(X,d) herhangi bir metrik uzay ve (X,d) bu uzaym bir tamlamsg
olsun. Eger X sayilabilir bir kiime ise, X ={r, |n=1,2,---}, (ry)
dizisinin, X — X icindeki her nokta icin bu noktaya yakinsayan bir alt
dizisi oldugunu gdsteriniz.



Abhgtirmalar 49

23.

24.

25.

26.

27.

Bir metrik uzayin tikiz olmasi icin gerek ve yeter kogul o uzay tizerindeki
her gergel degerli siirekli fonksiyonun en biytik (maksimum) degerinin
olmasidir, gdsteriniz.

ANALIZ

z = x1 +ixg = (r1,22) ve w = y1 + iy2 = (y1,y2) alarak verilen bir
f:C — C, w= f(2) karmagik sayilar fonksiyonunu R?’den R?’ye bir
fonksiyon olarak gorebiliriz:

F(z1,32) = (Re(f(z1 + ix2)), Im(f (21 + iz2))).

Bu durumda f fonksiyonu bir p € C noktasinda kompleks fonksiyon
olarak tiirevlenebilirdir ancak ve ancak F' fonksiyonu ayni noktada ti-
revlenebilirdir ve DF(p) : R? — R? dogrusal déniigiimii karmagik vektor
uzay1 donliglimidiir, gosteriniz.

Bu aligtirmada Ters Fonksiyon Teoremi’'nin 6zel halini Ortalama Deger
Teoremi ve temel topoloji bilgileri yardimiyla Banach Daraltma Prensi-
bini kullanmadan kanitlayacagiz: f : R — R C?! sinifindan bir fonksiyon
ve xg € R, f/(z9) # 0, kogulunu saglayan bir nokta olsun.

(a) Ortalama Deger Teoremi'ni kullanarak f fonksiyonun zp noktas
etrafinda hep artan veya hep azalan oldugunu gosteriniz ve bunu
kullanarak f : (a,b) — (¢,d) fonksiyonu bire bir ve Orten olacak
sekilde xo € (a,b), yo = f(x0) € (¢, d) araliklarinin varligim kanit-
layiniz.

(b) f~1:(c,d) — (a,b) ters fonksiyonunun yo noktasinda tiirevlenebilir
oldugunu gosteriniz.

Kapali Fonksiyon Teoremi’ni kabul ederek Ters Fonksiyon Teoremi'ni
kanitlayiniz.

(a) [0, 1] arahginda tanimh siirekli fonksiyonlar uzayini supremum met-
rigi ile diigiinelim. Her z € [0, 1] igin

T(f)(z) = 2+ % /Ozf(t) sint dt

ile tanimlanan 7' : C([0,1]) — C([0,1]) fonksiyonunun, her f,g €
C([0,1]) i¢in | T(f) — T(g)|| < 0.5]|f — g|| esitsizligini sagladigini

gosteriniz.
x

1
(b) y(z) = =z + 2/ y(t)sint dt denklemini saglayan tek bir siirekli

0
y : [0,1] — R fonksiyonu oldugunu gésteriniz.

DOGRUSAL CEBIR
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28. Bu aligtirmada determinanti pozitif olan (n xn)’lik matrislerin olugturdu-

gu alt uzaymm, GL*(n,R), yol baglantih oldugunu gosterecegiz. Herhangi
bir ¢ € R gercel sayisi icin gu elementer pozitif determinanth matrisleri
diiglinelim:

1 0 O 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0
0 c 1 0 0 c 0
_0 0 1_ _0 0 1_

(ikinci matris igin ¢ > 0 alacagiz). Simdi bir A € GL™(n,R) alahm ve
her biri yukaridaki iki tipten birinden olacak gekilde secilen sonlu sayidaki
FE; elementer matrisleri yardimiyla

E B,y - ByE1A =1,

seklinde yazalim &yle ki, I, matrisi birim matristen satirlarmin yer
degistirmesi (bir permiitasyonu) ve yine bazi satirlarimim —1 ile car-
pilmasiyla elde edilmis olsun. Bu matrisin determinantinin da pozitif ol-
dugunu gézlemleyiniz. Ornegin, (3 x 3)’liik bir I3 matrisi su olabilir:

010
-1 0 0
0 01

Her A € GL*(n,R) matrisinin bu sekilde bir ¢arpim olarak yazlabile-
cegini kanitlayiniz.

Simdi de her bir E; matrisinin ve I,, matrisinin, goriintiisii GL*(n,R)
iginde kalan siirekli bir egri ile birim matrise baglanabilecegini gorelim.
Ikinci tip elementer matris icin egrimiz

(1 0 - 0]
1 0 0

=1, ot o | tell1/d yada tell/el],
0 0 1

olarak secilebilir. Birinci tip elementer matris i¢in egri bulma igini size
birakirken yukarida verdigimiz [Is matrisini birim matrise baglayan egri
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29.

30.

31.

su gekilde secilebilir:

costm/2 sintn/2 0
a(t)=| —sintn/2 costw/2 0 |, t€]0,1].
0 0 1

Genel durumun kanitim size birakiyoruz. Kanitta faydal olacak bir ipucu
verelim: I, matrisinin icindeki negatif bilegenlerin sayisi m olsun. Her
negatif sayiy1 pozitife ¢evirdikten sonra elde edilen matrisin satirlarinin
yerlerini degigtirerek birim matris etmemizi saglayan permiitasyon da
o olsun. Bu durumda, I, matrisinin determinanti pozitif oldugundan
(—1)™ sgn(o) =1 olur. Dolayisiyla, GL™(n,R) grubu yol baglantilidir.

Determinanti pozitif bir matrisin ilk satiri1 —1 ile garpmak GL*(n,R)
uzaymdan determinanti negatif olan matrisler uzayma, GL™(n,R), bir
homeomorfizma tanimlar. Dolayisiyla, GL(n,R) birbirine homeomorfik
iki baglantili bilesenden olugsmaktadir.

Determinant: sifirdan farkl bir matrisin satirlarina Gram-Schmidt ope-
rasyonu uygulayarak genel dogrusal gruptan ortogonal matrisler gurubu-
na orten siirekli bir fonksiyon buluruz (bkz. ayrica 240):

P:GL(n,R) — O(n).

Bu fonksiyonun ortogonal matrisler grubuna kisitlamasinin birim doénii-
giim oldugunu gozlemleyiniz. Bu &zellige sahip fonksiyonlara kiigiiltme
fonksiyonu adi verilir (bkz. Tanim 4.1.7). Son olarak, kii¢iiltme fonksiyo-
nu yardimiyla, O(n) ortogonal matrisler grubunun biri SO(n) olmak
iizere iki baglantili bilegenden olugtugunu gosteriniz.

f: R* — R™ C! simfindan bir fonksiyon ve (x,) € R™ yakinsak bir
dizi olsun. Eger her n > 0 i¢in f(z,) = x, ise z9 = limx,, noktasinin
da f fonksiyonu icin sabit nokta oldugunu ve A = +1 sayisimin bu nok-
tadaki tiirev fonksiyonunun, D f(zg) : R™ — R"™, bir 6zdegeri oldugunu
gosteriniz.

Bu aligtirmada modiillerin tensér ¢arpiminin evrensel 6zellik yardimiyla
tamimlanabilecegini gorecegiz. R degismeli bir halka, M ve N bu halka
tizerinde tanimli modiiller olsun. Bu durumda 6yle bir R-modiil A ve
m: M x N — A R-modiil homomorfizmasi vardir ki, her R-modiil P ve
F: M x N — P bilineer fonksiyonu i¢gin F' = G o7 olacak gekilde sadece
tek bir G : A — P R-modiil homomorfizmasi vardir. Ayrica, bu evrensel
ozelligi saglayan tek modill A = M ®g N tensor ¢carpimmudir (ya da buna
izomorfiktir). Bu ifadeleri kanitlayiniz.

Bu aligtirmada tensorlerin geometrik bir uygulamas: olarak Hilbert’in
iiciincii problemini ele alacagiz. David Hilbert 1900 yilinda Paris’te di-
zenlenen Uluslararasi Matematik Konferansinda 20. Y{izyil matematigine
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yon veren 10 problemden olugan bir liste sundu. Daha sonra liste biraz da-
ha genigleyerek 23 probleme ¢ikti. Listenin 8. problemi olan Riemann Hi-
potezi, 12. problemi ve Gercel Cebirsel Diizlem egrilerinin konfigiirasyonu
problemini de kapsayan 16. problemi halen agik. Geri kalan problemle-
rin énemli bir kismi1 tamamen veya kismen ¢oziilmiis durumda. Listenin
ilk ¢oziilen problemi ise 3. problem. Bu problem Hilbert’in o zamanlar
ogrencisi olan Max Dehn (Dehn adiyla amlan, Dehn Twist, Dehn Surgery
gibi bir ¢cok matematiksel arag¢ ve teknik ozellikle diigiik boyutlu topoloji
alaninda halen yogun olarak kullanilmaktadir) tarafindan ayni yil ¢oziil-
dii. Bu aligtirmada bu problemi tanitip Dehn’in ¢éziimiinii sunacagiz.

Diizlemde ayni alana sahip iki ¢okgen alalim. Bolyai-Gerwien Teoremi
olarak bilinen sonuca gore bunlardan birini, muhtemelen birden fazla,
dogru boyunca makas ile kesip farkli gekillerde yapigtirarak digerini elde
etmek mimkiindir. Hilbert’in 3. problemi ayni sonucun 3-boyutlu ¢ok
ylizlii kati cisimler i¢in dogru olup olmadigini sormaktadir: P, ve P»
ayn1 hacme sahip cok yiizlii iki kat1 cisim olsun. Ornegin bir kiip ile bir
diizgiin dort ylizli. Kiipl bir bigak yardimiyla diizlemler boyunca sonlu
sayida pargaya ayirsak ve yiizleri boyunca tekrar yapistirsak diizgiin doért
yiizliiyii elde edebilir miyiz?

Dehn bunun miimkiin olmadigini tamimladigi bir degismez yardimiyla
gosterdi. Dehn’in kullandigr fikir gercekten basit. Kati cismi bir diizlem
boyunca kestigimizi diigiinelim. Eger kenarlardan biri bu diizlemin igin-
de kaliyorsa bu kenarin uzunlugu degismeyecek fakat bu kenara ait agi,
toplami aym kalacak gekilde, iki parcaya béliinecektir. Eger bir kenar bu
diizlem ile kesismiyorsa ne bu kenarin uzunlugu ne de bu kenara ait ac1
degisecektir. Yine eger bu diizlem bir kenari koseleri diginda bir noktada
kesiyorsa bu kenar, uzunluklar: toplami ayni kalmak iizere, iki parcaya
ayrilacaktir. Ayrica bu durumda bu iki parcamin da agilar: degigmeyecek-
tir. Son olarak, kesme iglemi sonunda bir yiiz iki parcaya ayrilirsa, ayni
uzunluga sahip iki yeni kenar ortaya cikacaktir. Bu kenarlara ait acilar
toplami ise 7 olacaktir.

Simdi Dehn degigmezini tanimlayabiliriz: P sonlu sayida ayrik ¢ok yiizli
kat1 cismin ve E bu cisimlerin tiim kenarlarinin kiimesi olsun. Herhangi
bir e € E kenar i¢cin £¢(e) € R bu kenarin uzunlugunu ve 6(e) € R
bu kenara ait yiizler arasindaki act olsun. Bu durumda, R ®q (R/(Qm))
Q-vektor uzay: icinde deger alan Dehn degigmexzi

D(P) = t(e)®q (8(e) +Qn) € R®q (R/(Qn)),
eeE

olarak tanmimlanir. Bu ifadenin P kiimesi icinde kalan kati cisimlerin
diizlemler boyunca kesilmesi ile degismedigini gozlemleyiniz.

Herhangi bir kiip i¢in bu degismezin sifir oldugunu gosteriniz. Son ola-
rak, herhangi bir diizgiin dért yiizli icin bu degismezin sifirdan farkh
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32.

oldugunu ve dolayisiyla bir kiipii kesip yapigtirarak diizgiin dort yiizli
elde edemeyecegimizi gosteriniz. Bu konuda daha kapsamli bir okuma
icin Dehn-Hadwiger Teoremi ile Dehn-Sydler Teoremi’ne bakabilirsiniz.
Bu problemin yiiksek boyutlu ( n > 5) genellemeleri hentiz a¢ik durum-
dadir.

Bu tarihi ve giizel problemi dikkatime sunan Begiktag Atatiirk Anadolu
Lisesi 6grencisi saymn Baran Cetin’e tegekkiir ederim (2014 Aralik ay1).

R degismeli bir halka, (A, <) yonlii bir kiime ve {M; };cp bir R-modiilleri
ailesi olsun, dyle ki,

a) her ¢ < jicin bir f;; : X; — X; R-modiil homomorfizmasi olsun; ve
ayrica

b) her i <j < kigin fir, = fji o fij esitligi saglansin.

Simdi bu R-modiillerin direkt toplami izerinde bir ~ denklik bagintis:
tamimlayalim: x € M; ve y € M, i¢in x ~ y’dir ancak ve ancak dyle bir
ke Avez € Xy, vardir ki ¢, j < k’dir ve hem fip(x) = z hem de fjx(y) =
z olur. ®;caM; icinde x ~ y olmak {izere x — y tipindeki elemanlarin
tirettigi alt modiilii D ile gosterelim. Bu durumda @®;cpM;/D boliim
modiiliine {M;};cx ailesinin diiz limiti denir ve h_nf}MZ ile gosterilir.

Buna denk bir bagka tamim ise sudur: Bu modillerin ayrik birlegimi
iizerinde yukaridaki ~ denklik bagintisini diisiinelim. Toplama iglemini
de su sekilde yapalim. x € M; ve y € M, rastgele iki eleman olmak tizere
i, 7 < k kosulunu saglayan k endeksi icin bu iki elemanin toplamini
My, icinde bunlara denk olan elmanlarin toplami olarak tanimlayalim:
x4y = fir(x) + fir(y). Bu sekilde tanimlanan iglemin iyi tanimh ol-
dugunu gosteriniz. Bu ikinci tanimin avantaji direkt limitin grup, halka
ve cisimler i¢in de dogrudan tanimlanabilmesine olanak saglamasidir. Bu
sayede gruplar icin sikintili olan direkt toplam iginden kurtulmug oluruz.
Bu iki tamimin denk oldugunu gosteriniz.

(a) A =ZT kiimesi iizerinde m < n ancak ve ancak m|n kismi siralama
bagintisini tanimlayalim. Her n € A i¢in M,, = Z,, devirli grubu-
nu ve her m|n i¢in fp, : My, — My, [k] — [nk/m], ile verilen
Z-modil homomorfizmasini géstersin. lim M,, limit grubunun Q/Z

H
béliim grubuna (toplama iglemi ile beraber) izomorfik oldugunu gos-
teriniz.

(b) Yukarida ele aldigimiz sorudaki modiilleri M,, = Z ve homomor-
fizmalarr  fr, © My, — My, k — nk/m, alrsak lim M, limit
—

grubunun @Q grubuna (toplama iglemine gore) izomorfik oldugu-
nu gosteriniz. Eger M, modilini {k/n | k € Z} ~ Z alrsak
fmn @ My — M, homomorfizmasinin rasyonel sayilardaki payda
esitleme iglemine kargilik geldigini gorebiliriz.
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33. M = Z? ranki iki olan degismeli grup ve N bu grup iginde (2,3) ve (1,5)

elemanlariin tirettigi alt grup olsun. Bu durumda M/N bélim grubu
nedir? Sonlu ise ka¢ elemani vardir? Bu vektorleri satir olarak kabul eden

[13]

matrisinin determinantinin bir anlami var m1? Bu aligtirmada bu sorunun
cevabini bulmanin sistematik bir yolunu 6grenecegiz.

R bir esas ideal bolgesi, M sonlu iiretilen serbest bir R-modiil ve N C M
bir alt modiil olsun (R bir esas ideal bolgesi oldugundan M Noether-

yen’dir ve dolayisiyla her alt modiilii sonlu iiretilir). 5 = {e1, -+ ,en}
M modiiliiniin bir tabani ve ' = {f1, -, f;u} N'nin bir tirete¢ kiimesi
olsun. A = (ai;), fi = Zj ajjej, = 1,--- ,mve j =1,--- n, olacak

gekilde bir matris olsun.
(Ci = Cj): e+ ¢ ve (Ri > Rj): fi+ fj
yer degigtirme ve
(Ci > Ci—rCj): ej<rrej+ej ve (Rj<rRi+Rj): fjorfi+f

bir iiretecin r € R katin digerine ekleme iglemleri {ireteclerin degisiminin
A matrisini nasil degigtirdigini gosterir (C; ler A matrisinin siitunlari, R;
ler ise satirlaridir). Ornek olarak,

(Ci > Ci—1rCj): ej <>re;+ej

islemi /3 kiimesinde e;'nin re; +e; ile degistirilmesi sonucunda A matrisi-
nin ¢’inci satirindan j’inci satirinin r katinin gikarildigini géstermektedir.
Taban degistirme islemlerinin gergekten iddia edilen satir ve siitun iglem-
lerine karg1 geldigini gosteriniz.

Bu tiir satir ve siitun iglemlerini kullanarak A matrisin sonlu adimda bir
D = (d;;) matrisine doniigtiirebiliriz; 6yle ki, di1 | dao |-+ | dgr # O
olacak sekilde bir k& < min{m,n} vardir ve diger tiim d;; = 0’dir: di1 R
halkas: icinde tlim a;;’lerin en kiiciik ortak bolenidir (halkamiz bir esas
ideal bolgesi oldugu igin bunu yapabiliriz). A matrisinde a1; yerine dqq
elemanini getirdikten sonra yine satir ve siitun iglemleriyle birinci satir
ve siitundaki diger tiim elemanlar: sifir yapabiliriz. Daha sonra matrisin
birinci satir ve siitununa dokunmadan ayni iglemleri diger satir ve siitun-
lara yaparak devam ederiz. Bu iglemin sonlu adimda bitecegi acgiktir.

Bu iglemler sonucunda 8 = {e1, - ,en} ve f/ = {di1e1, - ,dxrer} ol-
dugunu kabul edebiliriz. O halde boliim modiilii

(@11 R/(diiR)) & R"
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34.

35.

36.

olur.

Son olarak R = Z ve n = k ise bdliim grubu sonludur ve eleman sayisi
|det(A)| = |det(D)| = dy1 - -dir saysidir. En bagta verdigimiz 6rnek
i¢in det(A) = 7 oldugundan bsliim grubu yedi elemanli tek Z-modiil olan
Z/7Z olmahdur.

Bu aligtirmada gercel (veya karmagik) sayilar tizerindeki M (n,n) kare
matrisler uzay: icinde n-tane farkhi 6zdegeri olan matrislerin olusturdugu
alt uzaym M(n,n) = R" iginde agik bir yuvar igerdigini gosterecegiz:
D = (dij), dij = i0;5, (i,j =1,---,n), kosegen matrisini diiglinelim.

(a) D matrisinin karakteristik polinomunun
o) =A=1)---(A=n)
oldugunu gosteriniz. Bu polinomun
0.5, 1.5, -, n— 0.5, n+0.5

noktalarinda aldigi degerlerin igaretlerinin her seferinde degistigini
gbzlemleyiniz.

(b) Katsayilar1 fp(A) polinomunun katsayilarina e kadar yakin olan
n’inci dereceden her f(\) polinomunun n tane farkh gergel kokii
olacak sekilde bir € > 0 sayisinin varligini gosteriniz.

(¢) M(n,n) ~ R™ metrik uzay1 icinde her A € B(D,§) matrisinin n ta-
ne farkh dzdegeri olacak gekilde bir B(D, d) a¢ik yuvariin varhgini
gosteriniz.

Bu aligtirmada Cayley-Hamilton Teoremi’nin bir bagka kanitini gore-
cegiz.

(a) Dogrudan hesap yaparak her késegen D € M (n,n) matrisi i¢in
fp(D) = 0, sifir matrisi, oldugunu gosteriniz. Benzer gekilde her
kogegenlegtirilebilir B € M (n,n) matrisi i¢in fp(B) = 0, oldugunu
gosteriniz.

(b) ®: M(n,n) — M(n,n), ®(A) = fa(A), ile tanimlanan fonksiyonun
her bilegeninin A = (a;;) matrisinin a;; bilegenlerinin birer polinomu
oldugunu gosteriniz.

(c¢) Algtirma 34’in sonucunu kullanarak her A € M (n,n) icin ®(4) =0
oldugunu gosteriniz.

A bir kare matris olmak iizere det(e) = ¢4 oldugunu gésteriniz (ilk
once kosegen bir matris icin gosteriniz ve daha sonra esitligin her iki
tarafimin da A’min analitik fonksiyonlar: olmasim ve kogegenlestirilebilir
matrislerin tiim matrisler i¢inde agik bir yuvar igerdigini kullaniniz). A
izi sifir olan bir kare matris ise eAnin determinant1 bir olan bir matris
oldugunu gosteriniz.
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37. Bu aligtirmada karakteristik polinomu dogrusal terimlerin carpimi sek-
linde yazilabilen bir matrisin Jordan temel formunun nasil bulunacagini
gorecegiz. F cismi iizerinde tanimli bir A € M (n,n) matrisinin karak-
teristik polinomu, @ # j icin, A; # A; olacak gekilde Aq,---, A\ € F
ozdegerleri icin

FA) = (A = A)™ oo (A = Ap)™

olsun. V ile F” vektor uzaymni gosterelim.

(a)

(b)

t = 1, 2 olmak fizere T; : V — V dogrusal operatdrleri igin
1T, =0 ve ker(T1) Nker(Th) = {0} ise V = ker(T1) @ ker(7T»)
direkt toplami oldugunu gosteriniz.
g1(A), g2(A) € F[A] aralarinda asal iki polinom ve B € M(n,n)
herhangi bir matris olmak tizere g;(B) : V. — V operatorleri igin
ker(g1(B)) Nker(g2(B)) = {0} oldugunu gosteriniz.
Her i =1, -+ ,k igin V; = ker(A\;I,—A)™ olmak tizere A(V;) CV;
ve V =V1®---@V}, oldugunu gosteriniz (Ipucu : g1 () = (A—\)™
ve ga(A) = fa(A)/g1(A) aliniz ve tiimevarim metodunu kullaniniz).
Her i =1,---,k icin A'min V; alt uzayma kisitlaniginin, A‘Vi :
Vi — V;, karakteristik polinomunun (A—\;)™ oldugunu gosteriniz.
Buradan V; vektdr uzayinin boyutunun n; oldugu sonucuna vari-
riz. (Ipucu : A:'V =V dogrusal operatériniin V; lerin tabanlarmn
birlesiminden olusan bir tabandaki matris gésterimini kullanarak ka-
rakteristik polinomunu yazniz).
B matrisinin karakteristik polinomunun (A— Ag)™ oldugunu kabul
edelim. I = \gI,, — B operatérii olmak iizere W; = ker(L?) olarak
tanimlansin. O halde, L(W;) € W;_1, Wy = {0}, W1 = E),, o
Ozdegerine kargilik gelen 6zvektoér uzayr ve W, = F" olur. Eger
v1, -, v € Wi vektorlerinin denklik simiflarn W;/W;_;  boliim
uzay! i¢inde dogrusal bagimsiz bir kiime ise 0 < s <, ve 1 <75 <
k olmak tizere {L*(v;)} kiimesinin dogrusal bagimsiz bir kiime
oldugunu gosteriniz.
Simdi W;/W;_1 # {0} olacak sekilde en biiyiikk ¢ sayisim secelim.
Bu say1 [ olsun. W; uzay1 i¢ginde denklik simiflarnt W;/W;_; boliim
uzaymin bir tabani olacak sekilde v1,- - ,v,il vektorleri secelim. O
halde L(vi),--- ,L(v,il) kiimesi W;_1/W;_o boliim uzayimn i¢inde
dogrusal bagimsiz bir kiime verir. Simdi de, &yle v%, . ,'U,%Z e W4
secelim ki,

L(”%)? U 7L<’Uli1)70%7 e 7Ul%2
vektorlerinin denklik sinmiflart W;_1/W;_s boliim uzayinin bir tabani
olsun (k2 = 0 olmasi elbette miimkiindiir). Bu gekilde devam ede-
rek,

Ll_l(v%)a' ne 7Ll_1(vli1)a Ll_2(”%)7"' aLl_Q(Ulig)v"' )
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L(vll_l)v"' 7L(Ué:}1), Ull"" 71}2[

vektorlerinin denklik simiflart Ey, = W /Wy boliim uzay: igin bir
taban olacak gekilde

1 1 2 2 -1 -1 l l
U17...’Uk:l’ U17..-’Uk:2’ ...... s Ul 7"'7“]{:1717 Ul)"'?”kl

vektorlerini elde ederiz. Bu durumda

{U% ) L(’U}) y T Ll_l(vi)a
U% 9 L(’U%) y T Llil(fl}%%
/U]il ? L(/Ulil) s T Ll_l(/U]:{L,‘l)7
’U% 9 L(U%) y Ty Ll72(0%)7
U% ’ L(U%) y T Ll_2(vg)’
’U,i ’ L(UI%Q) ) L172(0132)>

vfﬂ},

kiimesinin V' =TF" icin bir taban olugturdugunu ve A matrisinin
bu sirali tabanda Jordan bloklar: seklinde goriindiigiinii gdsteriniz.

38. Bir matrisin karakteristik polinomu dogal bir gekilde matrisin siirekli bir
fonksiyonudur. Diger taraftan, minimal polinomun matrisin siirekli bir
fonksiyonu olamayacagini gosteriniz.

39. (a) ap = a1 = 1 ven > 2i¢in apy2 = an + apy1 ile tammlanan
(an) =(1,1,2,3,5,8,---), Fibonacci dizisinin genel teriminin sade-
ce n cinsinden ifadesini Ornek 1.3.4 yardimiyla hesaplayalim: v, =
[an any1]T vektorii ise Av,_1 = v, oldugunu gosteriniz. Buradan
vy, = A™vg yazarak sonucu hesaplayimniz.
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Bu metodu kullanarak (1,2,3,1,2,3,1,2,3,--+) periyodik dizisinin
genel teriminin sadece n cinsinden ifadesini bulunuz (bu dizi igin
kullanacaginiz matrisin 6zdegerleri karmasik sayilar olacaktir).

Jordan temel formunu kullanarak, n > 0 igin, apto = 4(ap+1 —
ap) ile verilen (a,) dizisinin genel terimini ag, a; ve n cinsinden
hesaplayiniz.

(ay) K’inci dereceden indirgemeli bir dizi olsun. Bagka bir deyisle 6y-
le cg, -+, ckp—1 sayilari vardir ki her n > 0igin @ik = Ck—10n+k—1+
-+ cpay olur. Yukaridaki gibi v, = [ay -+ anip_1]" vektoriinii go-
sterirse Av,_1 = v, olacak gekilde secilen A matrisinin karakteristik
polinomunun f4(\) = \F — ¢ A" — .. — 1\ — ¢p oldugunu gos-
teriniz.

40. Bu alhgtirmada ranki n > 1 olan serbest degismeli G = Z" grubu-

nun,

endeksi verilen bir N > 1 dogal sayisina egit olan alt gruplarinin

sayisini, Smith Normal Form benzeri bir iglem kullanarak hesaplayaca-
giz. Boyutlart n X n olan tam say1 katsayili bir A matrisi alalim.
Bu matrisin satirlarini {irete¢ kiimesi kabul eden alt grubu H < G ile
gosterelim. Aligtirma 33’da gormiis oldugumuz satir iglemlerinin H alt
grubunu koruyacag: agiktir.

(a)

A matrisine sadece satir iglemleri uygulayarak bu matrisi agagida
tarif edilen temel forma doniistiirebiliriz:

di dip -+ din
0 doy - day
A=2D=| . . .
0 0 - d,

D matrigsinin kdgegen elemanlarimin pozitif secilebilecegini ve bu
durumda N = dj---d, kogulunu sagladigim gosteriniz. Ayrica
0 < d;j < d;j kosulunu da eklersek D matrisinin A matrisi
tarafindan tek bir gekilde belirlendigini gozlemleyiniz.

G serbest degismeli grubunun endeksi N olan alt gruplarinin
yukarida tarif ettigimiz D matrisleriyle bire bir eglenebilecegini
gosteriniz. O halde, endeksi N olan alt gruplar saymak yukaridaki
kogullar1 saglayan D matrislerini saymaya denktir.

Verilen N ve n pozitif tam sayilar: i¢in, G = Z™ grubunun
endeksi N olan alt gruplarimin sayisint  f, (V) ile gosterelim. Bu
durumda agagidaki fonksiyonel bagintinin dogru oldugunu gosteri-
niz:

Fa(N) =" d" fo 1 (N/d).

d|N
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(d) fi(N) =1 ve fo(N) = Zd oldugunu gosteriniz. (Bu konuda yazil-
d|N
mig oldukga genis kapsamli bir ¢caligma i¢in [23] numaral referansa
bakiniz.)

41. Bu ahstirmada dogrusal cebir kullanarak Ozel Gérecelik Kurami’nin énem-
li bir parcgasi olan Lorentz Ddoniiglimleri’ni elde etmeye calisacagiz.

Bunun igin ilk 6nce, diiz bir yol boyunca sabit v hizyla ilerleyen bir
tren diigiinelim. Trenin diginda ve i¢inde iki ayr gbézlemci oldugunu varsa-
yalim. Trenin iizerinde hareket ettigi yolun x-ekseni oldugunu ve trenin
pozitif eksen boyunca hareket ettigini kabul edelim. Trendeki gbzlem-
ci de uzunluklar dlgebilmek i¢in bir a’-ekseni kullansin. Ayrica trenin
iginde ve diginda bulunan iki saat yardimiyla gozlemciler zaman dilimle-
rini 6lcliyor olsunlar. Trenin digindaki gozlemci zamani ¢ ile gosterirken
i¢cindeki gozlemci ¢’ ile gostersin.

Lorentz doéniigiimleri trenin iginde gecen bir olay ile ilgili uzunluk ve
zaman Olc¢limlerinin digaridaki goézlemci tarafindan nasil gériindiigini
ifade eder: Trenin iginde 6l¢iilen bir Az’ uzunlugu ile At zaman dilimi
digaridaki gozlemci tarafindan Az ve At olarak 6lgiilmiig olsun. O
halde, Lorentz doniigiimii (At', Az’) ikilisinin (At, Az) ikilisi cinsiden
ifadesini vermeli:

(A, Az') = L(At, Ax).

Isik hiz ile ilgili bir deneyi grafik ile gostermeye caligtigimizda gercekgei
bir grafik ¢izmek ¢ok zordur ¢iinkii 151k hiz1 giinliik hayatta kargilagtigi-
miz hizlara gore ¢ok biiyiiktiir. Bu nedenle zaman eksenini ¢ 151k hiz
ile garparak (¢,x) yerine (ct,z) ve (t',2') yerine de (ct’,2’') koordi-
natlar: ile caligalim. Yeni koordinatlarda eksenlerin her ikisinin de ayni
birime (metre veya kilometre) sahip oldugunu gézlemleyiniz. Daha fazla
ilerleyebilmek icin iki kabul yapacagiz. Birincisi matematiksel bir kabul:

A) (ct',2’) = L(ct,x) fonksiyonu dogrusaldir.
Her iki koordinat sistemini de R? ile eglersek bu dogrusal doniigiimii R?

iizerinde bir dogrusal operator olarak gorebiliriz. Bu operatdriin standart
tabandaki matris gosterimi

A(v) = [ a1 (v) az(v)

91 (1) agg(v)] olsun.

Ikincisi ise deneylerde tescil edilmis fiziksel bir olgu:
B) Isik hizi segilen koordinat sisteminden bagimsizdir.

Dolayisiyla, herhangi bir deney sonucunda her iki gézlemci de 151810 hi-
zint 1 olarak hesaplayacaktir (zamani 1gik hizi ile ¢arptigimiz igin artik
151k hiza bir birimdir). Simdi bir deney hayal edelim: Trenin igindeki bir
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vagonun bir ucundan tutulan fenerin 1giginin  cAt’ zaman araliginda
Az’ kadar yol aldigim kabul edelim. Bu durumda digsaridaki gozlemci
is1gin cAt zaman arahiginda Az kadar yol aldigini Slgecektir. Isik hizi
her iki gbzlemci i¢in de 1 olacagina gore agagidaki esitlik dogrudur:

Ad__ Az
cAY T cAt

Bu esitlikleri kullanarak [1 1]7 vektoriiniin A(v) matrisinin bir dzvek-
torii oldugunu gosteriniz. Ayrica, ayni deneyi feneri negatif x’- ekseni
yoniinde vagonun diger ucundan tutsaydik [I — 1]7 vektériiniin de bir
6zvektor oldugunu goriirdiik. O halde,

A@)“}:Mm[” ve A@)[_th(v)[_ﬂ

olacak gekilde Aj(v), Aa2(v) gergel 6zdegerleri vardir. Bu bilgileri kulla-

narak
ao=3 [N )= [0 50

elde ederiz. Bu arada A(v) matrisinin simetrik oldugunu da gérmiisg
olduk.

Her iki g6zlemcinin durumlari birbirine gore simetriktir. Bagka bir deyisle,
trendeki gozlemciyi duruyor, disaridakini ise —v yoniinde hareket ediyor
olarak diisiinebiliriz. Dolayisiyla, A(v)~! = A(—v) olmahdir.

Simdi déniiglimii matris gésterimini kullanmadan tekrar yazarsak,

At = y(v)eAt + a(v)Az
cAr' = a(v)cAt +vy(v)Az

ve benzer gekilde

cAt = y(—v)cAt + a(—v)Ax
cAr = a—v)cAt +y(—v)Az’

denklemlerini elde ederiz.

Einstein hayali bir deney tasarlayarak ~y(v) fonksiyonunu hesaplamigtir.
Deneyi size aktaralim. Vagonun yiiksekligi h olsun. Tavandaki bir fener-
den ¢ikan 151k vagonun tabanindaki bir aynadan yansiyarak tekrar tavana
carpsin. Bu durumda vagonun icindeki gdzlemciye gore 1518in tavandaki
fenerden ¢ikip tekrar tavana ulagmasi At = 2h/c saniye siirecektir.
Diger taraftan, digaridaki gézlemci 1s181n yukaridaki sekilde gosterilen
iki egik dogru pargasi boyunca hareket ettigini gorecektir. Her bir dogru



Alstirmalar 61

act
ct'
vAt
v
—
h D D
x/
Q Q

S 4

Sekil 1.8: Trenin tavanindan (liggenin sag ist kigesinden) ¢ikan ve yerden yansidiktan
sonra tekrar tavana ¢arpan igigin izledigi yolun disaridaki gozlemci tarafindan algilanig
sekli.

parcast kenar uzunluklar1 h ve vAt/2 olan dik fi¢genlerin hipoteniisii-
diir. O halde,

_ 2D 2y/h% + 02 (At)?/4
C &

elde edilir. Simdi bu iki denklemi kullanarak

At

At

At = ———
1—(v/c)?

esitligini bulunuz. Diger taraftan, bu deneyde Az’ =0 oldugunu kulla-

1
narak —V) = ———— sonucuna ulasimniz.
Y(=v) T—w/oe s
Simndi, 7(—v) = ————— = (v) ve Iy = A(v)A(v) " = A(v)A(~v)

egitliklerini kullanarak a(—v) = —a(v) ve det(A(v)) = 1 oldugunu
gosteriniz. Dolayisiyla, 72(v) — o?(v) = 1 ve buradan da B(v) = v/c
olmak iizere «(v) = +8(v)y(v) esitligini elde ediniz.

Hangi isaretin dogru oldugunu tespit etmek icin Einstein’in deneyine
tekrar donelim. Deneyde At > 0 ve Az’ =0 degerlerine karsihk Az >
0’dir, ¢iinkii Az deney sirasinda 1181n yatay olarak aldigi mesafenin
digaridaki gozlemci tarafindan 6lciilen biiyiikligidiir ve 1g1k digaridaki
gozlemciye gore pozitif yonde hareket etmektedir. Dolayisiyla, yukarida
elde ettigimiz

cAz = a(—v)cAt +y(—v) Az’
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Yardimec: Bilgiler

esitliginden a(—v) > 0 oldugunu goriiriiz. Son olarak (trenin hizi) v > 0
oldugundan a(v) = —f(v)vy(v) sonucuna variriz. O halde,

A(U) — 7(”) _/6<U)’Y(U)

olur.

Bu matrisin 6zdegerlerini ve bunlara karsilik gelen 6zvektérleri bulunuz.
Lorentz doniigiimlerinin trenin hizinin her zaman 1gik hizindan kiigiik
kaldigini 6ngordiigiinti gozlemleyiniz.

Bu aligtirmay1 bir soruyla tamamlayalim: Hizi v olan trenin i¢inde, -

ekseni boyunca ve v hizinda yiiriiyen birinin hizinin digaridaki gozlemci

tarafindan
u—+v

14 uv/c?

olarak ol¢iilmesi gerektigini kanitlayiniz.



“Hig¢ biiyiimemis bir ¢cocuk gibiyim. Stirekli ‘ne-
den’ ve ‘nasil’ diye soruyorum. Arada bir de
cevap buluyorum.”

-Stephen Hawking

Tlirevienebilir Manifoldlar

Bu iinitede ilk 6nce tiirevlenebilir manifoldun tanimi, manifold 6rnekleri ve
manifoldlarin yapilarina dair temel 6zellikler verilecektir. Daha sonra tiirev-
lenebilir manifoldlarin teget uzaylar: ve teget demet yapilarini inceleyecegiz.
Ardindan rank teoremlerini ve manifoldlarin Oklit uzayina gémiilmesine dair
sonuclar verecegiz. Son olarak tiirevlenebilir formlar1 ve Stokes Teoremi’ni g6-
recegiz. [16], 2], [42] ve [6] tiirevlenebilir manifoldlar i¢in yaygmn kullanilan
kaynaklardan bazilaridir.

2.1 Tirevlenebilir Manifoldlar

2.1.1 Temel Tanimlar

X Hausdorff ve ikinci sayilabilir (sayilabilir bir tabana sahip olan) bir uzay
olsun. Eger X her biri R™nin acik bir alt kiimesine homeomorfik olan
acik alt kiimelerinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, X’e n-boyutlu topolojik
manifold denir. X = UU,, ve @q : Uy = Vo, Vo € R”, homeomorfizmalar
ise {@q : Uy — V,} ailesine X topolojik manifoldunun bir topolojik atlas
denir. Bu durumda bog kiimeden farkh her U, NUpg # () ara kesiti igin

050 9x" : pa(Ua NUs) = 03(Us N Up)

bilegske fonksiyonu R"'nin acik alt kiimelerinin bir homeomorfizmas: olacak-
tir. Eger X topolojik manifoldu icin, bu bileske fonksiyonlarinin hepsi C*-
sifindan olursa (k € NU {oo}) bu atlasa X topolojik manifoldu {izerinde
Ck-simifindan tirevlenebilir yapr denir. Bu durumda X topolojik manifoldu-
na da C*-simifindan tiirevlenebilir manifolddur denir. Eger k = oo ise X'e
kisaca tiirevlenebilir manifold denir. n sayisina X manifoldunun boyutu ve her
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bir pq : Uy — V, homeomorfizmasina (U, iizerinde) bir koordinat siste-
mi denir. p € U, olmak iizere ¢(p) = (z1(p), - ,zn(p)) fonksiyonunun
x;(p) bilegenlerine de koordinat fonksiyonlari denir. Manifoldlar: biiyiik harf-
lerle, boyutlarini ise manifoldu gosteren harfin tizerine kii¢iik harf veya rakam
yazarak gosteririz: S™, M*, R3 vs.

Uyar1 2.1.1. U CR" ve V CR™ agik kiimeler ve f:U — V' bir difeomor-
fizma olsun. Bu durumda her p € U igin Df(p) : R — R™ tiirev fonksiyonu
dogrusal bir izomorfizma oldugundan n =m olmalidir. Bundan dolay: tirev-
lenebilir manifoldun boyutu iyt tamemlanmagtir. Ashinda f fonksiyonun sadece
bir homeomorfizma olmast durumunda bile n =m olur. Dolayiswla topolojik
manifoldlarmn boyutu da 1yi tansmbder. Fakat bu sonucun, birkag ozel durum
disinda (bkz. Alhstirma 3), basit saylabilecek bir kanity yoktur (tekil homologi
teorisi kullamlarak kanstlanabilir).

Sufer boyutlu her manifold yerel olarak R® = {0} 'a homeomorfik oldugundan
ayrik topolojiye sahiptir. Diger taraftan, her manifold ikinci saydlabilir oldugu
i¢in bu ayrik kiime sayilabilir bir kiimedir. Aslinda, sonraki bélimlerde goreceqi-
miz gibi her manifold bir Oklit uzayinin uygun bir olt wzayma homeomorfiktir
(bkz. sayfa 80) ve saylamaz ayrik bir kime hicbir Oklit uzayina gomiilemez.
Dolayiswyla, manifold tanemandaki ikinci saydabilirlik kosulu, manifoldlary Oklit
wzayma gommeyi amachyorsak, vazgegilemez bir kosuldur.

Ornek 2.1.2. R" ya da herhangi bir acik alt kimesi n boyutly tirevlene-
bilir manifolddur. Aslinda koordinat sistemini birim déniisim secerek tek bir
elemans olan atlas ile manifoldumuzu kaplayabiliriz. Ayrica, R™ Hausdorff ve
ikinci saylabilir oldugu icin her alt uzayr da Hausdorff ve ikinci saylabilirdir.

Uyar1 2.1.3. Yukaridaki tamimda R™ yerine C" yazarak ve analitik fonk-
styonlarIn bileskelerinin de analitik oldugunu kullanarak, n-boyutlu karmasik
manifold tanwmane elde ederiz. Fakat C' karmasik fonksiyonlar ayni zaman-
da C™ olduklar: igin her karmagik manifoldu C°°  kabul edebiliriz. Diger
taraftan, tirevlenebilir her f:C" — C" fonksiyonu C™ bir f:R?" — R
fonksiyonu olarak gorebilecegimiz i¢in n-boyutlu karmagik her manifold aslinda
2n-boyutlu C* bir manifolddur.

Ornek 2.1.4 (Birim Kiire). Bu érnekte R™! icindeki

n+1
S" = {(ml,--~ ,Tny1) € R ] Zx? = 1}
i=1

birim kiiresinin tirevlenebilir bir manifold oldugunu gérecejiz. Kire Oklit uzays-
mn bir alt kiimesi oldugu igin Hausdorff ve ikinci sayplabilirdir. Ayrica kii-
re tzerindeki S = (0,---,0,—1) wve N = (0,---,0,1) noktalar:s etrafinda
Uy = 8" —{N} wve Ug = S" —{S} ile tanvmlanan a¢ik kimeleri birim
kiirenin acik bir értisinid vermektedir. Simdi

I X
@N:UN%Rn7 @N(xh'”axn-‘rl):( P - )
1 —2p4 1 —zpt1
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ve

T In
:Ug — R™, T1,  ,T = Sy
vs: Us ps(T1 n+1) <1+$n+1 1+xn+1>

fonksiyonlariny tanvmlayalim. Bu fonksiyonlarin terslerinin

— 23/1 2yn Hy||2 —1
1 n
2 'R _>UN5 y:(yla,y)'_)( LI )
N " L+ [y L+ [lyl*" 1+ flyll?
ve
_ 2u1 2y 1—ly|
1 n n
2 :R _>U57 y:(y177y)'_>< s )
5 ! L+ [ly|? L+ ly[?" 1+ |ly||?

oldugu kolayca gorilir. O halde, pn ve @g birtm kiire dzerinde iki elemanls
bir atlas olusturur. Bu fonksiyonlar ve tersleri degiskenlerin rasyonel ifadeleri
olduklarndan

pnopg R"—{0} — R" — {0}

ve
psopy 1 R"— {0} — R" — {0}

koordinat déniisim fonksiyonlar: C°°’durlar. Dolayisiyla S™  birim Eiiresi
tiirevlenebilir manifolddur.

Ornek 2.1.5 (Projektif Uzay). Bir dnceki dnitenin Alstirma 13%inde ele
aldigemaz gercel projektif dizlemin dogrudan genellemesi olan gercel projek-
tif uzayr tanemlayacagrz. R — {(0,--- 0)} uzays dzerinde ~ denklik bagin-
tising gu gekilde tanwmlayalim: (xo, -+ ,xn) ~ (Yo, ,Yn) dir ancak ve an-
cak (Yo, -+ ,yn) = M@0, - ,xn) olacak sekilde sifirdan farkly bir X\ sayist
vardir. RP" = R" — {(0,---,0)}/ ~ ile gosterilen bélim uzayr n + 1-
boyutlu Oklit uzayimda merkezden gegen dojrularin uzayidur ve gercel projek-

tif uzay diye adlandvrilir. Sifirdan farkl bir (xo,--- ,x,) noktasinin bolim
uzayindaki denklik sinifine [xo @ -+ : x,] ile gosterecegiz. Bélim fonksiyo-
nunu © : R*"L — {(0,---,0)} — RP"™ ile gdsterelim. Her i = 0,---,n
icin, U; = {[zo, -+ , @i, -+ ,xn) € RP™ | & # 0} agik kiimesini gostersin

(r=Y(U;) ters gérintii kiimesinin R"T —{(0,---,0)} iginde agik oldugu ko-
layca gorilir). Yine RP™ =UyU---UU, oldujunu gérmek kolaydir. Bu agik
ktimeler tizerinde koordinat sistemleri su sekilde tanimlanr:

(Bu gésterimde tzerinde sapka bulunan koordinat yok sayilmaktader.) Bu fonk-
styonun terss

Qp;l :Rn%Uiv (yl,"' 7yn)*_>[y17"' ayialayi+l"' ayn]
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ile verilir. Aslinda projektif uzay ayns denklik bagintise yardvmayla birim Eirenin
bir bélim uzayr olarak da gorilebilir:

RP" =§"/ ~,

ve dolayiswyla projektif uzay tikizdur. Birinci Unite’deki Alistirma 9 ve Alistor-
ma 18 sayesinde projektif uzay Hausdorff tur. Projektif uzayin ikinci sayilabilir
oldugu ise genel bir sonucun geregidir: Ikinci sayilabilir bir uzaymn herhangi bir
bolim uzayr da ikinci sayilabilirdir (kanity tansmlardan kolayca gorilir). Ayri-
ca, kiredekine benzer gekilde tim koordinat sistemleri birer homeomorfizmadir
ve dondigtim fonksiyonlars C*° oldugundan gercel projektif uzay bir tirevlene-
bilir manifolddur.

Yukaridaki drnekte gercel sayilar yerine karmasik sayilar kullaniarak kar-
magik projektif uzay CP™ elde edilir. Hemen hemen ayns sekilde tansmlanmags
olsalar da gergel ve karmagik projektif uzaylar sahip olduklary geometrik ve to-
polojik ozellikler acissndan ¢ok farkly manifoldlardur.

Tirevlenebilir manifoldlar kategorisinin morfizmalar tiirevlenebilir fonk-
siyonlardir: f : M — N tiirevlenebilir manifoldlar arasinda bir fonksiyon
olsun. Eger, sirasiyla, m ve n boyutlu M™ ve N" manifoldlan tizerindeki
her ¢:U = R™ ve ¢:V — R" koordinat sistemi icin ¢ o f o™ bileske
fonksiyonu C*° ise f: M — N fonksiyonuna tirevlenebilirdir denir. Tiirevle-
nebilir fonksiyonlarin bilegkelerinin de tiirevlenebilir oldugunun gosterilmesini
okuyucuya birakiyoruz.

2.1.2 Teget Uzay1

M tiirevlenebilir bir manifold, p € M bir noktave f: U - R, g: V — R
bu noktanin p € U ve p € V gibi iki agik komgulugunda tanimlh fonksiyonlar
olsun. Eger bu iki fonksiyon p € W C (U N V) gibi bir agk alt kiime
izerinde birbirine egitse bu iki fonksiyona denktir diyecegiz. Bu bagintinin
denklik siniflarina p noktasindaki fonksiyon tohumlar: denir ve denklik simiflar
kiimesi G, = {[f] | f: U — R} ile gosterilir. Ashinda G, gercel sayilar cismi
tizerinde bir cebir olugturur: [f], [¢g] € G, rastgele fonksiyonlarin tohumlar:
olmak iizere toplama ve ¢arpma iglemleri

f1+19] = ooy + 9oav]

ve

[f]- 9] = [f\UmV 'glzmv]

ile tamimlanir. §imdi M manifoldunun bir p € M noktasindaki teget vek-
torlerint G, cebiri tizerindeki derivasyonlar olarak tanimlayacagiz: Asagidaki
kogullar1 saglayan bir D : G, — R fonksiyonuna G, iizerinde bir derivasyon
denir:
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1. Her [f],[g9] € Gy ve a,b€R igin D(a[f] +blg]) = a D([f]) + b D([g])
(Dogrusallik);

zgaﬁume%imlDwmwbzﬂMDmm+MMme<mmm

Manifoldun p € M noktasindaki tiim teget vektorlerinin (derivasyonlarin)
olusturdugu kiime toplama ve sabit ile carpma islemleri altinda bir R-vektor
uzay1 olugturur. Bu uzaya manifoldun p € M noktasindaki tefet uzay: denir
ve T,M ile gosterilir.

Bu tamim herhangi bir koordinat sistemini kullanmadig igin teorik agidan
daha avantajli olsa da pratikte pek kullanigh degildir. Simdi bir koordinat
sistemi yardimiyla teget uzayina bir taban bulacagiz: p € U C M ve V C
R™ agk kiimeler olmak tizere ¢ : U — V  bir koordinat sistemi olsun.
o(q) = (z1(q), - ,zn(q)), ¢ € U, ise her i =1,--- ,n icin, D; : G, = R
derivasyonu x; yoniindeki yonli tirev yardimiyla su sekilde tanimlansin:
po = (a1, -+ ,an) = ¢(p) olmak iizere

DG, Rk, Di(f)) =222 Ly fleq,

Onerme 2.1.6. Yukarida tanvmladijumez her D; iyi tanemlanmaus bir deri-
vasyondur ve {Dy,--- , Dy} kimesi T,M tejet uzayinan bir tabanider.

Kamt : Eger [f] = [g] € Gy ise f), = g|, olacak gekilde bir p € U C M
acik kiimesi oldugu icin D; iyi tanimlanmigtir. D;’nin bir derivasyon oldugu
ise Leibnitz kuralindan goriiliiv. Gosterimi basitlestirmek icin  D([f]) yerine
sadece D(f) yazacagiz.

Ikinci iddia i¢in [f] € G, ise pyp € R™ noktasi etrafinda h = fo ¢~
tiirevlenebilir fonksiyonun Taylor agilimini g6z éniine alalim,

1

h(z1, - xp) Ti — ;)
n
0h
5 ]z: 81’1 axj - al)('x] - CL]) ’
(burada &, po = (a1, ,ay) ile (x1,---,x,) noktalarim birlegtiren dogru

tizerinde bir noktadir). D € T,M bir derivasyon olsun. D(1) = D(1-1) =
2D(1) oldugundan her sabit C' € R fonksiyonu i¢in D(C) = 0 elde edilir.
Yine Leibniz kuralindan dolay:

v ((39223% (&) @i - ai)) (zj — a,j)> —0
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2

8$Z‘ 837]'
siyon oldugunu kullaniyoruz; bkz. Aligtirma 6). Bu durumda,

oldugu goriiliir (burada (&)(x; — a;) ifadesinin de tiirevlenebilir fonk-

i=1
esitligini elde ederiz. Son olarak D;(z; — aj) = d;; esitligini kullanarak
{D1,--+,D,} kiimesinin dogrusal bagimsiz ve dolayisiyla teget uzay: igin bir

taban olusturdugunu goriiriiz. O
Yukaridaki sonuca gore, bir nokta etrafinda koordinat sistemi secmek bize
o noktadaki teget uzay: igin bir taban verecektir. Yukaridaki teget vektorii
gosteriminde vektoriin ait oldugu teget uzayi belirtilmemektedir; bu yiizden
D; € T,M teget vektoriini
0

aTij

ile gosterecegiz. O halde, eger V C R™ acik bir kilme, p e V' ve [f] € G, ise

) _of
5ol = 5-(0)

olur (burada V agik kiimesi i¢in koordinat sistemini birim fonksiyon olarak
aliyoruz).

® : R" — R™ tiirevlenebilir bir fonksiyon, p € R” ve ¢ = ®(p) olsun.
p € R" noktasinda bir D € T,R™ teget vektorii alahm. Bu durumda, [f] € G,
icin ®.(D)([f]) = D(f(®)) olarak tammlanan ifade ¢ € R™ noktasinda bir
teget vektorii tamimlar. Aslinda bu ifade bize bir dogrusal fonksiyon verir:

o, : T,R" - T,R™ , D ®,(D).

Simdi bu dogrusal fonksiyonun matris gosterimini bulalim: Ilk énce fonksiyo-
numuzun R" iizerinde (z1,---,2,) ve R™ iizerinde (y1,---,ym) ile verilen
rastgele koordinat sistemleri cinsinden ifadesini

(I)<$1,"' 73;”) = (¢>1(a¢1,-~- ;xn)f" 7¢m(3317"‘ ;xn))

olarak yazalim. Buradan

2. (5l ) () = 5o bls®) = 520
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B, UENY B,
S I (p) ~——
(h) > 5 gyl

ve dolayisiyla

elde edilir. Son olarak, bu agihmdan ®, : T,R" — T,R™ dogrusal fonksiyo-

nunun
0 0 , 0 0
/8—{8331|p""78$n‘p} ve ﬁ—{ayl‘qv"‘aaymb}

sirali tabanlarindaki matris gosteriminin @ fonksiyonunun p € R™ noktasin-
daki Jakobiyen matrisi,

@.)7 = [gjg@@m,

oldugunu goriiriiz (Ayrica bkz. Uyar1 1.2.5).

Sonug olarak, ® : R — R™ fonksiyonu bir uzaydan digerine noktalar:
tagirken bu fonksiyonun tiirevinin de o noktalardaki teget vektorleri tagidigi-
m gormiis olduk. ®, teget fonksiyonunu @'(p), (d®), veya (D®), ile de
gosterebiliriz.

Bazi durumlarda bir fonksiyonun tiirevini Jakobiyen matrisi kullanmadan
hesaplamak daha pratik olabilir. Bunu agiklamadan &nce kolay bir gézlemde
bulunacagiz. v € T,R™ bir teget vektorii olsun. O halde

n

S a
v = Q;

: ow; *

=1

olacak gekilde a; € R katsayilar1 bulabiliriz. Bu durumda ~ : (—e,e) —
R™, v(t) = p + tv, seklinde verilen fonksiyonun ¢ = 0 noktasindaki tiirevi v

vektoridiir:
d\ ~ o0,
D(’Y)(O) <dt|0> = E sz&gi \p =v=7° (0)

Ayrica zincir kuralindan

(D) (v) = (2(7))'(0)

buluruz. Bu metodun neden kullanigh oldugunu bir érnek iizerinde gorelim.

Ornek 2.1.7. M(n,n) =R™ ve S(n) = R"" /2 grasuyla gergel katsayib
nXxmn-matrisler ve nxn simetrik matrisler uzaylariny gostersin. ® : M(n,n) —
S(n), ®(Q) = QTQ, fonksiyonunun Q = Id birim matrisindeki tirev fonksiyo-
nunu hesaplayalim. Dogrusal bir uzaymn bir noktasindaki tedet uzayini kendisi
ile esleyebiliriz. Bu durumda TrgM(n,n) = M(n,n) ve TrgS(n) = S(n)
alabiliriz. Herhangi bir A € M(n,n) tejet vektori igin ~(t) = Id + tA

alarak
(D®)1a(A) = (8(7))'(0) = lim ®(v(1)) ; ®(v(0))
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ve buradan da

=A+ AT

I AT A 2ATA - T
(D‘I))ld(A):PH(l) d+tA* +t t—i—t d
—

buluruz:

(D®)1q: M(n,n) = S(n) , A AT + A.
(Bkz. Ornek 2.1.20)

Bundan sonra, tersi soylenmedikce her manifold tiirevlenebilir bir mani-
fold ve manifoldlar arasindaki her fonksiyon tiirevlenebilir bir fonksiyon olarak
kabul edilecektir.

2.1.3 Teget Demeti

Herhangi bir M manifoldunun tejet demeti teget uzaylarinin birlegimi olarak
tanimlanir:

TuM = UpemT,M = {(p,v) | pe M, veT,M}.

Teget demetinden manifolda giden dogal izdiigiim fonksiyonu 7 : T, M — M,
(p,v) = p, ile tamumlanir. Eger M boyutu n olan bir manifold ise T.M
boyutu 2n olan bir manifold olur. Aslinda M C*-siifindan bir manifold
ise T,M C* l-siifindan bir manifold olur. Teget demeti iizerindeki mani-
fold yapisi M’nin koordinat sistemleri kullanilarak olugturulur. M = U,U,,
{¢a : Uy = Vo }, M manifoldunun bir atlasi olsun. Yukaridaki gézlemlerimizin
igiginda (zq,- -+ ,x,) Vo CR™ iizerinde koordinat sistemi ise

N 0
o TiUq a Rn’ s i a » s, Un
o Us — Va X <p EZ g !p> = (pa(p), (a1 an))

fonksiyonu bire bir egleme verir. T,U,, {izerine @, fonksiyonlarimi homeomor-
fizma yapacak gekilde topoloji koyalim. M manifoldunu U, acgik kiimelerinin
birlegimi olarak yazarsak manifoldu R™’nin acik kiimelerinin ayrik birlesiminin
bir boliim uzay: olarak gorebiliriz:

M =U U, ~ UaVa /l‘ ~ (Spﬂ o 90;1)(56)

Burada ~ igareti ile homeomorfizma (ashinda difeomorfizma) gosterilmek-
tedir. Diger taraftan, bir (p,v) € TuM noktas: i¢in (p,v) € Ty U, N T, U
ve @a(p,v) = (palp),wa), @5(p,v) = (ps(p),ws) olmak iizere D(pg o
cp;l)%(p)(wa) = wg oldugundan teget demetini V,, x R™lerin ayrik birlesi-
minin bir bélim uzay: olarak yazabiliriz:

TeM = Uy TuUp = Uy Vo X R™ /(z,w04) ~ ((pp 0 90;1)(33)»1”/3)-
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Teget demeti bu koordinat sistemlerinin olugturdugu {gq : TuUy — Vo x R"}
atlas ile tiirevlenebilir bir manifold olur. Bu atlasi olugturan koordinat sistem-
leri, manifoldun koordinat fonksiyonlar: ve onlarin tiirevlerinden olustugu icin
C*-siifindan bir manifoldun teget demeti C*~!-smifindan olur. Benzer sekil-
de, f: M — N tiirevlenebilir manifoldlarin C*-simifindan bir fonksiyonu ise
fe: TeM — T.N, (p,v) = (f(p), (Df)p(v)), fonksiyonu da C*~l-smifindan
olur.

Her W C U, acik kiimesi i¢cin 7= 1(W) = W x R® olmasima ragmen
genelde T,M = 7='(M) M x R"™ Xkartezyen carpimina difeomorfik degildir.
Algtirma 17 de bir carpim manifoldunun teget uzayinin, carpimi olusturan
manifoldlarin teget uzaylarinin kartezyen c¢arpimi oldugu gosterilmektedir.

Tanim 2.1.8. 1) 7 : X — Y kiimeler arasinda orten bir fonksiyon ise mos =
idy kosulunu saglayan her s :Y — X fonksiyonuna w : X — Y bolim
fonksiyonunun bir kesiti denir.

2) M bir manifold olmak tizere w : T M — M teget demeti izdiisim
fonksiyonunun her kesitine M  manifoldu tizerinde bir vektor alani denir.
Demetin herhangt bir kesiti

s:M—=T.M, p— (p,f(p) , pe M,

seklinde verilsin. Genellikle, gdsterimi kéti kullanarak kesitin ilk koordinating
gormezden gelecegiz kesiti sadece p— f(p) olarak yazacagiz.

Ornek 2.1.9. M = R? manifoldu dizerinde her vektor alans A(p) = A(x,y)
ve B(p) = B(x,y) tirevlenebilir fonksiyonlar olmak tizere

X(0) = AG) 5o+ BG) 5,

seklindedir. X (xz,y) = x %|p +y 8%|P merkezkac vektor alanwyken Y (z,y) =

) a%\p +x 3%|p donel bir vektér alanidar.

Yukaridaki 6rnek vektor alanlarinin bir koordinat sisteminde nasil goriin-
diigiinii gostermektedir. M = UyaUy, {@a : Us — Vo), M manifoldunun bir
atlast ve s : M — T, M Dbir kesiti (vektor alani) olsun. s, : V, — TiV, bu
kesitin V,, koordinat sistemindeki ifadesi ise her o, 8 icin, ¢;; = g o 0!
olmak {izere

s3(¢ij(2)) = (Dij)z(sa(x))
esitligi saglanir. Diger taraftan bu egitlikleri saglayan her {s, : Vo — TV}
toplulugu manifold tizerinde bir vektor alani belirler.

Ornek 2.1.10. 1) Ornek 2.1.5te ele aldiumaz gercel projektif dogru iki gercel
sayr dogrusunun ayrik birlesiminin bir bolim uzayr olarak yazlabilir:

RPI=RUR [z~ ¢(z)=1/z, x<cR-{0}.
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Donel vektor alam Merkezcil vektor alam

Sekil 2.1: Diizlem dizerindeki alanlarin birim cembere kisitlanislar:

O halde, teget demetini de
TRP' = TR U T.R /(z,v) ~ (6(2), ¢/ (2)(v)) = (1/a, —v/a?),

(z,v) € R — {0} x R = T,(R — {0}), seklinde ifade edebiliriz. = : T,RP' —
RPY, [z,v] — [x], tejet demetinin izdiisiim fonksiyonu olsun. Birinci ve ikinci
koordinal sistemi tdizerinde tanamlanan

sl(sc):<x,1—;x2> ve 32@):(:6,—12552)

yerel kesitlerini distinelim. Gésterimi kéti kullonarak kesitler:

_1-|-a:2
2

1+ 22
2

s1(x) ve So(x) =

olarak yazarsak
1
so(1/x) = — 3 s1(x)

oldugundan bu iki yerel kesit RP! iizerinde bir s: RP' — T.RP! kesiti verir
(bkz. Tanwm 2.1.8). Dikkat edilirse bu kesitin hicbir noktada sifiri olmadigina
goTUTUZ.

Ejer P:RP! xR — RP!, ([z],w) [z], wve

F:RP'xR— T.RP', ([z],w) — w s([z])

ile tamimlanan fonksiyonlar ise P([z],w) = w(F([z],w)) olur. Burada F
fonksiyonu difeomorfizma olmakla beraber, her {[x]} x R lifine ksitlanist da
dogrusal bir izomorfizmadir. O halde, gercel projektif uzayin tejet demeti bir
carpim olarak ifade edilebilir.

2) Yukaridakine benzer bir sekilde karmagik projektif dogrunun (karmasik)
teget demeting de inga edebiliriz

T.CP' = T,C U T.C /(z,0) ~ (¢(x), ¢/ (x)(v)) = (1/, —v/2?),
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(r,v) € C— {0} x C = T.(C — {0}) (C wyerine R? vyazarak gercel tejet
demetinin ifadesini elde edebiliriz). Fakat bu sefer s : CP' — T,CP' wektor

alaninin iki tane sifirr olacaktir (s1(x) = —sao(x) = # polinomlarinin i
ve —i olmak tzere iki tane ortak koki vardwr ve 1/i = —i dir). Dolay:-

swyla bu teget demetini, olusturdugumuz vektér alanane kullanarak bir ¢carpim
olarak yazamayz. Ashinda, S* = CP' projektif uzayinan tejet demetini bir
carpim olarak yazamamanin ¢ok hakly sebepleri vardir. (Bkz. Uyar: 5.5.1 (2)
ve Ornek 5.3.2 (2))

Yukaridaki érnegin ilk boliimiinde oldugu gibi teget demeti carpim geklinde
vazilabilen manifoldlara paralellenebilir manifoldlar denir.

2.1.4 Boliim Manifoldlar:

X, Y topolojik uzay ve P : X — Y bu iki uzay arasinda siirekli bir fonksiyon
olsun. Herhangi bir U C Y agk kiimesinin P~1(U) ters goriintii kiimesi,
her o € A igin P, :V, = U bir homeomorfizma olacak sekilde,

P_l(U) = UaEAVa

bir ayrik birlegimi olarak yazlabiliyorsa U acik kiimesine P : X — Y
fonksiyonu ile tamamen ortilir denir. Eger Y uzayi bu tiir agik kiimelerin
bir birlesimi ise X uzayina Y uzayimnn bir topolojik érti uzays (6rtisi) ve
P: X — Y fonksiyonuna da bir érti fonksiyonu denir.

Uyar1 2.1.11. Yukardaki tansmdan kolayca gorilecegi gibi ejer P : X —Y
bir ortii fonksiyonu ise, y |P~Y(y)|, y €Y, (y noktasin iizerindeki lifin,
P~1(y), kardinalitesi) fonksiyonu yerel sabit bir fonksiyondur. Dolayiswyla, ejer
Y baglantils bir uzay ise her noktanin tzerindeki lifin kardinalitesi aynidar.
Eger bu kardinalite sonlu bir say ise bu sayrya ortinin derecesi denir.

Ornek 2.1.12. Sekil 2.2 ve Sekil 2.8°de iki cemberin tek nokta birlesiminin
derecesi iki ve i¢ olan orti uzaylarina ornekler verilmistir. Ik sekildeki orti
uvzaylary bir grup etkisinin boliim uzayr olarak yazlabilirse de ikinci gekildek:
ornekler i¢in bu dogru degildir! Verilen topologik bir uzaywn drtd uzaylar: ta-
mamen bu uzayin temel grubu tarofindan belirlenir ve cisim genislemelerinin
siflandiridlmasy olarak gorilebilecek Galois teorisine ¢ok benzerdir (bkz. [19]
5.56).

Herhangi bir M manifoldunun difeomorfizmalar kiimesi
Diff(M)={f: M — M | f bir difeomorfizmadir}

fonksiyonlarin bilegske operasyonu altinda bir grup olugtururlar. G bu difeo-
morfizma grubunun bir alt grubu olsun. Eger her p € M i¢in idg # g € G
olmak tizere g(U)NU = olacak gekilde bir p € U C M agk komgulugu
varsa G grubu M manifoldu iizerinde dizgin stireksiz etki ediyor denir (her
ne kadar her g € G igin g: M — M, x — g(z), tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsa da). Bu kogulu saglayan agik komguluklara iyi komgsuluklar denir.
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a

b
Sekil 2.2: X dzerinde 180°-dondirme m

ile Zo wve Xy fdizerinde de 120°- b a Xip, p, %
dondiirme ile Z3 etkisi vardir. Ayrica \Y/
her iki etkinin de bélim uzayr Y 'dir:
Xl/Zg ~Y ~ X2/Z3

Sekil 2.3: Sagdaki orti uzayr soldaki
orti uzayindan “sigirilerek” elde edilen
iki boyutlu manifoldlarin bir orti uzayi-
duwr. Clizgelerin yiizeylere gémilmis ol-
duguna dikkat ediniz!

Onerme 2.1.13. Eger bir G C Diff(M) alt grubunun M manifoldu
tizerindeki etkisi diizgiin sireksiz ise bu etki serbest bir etkidir. Ayrica hicbir
yoringenin yigilma noktasy yoktur ve dolaysiyla, her yoringe manifold i¢inde
kapalidar.

Kanat: Etkinin serbest oldugu diizgiin siireksiz etki tanimindan agciktir.
Simdi de Snermede iddia edilenin tersine manifoldun bir ¢ € M noktasi-
nin G -p gibi bir yoriingesinin yigilma noktasi oldugunu kabul edelim. Etki
diizgiin siireksiz oldugundan her g € G igin, g(V) NV = § olacak sekil-
de bir ¢ € V C M ack kiimesi vardir. ¢ € M noktasina yakinsayan bir
(gn(p)) € G - p dizisi alahm. O halde, her n > ngy ic¢in g,(p) € V' olacak
sekilde bir ng pozitif tam sayis1 vardir. Bu durumda, ¢n,(p), gne+1(p) € V
ve dolayisiyla gng41(p) = (9no+1 Gng )(Gno(P)) € V N (gngt1 gy )(V) olur. O
halde, V N (gno+1 gna)(V) # 0 celigkisini elde etmis olduk. Yigilma noktasi
olmayan her kiime kapali olacagindan her y¢riinge kapalidir. O

Yukaridaki gosterimi kullanarak devam edelim. Eger G grubu sonlu ise
Unite 1, Aligtirma 9’un sonucuna gére M /G boliim uzay1 da Hausdorfl’tur.

Eger G grubunun etkisi diizgiin siireksiz ve M /G béliim uzayr Hausdorff
ise boliim uzay1 iizerinde dogal bir tiirevlenebilir manifold yapisi vardir (M
ikinci sayilabilir oldugu i¢in her béliim uzay: da ikinci sayilabilirdir): 7 : M —
M/G, x> w(x) = [z], bolim uzay1 fonksiyonu olsun. Eger p € M ise bu
nokta etrafinda bir p € U iyi komsulugu alalhm. Bu durumda 7|, : U — 7(U)
bir homeomortfizma olur. U komsulugunu gerekirse biraz kiiciilterek ¢r : U —
R™ gibi bir koordinat fonksiyonun tamim kiimesi oldugunu kabul edebiliriz.
Eger U ve V 7w(U)Nn(V) # (0 kosulunu saglayan iki iyi komguluk ise
guv(U)NV #0 ve 7r‘;1 om, = gu,y olacak sekilde tek bir gy € G vardir.
O halde, bileske fonksiyonlardan olusan {(¢1) = ¢u © 7r|;1 :m(U) - R™)}
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ailesi M/G boliim uzay1 iizerinde tiirevlenebilir bir atlas verir. Gercekten de

yukandaki U, V' agik kiimeleri igin ¢y o gb;(lv) = @y o 7T‘U1 o, © 90‘7.1 =
YU ° gv,u © go‘_/l fonksiyonu C°°-sinifindandir.

Ornek 2.1.14. 1) G=7Z xZ dejismeli grubu diizlem tizerine su sekilde etki
etsin: G xR? = R2, (m,n)-(z,y) = (x+m,y+n). Bu etkinin serbest, diizgiin
siireksiz ve bolim wzaymin da Hausdorff oldugu kolayca gorilir. Daha sonra
bu etkinin bolim wuzayr izerinde vermis oldugu dogal tirevlenebilir manifold
yaprsinan torusa, T2, difeomorfik oldugunu gésteriniz.

2) G =7 degigmeli grubu C*—{(0,0)} manifolduna su sekilde etki etsin:
Her ne€Z wve (21,22) € C?>—{(0,0)} igin

n-(z1,22) = (2"21,2"22) .

Bu etkinin de serbest ve diizgiin streksiz oldugu kolayca gorilir. Ayrica bolim
uzayt dogal olarak bir karmasik manifold olur. Ayrica

C {0.0)/Z 8 x 8, (a,20) o (2 ribmlal)
[E%I

fonksiyonu bu karmasik manifolddan S® x S manifolduna bir difeomorfizma
verir. Baska bir deyisle, S x S' tirevlenebilir manifoldu ayne zamanda bir
karmagik manifolddur.

Tleride bu karmasik manifoldun CVN  icine karmasik alt manifold olarak
gomilemeyecejfini gorecegiz (bkz. Ornek 2.8.24). Diger taraftan, bu manifol-
dun CPN igine karmagik alt manifold olarak gomillememesi ise De Rham
Kohomologisi boliimiinde ele alinacaktir (bkz. Ornek 4.3.10).

2.1.5 Rank Teoremleri

f: M — N tiirevlenebilir manifoldlarin bir fonksiyonu ve p € M bir nok-
ta olsun. Eger (Df), : TyM — Ty, N dogrusal fonksiyonu bire bir (aym
sekilde, orten) ise f fonksiyonu p € M noktasinda bir daldirma (aym sekil-
de, batirma) fonksiyonudur denir. Eger fonksiyon manifoldun her noktasinda
daldirma (batirma) fonksiyonu ise fonksiyona kisaca daldirma (batirma) fonk-
siyonudur denir. Eger f: M — N fonksiyonu bire bir daldirma fonksiyonu ise
bu fonksiyona bir alt manifold denir. Bu bire bir daldirma fonksiyonu (alt ma-
nifold) ayn1 zamanda goriintiisii {izerine bir homeomorfizma ise bu fonksiyona
(tirevlenebilir ) goémme fonksiyonu denir. Bagka bir deyisle, tiirevlenebilir bir
fonksiyon hem topolojik gdmme fonksiyonu hem de daldirma fonksiyonu ise
bu fonksiyon tiirevlenebilir gémme fonksiyonu olur. Gémme fonksiyonlarimin
goriintiileri kapali bir alt uzay olacagindan f(M) goriintii kiimesine N alt
manifoldunun kapali bir alt manifoldu da denir. Kapali alt manifoldlarin bir
bagka karakterizasyonunu Sonug 2.1.18’de gorecegiz.

Eger bir p € M noktasimda (Df), : TyM — Ty, N tiirev fonksiyonu
orten degilse bu noktaya f : M — N fonksiyonunun bir kritik noktas: ve



76 Tiirevlenebilir Manifoldlar

f(p) € N degerine de bu fonksiyonun bir kritik degeri denir. N manifol-
du icinde bu fonksiyonun kritik degeri olmayan noktalara ise f: M — N
fonksiyonunun bir diizgiin deger: denir.

Uyari1 2.1.15. 1) Tejet uzaylarimn boyutlaring karsilagtirarak bir f: M — N
daldirma fonksiyonu igin dim(M) < dim(N) wve baturma fonksiyonu i¢in
dim(M) > dim(N) oldugunu goririz.

2) N herhangi bir manifold ve M tikiz bir manifold ise her sirekli bire
bir f: M — N fonksiyonu bir topolojik gomme fonksiyonudur.

Ornek 2.1.16. 1) m >n € Z iki tamsay: olmak dizere
F:R™ —=R" | (21, ,&m) — (x1-- ,20) ,

ile verilen fonksiyona standart batsrma fonksiyonu, n > m olmast durumunda
ise (x1,- ,Tm) — (T1-- ,2m,0---,0) ile verilen fonksiyona da standart
daldirma fonksiyonu denir.

2) f:R = R% ¢t f(t) = (t3,t3) topolojik bir gomme fonksiyonudur
fakat t =0 noktasinda ne daldirma ne de batirma fonksiyonudur.

3) f:R = R2, t — f(t) = (e'cost,e'sint) bire bir daldirma fonksiyo-
nudur fakat bir gémme fonksiyonu degildir, ciinki gorinti kimesi dizlemin
kapaly bir alt kimes: degildir.

4) Asagrda goriintisi ile verilen f : R — R?  fonksiyonu yine bire bir
daldirma fonksiyonudur fakat bir (topolojik) gémme fonksiyonu degildir. (Bu
fonksiyonu bir homeomorfizma yapacak sekilde tanem kiimes: dzerine konan
topolojinin Unite 1'deki Ornek 1.1.17'de R dzerine koydugumuz 5 topolojisi
oldugunu gésteriniz. Dolayswyla bu topoloji metriklenebilirdir. (Bkz. Unite 1,
Abstirma 20.))

t— oo

yl

Y
t— —o0

Sekil 2.4: Gomme fonksiyonu olmayan 1-1 daldirma fonksiyonu

5) Unite 1, Alistirma 13°de verilen topolojik gomme fonksiyonu, F(z,y,2) =
(22 +yz,y%, xy, zx), ashnda projektif diizlemin R* icine tirevlenebilir bir go-
malmesing verir.

6) MB Mobius Seridi’ni bir boliim manifoldu olarak gorebiliriz:

R x (0,1)/(x,y) ~ (x+ 1,1 —1y).
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Bu durumda, ejer P :R x (0,1) = MB boliim fonksiyonu ise, her tirevlene-
bilir g : MB — R? fonksiyonu i¢in f = goP :Rx (0,1) — R? tiirevlenebilir
fonksiyonu sunu saglar: Her (x,y) € R x (0,1) ig¢in

Baska bir deyisle, f fonksiyonu ve
L:R* 5 R% (z,9)— (z+1,1—1y),

dondigimi i¢in f = fo L olur. det(DL) = —1 oldugundan her (x,y) igin
det (Df(z,y)) = —det (Df(m—l—l,l—y)) olur. Bu durumda, R x (0,1) baglantils
oldugundan det (Df(%y)) fonksiyonunun sifer oldugu noktalar vardir. O halde,
g bir daldirma fonksiyonu olamaz. Basgka bir deyisle Mdbius Seridi diizleme
doldirilamaz ve dolaysiyla diizleme gomiilemez. Dider taroftan, Alstirma 9
Mébius Seridi’nin R3 igine bir gomilmesini verir.

T) Tukiz bir uzay tzerindeki gergel degerli her fonksiyonun bir en biyik
ve bir de en kiicik degeri vardwr. Dolayiswyla, tirevlenebilir tikiz bir manifold
tizerindeki her tirevlenebilir gercel dejerli fonksiyonun en az iki tekil noktast
vardir (aslinda bu noktalarda tirev fonksiyonu tamamen sifirdir). Bu durumda
n-boyutlu trkiz tirevlenebilir bir M manifoldu tizerinde tanwymly tirevlenebilir
her f : M — R"™ fonksiyonunun da en az iki tekil noktast vardwr. Bunu
gormek i¢in ilk once bu fonksiyona sabit bir v € R"™ wvektori ekleyerek f(M)
kiimesinin orijini icermedigini kabul edelim (manifoldun tikiz oldugunu burada
da kullanwyoruz). Simdi

M =R, p= | f®)|? pe M,

bileskesint digtinelim. Bu fonksiyonun tirevini yazarsak bileske fonksiyonunun
en biyik ve en kiicik degerlerini aldigr noktalarin, aslinda f : M — R"
fonksiyonunun da tekil noktalar: oldugunu goririz. Sonu¢ olarak f: M — R"
fonksiyonu bir daldirma fonksiyonu olamaz ve dolaypsiyla M kendisi ile ayns
boyutlu Oklit uzayina daldirilamaz.

Agagidaki teorem her daldirma ve batirma fonksiyonun uygun bir koordinat
sisteminde standart hale geldigini gostermektedir.

Teorem 2.1.17. f : M — N, sirasiyla m wve n  boyutlu, manifoldlarin
bir fonksiyonu olsun. Eder f fonksiyonu bir p € M noktasinda batirma
fonksiyonu ise p € M wve q= f(p) € N noktalars etrafinda oyle

(,01:U1—>V1 ve g021U2—>V2

koordinat sistemleri bulabiliriz ki (Vi C R™ we Vo C R™ olmak idizere)
pp0 fo gpl_l Vi — Vo fonksiyonu (x1, -+ ,xm) — (x1--- ,2p) ile verilen
standart batirma fonksiyonu olur.
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Benzer gekilde, ejer f fonksiyonu p € M noktasinda bir daldirma
fonksiyonu ise @y o fo gofl : Vi — Vo bileske fonksiyonu (1, ,Tm) —
(1 ,Zm,0,---,0) ile verilen standart daldirma fonksiyonu olacak sekilde
koordinat sistemleri secebiliriz.

Kanit : Her iki kismin kanitlar1 benzer oldugu igin sadece birinci kismin
kanitini verecegiz. Ilk énce p € M ve ¢ = f(p) € N noktalan etrafinda
rastgele o1 : Uy — Vi ve 9 : Uy — Vo gibi iki koordinat sitemi secelim.
Bu koordinat sistemlerinin, sirasiyla, R™ — R™, z — = — p, ve R" — R",
y — y —q dogrusal 6teleme fonksiyonlari ile uygun sekilde bilegkesini alarak
©1(p) =0 € R™ ve pa(q) =0 € R™ oldugunu kabul edebiliriz. g = pa0 fop;*
fonksiyonu olsun. (Dg)g : ToR™ — ToR™ matrisi kabul geregi 6rten oldugu icin
bu matrisi uygun taban degistirme matrisleriyle ¢arparak (dolayisiyla dogrusal
koordinat degisiklikleri yaparak) (Dg)o(e;) = fi,i=1,---,n, ve (Dg)o(e;) =
0,i=n+1,---,m oldugunu kabul edebiliriz. Burada {ej,--- e}, R™ nin,
ve {f1, -, fn}, R"nin standart tabanim gostermektedir. O halde x1,--- , 2,

ve y1,---,yn elde edilen yeni koordinat sistemleri olmak iizere ¢ =1,--- ,n
icin
0 0
D — = —
(D) (o) = 5o
ve t=n-+1,---,m icin de
0
D =0
D (5l
olur. G :R™ — R" M=) Gz, ,zm) = (9(T1, ,Zm), Tng 1 Tm)

ile tanimlanan fonksiyon olsun. Bu durumda (DG)o = Id, birim matrisi olur
ve dolayisiyla Ters Fonksiyon Teoremi'ne gore G fonksiyonu = = 0 noktas:
etrafinda bir difeomorfizmadir. O halde, G(x1,- - ,2m) = (91, , gm) fonk-
siyonu R™(™=7) iizerinde (sifir noktas: etrafinda yerel) yeni bir koordinat sis-
temi verir. Bu yeni koordinatlar tekrar y; ile gosterelim: y; = g;(z1, -+, Zm),
vei=n+1---,m icin y; = gi(x1, - ,zm) = x;. Son olarak ¢; koordinat
sistemini ¢ = G o ¢y ile degistirirsek

paofod  =profopiloG T =goG!
elde ederiz. Buna gore
SOQOfO(bl_l(ylf“ yYny o 7ym) :g(Gil(ylv'” 7ym))

:g(xla”' 7517771):(:‘/17"‘ 7yn)

elde edilir. O
Yukaridaki teorem bize alt manifold elde etmenin iki yolunu sunmaktadir.
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Sonug 2.1.18. f: L' — N™ bir gémme fonksiyonu ve dolaypsiyla M = f(L)
gorinti kimesi N ’nin [-boyutlu kapalr bir alt manifoldu olsun. Bu durumda

her p € M noktast etrafinda,
MNU={qeU|z41(q) = = n(q) =0}
olacak sekilde bir p € U C N agik kiimesi ve
p:U—=VCR", g (z1(q),- -, zalq)),

bir koordinat sistemi vardwr. Ayrica, M [-boyutlu tirevlenebilir bir manifolddur
ve f:L— M bir difeomorfizmadir.

Diger taraftan, yerel olarak yukaridaki sekilde ifade edilebilen her kapals
M C N alt kiimesi [-boyutlu bir manifolddur ve bu durumda M — N igerme
fonksiyonu bir gomme fonksiyonudur.

Kanit : Teorem 2.1.17’yi kullanarak verilen herhangi pg € L ve p = f(po) €
N noktalan etrafinda 6yle pg € Ug C L ve p € U C N agk kiimeleri ve
0: U=V CR" g~ (z1(q), -+ ,2n(q)), koordinat sistemi bulabiliriz ki

fWUo)={q€U | az41(q) = =zp(q) =0} CMNU

olur. Diger taraftan, f : L — M bir homeomorfizma oldugundan f(Uy) alt
kiimesi M alt uzay: i¢inde agik bir kiimedir. Dolayisiyla, alt uzay topolojisinin
tammmindan 6yle bir W C N agik kiimesi varduir ki f(Up) = W N M olur. Bagka
bir deyisle,

fUo) ={q €Ul aii(q) = =aalg) =0} = MN(UNW)

elde ederiz ve bdylece ilk kismin kanit1 tamamlanir. Diger iddialarin dogrulugu
tamimlardan kolayca goriilir. O

Sonug 2.1.19. Herhangi bir f : M™ — N™ fonksiyonunun q € N gibi
bir diizgiin degerini alalvm. Bu durumda L = f~'(q) ters gorinti kiimesi

M'nin 1 = (m — n)-boyutlu bir alt manifoldudur. Ayrica her p € L igin
T,L =ker((Df),: T,M — TyN) olur.

Kanat : Yukaridaki teoremi (ve kamitini) kullanarak p € M ve f(p) =
q € N noktalar etrafinda 6yle koordinat sistemleri secelim ki f bu yerel
koordinatlarda (x1,--- ,@p, - , &) — (z1, -+ ,2p) ile verilsin. O halde, bu
koordinat sistemlerinde f~1(q) kiimesi {(0,---,0,Zp41, -+ ,Tm)} olarak
goziikiir ve teget uzayr da iddia edildigi gibidir. O

Ornek 2.1.20. Burada Ornek 2.1.7de ele aldijumiz ® : M(n,n) — S(n),
®(Q) = QTQ fonksiyonunun her @Q € GL(n,R) noktasinda bir batir-
ma fonksiyonu oldudunu gdsterecediz. Bu fonksiyonun birim matristeki tirevi
(D®)7q : M(n,n) — S(n) , A — AT + A olarak hesaplanmists. Bu tii-
rev fonksiyonun drten oldugu kolayca gorilir, ¢inki her simetrik C  matrisi
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C =C/2+CT/2 = (D®)14(C/2) olarak yazlr. Benzer sekilde bu fonksiyonun
herhangi bir Q) noktasindaki tirevi

(D®)g : M(n,n) = S(n), A~ QTA+ATQ

ile verilir. Bunun, @Q € GL(n,R) olmak iizere, drten oldugunun gisterilmesini
okuyucuya alistirma olarak birakwyoruz. Dolayisiyla, ® fonksiyonun GL(n,R)
agik alt kiimesine kwsitlamse, @) : GL(n,R) — S(n), bir batirma fonksiyonudur.
O halde, n x n-ortogonal matrisler kiimesi, O(n) = ®~Y(Id), tim n x n-
matrisler uzayr iginde ki, bu R™  den baska bir sey degildir, dim(GL(n,R)) —
dim(S(n)) = n? —n(n+1)/2 = n(n—1)/2-boyutlu bir alt manifolddur ve birim
matristeki TraO(n) tegel uzays,

ker((D®)rq) = {A € M(n,n) | AT + A =0},

ters simetrik matrisler uzay ile eglenebilir. Birinci bolimiin sonunda yer alan
Abgtirma 28 O(n) manifoldunun biri SO(n) olmak tzere iki baglantil
bilesenden olustugunu géstermektedir.

2.2 Manifoldlarin Gomiilmesi

Oklit uzay1 ve her alt uzay: Hausdorff ve ikinci sayilabilirdir. Bu bsliimde boyu-
tu n olan tirevlenebilir bir M manifoldunun, temelde Hausdorff ve ikin-
ci sayilabilir olmasini kullanarak, R?"*! icine gomiilebilecegini gosterecegiz.
Sard teoreminin etkili bir gekilde kullanildigi kanit ayrica agagida bahsedecegi-
miz birimin ayrisimim da kullanmaktadir. Aslinda n  boyutlu bir manifold
R?" icine de gomiilebilir fakat bunun kaniti bu kitabin kapsami disinda kalan
topolojik fikirler gerektirmektedir.

2.2.1 Birimin Ayrigimi

{Ua}aer ailesi M manifoldunun bir acik ortiisii olsun. Asagidaki kogullar:
saglayan bir {py : M — [0,1]}xen tiirevlenebilir fonksiyonlar ailesine M
manifoldunun {U,}aen acik ortiisi ile uyumlu bir birimin ayrigima denir:

1) Her A€ A i¢in {p € M | px(p) # 0} C U, olacak sekilde bir o € A
vardir;

2) Her p € M noktasinin dyle bir p € V' agk komsulugu vardir ki
Vn{pe M| prp) # 0} # 0 olacak sekilde sadece sonlu sayida X € A
elemani vardir;

3) Her p € M noktas i¢in

> ) =1.

AEA

Yukaridaki toplamin endeks kiimesi sonsuz dahi olsa (2) kosulundan dolay:
aslinda bu bir sonlu toplamdar.
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Asgagidaki sonug kendi bagina da anlamli olmakla beraber birimin ayrigimi-
nin varlik teoreminin énemli bir parcasidir.

Yardimci Teorem 2.2.1. Baglantily her M manifoldu K, C Int(K,11),
n € N, olacak sekilde saylabilir bir (Ky,) tikiz alt kimeler dizisinin birlegimi
olarak yazilabilir:

M =02 K,.

Kanst : f ile M manifoldunun sayilabilir bir tabanim gosterelim. Her
p € M noktasi etrafinda bir p € U € f acik komgulugu segelim. Manifoldlar
yerel olarak bir Oklit uzay1 oldugundan gerekirse bu komsulugu daha kiiciik bir
komsguluk ile degistirerek U acik kiimesinin kapamginin, U, tikiz oldugunu
kabul edebiliriz. § sayilabilir bir kiime oldugu i¢in bu gekilde elde edilen acik
kiimeleri bir dizi olarak gorebiliriz: (U, ). Bu durumda M = U,U,, olur. Simdi
(K,) tikiz alt kiime dizisini kurabiliriz: K1 = U; alahm. Ky U Uy tikiz
kiimesini sonlu sayida Up,,,- - s Uny, agik kiimesi ile ortelim. Bu kiimelerin
kapaniglarinin birlegsimi Ky olsun: Ko = Um U-- 'UUnk1~ Benzer gekilde K41
tikiz kiimesi K,, U U,, tikiz kiimesini érten sonlu sayidaki Unps o 3 Uny,
acik kiimelerinin kapaniglarinin birlegimi olsun. Bu dizinin istenilen kogullar:
sagladig kolayca goriilir. O

Uyar:1 2.2.2. Ejer M manifoldu tikiz ise Kog= 10 ve her n>1¢€ N igin
K, = M alabiliriz.

Teorem 2.2.3. Baglantily bir M manifoldunun verilen her {Ua}aen agik
ortisi tle uyumlu bir birtman ayrisims vardar.

Kanat :
2Tea

_ ) e @ e (0,1)
@) {0 0,1

ile tammmlanan f : R — R fonksiyonun C°° oldugu kolayca goriiliir. M =
ffooo f(t) dt olmak iizere

1 €T
o) =57 [ S0 a
seklinde tanimlanan fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir. Son olarak

n(x) =g(z) g3 — z)

ile tanimlanan fonksiyon igin 0 < n(z) <1,z € R, n(zx) =0, z & (0,3), ve
n(x) =1, z € [1,2] olur.

B, ={x c¢R" | ||z||?> < r} ile yaricapr 7 >0 olan acik yuvar1 gosterelim.
O halde, p: R® = R, p(x) = n(||z||* + 1), ile tanimlanan C*°-fonksiyonu B
iizerinde sabit 1 degerini alirken, By yuvarimin diginda sifir degerini alacaktir.
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F 3
-
v

y=g()() <X <

Sekil 2.5: y=g(z) fonksiyonunun grafiji

Simdi {Ua}aea acik rtiisii ile uyumlu birimin ayrisimimi kuralim. Tlk 6nce
bu ortiiniin elemanlari koordinat komsuluklariyla kesistirerek her birinin bir
koordinat komgulugunda kaldigini kabul edebiliriz. Ayrica yukaridaki yardime:
teoremde verilen gekilde

M =U; K,

oldugunu kabul edebiliriz. p € M olsun. O halde, p € K,, — K,,—1 olacak
sekilde tek bir n € N sayis1 vardir (Ko = (0 alabiliriz). Simdi bu nokta
etrafinda p € V, C Int(K,41) — K1 olacak sekilde bir V}, agik komgulugu
secelim. Bu komgulugu gerekirse kiiciilterek bazi o € A icin p € V, C U,
oldugunu kabul edebiliriz. U, iizerinde tamiml olan koordinat fonksiyonunu
biraz degistirerek ve V,, acik kiimesini kiiciilterek ¢, : V,, — R" olacak sekilde
yeni bir koordinat fonksiyonu segelim. O, = ¢,/ 1(By) acik kiimesini gostersin.
Bu durumda, p, = po¢, : V,, = R bilegke fonksiyonu [0, 1] araliginda degerler
alacaktir. Ayrica bu fonksiyon O, {izerinde pozitif degerler alirken V, — O,
tizerinde de tamamen sifir olacaktir. O halde, bu fonksiyonu M — V,, disinda
sifir olarak tammlayarak tiim manifold {izerinde tanmimlh C*°-simifindan bir
fonksiyon elde ederiz.

flk 6nce K3 tikiz kiimesi igin K3 C Op, U--- U Op, olacak sekilde
sonlu sayida pi,---,pe2 noktasi secelim. Bu kiimelerin tanimindan dolay:
her birinin Int(K,) kiimesinin iginde kaldigini kabul edebiliriz. Daha sonra,
K4 —Int(K3) C Opy U---UO,, C Int(K5) — Ky olacak sekilde sonlu sayida
p3,- -+ ,pq4 noktast secelim. Tiimevarim yontemiyle her n > 5 dogal sayisi
icin, K, — Int(Kp—1) € Op,, s U---UOp,, , € Int(Ky41) — Kp—o olacak
sekilde sonlu sayida pop_5,- -+ ,pon—4 noktasinin var oldugunu gorebiliriz.

Vs s Vs Viss oo Vw3 Vs o5 Vi, -+ aGik kiimeleri ma-
nifoldun yerel sonlu bir acik Ortiisiinii verir. Bagka bir deyisle manifoldun her
noktasi etrafinda bu listeden sadece sonlu tanesi ile kesigen bir acik komguluk
bulabiliriz. Bu sayilabilir listeyi tekrar adlandirarak Vi,--- ,V,,--- ve lize-
rilerinde taniml fonksiyonlari da p, : V,, = R ile gosterelim. L : M — R
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L(p) =>_,, pn(p), p € M, ile verilen fonksiyon olsun (her p € M i¢in bu top-
lam sonlu bir toplamdir). Son olarak p, fonksiyonlarini pfn ile degistirerek

istenilen birimin ayrisimini elde ederiz. O

Uyari1 2.2.4. Yukaridaki kanitta M manifoldunun verilen her {Uy}ocn agik
ortusinin

Vpp'"»szv %37"" ‘/}34"""/20271,—57"" ‘/}1271—4»

gibi yerel sonlu bir agik inceltilmesi oldugunu gordik. Ashnda ayns kanst to-
polojik manifoldlar icin de gecerlidir. Dolayisiyla, her topolojik manifold para-
takazdar.

2.2.2 Sard Teoremi

Q C R™ acik bir kiime ve F : Q@ — R™ tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
C*®® bir fonksiyonun tiirevleri de siirekli oldugu i¢in kritik noktalar kiimesi her
zaman kapali bir kiimedir.

Her a € R" ve 6; >0, i=1,---,n, ve = (1, - -,0,) i¢in

R(a,d) = {(xl,--- ,.’L‘n) cR"” ‘ a; — 0; < x; < ai—i—(Si}
acgik kutusunu gostersin. R[a,d] ile de bu kiimenin kapanigi olan
{1, ,20) €R™ | a; — 6 < 2 < a; + 0}

kiimesini gosterelim.
C C R"™ bir alt kiime olsun. Eger her gercel € > 0 sayisi i¢in

ve

Z vol(Ry) < €
k=1

olacak gekilde (Rjy) simirli kutular dizisi varsa bu alt kiimeye él¢iimi sufirder
denir. Burada vol(Ry) ile kutunun hacmi gosterilmistir:

vol(Ry) = / dxy -+ -dx, = 2" Héi.
Ry, i=1

Teorem 2.2.5. QO C R" qac¢ik bir kiime ve F : Q — R™ tirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger C C Q bu fonksiyonun kritik noktalarinan kimesi ise
F(C) kritik dejerler kiimesinin ol¢imid sifirdar.
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Kanit : Q acgik kiimesi sayilabilir ¢oklukta acik yuvarin birlesimi olarak
yazilabilir. Her agik yuvar R™ye difeomorfik oldugundan ve sayilabilir ¢ok-
lukta 6l¢limii sifir kiimenin birlesiminin de 6l¢limii sifir olacagindan € = R"™
alabiliriz. Kanit1 ii¢ ayr1 durumda verecegiz.

Durum 1) n = m. Yukarida oldugu gibi her a € R" ve 6 >0 i¢in

R(a,d) ={(z1, -+ ,zn) ER" | a; —d < x; < a; + 6}
ve
R[a,&]:{(xl,---,xn)eR"|ai—5§xi§ai+5}

olsun.
Iddia: Bir € > 0 gercel sayisi verilsin. Her a € C' icin dyle bir 6, > 0
sayisi vardir ki, her R[b,r] C R|a,d,] igin

vol(F(RIb,r])) < € vol(R[b, 1))

olur.

Kanat: F(x) = (fi(x), -+, fu(z)) olsun. a € C' bir kritik nokta oldugun-
dan F' fonksiyonunun koordinatlarindan birinin bu noktadaki gradyan vektorii
diger koordinatlarin gradyan vektorlerinin bir dogrusal birlegimi olacaktir. Ge-
nellikten higbir gsey kaybetmeden bazi c¢1,---,c,—1 gergel sayilar icin

Vfn(a) = aVfi(a) + -+ a1V fn-i(a)
oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda F fonksiyonunun hacimleri koruyan
L(x1, s Tn-1,20) = (T1, ", Tp—1,Tn — C1T1 — *** — Cp—1Tn—1)

dogrusal fonksiyonu ile birlesimini alarak, Lo F', Vf,(a) =0 oldugunu kabul
edebiliriz. Oteleme fonksiyonlar: da hacimleri korudugu icin a =0 ve F(0) =
0 oldugunu kabul edebiliriz. Her = € R[0,1] ve her i = 1,---,n igin,
|V fi(x)]| < M olacak gekilde bir M > 0 gergel sayist secelim. Simdi de her
x € R[0,60] igin, ||[Vfu(z)|| <e€/(M™1/n™) olacak sekilde bir 1> 6y > 0
sayisi segelim.

Her z, b € R[0,0p] noktalari i¢in, ¢ — fi(tx + (1 —¢)b), t € [0,1],
fonksiyonuna Analizin Temel Teoremi’ni uygulayarak

1
fi(z) — fi(b) = /0 (x —b)-Vfi(szt+ (1 —s)b) ds
ve buradan da
1
|fi(z) — fi(b)] < /0 |z = bl[|IV fi(sz + (1 — )b)]| ds

elde ederiz. O halde, x € R[b,r] C R[0,dp] olmak iizere her i =1,--- ,n—1
icin,

fi(@) = i) < rMyn ve  |fal@) = fu(b)] < rev/n/(M™1/nm)
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olur. Bagka bir deyigle F(R[b,r]) goriintii kiimesi
F(B) + (=M, r MR X [—rey// (M"=/am), rey/m/ (M=)
carpim kutusunun icinde kalir. Bu kutunun hacmi ise tam olarak
€ 2"r" = € vol(R[0, 7])

sayisidir. Dolayisiyla iddianin kaniti tamamlanmig oldu.

Simdi tekrar teoremin kanitina dénelim. I™ = [0,1] x --- x [0,1] ile R"
igindeki birim kiipii gosterelim. R™ birim kiipiin sayilabilir coklukta 6telenmis
kopyasinin birlegimi olarak yazilabilecegi icin, f(I"NC') kiimesinin 6l¢iimiiniin
sifir oldugunu gostermek teoremi kanitlamak icin yeterli olacaktir. Kritik nok-
talar kiimesi kapali oldugundan I™ N C kiimesi tikizdir. Rastgele bir € > 0
sayist alalim. Yukaridaki iddianin kogullarini saglayan sonlu tane agik kiip ile
I"N C tikiz kiimesini 6rtelim. Bu sonlu acik ortiintin bir A > 0 Lebes-
gue sayisi alahim. Birim kiipii paralel hiperdiizlemler ile her bir kenar uzunlugu
A/(24/n)’den daha kii¢iik olan kiiplere ayiralim. Bu durumda bu kii¢iik kiipler-
den kritik kiime ile bog kiimeden farkli bir gekilde kesigen her biri yukarida
buldugumuz sonlu adet acik kiiplerden birinin iginde kalacaktir. O halde, elde
ettigimiz yeni kiiplerin hacimleri toplami birim kiipiin hacminden fazla olamaz
ve dolayisiyla vol(f(I"NC)) < e olur. Bagka bir deyigle, f(I"NC) kiimesinin
olctimil sifirdir.

Durum 2) n < m. Bu durumda F : R"™ — R™ fonksiyonunun tiim
goriintiisii kritik degerlerden olugacaktir. Diger bir deyigle, F(R™) C R™ alt
kiimesinin 6lgiisiiniin sifir oldugunu goéstermeliyiz.

G:R™ > R"™  G(x1,  ,TnyTntl, - Tm) = F(x1,-+ ,Tp)

ile verilen fonksiyonu diiglinelim. Bir énceki durumdan G fonksiyonunun kritik
degerler kiimesinin 6l¢iisii sifirdir. Diger taraftan, bu fonksiyonun tiirevi higbir
noktada orten degildir ve bundan dolayr G(R™) = F(R™) goriintii kiimesinin
Olclimii sifirdir.

Durum 3) n > m. Ik 6nce n = m durumunda kanitladigimiz iddianimn
bir benzerinin bu durumda da dogru oldugunu gosterecegiz. Yukarida oldugu
gibi F' fonksiyonunun hacimleri koruyan

L<$17 T 7xm—17$m) = (l‘l, oy, Im—1,Tm — C1T] — Cm—ll'm—l)

dogrusal fonksiyonu ile bilegkesini alarak, Lo F', V f,(a) =0 oldugunu kabul
edebiliriz. Oteleme fonksiyonlari da hacimleri korudugu igin a =0 ve F(0) =
0 oldugunu kabul edebiliriz.

Fonksiyonumuzun son koordinati olan f,, fonksiyonunu yeterince kii¢iil-
tebilmek i¢cin Ortalama Deger Teoremi yerine Taylor agilimi kullanacagiz. k >
n—m+ 1 olacak gekilde bir pozitif k tek sayisi segelim ve ¢(zq, -+ ,2p) =
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(zf, - 2k) ile tanimlanan ¢ : R™ — R™ fonksiyonunu diigiinelim. Bu fonk-
siyon B[0,1] kiipliniin tiirevlenebilir bir homeomorfizmasidir. Ayrica zincir
kuralindan F : B[0,1] — R™ fonksiyonun kritik degerlerinin kiimesi F o ¢
bilegke fonksiyonun kritik degerler kiimesinin bir alt kiimesidir. Dolayisiyla F
yerine Fo¢ ile ¢aligabiliriz. Bu sayede f,, fonksiyonunun z = 0 noktasinda
derecesi en fazla k olan tiim kismi tiirevleri sifir olacaktir.

Simdi yine her x € R[0,1] i¢in, |V fi(2)|| < M olacak sekilde bir M > 0

gergel sayist secelim. Her z, b € R[0,1] noktalari i¢in
t— fi(tz+(1—1¢)b), t €[0,1],

fonksiyonuna Analizin Temel Teoremi’ni uygulayarak

) = 500 = [0 Va0 - o) ds
ve buradan da
|fi(z) = fi(b)] < /01 [z = bll[IV fi(sz + (1 — 5)b)| ds
elde ederiz. O halde, her z,b € R[0,1] ve i=1,---m —1 igin,

|fi(z) = fi(b)] < M|z — bl

olur.

fm fonksiyonuna xzg = 0 noktasinda Taylor Teoremi’'ni uygulayarak her
r € B[0,1] igin |fn(x)| < C(z)||z||* olacak sekilde bir C(z) > 0 sayisi
bulabiliriz. Ashnda C(z) fonksiyonu, C(0) = 0 kosulunu saglayan siirekli
bir fonksiyon olarak secilebilir (bkz. Onerme 1.2.12). Diger taraftan C(0) =0
oldugundan &yle bir dg > 0 sayisi segebiliriz ki, her 0 < § < §y ve her
x € B[0,4] icin,

2n—m ¢

<
C($) — §k—ntm—1 prm—1 \/nk
olur. O halde, her = € B[0,4] i¢in,

2nfm+1 €

o* vk

k
2 |fufa)| €2 Ca)lal <~ E e
olur.
Son olarak bu sinirlamalari kullanarak R™ igindeki hacmi 2™0™ olan
B[0, 4] kiipiiniin goriintiisiiniin R™ i¢indeki hacmi i¢in
2nfm+1 5n7m+1

vol(F(B[0,4])) < 2m—tarm—1gm—1¢ Y =€ 2" om

elde edilir. Boylece iddianin kaniti tamamlanmig oldu. Kanitin geri kalani yine
n = m durumuna benzer gekilde yapilabilir: n = m durumunun kanitinin
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sonunda elde edilen, her bir kenar uzunlugu A/(24/n)’den daha kiigiik olan
kiiplerden kritik kiime ile bog kiimeden farkli bir sekilde kesisen kiipleri, bu
kiipleri iceren, merkezi kritik kiime {izerinde bulunan ve her bir kenar uzunlugu
A//n olan kiiplerle degistirelim. Bu son degisiklik kiiplerin hacimlerini 2"
katina gikartacaktir. Dolayisiyla, baglangicta bize verilen € sayisini €/2" ile
degigtirerek kanit1 tamamlarz. O

Simdi de Sard Teoremi'nin n =2 > 1 =m durumu i¢in farkh teknikler
kullanilan bir bagka kanitimi verecegiz: Verilen bir f: R? — R fonksiyonunun
kritik noktalarinin olugturdugu C' kiimesinden bir p € C' noktast alalim. Yu-
karida yaptiginuz gibi 6teleme kullanarak p = (0,0) ve f(0,0) =0 oldugunu
kabul edelim. Ayrica fonksiyonun bu noktadaki gradyan vektoriiniin tiirevinin
de 6rten olmadigini kabul edelim. Bagka bir deyisle,

0n 9100 = (50 52 @)

fonksiyonunun p = (0,0) noktasindaki

L) ) A(p) B(p)
o Ox3 0z 10z o p p
DV (f)(p) = 2 ) f( y < B(p) C(p) >

tiirev fonksiyonu bir izomorfizma olmasin. Bu tipteki kritik noktalarin kiime-
sini " ile gosterelim. Rank kogulu kapali bir kosul oldugundan C’ kii-
mesi kapahdir. Alanlar1 koruyan ortogonal bir koordinat degisiminden sonra
B(p) = C(p) = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica her ¢ € BJ0,1] i¢in,
|A(q)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi segelim. Rastgele bir ¢ > 0
sayist alalim. a/b < €/(3M) olacak sekilde pozitif a/b oram segelim. Her
q = (q1,q2) € B[0,0] icin |B(q)] < €/6 ve |C(q)| < € a/(3b) olacak se-
kilde 0 < 6 <1 sayist segelim. 6 > 0 sayist p noktasina bagh goériinse
de A, B, C fonksiyonlarn siirekli oldugundan, tikiz bir bélgede noktadan
bagiumsiz bir gekilde belirlenebilir.

Oranini yukaridaki gibi sabitledigimiz ve 0 < a,b < 6 olacak gekilde
secilen a ve b sayillarinin belirledigi R, = {(z1,22) | |z1] < a, |z2| < b}
dikdértgenini diigtinelim. Bu durumda her ¢ = (z1,22) € R, noktas: icin,
Taylor Teoremi'nden p ve ¢ noktalarini birlestiren dogru pargasi iizerinde
oyle bir ¢’ noktas: vardir ki

fla) = f(p) + V() - (x1,22) + A(d)aT + 2B(¢ )12z + C(d)a3

olur. Buradan

£ (q)] Mla:1|* +2|B(¢)||z122] + |C (') ]]23|
eab/3+€ab/3+¢€ab/3

= eab
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elde ederiz. O halde, f(R,) kapali araliginin boyu en fazla 2e ab = € vol(R,)/2
olur.

R, dikdortgeninin her kenarimi N eg parcaya bolerek kenar uzunluklar
orani halen a/b olan N? adet dikdortgen elde ederiz. Bu dikdértgenlerden
C’ kiimesi ile kesigen her biri i¢in yukaridaki hesabi yapabiliriz. Ashnda kritik
nokta bu dikdoértgenlerin merkezi yerine herhangi bir yerinde olabilecegi icin
bu kii¢iik dikdértgenlerden herhangi bir R dikdortgeninin f fonksiyonu
altindaki gortntiisiiniin uzunlugu en fazla 2e vol(R) olacaktir.

Simdi fonksiyonu tikiz [0,1] x [0,1] alt kiimesine kisitlayalim. Her p € C’
noktasi etrafina ¢izdigimiz bu R, dikdértgenlerinin i¢ bolgeleri C' tikiz
kiimesinin acik bir 6rtiisiinii verecektir ve dolayisiyla bu dikdértgenlerden son-
lu tanesi, Ry,---,R;, C’' tikiz kiimesini oértecektir. Diger taraftan C — C’
kiimesindeki kritik noktalar izole noktalardan olusmaktadir. O halde C — C’
kiimesinin bu dikdértgen boélgeler diginda kalan nokta sayisi sonlu olmalidir.
Bagka bir deyigle bu dikdoértgen bolgeler diginda kalan kritik noktalar: ihmal
edebiliriz.

Ry, -, Ry dikdoértgenlerinin gevrelerinin toplami sonlu bir say1 olacaktir.
Bu durumda dikdoértgenlerin ¢evrelerini olugturan dogru parcalarinin bir p > 0
komgulugunun, diyelim ki U olsun, f altindaki gériintiisiiniin dl¢iimiiniin e
sayisindan kii¢iik oldugunu kabul edebiliriz. O halde, Ry U---U R; — U kiime-
sinin her topolojik bileseni bu dikdortgenlerden birinin icinde kalacaktir. Her
topolojik bilegen i¢in bu bilegeni igeren bir dikddrtgen segelim ve daha sonra
bu dikdértgeni yeterince kiiciik eg parcalara bélelim, 6yle ki bu kiiciik eg dik-
dortgenlerin kosegen uzunlugu p sayisindan da kiigiik olsun. Bu sayede bu
kiiciik dikdortgenlerden biiyiik dikdortgenin kenarlariyla kesisenler U kiime-
sinin icinde kalacaktir. O halde, Ry U---UR; —U kiimesinin, i¢ bolgeleri ayrik
olan dikdortgen bolgelerin birlesiminin iginde kaldigini kabul edebiliriz.

Son olarak, f(U) kiimesinin 6l¢iimiiniin en fazla € olacagim kullanarak
kaniti m =n durumundaki gibi tamamlayabiliriz. O

2.2.3 Manifoldlarin Goémiilmesi

Bu boéliimde birimin ayrigimi ve Sard Teoremi yardimiyla n-boyutlu bir ma-
nifoldun R?"*! icine gomiilebilecegini gosterecegiz. Asagidaki teoremde bu
sonug tikizhik kogulu altinda kanitlanmaktadir. Aligtirma 7 ise genel durum
igin bir kanit saglamaktadir.

Teorem 2.2.6. M n-boyutlu tirevlenebilir t1kiz bir manifold ise diizgiin bir
fonksiyon ile R2™ icine bire bir daldirilabilir ve R* T icine gomiilebilir.

Kamit : Tlk 6nce bu manifoldun yeterince biiyiik bir N dogal sayist icin
RV icine gomiilebildigini gosterelim. Bunun icin her p € M noktas: etrafinda
bir ¢, : Up — R™ koordinat sistemi se¢elim &yle ki ¢, (Up) € B(0,1) olsun.
Ayrica p € V,, € U, kosulunu saglayan bir V), acik kiimesi {izerinde bir
degerini, U, kiimesi disinda sifir degerini ve U, —V, iizerinde de birden
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kii¢iik pozitif degerler alan tiirevlenebilir bir p, : M — [0,1] fonksiyonu
secelim. Bu durumda

®,: M — B(0,1) CR", pr p(p)d(p) ,

fonksiyonu V), agik kiimesi iizerinde goriintiisiine bir difeomorfizmadir. M
manifoldu tikiz oldugundan sonlu tane pi1,--- ,px € M noktasi igcin M =
Voo U---UV,, olacaktir. N = kn + k olmak iizere

F: M%RN y P> ((I)Pl(p)> 7®pk(p),pp1(p>,"‘ >ppk<p)) 3

ile tanimlanan F fonksiyonu bir daldirma fonksiyonudur. Bu fonksiyonun

bire bir oldugu ise kolayca goriiliir. M tikiz oldugu icin elde ettigimiz bire bir

daldirma fonksiyonu aym zamanda topolojik ve dolayisiyla tiirevlenebilir bir

gomme fonksiyonudur. O halde, artik M™ C RN oldugunu kabul edebiliriz.
N > 2n+1 oldugunu kabul edelim ve gu fonksiyonlar: diigiinelim:

¢1 ZMXMXR*)RN, (I‘l,l’g,)\)i—))\(l’lfl‘g)

ve
o : T.M — RN | (z,v) — v, (m,v)HTxMQTIRN%’]RN,

N dogal sayist dim(M x M xR) =2n+1 ve dim(T.M) = 2n sayilarindan
bityiik oldugu icin bu fonksiyonlarm gériintii kiimelerinin RY icindeki ¢l¢iim-
leri sifir olacaktir. O halde, bu iki fonksiyonun goriintii kiimelerinin diginda
bir v € RN wvardir. T, ile bu vektorii normal vektér kabul eden hiperdiiz-
lemi gosterelim. Fonksiyonlarin ve v vektoriiniin seciminden dolayr R 'nin
I, hiperdiizlemine dik izdiisiimii M manifoldundan T, = RV~ icine bire
bir daldirma verecektir. Ayrica manifold tikiz oldugu i¢in bu bire bir daldirma
aslinda bir gomiilmedir. Ayni gekilde devam ederek N — (2n + 1) adimda
manifoldu R?"*! icine gdmebiliriz. N = 2n + 1 oldugunda da v € RY vek-
toriinii 1 fonksiyonunun goriintiisii digindan secerek R?" icine bir daldirma
fonksiyonu elde ederiz. Boylece teoremin kaniti tamamlanmig oldu. O

Yukarida verilen kanitin ilk kismi tikiz olmayan manifoldlar icin genelde
caligmaz ciinkii boyle bir manifold sonlu tane koordinat sistemi ile értiillemeye-
bilir. Ayrica asagidaki 6rnekte oldugu gibi herhangi bir RV icine gémiilmiis
tikiz olmayan bir manifoldun hi¢bir hiperdiizleme dik izdiigiimi (bire bir daldir-
ma verse dahi) gomiilme olmayabilir.

Diger taraftan, Aligtirma 7 tikizlik kogulu olmadan manifodlarin gémiile-
bilecegini gostermektedir.

Ornek 2.2.7. Her N > 2 dogal sayse icin dizgin oyle bir f : R — RN
gomiilmesi vardir ki bu gémilmenin hichbir T hiperdizlemine dik izdistimi
Pof:R =T =RN"Y dizgin bir fonksiyon degildir. Bunun i¢in RY icin-
deki tim tam sayr koordinath noktalars po,p1,--- ,Pn, - olarak siralayalim
oyle ki her n € N dgin  ||ppt1ll > ||pnll olsun. Daha sonra poy noktasin
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p1 ve po noktalarina birer egri ile baglayalim. Bundan sonra p1 noktasim
p3 noktasina, ps noktasine ps noktasina baglayyp devam ederek tim tek say
endeksli noktalary bu sekilde birbirine baglayalim. Benzer sekilde pa noktasing
ps noktasina ve bu noktayr da pg noktasina baglayarak ¢ift sayr endeksli tim
noktalary birbirine baglayalim. Diger taraftan, p, mnoktasiny ppyo noktasina
baglayan ejriyi yarigaplary ||pn|| —1 ve |pny2l|+1 olan yuvarlarin arasinda
kalacak sekilde secelim. Uc uca eklenen bu egrileri tirevlenebilir bir egri olarak
secebiliriz. Dahasy bu egri gercel eksenin RN igine dizgin bir gomilmesi-
ni verir. Bu egrinin hicbir hiperdiizleme dik izdiistimiiniin dizgin olmadiginin
gosterilmesini okuyucuya birakiwyoruz (bkz. Alistirma 11). Diger taraftan yu-
karida verilen kanita gére bu edrinin hemen hemen her hiperdizleme dik iz-
diigtimi bire bir daldwrma fonksiyonudur. Dolayswla, yukarida verdigimiz kanat
tikiz olmayan manifoldlarda gecerli olmayacaktir. Tikiz olmayan manifoldlarin
gomiilmest islems farkl teknikler gerektirmektedir.

2.3 Tiirevlenebilir Formlar ve Stokes Teoremi

Bu béliimde manifoldlar iizerindeki en temel nesnelerden biri olan tiirevle-
nebilir formlar inceleyecegiz. Tiirevlenebilir formlarin tiirev ve integrallerini
tamimladiktan sonra Analizin Temel Teoremi'nin manifoldlar {izerindeki ge-
nellemesi olan Stokes Teoremi’ni verecegiz. Stokes Teoremi’nin geometrik ve
topolojik sonuclarini ise kitabin ilerleyen béliimlerinde ele alacagiz.

2.3.1 Tiirevlenebilir Formlar

U CR" iginde agik bir kiime olmak iizere U iizerinde X gibi bir vektor
alanimi T, U — U teget demetinin bir kesiti olarak tanmimlamigtik: Ay, -+, A,,
U tzerinde tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere

0 0

X(p) = Ai(p) 8761|p+ 4 An(p) %’p-

Verilen bir p € U noktasi igin V' =T,U teget uzaymm dualini V* = T7U
ile gosterelim. Eger x1,---,2, U acgik kiimesi iizerinde bir koordinat sistemi
ise 8%16’7’ teget vektoriiniin Kronecker dualini dzy, ile gosterelim. O halde,

her 1 <i,5 <n ign
d
ing, (1) =
i|p da:j p i

olur. Bu vektor uzayini estedet wzayr diye adlandiracagiz. Teget demetinde
oldugu gibi egteget uzaylarimin birlesimi esteget demetini verecektir. T*U =
U,,eUT; U ile gosterecegimiz esteget demetinin tiirevlenebilir bir

w(p) = a1(p) dzy), + -+ an(p) dzy),

kesitine U iizerinde bir tirevlenebilir 1-form diyecegiz.



Tiirevlenebilir Formlar ve Stokes Teoremi 91

Benzer sekilde degigsmeli k-tensorlerin olugturdugu AltF (T »U) vektor uzay-
larimin birlegimlerini degismeli k-tensor demeti olarak adlandiracagiz. Bu de-
metin tiirevlenebilir

w(p) = Z @iy iy, (D) dﬂfi1|p ARERRA dﬂfik‘p
1<i1 <<, <n

kesitine U iizerinde tirevienebilir bir k-form denir. Tim k-formlarin uzayi
ise QF(U) ile gosterilir. Degismeli sifir tensorler uzay1 ise U iizerindeki tiirev-
lenebilir fonksiyonlarin olusturdugu Q°(U) = C®(U) vektér uzay: olacaktir.
Noktasal olarak her Alt* (T,U) vektdr uzay1 sonlu boyutlu olsa da QF(U)
uzay1 sonsuz boyutlu olacaktir.

Bu noktadan itibaren gdsterimi basitlegtirmek icin a—|p ve drxy), yerine
T

9 3y
sadece —— ve dxy yazacaglz.
Tk

Ornek 2.3.1. R3 Jdizerinde tirevienebilir
w(x,y,2) =2*y de Ady + (2 — =) dy Adz + dzAdx

2-formunu ele alalim. Bu forma iki tane tirevlenebilir vektor alany yedirelim:

X(x,y,2) = 3(x+y)% —e’”;;—l—aaz ve Y(z,y,2) = sz;; —sinx% olmak

iizere R® dizerinde
w(X,Y)(x,y,2) = 623yz(x +y) + (2 — x)(e"sinz — 2x2) + 3(x + y) sinz,
tirevlenebilir fonksiyonunu elde ederiz.

Tiirevlenebilir formlarin dig carpimlart dogrusal cebir kisminda, (Unite 1.3)
vermis oldugumuz noktasal carpim ile tammlanr: Her w € Q¥(U) ve v €
QLU) igin wAv e QN U) (wAY)(p) = w(p) Av(p), p € U, ile tanimlanir.
Eger w ve v U iizerinde birer k£ ve [ form ise

wAv=(-DFvAw
oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 2.3.2. w(z,y,2) = (x+9y) dz + > dy — dz wve v(z,y,z) =
22 dr + dy — 5xyz dz olsun. Bu durumda

(WAV)(@,y,2) = (x+y—y*2?) de Ady +
(1 —5xy’z) dy Adz + (bayz(z +y) — 2%) dz Adx

olur. Ashmda R3 izerindeki her iki form iki tane bir formun dis carpumina
egittir (bkz. Alistirma 12).

Bir manifold iizerinde tiirevlenebilir formlar: tanimlamadan once formlarin
fonksiyonlar altinda nasil davrandigini gérelim.
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2.3.2 Geri Cekme

L : Wy — Wy vektor uzaylart arasinda dogrusal bir fonksiyon olmak iizere
bu fonksiyonun dualini L* : W5 — W{ gosterelim. O halde, her f € Wy
ve v € Wy icin L*(f)(v) = f(L(v)) olur. Bu durumda U C R™ wve
V CR™ acik kiimeler ve ¢ : U — V' tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere
bu fonksiyonun bir p € U noktasindaki tiirevinin, D¢, @ T,U — Ty, V,
dualini (De¢p)* : T35V = T;U ile gosterelim. §imdi V' iizerinde taniml bir

w € QF(V) k-formu alalim. Bu durumda

9" (w)(p)(v) = w(@(p))((Dep)(v)),

peU ve veT,U,ile R" iizerinde tanimlanan k-forma w formunun ¢ ile
geri ¢cekmesi denir ve ¢*(w) ile gosterilir. Ayrica, geri ¢cekme ve dig ¢arpim
noktasal iglemler olduklar: igin dogrusal cebir béliimiinde gérmiis oldugumuz
ozelliklerden dolayr ¢* (w A v) = ¢*(w) A ¢*(v) olur.

U C R" agk bir alt kiime olmak iizere f : U — R tlirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Her (z1,---,2,) € U icin y = f(x1, - ,x,) ise (y ile R
tizerindeki koordinat1 gosteriyoruz) v =3 v; (%i € T,U olmak tizere

(F(d)) = (D) = 3 55 v
olur. Bu 1-forma f’nin diferansiyeli denir ve df ile gosterilir.

Bunu kullanarak geri ¢ekme iglemini pratik bir hesaba doéniistiirebiliriz:
Simdi FF:U -V CR™, z— F(z) =y = (fi(x), -, fm(x)) tiirevlenebilir
bir fonksiyon ve w = Z ar(y) dy; € QF(V) bir k-form olsun. Bu

I=(i1<<ig)
durumda yukaridaki aciklamalardan dolay:

ar(y)dyr = ar(y)dyi, N~ Adys,

ise
Far(y)dyr) = (aro F)(x) F*(dyi,) A--- A F*(dyiy)
= (ayo F)(x) dfi, A - Ndfy,
elde ederiz. Dolayisiyla, F*(w) = Z ar(F(z)) df; olur.

I=(i1 <--<iy)
Uyar1 2.3.3. Son olarak, ejer U, V CR™ wve
w=a(y)dy; \--- Ndy, € Q"(V)
Ofi

ise dy; = df; = o dx; wve dolaysiyla
~ J
J

¢*(w) = a(F(z)) det <M) dzy A -+ Adxp

olur.
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Ornek 2.3.4. S' = {(2,9,0) € R® | 22 +4? = 1} diizlemdeki birim ¢ember

"m € QR — {(0,0)}) we

olmak tizere w =
F:R®— Sl - R? — {(070)}7 (Cl'},y,Z) = (xz +y2 - 17Z)

seklinde tansmlanan fonksiyon olsun. Bu durumda

(22 +y? —1) dz — 2 (27 dz + 2y dy)
2m (22 +y? —1)2 4 22]

F*(w) = € Q(R® — 81

elde ederiz.

Geri gekme igleminin tanmimindan kolayca goriilecegi gibi herhangi iki fonk-
siyonun bilegkesi i¢in (F o G)*(w) = G*(F*(w)) olur.
2.3.3 Manifoldlar Uzerinde Tiirevlenebilir Formlar

M atlast {4 : Uy — Vi } olan tiirevlenebilir bir manifold olsun. Bu durumda,
manifoldu
M=U, U, ~ Ua Va /‘T ~ (905 090;1)(1‘)

ve teget demetini de

.M = U, T.U,
=~ Ua Vo x R" /(JJ,U) ~ ((905 ° (P(;l)(w)vD(Soﬁ 0 (p(;l)m(v))

seklinde ifade edebiliriz. Benzer gekilde manifoldun gecig fonksiyonlarinin tii-
revlerinin duallerini kullanarak esteget demetini

T*M = U, T"U,
~ Uy Vo xR" /(z,(D(pg 095" )a)" (W) ~ ((p50 05" )(x),w)

ve geri cekme iglemini kullanarak manifold iizerindeki k-formlarin demetini,
denklik bagimtisini benzer gekilde

(@, (D(pg 095 ")2) (W) ~ ((pp 0 5 ') (), w)
alarak

AltF(M) = U, Alt*(U,)
~ Uy AltF(V,)/ ~
seklinde yagzabiliriz. Bu vektér demetinin tiirevlenebilir kesitlerine manifold

iizerindeki turevienebilir k-formlar denir ve bu formlarin olusturdugu vektor
uzayr QF(M) ile gosterilir.
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Ornek 2.3.5. ¢ : R2 - R*, ¢(t1,t2) = (costy,sinty,costa,sinte) ile tanim-
lanswn. Bu fonksiyonun gorintisinin torus oldugu kolayca gériliir:

H(R?) =T? = {(z1,y1, 20, y2) € R | 22 +yf =1 = 22 + 43}

dus — s ds
%, i=1,2, ifadeleri T? iizerinde tirevlenebilir 1-formlar
27 (5”1 + yz)

dt; dt; A dt
verir. Diger taraftan, ¢*(w;) = 2—1 ve dolaysiyla ¢" (w1 A ws) = A
T

W; =

42
olur. Asagrda tic boyutlu uzay iginde cizilen torus
[(2? + y? + 22) + 3)% = 16(2? + %)
denklemi ile verilir. F(x,y,z) = 24+ 92 -2, 2, * ,— y
Vit a? 4P

ve F~'(w1,y1,2,92) = (22(2+ 1), —y2(2+21),51) fonksiyonlar, R3 ve R
icinde yukardaki denklemlerle verilen iki ayri torus arasinda bir difeomorfiz-
madir. F*(w;) geri ¢cekme iglemlerini okuyucuya alistirma olarak birakiyoruz.

Sekil 2.6: [(2? 4+ y? + 22) + 3]* = 16(2? + y?)

Ornek 2.3.6. S? ¢ boyutly uzaydaki birim kiireyi gostersin. Bu kiire tizerinde
w 2-formu su sekilde tamymlansin: Ejer u,v € Tp52 1se

w(p)(u,v) = (uxv)ep.
Eger p=(z,y,2), u=(ui,ug,u3) ve v= (vi,ve,vs) olarak verilirse
w(p)(u,v) = (ugvs — uzve, uzvy — UIV3, UTVs — U1 ) ® (T, Y, 2)
olur. Bu durumda
w=xdyNdz+y dzNdx+ z deNdy

oldugunu kolayca goririz.
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2.3.4 Dag Tiirev

V CR™ agk bir kiime ve w = Z ar(z)dz; € QF(V) bir k-form olsun.
I

dw = Zdaf(x) Adzp e QYY)
I

seklinde tanimlanan k + 1-forma w’nin dis tirevi denir. Dig tiirev igleminin
sikca kullanilan baz 6zellikleri agagidaki dnermede verilmistir.

Onerme 2.3.7. V CR™ acik bir kiime ve k,l € N olsun.
1) Her wi, wo € QF(V) dgin d(wy + ws) = dwy + dws “dir.
2) Her we QFV) we v e QUV) igin

dwAv) =dwAv+ (=1)Fw Ady

egitligi saglanar.

3) dod=0.

Kanat : Sadece {igiincii ifadenin ispatimi verecegiz. Geri kalanim aligtirma
olarak okuyucuya birakiyoruz. Birinci ifadeden dolay1 formun

w=f(x) dey AN Ndxg

seklinde oldugunu kabul edebiliriz. O halde,

0
dwzzai dx; N dxi N -+ Ndzy,
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olur. Bu durumda dogrudan hesap yaparak

d*(w) = d(dw)
of
- 455

62
Zaxﬁx] d:cj/\dati/\ dri N -+ Ndxy,

i N\ dxl/\'--/\dxk)

= Z@xzaxj dr; Ndxz; | Ndxy A--- ANdxy

= d:Uj/\dacz ANdxy A -+ ANdzyg

82f d d d d
+ 287 wj Adzi | Adzy A - A day,
2
Zaafdxj/\dxl ANdxi A--- ANdxy,

02
— Zajf dr; Ndx; | Ndxy A - Adxy,

elde edilir ve bdylece kanit tamamlanir. O

Dig tiirevin tanimindan R™’nin acik bir U alt kiimesi iizerinde tanimh
bir F:U—=VCR" z— F(z)=y=(fi(x), -, fm(x)) tirevlenebilir bir
fonksiyon icin

= F* (Zdaj/\dw) = ZF*(dOL[) A F*(dyr)
I

1

31

elde ederiz. Diger taraftan da; = dyl oldugundan

=S ()5 (307) e

=1 \9Yi

_ f: (gyf o F> @)=y (a‘” ) Z Sjj dz;
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= Z 8(0;;;}7) dzj = d(aro F) = d(F*(ar))
=1 !

elde ederiz. O halde,

F*(dw) = Y d(F*(ar)) A F*(dyr)
1

= S d(F* (an) A dfy
i

= Zd(F*(aI)de) (Onerme 2.3.7)
1

= > d(F(ar dyr))

1

()

= d(F"(w))

olur. Bagka bir deyigle, formlar iizerindeki geri cekme ve dig tiirev iglemleri yer
degigtirebilir.

Dig tiirev, bu 6zelligi sayesinde manifoldlar iizerindeki formlar icin de ta-
nimlanabilir: w € Q¥(M) M manifoldu iizerinde verilen bir form olsun. Eger
¢:U — Vi ve ¢ :Us — Vo bu manifold iizerinde iki koordinat sistemi ise

¢*(d((¢71)'w)) = (po v~ o )*(d((¢7") w))

= (@ o) (¢ (d((¢7 ) w)))
= o) (d((¢0 ™) w))
= (™ o) (dw) = " (d((v ") w))

olur. Bagka bir deyigle manifold tizerindeki formlari herhangi bir koordinat
sistemi ile Oklit uzayina indirip, burada dis tiirevini aldiktan sonra tekrar ayni
koordinat sistemi ile manifolda geri ¢cekmek iyi tanimli bir iglemdir.

Uyar1 2.3.8. Bu Onerme 2.3.7 herhangi bir manifold tizerindeki formlar igin
de dogrudur (bkz. Alistirma 15).

M tiirevlenebilir n-boyutlu bir manifold ve w € QF(M) bu manifold
iizerinde bir k-form olsun. Eger dw = 0 ise w kapaly bir k-formdur denir.
Eger dv = w olacak sekilde bir v € Q¥=1(M) (k—1)-form varsa w formuna
bir tam formdur denir. Formlar iizerinde d? =0 oldugundan her tam form
kapalidir.
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2.3.5 Manifoldlarin Yonlendirilmesi

Vektor uzaylarimin yonlendirilmesi: V' sonlu boyutlu gergel bir vektor
uzay1 olsun. Bu uzaym S = {vi, - ,v,} ve By = {wi, - ,w,} gibi iki
sirali tabani igin, eger A = [I ]6 > taban degistirme matrisinin determinanti
pozitif bir say1 ise bu iki sirali tabana denktir denir ve (1 ~ [ ile goste-

rilir. Eger (3 bu uzaym bir ii¢iincii sirali tabani ise [I}g‘: = [I]gg [I]gf ve

dolayisiyla  det ([I ]gi) = det ([I ]gz) det ([I ]gi) oldugundan bu bagmti bir
denklik bagintisidir. Bu bagintinin her bir denklik sinifina vektér uzayinin bir

yonlendirilmest denir.

Yine det ([I]g‘l‘) = det ([I]gz) det <[I}g?> ve her bir = {v1,v2, -+ ,vn}
tabani i¢cin 8 ve (' = {—wvy,v9, -+ ,v,} tabanlari denk olmadiklarindan her
gercel vektor uzayinin tam olarak iki tane yonlendirilmesi vardir.

V = {0} bir noktadan olugan sifir boyutlu bir vektor uzay: iizerinde de
"4+ ve "—" olmak iizere iki yonlendirme tanmmlayacagiz. Yapay bir tanim
gibi goriinse de bu tanimin ¢ok hakli geometrik bir gerekgesi vardir: V' sonlu
boyutlu gercel vektér uzayr ve Wi, Wa bu uzayin V = W; + Wy olacak
sekilde alt uzaylar: olsun. Her ii¢ uzayin da yonlendirilmis oldugunu diigiinelim.
Wi N Wy ara kesit vektor uzaymin dogal bir yénlendirilmesi var midir?

Ik énce Wy N Wy ara kesit vektér uzayimun en az bir boyutlu oldugunu
ve Wy #V # Wy kabul edelim. Bu ara kesit uzayinin bir {vi,ve--- ,vi}
sirali tabanini alalim. Bu tabani Wy ve Wy yonlendirilmis vektdr uzaylarinin
tabanlarina genisletelim:

{Ul,"',ul,vl,"',ﬂk}
W1 uzaymin ve
{Ula"' y Uk, Ul41, " 7un—k}}

de Wy uzaymin yonlii tabanlari olsun (bu durumda V' n-boyutlu bir uzaydir).
Eger

{ulv ULV, Uk U410 0 aun—k‘}
tabani V' uzay: iizerindeki yonlendirmeyle uyumlu ise arakesit vektor uzayini
{v1,--+ , v} siral tabani ile yonlendirelim. Aksi halde yine
{—u1, - w, —v1, v}

W1 uzaymin ve
{_Ub Uk, U1, _un—k}
de Ws uzaymin ayni yonlendirmeyi veren tabanlari olacaktir. Fakat bu sefer
{_ula UL, UL, Uk, U1, —’U/n,k}

taban1 V' uzayi iizerindeki yonlendirmeyle uyumlu olacaktir. Bu durumda ara
kesit vektor uzaymi {—wvq,va, -+, vk} siral tabani ile yonlendirecegiz.
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Eger W7 veya Ws alt uzayr V’ye egit ise (diyelim ki Wy = V' olsun,
V’nin yonlendirmesiyle beraber) W7 N Wy = W; olacaktir. Dolayisiyla 6nceki
paragrafta yazdigimiz geyler yine gecerli olacaktir.

Son olarak W; # V # Wy ve dim(Wp) + dim(W2) = n  durumu-
nu inceleyelim. Bu durumda Wj; N Wy = {0} veya bagka bir deyigle V =
Wy & Wy dir. Yine {uy,---,w} Wi uzaymmn ve {ujq1, -+ ,u,} de Wo
uzayimin yonlii tabanlari olsun. Ara kesit uzayimin bir tabani olmadig i¢in,
{u, -+ ,up, w1, -+ ,up}t sirall tabant V' uzaymin yonlendirmesiyle uyumlu
degilse bu durumdan kurtulmak miimkiin olmayacaktir. Iste tam da bu du-
rumu ifade etmek amaciyla tek bir noktadan olusan vektdr uzayimin yoniini
tammlamak i¢in ”"+” ve "—" igaretlerini kullanacagiz: Eger

{ulv'” s UL, U1, ,Un}

sirali taban1 V' uzayimin yonlendirmesiyle uyumlu ise Wj alt uzayr Wy ile
pozitif, uyumlu degilse negatif olarak kesigiyor diyecegiz.

Son olarak, arakesit uzay1 iizerine bu gekilde koydugumuz yoénlendirme
(W1, Ws) sirali vektor alt uzaylarmin bir fonksiyonudur. Bagka bir deyisle,
bu iki alt uzayin sirasini degistirirsek ara kesit {izerindeki yon degigebilir. Do-
layisiyla, Wi @ Wy = V' durumunda W; N Wy = 4+ (art1) oldugu halde
WynN Wy = — (eksi) olabilir. Aslinda, eger dimV =n =1+ (n 1) =
dim W7 + dim Ws ise

WoNWy = (—1)“”71) Wi N Wy

cinkii {wj4q--+ ,up,ur, -+ ,u} swall tabanindan  {wq, -+, up, w0, un}
sirali tabanina ge¢mek icin tam olarak [(n—1[) tane ardigik ikilinin yer degistir-
mesi gerekir.

Ornek 2.3.9. Her karmasik vektor uzaymmn gercel uzay olarak ele alindiginda
dogal bir yénlendirilmesi vardir ve bu sayede karmagsik manifoldlar tirevlene-
bilir manifoldlar icinde ozel bir yere sahiptirler. Bunu séyle agiklayalim: V

sonlu boyutlu bir karmagik vektor uzays olsun. = {v1,--- ,v,} wuzayn siral
karmagik bir tabans ise Pr = {v1,iv1, -+ ,vp,ivn}  ayme uzayn swraly gergel
bir tabany olur. ' = {uy, -+ ,un} aym uzayin siraly baska bir karmagik tabany
olsun. A = [I]g karmagik taban degistirme matrisinin her a;; bilesent yerine
2 x 2-lik
S < Re(ay;) —Im(as) >
t Im(aij) Re(aij)

matrisi yazarak elde edeceqimiz 2n x 2n-lik matris Agr = [I]gi matrisine

esit olacaktir. Bu matrisin determinantian || det(A)|? oldugunu su sekilde
gorebiliriz: Yukarida verdigimiz 2 x 2-lik matrislerin olusturdugu halka, diyelim

ki R ile gosterilsin, karmagik sayilar halkasina izomorfiktir. Ayrica, bu halkanin

a O
<0 a>,a€R,
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tipindeks elemanlarinan olusturdugu alt halkasi ise gercel saylar halkasina izo-
morfiktir. A matrisinin determinantini hesaplamak igin satir ve stitun islemleri
yapalim. Matrisin tersi oldugu i¢in sonunda bu matrisi

1 0 --- 0
0 1 Ce 0
00 - det(A)

matrisine dontstirebiliriz. Bu matris islemlerinin karsiliklarine  2n x 2n-lik
Ar  matrisine uygularsak sag alt kosedeki 2 x 2-lik kisma

< Re(det(A)) —Im(det(A)) )
Im(det(A)) Re(det(A))

ve geri kalan kisms birim matris olan matrisi elde ederiz. Dolayisiyla, Ag
matrisinin determinanti || det(A)||> >0 olur.
Sonug olarak 'V karmagik vektér uzayinin herhangt bir sirali karmagik =

{vi,-+ ,vn} tabanina karsiik gelen Br = {v1,iv1, -+ ,vp,ivn} gercel siraly
tabaninin gercel vektor uzayina verdidi yonlendirme baslangicta segtigimiz B =
{v1, - ,vn} tabanindan bagimsizdir. Bu nedenle bu yonlendirmeye karmagik

yapwan verdigi kanontk yonlendirme diyecegiz. Karmagik bir vektor uzayinin
her karmagik alt uzayinan da kanonik bir yonlendirmesi olacaktwr. Bunun bir
sonucu olarak da 'V = W1 & Wy kosulunu saglayan her Wi, Wo karmasik
alt uzaylar pozitif olarak kesisecektir.

Manifoldlarin yénlendirilmesi:

Verilen bir manifoldun yénlendirilmesini, bu manifoldun her noktasindaki
teget uzaymnin, noktaya gore degigimi silirekli olan bir y&nlendirmesini segmek
olarak tanimlayabiliriz. Teget uzaylar: iizerindeki yonlendirmenin noktaya gore
siirekli olmasini ise gu sekilde ifade edecegiz: M tiirevlenebilir bir manifold
olsun. Eger bu manifold {izerinde her o, € A ve her p € po(Us NUg) igin
det(D(p ' o vp)p) > 0 olacak sekilde bir {pn : Uy — Vataea atlasi varsa
M manifolduna yonlendirilebilir manifold denir. M bu atlasi ile yonlendiri-
lebilir manifold olsun ve p € M bir nokta olsun. p € U, olacak gekilde bir
koordinat sistemi secelim. ¢, : Uy = Vo C R", @q(p) = (z1(p), -+, 2n(p)),

ise {7, -+, 5—} swah tabam 7, M igin bir yonlendirme verir. Koordinat

6901 ’ ’ a’ﬁn

degigim fonksiyonlarinin pozitif determinanth olmasindan dolay1 p € M nok-
tasim iceren her koordinat sistemi bu noktada aym yonlendirmeyi verecektir.
R™nin her acik kiimesi sadece tek bir koordinat sistemi ile ortiilebilecegi icin
yonlendirilebilir bir manifolddur.

Baglantili her manifold en fazla iki farkli yonlendirmeye sahiptir (bkz. Alig-
tirma 16).
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Ornek 2.3.10. Tim kiireler yonlendirilebilir manifoldlarder. Ashinda tirevle-
nebilir bir manifold hem kendileri hem de ara kesitleri baglantily iki koordinat
sistemi ile ortilebiliyorsa bu manifold yénlendirilebilirdir. Cinki ejer koordi-
nat degisim fonksiyonunun tirevinin determinant: negatif ise (ara kesit baglan-
il oldugu i¢in her noktada negatif olacaktir) koordinat sistemlerinden birinin
bir koordinat fonksiyonunu —1 ile carpmak koordinat degisim fonksiyonunun
tiirevinin determinanting pozitif yapacaktir.

Yonlendirilebilir manifoldlarin ¢arpimlarinin da yonlendirilebilir oldugu-
nun gosterilmesini okuyucuya alistirma olarak birakiyoruz (bkz. Alistirma 20).
Dolaypswyla, sonlu tane kirenin carpims da yonlendirilebilir bir manifolddur.

Ornek 2.3.11. Karmasik manifoldlarin dogal ydnlendirmeleri vardir ve do-
layrsiyla her karmagik manifold yonlendirilebilirdir (bkz. Ornek 2.3.9).

Diger taraftan gercel projektif uzaylar icinde sadece tek boyutlu olanlar
yonlendirilebilir manifoldlardir. Bunu kamtlayabilmek icin biraz hazirhk yap-
mamiz gerekiyor. Asagidaki sonu¢ yonlendirilebilen manifoldlarin bir karakte-
rizasyonunu vermektedir.

Teorem 2.3.12. Boyutu n olan tirevlenebilir bir M manifoldunun yoén-
lendirilebilir olmast icin gerek ve yeter kosul M dizerinde hicbir noktada sifir
olmayan bir w € Q"(M) formunun var olmasidr.

Kamat - Tk 6nce M manifoldunun yénlendirilebilir oldugunu kabul edelim
ve {pa: Uy — Vataea yonlendirmeyi veren bir atlas olsun. R™ {izerinde v =
dxiA---Adxy, formunu diisiinelim. Bu durumda her p € U,NUpg noktas: ve bu
noktadaki teget uzaymin her {vi,---,v,} swral tabaniicin ¢% (v ---,v,) ve
@5(V)(v1 -+ ,vn) ayniigaretli olacaktir. Bu durumda wa = @5 (v) diferansiyel
formlarimi bu atlas ile uyumlu bir birimin aynsimi, {p, : M — [0,1]}, ile
toplayarak elde edecegimiz w = Z Pa We formu manifoldun higbir noktasinda

[0
sifir olmayacaktir.

Simdi de manifold iizerinde higbir noktada sifir olmayan bir w n-formu
oldugunu kabul edelim. Manifoldun verilen her p € M noktasi etrafindaki
kii¢iik bir yuvarda tanimli 6yle bir

g o(q) = (x1(q), -, zn(q))

0 0

oxr,’ 0z,
rulan atlas M {gzerinde bir yonlendirme verecektir. O

koordinat sistemi secelim ki w ( ) > 0 olsun. Bu sekilde olustu-

Aslinda yukaridaki kamt yonlendirilebilir bir manifold {izerinde yénlendir-
me se¢mek ile bu manifold {izerinde sifir1 olmayan en yiiksek boyutlu bir form
segmenin ayni gey oldugunu gostermektedir. w sifirt olmayan bir form ise
her teget uzayinin bu form altinda pozitif say1 veren sirali tabanimi segerek
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manifold iizerinde yoénlendirme secebiliriz. Yénlendirilebilir ve baglantili her
manifold tzerinde tam olarak iki tane yonlendirme oldugu aciktir (bkz. Ahg-
tirma 16). Uzerinde bir yonlendirilme secilmis manifoldlara yénlendirilmis ma-
nifoldlar diyecegiz. M yoénlendirilmis bir manifold ise —M ile aynmi1 manifoldu
diger yonlendirmesiyle gosterecegiz.

M ve N yoénlendirilebilen n-boyutlu iki manifold olsun. Bu manifoldlar
arasindaki bir ¢ : M — N fonksiyonun yerel difeomorfizina olmasi igin gerek
ve yeter kogsul M iizerinde hicbir noktada sifir1 olmayan bir w € Q"(N) formu
icin ¢*(w) € Q"(M) formunun hig sifirn olmamasidir. (Bkz. Alstirma 19).

Iki yonlendirilmis manifold arasindaki bir ¢ : M — N yerel difeomor-
fizmasi M {izerindeki yonlendirmeyi N {izerindeki yonlendirmeye tagiyorsa
¢ : M — N yerel difeomorfizmasina yon koruyan denir. Eger manifoldlarin
tizerindeki yonlendirmeler vy, € Q" (M) ve vy € Q*(N) gibi iki tane 2-form
yardimi ile veriliyorsa ¢ yerel difeomorfizmasinin yén koruyan olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul ¢*(vy) = f(z)var olacak sekilde bir f: M — (0, 00)
fonksiyonunun var olmasidir.

Ornek 2.3.13. Mébius Seridi, M B, yonlendirilemez bir manifolddur. Bunu
gormek icin, M B iizerinde bir w 2-formu alalim. M B ’yi bir béliom manifoldu
olarak gorebiliriz:

Rx (0,1)/(z,y) ~(x +1,1—y), (x,y) € R x (0,1).

Bu durumda, ejer F :R x (0,1) = MB bolim fonksiyonu ise F*(w) bir
2-form olacaktir. Bu formu F*(w) = f(x,y) de ANdy seklinde yazalim. Diger
taraftan F*(w) 2-formu (z,y) — (z+ 1,1 —y) dénisimi altinda degismez
olacagu i¢in  f(x,y) fonksiyonu f(x+ 1,1 —y) = —f(x,y) simetrisine de
sahip olmalidir. Dolayisiyla, bu fonksiyon bir (a,b) noktasinda pozitif (veya
negatif) deger alyorsa (a+1,1—5b) noktasinda da negatif (veya pozitif) dejer
alacaktir. f(R x (0,1)) baglantils olacagindan sifir noktasine iceren bir aralik
olmak zorundadir. Dolaypsiyla, w formunun en az bir sifiry vardir. O halde,
MB yénlendirilemez bir manifolddur. Hemen hemen ayni kanit MB x R"
carprm maonifoldunun da yonlendirilemez oldudunu gdsterir.

Ashinda biraz daha fazlasing kanstlamas durumdaysz: Eder tirevienebilir n-
boyutlu bir M manifoldu M B x R"2’yi bir alt manifold olarak iceriyorsa
manifold tzerindeki her n-formunun bu alt manifold iizerinde en az bir sifi-
i olacaktur. Dolayiswyla, M yonlendirilemez bir manifolddur. Ornegin, gercel
projektif uzay Mobius seriding bir alt manifold olarak icerdigi icin yonlendiri-
lemez bir manifolddur.

Benzer bir sekilde, M yénlendirilemez bir manifold olmak tizere her M x N
carpim manifoldu da yonlendirilemez bir manifolddur (bkz. Alistirma 20).

Ornek 2.3.14 (Ortii Uzaylar). G grubu tirevienebilir ve yonlendirilmis M
manifoldu tzerinde difeomorfizmalarla serbest ve diizgin siireksiz bir sekilde
etki etsin, oyle ki bolim uzayr da manifold olsun (bolim uzayr Hausdorff ise
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tizerinde dogal bir tirevlenebilir yapr olacaktir). Ejer G grubunun i¢inde-
ki her difeomorfizma M dizerindeki yoni korursa boliim manifoldu tizerinde
dogdal bir yonlendirme vardir ve bolim fonksiyonu bu yénlendirmeyi korur. Eder
bazi g € G elemanlar: yoni korumazsa (ters ¢evirirse) bolim manifoldu yon-
lendirilemez bir manifold olur (bkz. Algtirma 21).

F :R" - R" F(xy, - ,zy) = (—x1, - ,—xy) ters kutupsal difeo-
morfizmasing digtinelim. w = dxy A -+ Adx,  formu olmak tzere F*(w) =
(=)™ w oldugu kolayca gorilir. Dolaysiyla bu fonksiyon sadece ¢ift boyutlu
Oklit uzaylarmda yoni korur.

Benzer sekilde, R™ — {0} dzerinde tanasmly kapaly (bkz. Alhstirma 22 ve
Unite 5, Alistirma 8)

n

. dei A ANdzi_1 ANdziyq - Ndzx
B i—1 1 i—1 i+1 n
Wgn—1 = E (—1) i ($%++x2)n/2
n

i=1

formunun S"' kiiresine kisitlamsinan hi¢ sifiry yoktur ve dolayswyla kii-
re tizerinde bir yonlendirme verir. Fakat bu sefer, F*(wgn-1) = (—1)" wgn-1
oldugu i¢cin ters kutupsal fonksiyon sadece tek boyutlu kiirelerde yoni korur.
Dolayswyla sadece tek boyutlu gercel projektif uzaylar yénlendirilebilir mani-
foldlardar.

Ornek 2.3.15 (Lens Uzaylan). U boyutlu kiireyi iki boyutlu karmasik birim
kiirenin siary olarak gorelim: S® = {(z1,22) € C* | ||(21,22)|| = 1}. p ve ¢
aralarinda asal pozitif tam saylar ve & = €™/ olsun. Bu durumda 7P =<
g > sonlu devirli grubu S® iizerinde serbest bir sekilde etki eder: g(z1,21) =
(€21,8%%2). Grup sonlu oldugu i¢in bolim uzayr tirevlenebilir bir manifolddur.
Grup etkisinin yoni korudugu kolayca gérilebilir. Dolayrsiyla, bélim manifoldu
da S® dzerindeki yonlendirme sayesinde yonli bir manifold olur. Ashnda,
9 (wgs) = wgs  olur ve dolayiswyla bu form bolim uzayr tzerinde de highir
noktada sifiry olmayan bir ig¢ form verir. Bu yonlendirilmis ti¢ boyutlu bélim
manifolduna Lens uzayr denir ve L(p,q) ile gosterilir.

F:8 = 8% (21,2) v (21,%) difeomorfizmas: yonii ters cevirir ve
ayrica (FogoF 1) (z1,20) = (£21,&P 9%) olur. Baska bir deyisle, ii¢c boyutlu
kire dzerindeki F  difeomorfizmass —L(p,q) e L(p,p—q) arasinda yoni
koruyan bir difeomorfizma verir.

Bu béliimii agagidaki sonugla bitirecegiz.

Teorem 2.3.16. M n-boyutlu yonlendirilebilir bir manifold, ¢ : M — N
tiirevlenebilir bir fonksiyon ve p € N bir diizgiin deger ise ¢~ '(p) yonlendi-
rilebilir alt manifolddur.

Kamit : L = ¢~1(p) bos kilme olmasin. Her ¢ € L igin D(¢), : T,M —
T,N tiirev fonksiyonun cekirdegi T,L teget uzayidir. Manifoldun teget de-
metini uygun N, C T;M bir alt uzay olmak iizere T,M = T,L & N,
seklinde yazalim (6rnegin, T,M  vektor uzay:i iizerine bir i¢ ¢arpim koyup
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Ny CT,M alt uzaym T,L alt uzaymin dik tiimleyeni olarak segebiliriz). Bu
durumda (D¢), : Ny — T,N bir izomorfizma olacaktir. T,N teget uzayi-
nin {ugy1,- - ,up} gibi bir yonlendirmesini segelim. O zaman, bu izomor-
fizma yardimiyla N, vektor uzay: tizerine {vg41 = (D@)g(ups1), - ,vn =
(D¢)q(un)} yonlendirmesini koyabiliriz. Son olarak T,L uzay1 iizerine bir
{v1,--- ,vx} yonlendirmesi koyalim 6yle ki, {v1,---, vk, Vg1, -+ ,vn} siral
tabam da Ty;M = T,L ® N, tizerindeki yonlendirme olsun. Bu islem noktasal
olsa da aslinda bir koordinat komsulugunda siirekli bir sekilde de yapilabilir:
Uygun koordinat degisimleri altinda

¢:Rn_>Rnika (.’L'l,"' 7xn>'_>($k+17"' 7xn)
: . . 0 0
seklinde goriilecektir. Bu durumda w; = —|, ve v; = ——|,; alarak kanit1

bitirebiliriz. O

2.3.6 Stokes Teoremi

Stokes Teoremi en kaba anlamiyla, bir manifoldun i¢inde olanlari anlamak i¢in
bu manifoldun sinirinda olanlar: anlamanin yeterli oldugunu ifade etmektedir.
Bu teoremin en ¢ok bilinen hali Analizin Temel Teoremi’dir: f : [a,b] — R
tiirevi siirekli bir fonksiyon ise

b
/ N@dx:ﬂw—ﬂ®

olur. Bagka bir deyigle, dw = f'(z) dx 1-formunun yine l-boyutlu I =
[a,b] yonlendirilmis manifoldu tizerindeki integrali, w = f(z) O-formunun bu
manifoldun simirim olugturan 0-boyutlu 97 = {b",a~} manifoldu iizerindeki
integraline egittir:

b
Jao= [ 1@ i =10)- s =Y 1) = [ .
1 a xeol oI
Stokes Teoremi’nin 6zii ifadesinde gecen terimleri dogru tamimlamaktan iba-

rettir. Simdi bu igi dikkatli bir gekilde yapmaya caligacagiz.

Manifold iizerinde integral: U C R™ acik bir kiime ve w € Q™*(U) olsun.
Eger bu formun sifirdan farkli oldugu noktalar kiimesi,

supp(w) ={p € U | w(p) # 0} ,

tikiz ise bu forma tikiz destekli form denir. Bu formlarm Q"(U) iginde olug-
turdugu kiime bir alt uzaydir ve Q7 (U) ile gosterilir. U iizerindeki her n-form
w = f(p) dxiA---Adz, olarak yazilabildigi i¢in supp(w) = supp(f) olacaktir.
Bu durumda w formunun U acik kiimesi iizerindeki integrali

U U U
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Riemann integrali olarak tanimlanir. Formun sifirdan farkli oldugu kiime tikiz
bir kiimenin iginde kaldig: icin bu bir belirli integraldir ve sonug sonlu bir say1
olacaktir.
Integralin bu sgekilde tanimlanmasinin nedeni R”™ {izerinde standart yon-
0
lendirmenin {—,--- , ——} siral tabamn ile verilmesidir. Bagka bir deyisle,

ox:’ Oz
formlar degigkenlerin siralamasina duyarli olduklar: i¢in integralleri de ancak

yonlendirilmis manifoldlarda tanimlanabilir.
Uyari 2.3.17. Riemann integralinde degiskenlerin sirasins istedigimiz gibi degisti-

rebiliriz: {iy,--- ,in} ={1,--- ,n} olmak tizere

/ f(p) dxy - --dx,, = / f(p) dx;, -+ - dx;, .

U U

Diger taraftan, yukaridakt tanymda kullanilan w  formunun
w= f(p) dxy A --- Ndxy,

agilimandaki koordinatlariman sirast onemlidir. Ornegin, w € Q2(R?) durumun-
da

f(l’l,xg) dro Ndx1 = / (—f(:vl,xg)) dri N dxo
R2 R2

= —/2 f(l'l,x2> dl’ldwg
R

olur.

U, V CR" agik kiimeler, ¢ = (¢1,--+ ,¢n) : U = V yonii koruyan bir
difeomorfizma ve w = f(p) dxy A --- ANdzy, € Q*(V) olsun. Bu durumda
Uyar1 2.3.3’den dolay:

8(¢17 T 7¢n)

3($1, e 7:En)

fow=[.

esitligini elde ederiz. Bagka bir deyisle yénii koruyan bir difeomorfizma ile formu
geri gekmek (koordinat sistemini degigtirmek) integralin degerini degistirmez.

¢"(w) = f(o(p)) dzy A~ Ady

olacagindan

Tanim 2.3.18. M n-boyutlu yonlendirilmis bir manifold ve w € QU (M)
olsun. Ayrica {pq : Uy = Vo C R"}oen  bu yonlendirmeyi veren bir atlas ve
{pa : M — [0,1]} bu agik orti ile wyumlu bir birimin ayrigyme olsun. w nin
M  manifoldu tizerindeki integrali

[-x

a€N

/ (02 (palp) @)

olarak tanimlanar.
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Integralini aldigimiz formun sifirdan farkl oldugu kiimenin kapanisi tikiz
oldugu i¢in yukaridaki toplam aslinda sonlu bir toplamdir. Yine ayni neden-
den toplamin her terimi sonlu bir sayidir. Integralin iyi tanimli olabilmesi icin
bu tanmimin segilen atlas ve onunla uyumlu birimin ayrigimindan bagimsiz ol-
dugunun gosterilmesi gerekmektedir. Ayn1 yonlendirmeyi veren bagka bir atlas
verildiginde bu iki atlasin acik kiimelerini iceren atlasi goz 6niine alalim. Bu
iki atlasin agik ortiileriyle uyumlu olan birimin ayrigimlar: bu yeni atlasin agik
ortiisiiyle de uyumlu olacaktir. O halde, integralin iyi tanimh oldugunu goéster-
mek, {@q: Uy = Vo CR"}hepn atlasiyla uyumlu bir bagka {on : M — [0,1]}
birimin ayrigimi igin

)l RCONINIUED Sl U RPN

a€eN aEA

oldugunu kanitlamaya denk olacaktir:

3 /V Y a@w) = 3 / @) (X 05(0) palp) w)

acA acA BEA

= Z/V Y (@) (05(p) palp) w)

a€cA o BeA

= ¥ /V(gogl)*(eﬁ(p)pa(p)m

a,BEA
_ —1y* w
= Q;A /Vﬁ (v57)"(08(p) palp) w)
_ —Lyx w
_ %/vﬁ QEZA«% )*(05(p) palp) )
= 3 [ @ U o) es) @)
BeA Vs acA
. —1\* w
_ B%/Vﬁ(%)(gg(p) )

Bu glkarlmqaki ilk (benzer gekilde son) esitlik zﬁe r08(p) = 1 ifadesinin
sonucudur. Tkinci ve altinci egitlik geri ¢cekme igleminin toplamsal olmasindan
elde edilmigtir. Benzer gekilde iigiincii ve beginci egitlikler integralin toplam-
salliginin sonucudur. Dérdiincii esitlik ise integrali alinan formun yonii koruyan
(pq © go/gl) 1 9a(Ua NUB) = 9a(Us NUg) difeomorfizmasn ile geri ¢cekmesi ile
elde edilmistir (0g(p) pa(p) w formu sadece U, NUs acik kiimesi icinde
sifirdan farklh deger alabilir).

Sifir Boyutlu Manifold Uzerinde Integral: Sifir boyutlu bir manifold
ayrik noktalar kiimesidir (bkz. Uyar1 2.1.1). Boyle bir manifold {izerinde yon-
lendirme ise her noktaya "+” veya ”—" isareti koymak demektir: o : M —
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{+,—}. Eger o(p) =+ ise p™ (veya o(p) = — ise p~) yazacagiz. Bu
manifoldun sadece tikiz bir kiimesi lizerinde sifirdan farkl degerler alan bir
f:M — R O-formunun (fonksiyonunun) integrali ise

/Mf =Y o) F)

peEM

olarak tanmimlanir. Ayrik bir kiimenin tikiz alt kiimeleri sonlu oldugundan bu
toplam da sonlu bir toplamdir.

Ornek 2.3.19. [ki elemanls M = {a,b} kiimesi iizerine dort farkh yonlen-
dirme koyabiliriz: My = {a™,b7}, My = {a*,b"}, M3 = {a",b"} wve son
olarak My = {a™,b" }.

Sinirlh Manifoldlar: Boyutu n olan yar1 Oklit uzay
H" = {(z1,22, - ,zn) € R" | 21 <0}

olarak tamimlamir. Bu alt uzayin R™ ic¢indeki sinir ise
OH" = {(x1,x2, -+ ,x,) € R" | 21 =0}

ile gosterilir.

Topolojik manifold tanimina benzer bir sekilde, Hausdorff ve ikinci sayila-
bilir bir M wuzayi, her biri H"'nin acik bir alt kiimesine homeomorfik olan
acik alt kiimelerinin birlegsimi olarak yazilabiliyorsa M’ye n-boyutlu sinirl to-
polojik manifold denir. Bu homeomorfizmalar kiimesini yine {¢q : Uy — Vi }
ile gosterecegiz ve M topolojik sinirli manifoldunun bir topolojik atlas: diye
adlandiracagiz. Eger bu atlasin her ¢, : Uy — V, ve g : Ug — Vg koordinat
sistemi i¢in, gecis fonksiyonu

¥B o @;1 t0a(Ua N Uﬁ) — (P,B(Ua N Ug),

R™min agik kiimelerinin bir tiirevlenebilir fonksiyonuna genisletilebiliyorsa bu
atlasa tiirevlenebilir bir atlastir diyecegiz. M manifoldunun siniri

{p e M | bazr aicin p € Uy ve po(p) = (0,22, -+ ,2p)}
kiimesi olarak tammlanir ve OM ile gosterilir.

Onerme 2.3.20. Boyutu n olan sinrls bir manifoldun swnur iyi tansmbider
ve n — 1-boyutlu bir manifolddur.

Kanat : Once 6nermenin ilk kisminin dogru olmadigim kabul edelim. Diger
bir deyisle, bir koordinat komguluguna gére sinirda olan bir nokta bir bagka
koordinat komsgulugunda sinir noktasi olmasin. O halde elimizde sunlarin ol-
dugunu kabul edebiliriz: U,V C R"™ iki acik kiime olmak iizere bir f : UNH" —
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V NH" homeomorfizma olsun. Ayrica, F : U =V ve G:V — U gibi iki
tiirevlenebilir fonksiyon vardwr 6yle ki F|, .. = f ve G|, .. = f~1'dir. Son
olarak

olacak sekilde p = (0,z2,- -+ ,x,) € UNOH" bir noktas: vardir. O halde, y; <
0 olmalidir. Diger taraftan, UNH" iizerinde GoF =id oldugu i¢in DF(p)
tiirev fonksiyonu bir izomorfizmadir. Dolayisiyla, Ters Fonksiyon Teoremi bize
F fonksiyvonunun p noktasi etrafinda bir difeomorfizma oldugunu sdyler.
Fonksiyon siirekli oldugu icin p noktasinin bir acitk komsulugu F altinda
VNOH" kiimesinin i¢c bolgesine gonderilir. Baska bir deyisle, f~! fonksiyonu
ilk koordinat1 negatif olan baz1 noktalar: ilk koordinat1 pozitif olan noktalara
gonderir. Bu geligki 6nermenin ilk kisminin kanitini tamamlar.

Sinirin bir manifold oldugunu ise su sekilde gorebiliriz. Tirevlenebilir F' ve
G fonksiyonlarimn sinirdaki noktalar etrafinda birer difeomorfizima oldugunu
yukarida gordiik. Ayrica F(U NoH") = f(U NJH") C V NoH" oldugu-
nu da biliyoruz. O halde, F|, ... fonksiyonu manifoldun sinir1 igin ihtiyag
duydugumuz koordinat fonksiyonlarim verir. O

Bu 6nerme hem manifoldun sinirinin iyi tanimli oldugunu hem de bu kiimenin
(n — 1)-boyutlu bir manifold oldugunu gosterir. Bu manifolda M ’nin siniri
denir ve OM ile gbsterilir.

Ornek 2.3.21. R" icindeki birim yuvarm swrr S™ 1 kiiresidir.
Ornek 2.3.22. Bir manifoldun sinari, sinars olmayan bir manifolddur.

Siirh manifoldlarin sinirlarindaki noktalarin da teget uzaylar: vardir. Bu-
nu gu gekilde gorebiliriz. Aslinda teget uzayinin iyi tanmimli olmasi konusunda
problem olabilecek tek konu, simirdaki noktalarin koordinat sistemleri arasin-
daki gecig fonksiyonu OH" uzayinin bir acik kiimesinde tanimhyken, bu fonk-
siyonun tiim Oklit uzay1 icindeki bir acik kiimeye genislemesinin alinarak teget
uzayinin bu genigleme yardimiyla tanimlaniyor olmasidir. Fakat bir gegis fonk-
siyonunun birden fazla geniglemesi olsa da, bunlarin JH" icinde kalan her
noktadaki tiirevleri aym olacaktir. Agikca siylemek gerekirse, geniglemelerin
herhangi bir sinir noktasindaki tiirevi sinirin iizerindeki ve ilk koordinatin ne-
gatif oldugu noktalardaki degerleri tarafindan tamamen belirlenir. Bagka bir
deyisle, gecig fonksiyonun ilk koordinatinin pozitif oldugu noktalara nasil ge-
nigletildigi fonksiyonun sinir noktalarindaki tiirevini etkilemez.

Sinir1 olan manifoldlarin yonlendirilmesi de sinir1 olmayan manifoldlardaki
gibi yapilir. Yonlendirilmig sinirh bir manifoldun sinir1 dogal bir yonlendirmeye
sahiptir. Orneg‘in, X = [a,b] kapali araligr bir boyutlu ve sinirli bir manifold-
dur. Analizin Temel Teoremi’nin bize 6nerdigi {izere bu manifoldun tizerindeki
yonlendirme her noktada 0/dx vektorii ile verilirse bu manifoldun sinirindaki
yonlendirme {a~, bT} ile verilir. Genelde ise, yonlendirilmig bir manifoldun
simirindaki yonlendirme su sekilde tamimlamr: Ik énce bir p € M ve bu



Tiirevlenebilir Formlar ve Stokes Teoremi 109

nokta etrafinda bir ¢ : U — V C H" koordinat sistemi alalim. ﬁ(p) ile T, M
teget uzaymndaki dis normal vektorii gosterelim: Bagka bir deyisle, ¢ = ¢(p)

olmak tizere
N(p) = (DyY)(q) (5;)

olsun. = {vy, -+ ,vp—1} TpOM vektor uzaymin bir sirali tabani olmak tizere
eger B ={N(p),vi, - ,vn—1} TpM vektér uzaymn yoénlendirmesi ise sinir
manifoldunun p noktasindaki yonlendirmesi 5 = {vy, - ,v,—1} swral tabam

ile tamimlanacaktar.

Sekil 2.7: Manifoldun iki uveundaki yonlendirmelerin ters yonli olduguna dikkat edi-
niz!

Stokes Teoremi: Artik teoremi ifade etmek ve kanmitlamak icin yeterli alt
yapiy1 olusturmus durumdayiz.

Teorem 2.3.23 (Stokes Teoremi). M tirevlenebilir , n-boyutlu yonlendirilmis
bir manifold ve w € QP"Y(M) tikiz destekli bir (n — 1)-form ise

Ju= Lo

Kanat : M iizerindeki yonlendirmeyi veren {¢q : Uy — Vo C R"}oen
atlasi ve bununla uyumlu bir {p, : M — [0,1]} birimin ayrigim secelim. w
formunun M manifoldu iizerindeki integrali

/w—Z/soa (Pa(p) w)

olarak tanmimlanmigtl. Simdi w, = po w ile ifade edilen formu tanimlayalim.
O halde, w = Y cAawa Ve dw = > ) dw, olur. Integral islemi toplamsal
oldugundan, sadece keyfi bir « € A igin

/ dwy = / Wa
M oM

egitlige saglanar.
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oldugunu gostermek teoremi kanitlamaya yeterli olacaktir. Ayrica, formlar bir
koordinat sistemi icinde yagadiklar: icin sadece su 6zel durumu incelemek ye-
terlidir: ¢ : U — V  bir koordinat sistemi, w U acik kiimesi icinde kalan
tikiz bir kiime diginda sifir degeri alan bir (n —1)-form olsun. Ayrica, V' agik

kiimesini R™ veya H™ olarak secebiliriz. O halde,

n

(¢ Vw=Y ardei A~ Adzi A A day

i=1

ve dolayisiyla

(™))" (dw) = d((¢™1)'w) = ' (—)t S dmy A Ada A A day,

elde ederiz.

Durum 1) ¢(U) =V =R" olsun.

/dw:/dw
M U

= Z (—l)i_l/ ( gZ’Z d.iL'z) dxlci/a;dwn
n—1 —00 )

_ Zn:(_l)il/ 1 <x}i_r>llooai(x)—xil_i>rr_1wai(x)

>da:1---c?9;i-~dxn

Yukaridaki limitlerin sifir gtkmasinin nedeni w ve dolayisiyla a(x) fonk-
siyonun tikiz bir kiime diginda sifir olmasidir. Diger taraftan, V' kiimesi OH"

ile kesismedigi icin U NOM = () olacaktir ve bu nedenle

/ w=20
oM

integrali de sifirdir.
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Durum 2) ¢(U) =V =H" olsun.

/dw:/dw
M U

n

- / Z(—l)ifl Oa dry A---ANdx; A--- A dxy
" =1

8.131'
n

= (—1)1_1/ gai dxi---dx; - dxp
n mi
i=1

0
= (_1)11/ 1 ( gzd“) dxs - - dxy,
R~ —00

= / <a1(0,x27... ,-’En) —  lim al(x)) dxy - - dz,
Rn—1

Tr1—>—00

= / a1(0,z2,- -+ ,xy) dro---dxy
Rn—l

= / ar(z) dea A -+ ANdxy,
OH™

n
= / Zaidﬂsl/\-'-/\dazi/\~~/\dasn
OH"™ i1

oM

elde edilir ve dolayisiyla kanit tamamlanir. Sondan ikinci egitlikteki toplamin
ilk terimi disindaki formlarin tamamen sifir oldugunu gézlemleyiniz. O

Stokes Teoremi’nin Baz1 Ozel Halleri ve Uygulamalari: Bu béliimiin
girisinde Analizin Temel Teoremi'ni Stokes Teoremi'nin bir 6zel hali olarak
vermigtik.

Green Teoremi: R diizlemde sinirhh bir bolge ve bu bélgenin s C =
OR olsun. R bolgesini diizlemin g = {0/0z,0/dy} swrali tabaninin verdigi
yonlendirme ile diigiinlirsek, bu bdélgenin simir {izerinde verdigi yoénlendirme
saat yoniiniin tersi olan yonlendirme olacaktir. R bdlgesi tizerinde tanimh
bir w = f(z,y) dx + g(z,y) dy formunu diisiinelim. Bu durumda dw =
(92(z,y) — fy(z,y)) dz A dy olacagindan Stokes Teoremi Green Teoremi’ne
doniigecektir:

/Cf(axy) dr+g(z,y) dy = /Cw

:/dw
R

- /R (0(@,9) — fy () da A dy
- / (02(2,9) — fy(,y)) dady
R
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Sekil 2.8: R bélgesi ve sinari diizlemin standart yonlendirmesine sahiptir.

Klasik Stokes Teoremi: S ii¢ boyutlu uzayda sinirh bir yiizey ve bu yiizeyin
simirt C' = 95 olsun. S yiizeyi iizerinde secilen bir 7 normal vektorii
ile y6nlendirilsin ve bu yonlendirmeyi kullanarak sinirini da yonlendirelim. S
bolgesi yilizeyinde taniml bir

1-formunu diigiinelim. Bu durumda
dw = (g2 — fy) de ANdy + (hy — g.) dy Ndz + (f. — hy) dz Adx

olacagindan Stokes Teoremi klasik Stokes Teoremi’ne ddniigecektir:

/fdx—i—gdy—i—hdz —/ w
C C=0S

:/dw
s

= (92 — fy) dz AN dy

S
+ (hy—g.) dyNdz+ (f. — hy) dz Ndz .

Sacilim Teoremi: D ii¢ boyutlu Oklit uzayinda smiri, S = 9D, tiirevle-
nebilir bir yiizey olan bir bdlge olsun. D bdlgesi ii¢ boyutlu uzayin standart
{0/02,0/0y,0/0z} sirali tabani ile ve sinir yiizeyi de bununla uyumlu sekilde
yonlendirilsin.

w=f(z,y,z) dy Ndz + g(z,y,2) dz Ndx + h(z,y,2) de A dy

2-formunu diigiinelim. Bu durumda

dw = (fo + 9y +h.) de Ndy Ndz
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olacagindan Stokes Teoremi Sacilim Teoremi’ne doniigecektir:

/fdyAdz+gdzAdx+hda:Ady = / w
S S=0D
= /dw
D
:/(fx+gy+hz)dx/\dy/\dz
D

= / (fe + gy + hz) dedydz .
D

2.3.7 Disk ve Kiirenin Hacimleri

Kiire ve diskin hacim formiilleri iyi bilinse de pek fazla kaynakta bulunma-
maktadir. Bu nedenle bu béliimde bu hacimleri hesaplayacagiz. D™ (r) ile R"
igindeki r > 0 yaricaplh yuvar: gosterelim. Bu durumda D™(r) yuvarinin
hacmi

Dn(r) Dn(r)

olacaktir. Simdi bu integrali hesaplayalim: Ilk 6nce her n > 0 dogal sayisi icin
Hac(D"(r)) = A, "

olacak gekilde bir A, gercel sayisinin oldugunu gosterelim. A; = 2 (hatta,

Ay =7 ve Az = 4m/3) oldugunu biliyoruz. Tiimevarim metodu ile kaniti

yapmak icin A,_1 sayisinin var oldugunu kabul edelim ve bir sonrakinin
varligim gosterelim: Agagidaki gekilden dolay:

Dn(r) Dn-l((r2_82)1/2)

ds

Sekil 2.9: A(n) ile A(n — 1) arasindaki iligki
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Hac(D"(r)) = 2/ Hac(D" (/72 — s2)) ds
0
= 2An_1/ (V12— s2)" 1 ds
0
olur. s =rsiné degigsken degigimini yaparsak
w/2
Hac(D"(r)) = 2r" An_l/ (cos9)™ db
0
egitligini elde ederiz. O halde,
w/2
A, = 2An_1/ (cosO)™ db
0
/2

olarak tanimlarsak kaniti bitirmis oluruz. Simdi de B, = (cosO)"™ db

0
sayisini hesaplayalim. Kolayca, By = 1 ve By = 7/4 oldugunu goriiriiz.
Diger taraftan, n > 2 icin v = (cos#)" ! ve du = cosf df alarak kismi
integral hesabi yaparsak

w/2 /2
/ (cos®)™ df = (n — 1)/ (cos0)"2(sin#)? db
0 0

elde ederiz. Son olarak (sinf)? =1 — (cosf)? yazarak

~1
Bp="

Bn—Q

bagintisini buluruz. Bu bagintiy1 kullanarak kolayca

(2"n!)?
B n = B n —
28 = o 1 1) ve 2

2n)! 7w
(27n!)2 2

oldugunu goriiriiz. Hacimleri bulmak i¢in A, /A,—1 = 2B, bagmtisim kul-
lanirsak
2n+1,n.n "

A = Ao = —
T8 20+ 1) ve 2=

elde ederiz.

S"=1(r) ile R"™ icindeki yarigapt r > 0 olan kiireyi gdsterirsek bu
kiirenin hacmi Hac(D"(r)) fonksiyonunun r’ye gore tiirevi olacaktir. Ornegin,
Hac(D*(r)) = n°r1/2 ve Hac(S3(r)) = 2n%r® olur. Yine n-boyutlu birim
diskin hacmi A, 1™ = A, olurken (n — 1)-boyutlu birim kiirenin hacmi ise
nA, olacaktir.
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Ornek 2.3.14’te ele aldigimiz, S"~! kiiresi iizerindeki

n

- dxi N---Ndx;_1 Ndxiaq--- Ndo
- i—1,.. 1 i—1 i+1 n
Wgen—1 _Z(_l) Z; ($%++x%)n/2

i=1

formuna tekrar donelim. Bu form herhangi bir A € SO(n) matrisi altinda
degigsmezdir (bkz. Aligtirma 22):

A*(WSn—l) — WSn—l .
Ayrica bu form Ty .. 0)S" ' teget uzaymm {9/0xa,---,0/0w,} swrah

tabaninda +1 degerini alir. Bu noktay1 ve bu sirali taban1 SO(n) grubunun
elemanlariyla kiirenin herhangi bir noktasina tagiyabilecegimiz icin,

/ wgn-1 = Hac(S" 1) =nA,
Sn—1

olacaktir. Dolayisiyla,

. Wan—1
Wo,R? = 5
nAy,

e Q" YR™ - {0})

formunun birim kiire iizerindeki integrali (yonlendirmeye bagl olarak) =+1
degerini alacaktir. Aslinda Stokes Teoremi'nden dolayr R™ — {0} icinde kalan
her tikiz (y6nlendirilmig) M™~! manifoldu i¢in

/ Wwo,Rn
M

integrali sifir veya +1 degerini alir. Daha agikca séylemek gerekirse, integral,
eger orijin manifoldun sinirladig tikiz bolgenin icindeyse +1, digindaysa sifir
olur. Bu nedenle wyg» formuna {0} C R™ alt manifoldunun gecisme formu
denir. (Bkz. sayfa 214 ve Unite 5, Alistirma 8.)

2.3.8 Karmagik Manifoldlar Uzerinde Ozel Formlar

Karmagik Dogrusal Uzay: 2z, = zp + iy ve Zp = xp — iy, koordinatlar
ile beraber ele aldigimiz C" = R?" karmasik vektdr uzayi iizerinde

. n n
4 _
w= 3 kg_l dzp N dz, = kg_l dxi A dyy

tirevlenebilir formunu diigiinelim. Kolayca, her 0 <[ <mn i¢in

A
; ~ _
wh = <2) ! E dzg, NdzZg, A -+ ANdzg, N dz,

1<ki1<--<k;<n
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oldugu goriiliir. Bu karmagik vektor uzay: icinde | < n boyutlu bir V alt
uzayl alalm. (wy,--- ,w;) V' alt uzay: tizerinde dogrusal bir koordinat sistemi
olsun. L:V - C"

(217"'7Zj7"'7zn) — L(wl,’wl)
= (anwi+--+apwg, -, apwi + o+ apw)

icerme fonksiyonunun bu koordinatlardaki ifadesi olsun. Ay, ... , ile A = (a;5)
matrisinin Ky, --- , k;’'inci satirlarimn olugturdugu alt matrisi gosterelim. Bu
durumda

L*(dz]) = aljdwl + -+ aljdwl
ve

L*(dfj) = Ezljdu_q + -+ C_lljd’u_}l
oldugundan

L*(dzkl VAN d5k1 VAN dzkl VAN dékl) = det(Akl,.i. 7kl) det(Akh... Jﬂ)

dwi Adwi N - -+ A dwp N dwy
= | det(Ag,,.. i)l
dwi Adwi A -+ - A dwp A dy

elde edilir. Ayrica A matrisinin ranki [ oldugundan bu alt matrislerden en
az biri igin || det(Ay, ... k,)||> > 0 olmaldir. Sonug olarak, bir pozitif Cy > 0
sayisl icin

.\ !
L*(wh) = Cy (;) I dwy A dioy A -+ A dwy A diby

elde ederiz. V' karmagik vektér uzayinin koordinatlarini
w1 :U1+iU1,-~~ , Wy :Ul-f—ivl

seklinde yazarak 2I-boyutlu gercel vektor uzay: olarak gorebiliriz. Diger taraf-
tan, Ornek 2.3.9’dan dolay1

9 ... 9

8u1 ’ ’ 8ul

V' karmagik vektor uzayimin teget uzayinin bir tabani oldugundan

0 0 0.0
(9U17 8’11,17 ’8ul’ 8ul

kiimesi ayn1 uzayin karmagik yapi ile yonlendirilmig gercel bir tabani olur. Ay-
rica karmagik tiirevlenebilir fonksiyonlar Cauchy-Riemann denklemlerini sagla-
diklart i¢in bu sirali taban

9 9 9 9
8U1’ 81)17 ’8ul’ avl
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ile aymdir (ayrica bkz. Onerme 6.3.1). Sonug olarak

o 0 o 0 i\
* l - e = - !
L (w) <(9u1’8v17 ’8u1’5w) Ov (2> :

dwi ANdwy A -+ A dwp A day

9 9 99
8u1’8v1’ ’8ul’8vl

= Cy U duy ANdvoy A -+ ANdug A duy;

92 9 99
8u1’ 81)17 ’811,17 81)1
= Cyll>0

oldugunu goriiriiz. Sadece dogrusal cebir kullanarak elde ettigimiz bu bilgi-
nin karmagik manifoldlarin geometri ve topolojisine dair ¢ok Snemli sonuclar
olacaktir. Bunun basit bir 6rnegi agagidaki érnekte sunulmaktadir.

Ornek 2.3.24. Elde ettigimiz pozitiflik sonucu ve Stokes Teoremi sayesinde
C™ igindeki her tikiz ve karmagik alt manifoldun sifir boyutlu oldugunu gdste-
recediz: M C C"  karmasik tikiz ve pozitif boyutlu, diyelim ki karmasik boyutu
0 <1< n olan, bir alt manifold olsun. Bu alt manifoldu karmasik yapisindan
gelen yonlendirme ile disinelim. Bu durumda w' formu alt manifoldun her
noktasindaki karmagik yonli tabaninda pozitif deger alacaktvr. Dolayisiyla,

/wl>()
M

olur. Fakat diger taraftan w = > }_,dxy ANdy, = d(>_p_, xx dyi) olarak
yazlabildigi i¢in, v = Y ;. xp dyr olmak izere, W= d(v AWl formu
tamdar (burada 1> 0 kullanalmagtr). Simdi Stokes Teoremi’ni kullanirsak

0</ wl:/ d(Z//\wl_l):/ vAWTt =0
M M OM=0

celiskisine ulagirz. O halde, alt manifoldun boyutu 21 =0 olmalidir. Dolay:-
swla, Ornek 2.1.14 icinde inceledijimiz tikiz ve karmasik S' x S® manifoldu
karmagik bir alt manifold olarak dogrusal karmasik uzaya gomilemeyecektir.

Karmagik Projektif Uzay: Yukarida C" karmagik vektor uzay: lizerin-
de olugturdugumuz w formunu dogrudan karmasgik projektif uzaya tagimak
miimkiin degildir. Karmagik projektif uzay iizerinde dogal bir form yakalamak
icin ilk 6nce iki boyutlu kiire {izerindeki hacim formuna bakahm. Ornek 2.3.14
icinde olugturdugumuz S2? = CP! kiiresinin

w=xdyANd{+y d{ANdz+ ( dx Ndy

hacim formunu

P71:R? — 5% - {(0,0,-1)},
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( )'_>( 0 2r 2s 1—7r2— g2
s x,Y, = 5 y
’ Y L+72 462 14724527 1412 + 52

stereografik izdiigiim fonksiyonun tersiyle diizleme geri ¢ekelim:

2(1 — 72 + s%) dr — 4rs ds 2(1 — 82 +7?%) ds — 4rs dr

d - d =
v (14 72+ s2)2 » Y (1472 + s2)2

ve

d<__47“ dr +4s ds
(1424 s2)2

elde ederiz. Buradan kolayca,

dr N ds dz Ndz
P H*(w) =4 =92
E) @) = Ay = Y e

oldugunu goriiriiz (z = r + is yazarak). Bu form S? = CP! iizerindeki diger
koordinat sisteminde de ayni ifadeyle verilecektir: z = 1/w koordinat degigimi

dw N dw
altinda formumuz 2i—— Y glacaktur. Dolayisiyla karmagik projektif

(1+ Jlw[|?)?
dogru iizerinde bir 2-form elde etmis olduk. Bu formun 1/4 katina Fubini-Study
formu denir ve wpg ile gosterilir. Dolayisiyla, Fubini-Study formu yarigap:
1/2 olan kiire iizerindeki alan formudur ve
WES _
s2 T

Karmagik fonksiyonlar icin holomorfik ve antiholomorfik dig tiirev doniisiim-

leri agagidaki gekilde tanimlanir:

of = of
Bu tanim dogal bir gekilde karmasik formlara genigletilir. Dogrudan hesap
yaparak kolayca

i dzNdZ b a A
wPs = 37 09 log(1 + |=]*)

(3
L+ 222 2

oldugunu goriiriiz. Fubini-Study formunu homojen koordinatlarda da yazabi-
liriz. z = 21/%p alarak

wps = 5 00log(1+ [12]%) = 5 00 log(1+ [} /20])

09 [log [|(z0, z1)|* — log |z0|”]-

N | =

_ dz
Son olarak 9d(log||20||*) = 0 (@) =0 oldugundan
20

1 _
wWrs = 5 8810g H(Z(),Zl)Hz
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olarak yazabiliriz. Bu formu C"*! — {0} iizerinde yazarak CP" iizerindeki

wps = % d01og ||(z0, 21, - zn)||?

Fubini-Study formunu elde ederiz. Hesaplamalar benzer oldugundan bu ifa-
denin kanitinin detaylarini okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz (bkz. Alig-
tirma 23).

Simdi M* C CP™ karmagik boyutu k olan bir karmagik alt manifold
olsun. O halde, uygun bir holomorfik koordinat degisimi altinda alt manifoldu-
muz yerel olarak, érnegin Uy iginde (z9 =1 alarak) z; =0, i=k+1,--- ,n,
egitlikleriyle ifade edilir. Geri gekme iglemi dig tiirev ile yer degigtirebildigin-
den Fubini-Study formunun M manifoldunun bu koordinat sistemi tizerindeki
ifadesi

¢*(wrs) = = 00log(1+[|(21, -, zi)||°)

N =

olacaktir.

Uyar1 2.3.25. Fubini-Study formunu n = 2 i¢in yerel koordinat sisteminde
hesaplayalim:

09log(1+ ||(z1,- -+, 22)|1?)
B <8<1+||<zl,--- ,zzw?))

1+ H(Zl, T 7Z2)||2
9 (Zl dz] + 2z dZ_2>
1+ 2121 + 2222
(1 + ZQZ_Q) dzy NdZ + (1 + 2’12’_1) dzo N\ dzy
(14 2121 + 2222)?
1 2122 dZy Ndzo + 2021 dzo N dzy
2 (14 2141 + 2222)?

WFs =

N = DN =

N | .

N | .

Buradan,

.\ 2
1
wps \NWrg 2 <Z> ( dz1 Ndz ANdzg N\ dzy

2 14 2121 + 22%)3
1
= 9 _dzy Adyy Adas A d
(I+a2+12+ad+42)3 r/ oA arzndn

elde edilir.

Bu formun koordinatlary (x1,y1,22,y2) olan R* iizerindeki integrali
yakinsaktir ve pozitif bir saywya egittir. Dolaysiyla, M C CP"™ iginde karmagik
boyutu ki olan bir karmasik olt manifold ise

/ wrs ANWrs
M

integrali pozitif bir sayidir. Benzer sonucun her boyut i¢in gegerli oldujunun
gosterilmesini okuyucuya alistirma olarak birakiyoruz.
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2.4 Alstirmalar

1.

Tikiz bir manifoldun atlasinda en az iki koordinat sistemi oldugunu gos-
teriniz.

. Gergel projektif dogrunun bir boyutlu kiireye, karmagik projektif dogru-

nun da iki boyutlu kiireye difeomorfik oldugunu gosteriniz.

R™nin acik bir alt kiimesi R’nin agik bir alt kiimesine homeomorfik ise
n =1 oldugunu gosteriniz.

. Karmagik boyutu bir olan (dolayisiyla gergel boyutu iki olan) C*° kar-

magik manifoldlara Riemann yiizeyleri denir. Eger ¥ tikiz bir Riemann
yiizeyi ise her analitik f:3 — C fonksiyonunun sabit oldugunu goste-
riniz. (Ipucu: Maksimum Modilis Prensibini kullaniniz.)

(a) M tiirevlenebilir bir manifold ve p € U C M rastgele bir agik kiime
olmak iizere, G, degismeli halkasinin, U kiimesi {izerindeki tiirev-
lenebilir fonksiyonlar halkasinin uygun bir direkt limiti oldugunu
gosteriniz:

Gp,= lim C*(U,R).
peUCM

(b) Karmagik bir manifoldun herhangi bir noktasindaki analitik fonk-
siyon tohumlarmin bu nokta etrafinda tammlanmig yakinsak cok
degigkenli karmagik kuvvet serileri oldugunu gosteriniz.

Birinci iinitede goérmiis oldugumuz Taylor Teoremini kullanarak Oner-
me 2.1.6’nin kanitinda kullandigimiz agagidaki ifadenin dogru oldugunu
gosteriniz: Taylor acilimi

n

o) = o(po) + Y 5% (o) i — i)
i=1 "

1 <N 92
3 G e e,

2,7=1
olan tiirevlenebilir fonksiyon i¢in
0%g

8901' al‘j

(&)(zs — a)

ifadesi de tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

Bu ahgtirmada Teorem 2.2.6’y1 tikiz olmayan manifoldlara genisletecegiz.
Biz kanitin ana hatlarini sunacagiz; detaylar1 okuyucuya birakacagiz. Bu-
nu dort adimda yapacagiz. Tirevlenebilir n-boyutlu bir M manifoldu
alahm.
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(a)

(b)

Bu kisimda Poincaré Izomorfizmas: olarak bilinen sonucun (Teo-
rem 4.4.1) kamtinin dordiincii adimindaki iddiay: ve kanitini takip
edecegiz. Manifold U; ve U gibi iki acik kiimenin birlegimi olarak
yazilabilir oyle ki,

1. Uy = Ul ve Ug = UglUs,  koordinat komguluklarimin
birlegimidir;

ii. Her k#1>0 tam sayilar i¢in,
Usi41 NUgi41 = 0 = Uy N Uy, olur;

iii. Her k > 0 tam sayist icin, bir Vi C U, ve M = UpVi
olacak sekilde kapanigi tikiz olan bir Vi agik kiimesi vardir;

iv. Her k > 0 tam sayisi igin, bir ¢ : M — R™ tiirevlenebilir
fonksiyonu vardir, dyle ki ¢k|vk goriintiisiine bir difeomorfizma
ve ¢r(M — Uy) = {0} dir. Ayrica, her k #1 >0 tam sayilar
icin, ¢x (Vi) N (V) = 0dir;

V. e = G2 : M = R" ve ¢o=> 1 dpop+1: M — R" olmak
lizere ¢ = (¢e, o) : M — R?" bir daldirma fonksiyonudur.

M iizerinde tanmimli, gercel degerli tiirevlenebilir diizgiin bir p :
M — R fonksiyonu vardir. Bunu su sekilde gorebiliriz: M = U, V,,
V., CU, CM, yerel sonlu {U,} acik kiimeler ailesi i¢in p,, : M —
[0, 1], tiirevlenebilir fonksiyonlar: bulabiliriz &yle ki, p, (1) = V,
ve p,1(0) =M — U, olsun. Budurumda p= >3 n p, istenilen
fonksiyonu verir.

Oe = Y P2k 0o = » i p2k+1 fonksiyonlarmi tammlayalim. Bu
durumda,

f M — R2n+3 ) f(p) = (¢(p)7p(p)7ge<p)700(p>) ’

fonksiyonu bir gémme fonksiyonudur. (ipucu: Yukarida yaptiklari-
mizdan dolayr bu fonksiyonun diizgiin bir daldirma fonksiyonu ol-
dugu aciktir. Fonksiyonun bire bir oldugunu ise su sekilde gtsterebi-
liriz. f(p) = f(q) olsun. Eger, baz1 ko,ly icin, p € Vay, veq € Vyy,
ise kolayca kg = Iy oldugu goriiliir. Dolayisiyla, p = ¢ elde edilir.
Benzer gekilde p € Vop,41 ve ¢ € Vojy41 durumu da yapilir. O
halde, (p € V;, = n = 2kg) ve (g €V, =n=2p+1) oldugu-
nu kabul edebiliriz. Bu durumda da, son iki koordinat: kullanarak
kanit1 tamamlariz.

Son olarak f : M — R?"*™3 gomme fonksiyonunun, ardi ardma
iki kere, uygun hiper alt uzaylarin dik izdiigiim fonksiyonlar ile bi-
legkesini alarak kaniti tamamlariz. (Dik izdiigiimler, bilegkelerinin
¢ekirdegi (0,0,---,0,1,0,0) vektoriinii icermeyecek sekilde segil-
melidir.)
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8. Ornek 2.1.20’de ele aldigimiz ® : M(n,n) — S(n), ®(Q) = Q7Q, fonk-
siyonunun herhangi bir @ noktasindaki tiirevi

(D®)g : M(n,n) — S(n), Awr QTA+ATQ
ile verilir. Bunun 6rten oldugunu gosteriniz.

9. Mobius geridinin R3 igine bir gémiilmesini veriniz. Mobius seridinin R?
icine gbomiilemeyecegini gosteriniz.

10. Determinanti bire egit olan n x n-matrisler kiimesinin, SL(n) C M (n,n),
(n? — 1)-boyutlu bir alt manifold ve bu alt manifoldun birim matristeki
teget uzaymin da izi sifir olan matrislerin olugturdugu vektor uzayi, sl(n),
oldugunu gosteriniz.

11. Ornek 2.2.7'de ele aldigimiz egrinin hicbir alt uzaya dik izdiisiimiiniin
diizgiin bir fonksiyon olmadigini gosteriniz.

12. R3 iizerindeki her 2-formun iki tane 1-formun dig carpimi olarak yazila-
bildigini gosteriniz. R* {izerindeki

w=dx1 Ndzxy + dr3 N dxy

2-formunun iki tane 1-formun dig ¢arpimi olarak yazilamayacagini géste-
riniz.

13. Ornek 2.3.5°de verilen geri cekme islemlerini tamamlayiniz.

14. Ornek 2.1.10 icinde RP! icin olusturdugumuz vektoér alammm Or-
nek 2.1.4’te verilen koordinat sistemleri yardimiyla diizlemdeki birim
gembere tagindiginda cember tizerinde birim uzunlukta bir vektdr alani
olugturdugunu gosteriniz.

15. Onerme 2.3.7'nin kanitini tamamlayiniz. Bu énermenin manifoldlar iizerin-
deki tiirevlenebilir formlar igin de dogru oldugunu gdsteriniz.

16. Yonlendirilebilir ve baglantili her manifoldun iki farkli yonlendirmesi ol-
dugunu gosteriniz.

17. Sonlu sayida manifoldun Kartezyen carpimimin herhangi bir noktasin-
daki teget uzaymin, carpimi olusturan manifoldlarin teget uzaylarinin
kartezyen carpimina dogal olarak izomorfik oldugunu gosteriniz.

18. Her kiirenin yonii ters ¢eviren bir difeomorfizmasi oldugunu gésteriniz.
Diger taraftan, CP? karmagik projektif diizleminin yonii ters ceviren
bir difeomorfizmas: yoktur. Bu iddiay:r kanitlamak i¢in karmagik projektif
diizlemin kohomoloji halka yapisini kullanabiliriz. Bunu ise 4. Unite’de
isleyecegimiz Poincaré Izomorfizmas: yardimiyla yapabiliriz.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

M ve N ybnlendirilebilen n-boyutlu iki manifold ve ¢ : M — N
herhangi bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun yerel difeomorfizma olmas:
i¢in gerek ve yeter kogsulun M {izerinde hicbir noktada sifir1 olmayan bir
we QM) formu igin ¢*(w) € Q*(M) formunun hi¢ sifir1 olmamas:
oldugunu kanitlayiniz.

M™ ve N™ iki manifold olmak iizere M x N carpim manifoldunun
yonlendirilebilir olmasi igin gerek ve yeter kogul her ikisinin de yénlendi-
rilebilir olmasidir. (Ipucu: Herhangi bir ¢ € N™ noktas: etrafinda R™’ye
difeomorfik bir ¢ € U C N koordinat komgulugu alahm. Eger M x N
yonlendirilebilir ise M x U agik kiimesi de yonlendirilebilir bir manifold-
dur. Bu durumda M x U f{izerinde hig sifir1 olmayan bir m +n form
bize M = M x {q} fiizerinde hi¢ sifir1 olmayan bir m form verecektir.)

G grubu tiirevlenebilir ve yonlendirilmis M manifoldu tzerinde di-
feomorfizmalarla serbest ve diizgiin siireksiz bir gekilde etki etsin, dyle ki
béliim uzay: da manifold olsun. Bu durumda M /G béliim manifoldunun
yonlendirilebilir olmas i¢in gerek ve yeter kosul G grubunun i¢indeki
her difeomorfizmanin M iizerindeki yonii korumasidir, gdsteriniz.

Ornek 2.3.14’te R™ — {0} manifoldu iizerinde tanimlanan

n

; dri N -+ ANdxi—1 Ndxip1--- Ndx
_ i—1,, %1 i—1 i+1 n
(,USnfl *Z(_l) ZT; (g;%+-.-—|—x%)n/2

i=1
formunun kapali oldugunu ve herhangi bir A € SO(n) matrisi altinda

degismedigini gosteriniz. (Bkz. ayrica Unite 5, Aligtirma 8)

Karmagik projektif uzay tizerindeki Fubini-Study formunun, karmagik
projektif dogru durumunda oldugu gibi,

7 _
Wrs =5 90log (20,21, - 2n)|I?

oldugunu gosteriniz.

Karmagik projektif uzay CP™'nin karmagik boyutu m olan bir M™ C
CP™ karmagik alt manifoldunu alalim. Bu durumda, wpg karmagik
projektif uzay tizerindeki Fubini-Study formu olmak iizere

m
/ WEgs
M

integrali pozitif bir sayidir. Kanitlaymiz. Ayrica, beginci iinitede
1
— | wis
M

porzitif sayisinin bir tam say1 oldugunu gérecegiz (bkz. Unite 5, Aligtir-
ma 15).
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25. Bu aligtirmada verilen bir manifoldun yonlendirme (ikili) orti uzaying

kuracagiz: Tiirevlenebilir ve baglantili bir M manifold igin
M ={(p,0p) | p € M ve Op, TyM teget uzaymmn bir yonlendirmesi}

kiimesini tanimlayalim. Her gercel vektor uzayimin iki yonlendirmesi ol-
dugu igin .

P:M — M, (p,Op) — p,
orten fonksiyonunun her lifi iki noktadan olusur. Yine M {zerindeki

her ¢ : R® - U C M koordinat komsgulugu goriintiileri ayrik olan iki
fonksiyon verir:

n . 0 0
Y1 :R* - M, p— <p7{(9931’p"”’856n|p}> ve

n ~ 0 0
Yo :R" - M, p— ( ,{_8%1|p’...7amn\p}>.

M kiimesinin bu fonksiyonlar: koordinat komsuluklar: olarak kabul eden
tiirevlenebilir manifold yapisi tagidigini gosteriniz. Ayrica bu tiirevlenebi-
lir yaprile P : M — M izdiigiim fonksiyonunun tiirevlenebilir ikili értii
uzay1 oldugunu gozlemleyiniz. Son olarak agagidaki ifadeleri kanitlayiniz:

(a) o: M — M, (p,0,) = (p, —0,), fonksiyonu ]\i4 tizerinde tiirevle-
nebilir bir < o >~ Zs-etkisi tanimlar ve P : M — M bu etkinin
boélim fonksiyonudur.

(b) M manifoldu yénlendirilebilirdir.

(c) M manifoldunun yonlendirilebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul
M manifoldunun baglantili olmamasidir.

(d) P:M — M ve Q:N — N tiirevlenebilir manifoldlarn yon-
lendirme ortii uzaylar1 ve f: M — N tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda @ o F' = f o P olacak sekilde tam olarak iki
F:M — N tiirevlenebilir fonksiyonu vardir.

(e) N yonlendirilebilir bir manifold, p € N, f: N — M tiirevlenebilir
bir fonksiyon, ¢ = f(p) ve §€ P~!(q) ise f=PoF ve F(p)=g
olacak sekilde tam olarak tek bir F : N — M tiirevlenebilir
fonksiyonu vardir.

(f) P: M — M ortii uzay: (e) sikkinda verilen kosulu saglayan ve
derecesi iki olan tek ortii uzayidir. Kamtlaymz. RP? x RP? dért
manifoldunun dért tane baglantili 6rtii uzayimi bulunuz. Hangisi
yonlendirme ikili 6rtii uzayidir? (Bu sik Turgut Onder tarafindan
onerilmigtir.)

(g) Klein Sisesi'nin ikili yonlendirme 6rtii uzay: nedir?
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26. Bu alistirmada Sard Teoremi’nin bir uygulamasi olarak Morse fonksiyon-
larim1 verecegiz. Daha kapsaml bir okuma i¢in [16, 28, 39| numarah
kaynaklara bakabilirsiniz. Ozellikle [39] asagidaki sonuglar igin ayrinti-
i kanitlar iceren ilk Tiirkce kaynaktir.

Oklit uzaymnn acik bir U C R™ alt kiimesi {izerinde tanimh ve tiirev-
lenebilir bir f : U — R fonksiyonunun herhangi bir p € U kritik
noktasinda

10 = (o)

Hessian matrisinin tersi varsa bu kritik noktaya yozlasmamas kritik nokta
denir. Eger f fonksiyonunun tiim kritik noktalar: yozlasmamig ise bu
fonksiyona Morse Fonksiyonu denir.

(a)

of of
Df:R" - R" z— | — cee =
f oo (G gt W),
tirev fonksiyonunun tiirevinin yukaridaki Hessian matrisi ile veril-
digini gozlemleyiniz: D(D(f)) = H(f). Daha sonra Ters Fonksiyon
Teoremi’'ni kullanarak f fonksiyonunun yozlagmamig kritik nok-
talarimin kiimesinin U icinde ayrik bir kiime oldugunu gosteriniz.

(b) Yozlagmamig kritik nokta taniminin koordinat degisimi altinda ko-
rundugunu gosteriniz. Bagka bir deyigle, eger p € U noktasi f :
U — R fonksiyonunun yozlagmamig bir kritik noktasive ¢ : V — U
bir difeomorfizma ise ¢~ '(p) noktasida fo¢:V — R fonksi-
yonunun yozlagmamis bir kritik noktasidir. Bu sonucu kullanarak
manifoldlar tizerinde yozlagmamig kritik nokta ve Morse fonksiyonu
kavramlarini tanimlayiniz.

(¢) Tikiz bir manifold tizerinde tanimlh her Morse fonksiyonunun sonlu
sayida kritik noktasi oldugunu gosteriniz.

(d) M™ C RN bir alt manifold ve f: X — R herhangi bir tiirevle-
nebilir fonksiyon olsun. Bu durumda Lebesgue 6l¢iimii sifir olan bir
C C RV kiimesi digindan alinan her a = (ag,--- ,ay) € RN - C
vektoril icin

fa:X—>R, x'—>f(x)+a1x1+---+aN:cN,

fonksiyonu bir Morse fonksiyonudur, gosteriniz.

(e) Morse Yardimer Teoremi: f: U — R tiirevlenebilir fonksiyonunun
yozlagmamig bir p € U kritik noktasim alalim. Bu durumda bu
nokta etrafinda Gyle bir koordinat sistemi vardir ki, fonksiyon bu
koordinat sisteminde

f@)=f(p)+ > hijmiz,
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ile verilir. Burada H(f)(p) = (hs;) matrisi f fonksiyonunun p
noktasindaki Hessian matrisidir.

Bu sonucu sadece f: R — R durumunda kamtlayimz. Genellikten
bir sey kaybetmeden p =0 = f(0) oldugunu kabul edelim. O halde,
Taylor Teoremi’nden yeterince kiigiik bir (—e,€) araliginda

f(z) = ax® 4+ O(x)2®

olacak gekilde bir a # 0 gergel sayis1 ve C(x) stirekli fonksiyonu
bulabiliriz. Aslinda, C(x) fonksiyonu da tiirevlenebilir secilebilir.
Bu durumda z — & = z+/1 + 2C(z)/a bir koordinat déniigiimii-
diir ve bu doniisiim altinda fonksiyonumuz f(Z) = a#? ile verilir.
Detaylar1 doldurunuz. Genel durum igin [28, 39] numaral kaynak-
lara bakabilirsiniz.



“Durmadigimiz stirece ne kadar yavag yol aldigi-
nizin onems yoktur.”

-Konfiigyiis

Vektor Alanlarr ve Demetleri

Bu tinitede ilk 6nce vektor alanlarinin tanimladigr akiglart inceleyecegiz. Daha
sonra bu akiglar kullanarak manifoldlarda cesitli tiirev alma metotlarini go-
recegiz. Bunu yaparken jeodezikleri tanimlayip temel 6zelliklerinden bazilarini
inceleyecegiz. Teget demeti ile ilgili birgok kavrami vektor demetlerine tagiya-
rak karakteristik siniflarin tanimlanabilmesi i¢in gerekli alt yapiyi olugturmaya
caligacagiz. Bu iinite konularini iceren temel kaynaklar icin [35], [36], [9], [42],
[2] ve [10] numarali referanslara bakabilirsiniz.

3.1 Vektor Alanlarmin Integralleri ve Lie Tiirevleri

3.1.1 Vektor Alanlarinin integralleri

M bir manifold ve (—a,a) gercel say1 dogrusu iizerinde bir aralik olmak tizere
p:(=a,a) x M = M, (t,p) = ¢(tp),

agagidaki kogullar: saglayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun:

1. Her t € (—a,a) sabit degeri icin, ¢y : M — M, ¢i(p) = ¢(t,p), bir
difeomorfizmadir;

2. Her pe M igin, ¢o(p) = p dir;

3. Herhangi s, t € (—a,a) degerleriicin s+t € (—a,a) ise Ysit = P50 @y
esitligi saglanir.

Bu durumda ¢, t € (—a,a), difeomorfizmalar ailesine bir parametreli di-
feomorfizma ailesi denir. Sadece ilk kogulu saglayan tiirevlenebilir fonksiyonlar
ailesine ise manifold {izerinde bir izotop: denir.

127
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Uyan 3.1.1. Yukaridaki difeomorfizma ailesi i¢in, ejer (—a,a) = R ise bu
aileyi (R, +) grubundan M manifoldunun difeomorfizmalarinin olusturdugu
gruba bir homomorfizma olarak gérebiliriz:

O (R,+) = Diff(M), t— (pr: M — M) .

Eger bu grup etkisi periyodik ise, baska bir deyisle her t € (R,+), i¢in @7 =
e, olacak sekilde bir T > 0 gercel sayist varsa bu etki bir ¢cember etkisine
dondigiir:

®: (R, +)/T -Z~S" = Diff(M), t— (gr: M — M) .

Her ¢ : (—a,a) x M — M, (t,p) — ¢i(p), difeomorfizma ailesi manifold
tizerinde bir vektor alani belirler:

Burada ¢o(p) ile t — @i(p), t € (—€,€), egrisinin ¢t =0 amndaki tegetini
gosteriyoruz. Eger difeomorfizma ailesi aslinda bir (R, +) etkisi ise, bu vektor
alani, her (t,p) € (—a,a) x M i¢in

X(ee(p)) = ¢1(p)
kogulunu saglar:

X(pe(p)) = bolpe(p) = %\szo(%(%(p))) = %h:o(@s-&-t(p)) = ¢u(p) -

X (p) vektor alamna @y izotopisini treten vektor alani ve ¢, difeomorfizma
ailesine de X(p) wvektor alaninan akige da denir.
Simdi bir vektor alaninin integralini alarak bu alanin iirettigi izotopiyi ya
da akigi bulmaya caligsacagiz. Asagidaki érnek her vektér alaninin integralinin
alinamayabilecegini gostermektedir.

" 0
Ornek 3.1.2. R dzerindeki sabit = — X(x) = 92 vektor alaninan drettigi
x

akisin @(t,z) = x4+t olduju kolayca gorilir. Dolayisiyla, bu vektor alaninin
R — {0} dizerine kisitlanigy bir akis dretmez. Diger taraftan, yine R — {0}

tzerindeki Y (z) = T vektor alammn integrali bize ¢(z) = etz akisim
x
verir: 9
Y(¢e(2)) =Y (e'z) = 'z 9 é1(z)

Agagidaki teorem tikiz manifoldlarda her vektor alaninin integrallenebile-
cegini gostermektedir.

Teorem 3.1.3. M tikiz bir manifold ise M dzerindeki her X (p) tireviene-
bilir vektor alanwnin tek bir

0:RxM—M, (tp)— o(tp),

tiirevlenebilir akisr vardar.



Vektor Alanlarinin fntegralleri ve Lie Tiirevleri 129

Kamt : Manifold {izerinde herhangi bir p € M noktasi alalim. Bu nokta
etrafinda bir koordinat sistemi alarak problemi Oklit uzayma tasiyabiliriz. O
halde,

X(pi(p)) = e(p)

denklemini R x R™ iginde ¢6zmek istiyoruz. (0,p) € R x R™ noktasinin
etrafinda kapanmis tikiz olan bir acik dikdoértgen alalim. Bu tikiz bolge i¢inde
X (p) fonksiyonu ikinci degiskenine gore Lipschitz olacaktir. Bu dikdortgeni
gerekirse kiiciilterek denklemin bir (—ep,€p) x U acik kiimesi iizerinde ¢ :
(—€p,€p) XU — M geklinde, her p e U icin ¢(0,p) = p kosulunu saglayan
tek bir ¢oziimii oldugunu goriiriiz. Manifold tikiz oldugu icin bu tipteki sonlu
tane agtk U kiimesi manifoldu ortecektir. Bu sonlu sayidaki acik kiimeye
karsilik gelen yine sonlu sayidaki €, > 0’larin en kii¢iigiinii alarak denklemin
wo = idyr baglangic degerini saglayan tek
p:(—e,e) x M =M

¢Oziimiini elde ederiz.

Simdi de ¢oziimiin sadece (—e,€) araligi degil tiim gercel eksende tanimli
oldugunu gosterecegiz. Bunu yaparken c¢oziimleri birbirine yapigtiracagiz: Bir

p € M noktasi, —e < t; < e gergel sayist ve (t1 —d,t1 +0) C (—e€,¢) araligr
secelim. Bu durumda

i (_5a 6) — M, f(t) = (pt1+t(p)7

ve ¢ = ¢y, (p) olmak iizere,

g:(=6,6) = M, g(t)=pi(q),

fonksiyonlarinin ikisi de ayni baglangic deger probleminin ¢6ziimi olacaklardir:

y(t) = X(y(®) , w0)=q.
O halde, her t € (t; —6,t1 +0) ve pe€ M i¢in

P11, (p) = @i(pr, (p))

elde edilir. Buradan, —e < s;,t; < € ve Zsi = th kogulunu saglayan

i J
sonlu sayida gergel say1 igin

Ps1 OO0 Ps, = Pty O 0Py

sonucuna variriz. 3imdi bu sonucu kullanarak ¢oziimii tiim gercel eksene ge-
nigletebiliriz.

Teorem 1.2.13%in kamtinin altindaki paragrafin sonucunu kullanarak her
to € R icin, ¢y, : M — M fonksiyonunun siirekli oldugunu soyleyebiliriz.
Ayrica, ¢, 0 p_t, = wo = idys oldugundan

Yo M = M
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fonksiyonunun ashinda bir homeomorfizma oldugu sonucuna variriz. Denklem-
den ¢oziimiin ¢ degiskenine gbre sonsuz tiirevlenebilir oldugu kolayca goriiliir.
Denklemi

X(p(t,p)) = &(t,p)
seklinde yazip coziimiin p degiskenine gore tiirevlenebilir oldugunu kabul
edersek

dp /t
—/ = ex DX (p(s, ds
5, = | DX(p(s.)

elde ederiz. Buradan da ¢oziimiin tiirevlenebilir (her degiskene gore sonsuz defa
tiirevlenebilir) oldugu sonucuna variriz. O halde, sadece ¢oziimiin p degigkeni-
ne gore tiirevlenebilir oldugunu géstermek yeterlidir. Bunun i¢in yine yerel bir
koordinat sisteminde, dolayisiyla Oklit uzayinda oldugumuzu kabul edebiliriz.
Simdi bir (tg,z9) € R x R™ noktas: ve v € T,,R™ birim vektori secelim ve
her s # 0 igin

@(to, xo + sv) — @(to, z0)

Alto,s) = S

béliimiinii tammlayalim. Tk énce, o(t,z) fonksiyonunun v vektorii boyunca
tiirevlenebilir oldugunu goérelim. Bunun i¢in

lim A(to, S)

s—0

limitinin varhigini gostermeliyiz. X (x) vektor alaninin tiirevlenebilir oldugunu
kullanarak lim, ,;,a(x) =0 olacak sekilde bir a(z) icin

P(to, ©) = ¢(to, o) + DX (p(to, x0)) - (¢(to, ¥) — ¢(to, T0))

+a(p(to, ) [le(to, ©) = @(to, zo) |

oldugunu biliyoruz. Ashnda, X(z) vektor alam tiirevlenebilir oldugu igin
Taylor Teoremi'ni kullanarak (Onerme 1.2.12) a(x) fonksiyonun, her tikiz
T C RxR™ bolgesiicin ||a(x)| < Crllz—=oll, (to,x0), (to,z) € T, esitsizligini
saglayacak gekilde bir Cp sabitine sahip oldugunu goriiriiz. Simdi « = zg+sv
alalim ve yukaridaki denklemi s # 0 ile bolerek

A(to, s) = DX (o(to, 0)) Al(to, s) + [|A(to, s)|| a(e(to, zo + sv)) (%)
elde edelim. Bu denklemin A(tg, s) ile i¢ carpimim alirsak
5 (14]7) = ATDXA+|[A] a- A

elde edilir. Bu durumda 6yle r, K, € > 0 sayilar1 bulabiliriz ki, her 0 # s €
(—r,7) ve t € (—€€) igin,

9141P) < K+ 1AP)
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esgitsizligi saglanir. Buradan

d

—(In(1+ [|A*) < K

7 (1 +lA]%) <

bulunur. Simdi integral alarak ve her s # 0 igin |A(0,s)]| = |jv|]| = 1
oldugunu kullanarak

JA[? < 25t -1

egitsizligini elde ederiz. O halde, A(t,s) fonksiyonu

(=€) x ((=r,r) = {0})

tizerinde siirhdir. Buradan yukaridaki (%) dogrusal diferansiyel denkleminin
w(t) = DX (p(t,xg)) ve v(t,s) = | A(t, s)| alp(t,zo+ sv)) katsay: fonksiyon-
larinin (—e¢,€) x (—r,r) iizerinde siirekli oldugu sonucuna variriz (tiirevin tani-
mindan dolayr ¢ yeterince kii¢itk oldugunda a(¢(t,z)) fonksiyonun z # xg
oldugu durumda siirekli oldugu agiktir). Bu denklemin Y'(0,s) = v baglangig
degerini saglayan, (—e,€) x (—r,7) kiimesi fizerinde tamimh tek ¢oziimini
Y(t,s) ile gosterelim (s # 0 sabit tutulurken). Coziimiin her iki degigskene
gore de siirekli oldugunu gérmek igin

Y(ts) = DX (p(t,20)) - Y (t,8) + At 9)]| alt, (t, 20 + sv))

denklemini

Y(t,s) — u(t) - Y(t,s) =v(ts)

dr

seklinde yazalim. Denklemi e~ Jo #(7) integral carpani yardimiyla ¢ozersek

t ’
Y(t,s) _ efotu(T) dr (U _|_/ l/(t/,s) e—fg u(r) dr dt/) (**)
0

elde ederiz. v(t,s) siirekli oldugundan Y (t,s) fonksiyonu da (—e¢,€)x (—r,7)
tizerinde siireklidir. Son olarak, her (¢,s) € (—¢,¢) x ((—=r,7) — {0}) igin
Y(t,s) = A(t,s) oldugundan

hH(l) A(t,s) = lim pltzo £ sv) = plt,zo) _ Y (t,0)

s—

s—0 S

elde edilir. Dolayisiyla, ¢(t,z) fonksiyonunun yonlii tiirevleri vardir. O hal-
de, bu fonksiyonun tiirevlenebilir oldugunu kanitlamak igin yonld tiirevlerinin
stirekli oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bunun igin ise, Y'(¢,s) fonksiyo-
nunun (xk)’da verilen ifadesinden dolayr u(t) = DX (¢, p(t,x0)) ve v(t,s) =
|A(t, s)|| a(p(t,zo + sv)) katsayr fonksiyonlarmin (¢,z0) ikilisine gore sii-
rekli oldugunu gormeliyiz. DX tiirevlenebilir ve (¢, xg) siirekli oldugundan
p(t), (t,zo) ikilisinin fonksiyonu olarak siireklidir. Diger taraftan, A(t,s) =
o(t, xo + sv) — @(t, zp)
s

fonksiyonunun s # 0 oldugu durumda siirekli oldugu
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aciktir. Taylor Teoremi’nden dolayr a(¢(t,xo + sv)) fonksiyonu da (t,zo,s)
ticliisiine gore siireklidir (bkz. Teorem 1.2.11). Ayrica,

lin% a(p(t,zo+sv)) =0

S—

ve A(t,s) siurh oldugundan v(t,s) = ||A(t, )| a(e(t, xo + sv)) fonksiyonu
(t,z0) ikilisinin siirekli bir fonksiyonu olacaktir. Béylece kanit tamamlanir. O

Uyanr 3.1.4. 1) Manifoldun tikiz olmas kosulu vektor alaninn tikiz destekli
olmast kosulu ile degistirilebilir.
2) I CR agk bir aralik olmak izere, zamana bagh

X :IxM-—T.M, (t,p) — X(t,p),

vektor alany I X M c¢arpim manifoldu dizerinde bir vektor alans tanimlar:

Y:IxM—T.(IxDM), (tp)+— (aatJrX(t,p)) .

Bu vektor alanwmin akige bir J C R  araligs icin
p: JXIXM—IxM, (s,t,p)— (¢(s,t,p),0(s,t,p))
ile veriliyorsa
©:JxIxM—M, (s,t,p) = Og(p) = 0(s,t,p)

zamana bagly bir akig verir. Bu akisin asagidaki ozelliklerinin kamtlar: okuyu-
cuya birakilmagtir (bkz. Alistirma 1):

a) Her t1€J, taoe JNI wve tz €l igin Oy, 0Oty p, = Oy, dir.

b) Her s,te JNI igin Og; 00, =1Idy olur.

3.1.2 Lie Tiirevi

Oklit uzay1 iizerinde tiirevlenebilir bir f : R” — R fonksiyonunun herhangi
bir p € R" noktasindaki, verilen bir v € R® vektorii boyunca yonlii tiirevi,

Dy(f)(p) = lim L2 ) = ()

t—0 t

9

limiti ile tanimlanir. Bu tanimda kullanilan, ¢ — p+tv, egrisi Oklit uzayinda,
p noktasindan v vektorli boyunca hareket etmemizi saglayan en dogal yolu
verir. Diger taraftan ayni egri, integrali

e:RxR" = R"  o(t,p) =p+ty,

fonksiyonu olan X (p) = v, (t,p) € R x R™, sabit vektor alaninin akigindan
bagka bir gey degildir. O halde, yukaridaki yonli tiirev

i L9 (&:2) = f(p)

t—0 t ’
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limitine egittir.

Bu tanim dogrudan manifoldlara taginabilir: M tiirevlenebilir bir manifold
ve X : M — T,M bu manifold iizerinde integrali ¢(t,p) olan bir vektor
alani olmak tizere, tirevlenebilir bir f : M — R fonksiyonunun X vektor
alani yoniindeki Lie {irevi

L (f)(p) = Tim 222D = ()

t—0 t ’

ile tamumlanmir. ¢(0,p) = p oldugundan bu limit p € M noktasindaki X (p)
derivasyonunun f fonksiyonundaki degerine egittir:

Lx(f)(p)=X(f)(p) -

Benzer gekilde vektor alanlarimin ve diferansiyel formlarin bir vektor alam
boyunca Lie tiirevini tanimlayabiliriz. Fakat vektér alanlari ve tiirevlenebilir
formlar gergel degerli fonksiyonlar olmadiklar i¢in bunlarm p ve ¢(t,p)
noktalarindaki degerlerini

Dy(p) : T,M — Ty M

izomorfizmast yardimiyla kargilagtiracagiz. ¥ : M — T, M Dbir vektor alani
olmak lizere Y'nin X boyunca Lie tirevi

Lx(V)(p) = lim 1 [Dg1(o(t,0) - Y (o(t,0)) = Y ()],

ile tammlanir.

P(t.p)
u=Y (p(t.p))
P Doai(pt.p)u)

Y(p)

Sekil 3.1: Y vektor alamwmin X vektér alam boyunca Lie tiirevi

Simdi de M fiizerinde bir w € QF(M) tiirevlenebilir k-formu alalim. Bu
formun X vektor alani boyunca Lie tirevi, ¢ = ¢(t,p) olmak iizere

Lx(@)(p) = lim ST (@)(w) — ](p),

seklinde tanimlanir. Tanimladigimiz bu Lie tiirevlerinin temel &zelliklerine
gecmeden 6nce bir iki tanim vermemiz gerekiyor. Yukaridaki gosterimi kullana-
rak, X ve Y wvektor alanlarmi f: M — R fonksiyonuna sirayla uygulayalim:
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Bu vektor alanlarini yerel bir koordinat sisteminde X (p) = >, ai(p) 8%1- ve
Y(p) = Zj bi(p) a%j olarak yazalim. Bu durumda kolayca

ob; of 82 f

Q; a; bi
! 8% 895]- ¢ jal'i 8xj

XoY(f) = X(Y(f) =

1,J

elde edilir. X oY bilegkesi bir vektor alam (derivasyon) degildir (bkz. Aligtir-
ma 2). Diger taraftan,

(XoY =YoX)(f)=) <ai

1]

Obj b aaj ﬁ
ari ! 8901 aib‘j

oldugundan X oY —Y o X farki bir vektor alanidir. Bu vektor alanin
(X, Y]=XoY -YoX
késgeli parantezi ile gosterecegiz.

Tirevlenebilir formlarin Lie tiirevleri ile ilgili sonuclara gegmeden 6nce
tiirevlenebilir formlarin vektor alanlar1 boyunca daraltilmasini tanimlayalim:
w € QF(M) bir k-form ve X, Y7,---,Y,_1 vektor alanlan olmak iizere

in(Yla"' aYk—l) :W(X,Yl,"‘ 7Y/€—1)

denklemi yardimiyla M fiizerinde ixw € QF"'(M) olarak tanimlanan forma
wnin X wvektor alany boyunca daraltilmast denir. Lie tiirevi bekledigimiz
sekilde garpim (Leibniz) kuralina uyar:

Onerme 3.1.5. X wveY wektor alanlar ve w bir form olmak tzere,
ﬁx(iyw) = ingw + iy(ﬁxw).

Kamit : ¢ manifold {izerindeki X vektor alaninin akigi olsun (manifold
tam olmasa da t'nin sifir etrafindaki kiigiik bir araliginda tanmimh bir akig
mutlaka vardir). Simdi manifold iizerinde herhangi bir p noktasi alalim ve
q = ¢¢(p) olsun. Tammlar kullanarak

¢i(iyw)(p) = ¢i(w@(q), )
= i (w(@)(De—(Y(q),---)
= pp_ (Ve P (@(a)

ve dolayisiyla,

Lxliyw) = heo(pilive)

i .
= =0 (iDp_ (v (@) #iw)
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elde ederiz. Egitligin son teriminde carpim geklinde bulunan her iki ifade de p
noktasinda tanimh zamana bagh ifadelerdir. Dolayisiyla, bu ifadenin tiirevini
almak i¢in carpim kuralini kullanabiliriz. O halde,

) d ) N . d N
Lx(ivw) = —li=0 (e (v (o)) 909 + iDgo(¥(20(r) <dt|t=0(%0tW>>

= il;wa + iy(ﬁxw)

olur ve boylece kanit tamamlanir. O

Agagidaki sonu¢ oldukga teknik olmakla beraber hem bagka teoremlerin ka-
nitinda hem de bir ¢ok geometrik sonucun elde edilmesinde 6nemli bir yere
sahiptir.

Onerme 3.1.6. X wve Y wvektor alanlar ve w bir form olmak iizere,
d(ixiyw) + ix(d iyw) - iy(d in) - iyixdw — i[X,y]w = 0.

Kanat : Kanit yerel bir hesaplamadan ibarettir. Ifadedeki tiim terimler vek-
tor alanlarinin bilineer fonksiyonlar1 oldugu igin

0
ve Y =b—

X =
a@xi 8$j

oldugunu kabul edebiliriz. Takip edilmesini kolaylagtirmak icin ayrica b =1
ve w = f dx; Ndr; alacagiz. Genel durumun kamtim okuyucuya aligtirma
olarak birakiyoruz (bkz. Aligtirma 3). Simdi 6nermenin ifadesinde yer alan tiim
terimleri hesaplayalim.

Tk terim

d(ixiy w) = —d(af) = — Z 88(6;20) d.’L’k
k

olur. Ikinci terim ise

o . . of of
1x(d 1y w) = 1xd(—f dl’i) = —1x E —— dxp Ndx; = E a—— dx},
ki 8xk ki 8.7%

olarak hesaplanir. Benzer gekilde iiciincii terim

d(af)

o , , d(af)
iy(dix w) =iy d (af dz;) = WZ Pos dry Adxj = —Z Por dzxy,
k#j k#j
olur. Diger taraftan, dérdiincii terim
0 0
iyvixy dw = 1iyix Z (%Jfk dry Ndx; Ndrj = a &LJ';. dxy,

ki ki,
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olacaktir. Son olarak [X,Y] = _ a0 oldugundan beginci terim
ij 83@1
i[va]w = i_0a o fdr; Ndx;
Oz Oz;
Oa
= 2 g
f 8:73]' K

olur. Buradan énermenin dogru oldugu kolayca goriiliir. O

Simdi bu kavramlar1 kullanarak Lie tiirevinin daha pratik sekillerini vere-
biliriz.
Teorem 3.1.7. M tirevlenebilir bir manifold, X, Y bu manifold izerinde

vektor alanlar, ve w € QF(M)  tiirevlenebilir bir k-form olsun. Bu durumda,
asagqrdaks egitlikler saglanar:

1. Lx(Y)=[X,Y]
2. Lxw=ix(dw) + d (ixw) (Cartan’in Sihirli Formili).

Kanit : X, Y vektor alanlarinin yerel bir koordinat sistemindeki acilimlar:
agagidaki gibi olsun:

) )
X:Zaia—wi ve Y:Zbia—%.

Ayrica, X vektor alaninin akist ¢(t,p) ile verilsin. Tk 6nce agagidaki tiirevi
hesaplayalim:

d d 0

@i, et = 5 Zj:bj(go(t,p))axj

0
; J (9.1‘3'
~ Y ab; 0
N — ! al‘z 690]-
Z?]
82

= XoV - a;bj—.
° zzj:a jc‘?xjami

Simdi teoremin birinci bsliimiindeki Lie tiirevini hesaplayabiliriz: ¢ = (¢, p)
olmak {izere, bu fonksiyonun ¢ degigkenine gore tiirevini ¢(t, p) ile gosterirken



Vektor Alanlarinin fntegralleri ve Lie Tiirevleri 137
ikinci degiskene gore tiirevleri ise @a(t,p) veya poa(t,p) seklinde gosterecegiz.

Lx(Y)(p) = lim— (DSO( ,0)-Y(q) =Y (p))

t—0 t

d

= %ltzo(m(—t, q)-Y(q))

d
= 2(0,p) - s
t—

= Id(XoY) Za, Ao

1,5
—2(0,p) - Y(p )+<p22(07p)‘¢(0,p)'Y(p)

= XoY — i b - DX(Y
° Za mj(?arz (¥)

YVpltp)) + 5 (ealtp(tn)- Y
82

xj0x;

= XoY—YoX.

Son ii¢ esitlik, bir 6nceki bdliimde verdigimiz kanitin i¢inde kullandigimiz

Jp /t
— =ex DX (s, (s, ds
o P (s,¢(s,p))

esitliginden elde edilmistir. Ilk énce her p € M noktasi icin ¢2(0,p) = Id
oldugu ve bundan elde edilen ¢22(0,p) = 0 sonucu kullamilmigtir. Son egitlik
i¢in de, bu egitliginin zamana gore tiirevini (0,p) noktasinda hesaplayarak
elde edilen

, Oa,; 02
2(0,p)(Y) = Z 695] Q—YOX—ZCM % 5000
g J . 7 i

%,J

bagintist kullanilmigtar.
Tkinci ifadenin kanitini w formunun derecesi {izerine tiimevarim metodu
ile yapacagiz. Ilk 6nce, w = > ¢; dx; birinci dereceden bir form ve yine

0 0
X = Zai%, Y = Z bia—xi vektor alanlar: olsun. Lie tiirevi icin carpim

kuralim kullanarak
Lx(w(Y)) = (Lxw)(Y) +w(Lx(Y))
ve buradan, yukarida kanitladigimiz, bu teoremin ilk kismini kullanarak
(Lxw)(Y) = X(w(Y)) - w([X,Y])
esitligini elde ederiz. Dogrudan hesap yaparak

861' 8bz
X (Z & z) = Z <ax]bz + Cza%>

7]
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ve
8ai 8bz
wX,Y) =) o (—b-—i—a‘)
;j J aiﬁj J 8a:j
sonucuna variriz. Bu durumda

0

A da;
Lx@)(Y) =Y biajot +cibjoe
i J

Ox 873@
esitligini buluruz.
Simdi de d(ixw)(Y) ve ix(dw)(Y) terimlerini hesaplayalim:

, i oc; Oa;
d(lxw)(Y) = Z al‘j dl‘j (Y) = Z <CL26% + Cl@@) bj s

i3

ve benzer gekilde

ix (dw)(Y) = dw(X,Y) = g;? (ajb; — ab;)
i, J

elde ederiz. O halde,

. . 8ci 6ai
(d(ixw) +ix(dw))(Y) = 2; biaja—xj + Cib'ach = Lxw(Y)

bulunur ve dolayisiyla tiimevarimin birinci adimini gostermis olduk.

Timevarim adimim tamamlamak icin derecesi k£ > 1 olan bir w formu
alalim. Bu durumda iyw (k—1) form olacag: i¢in sonucun bu form i¢in dogru
oldugunu kabul edebiliriz:

Lx(iyw) =d(ix(iyw)) +ix(d (iyw)) .

Diger taraftan bu teoremin kamtladigimiz ilk kismi ile Onerme 3.1.5'i kullana-
rak
Lx(iyw) = i[ny}w +iyLxw

esitligini elde ederiz. Bu iki egitlikten de
iyﬁxw = d(ix(iyw)) + ix(d (iyw)) - i[va]w

bulunur. Kolayca goriilecegi iizere, Lxw = d(ixw) + ix(dw) esitligi, her Y
vektor alani igin, Lxw(Y) = d(ixw)(Y)+ix(dw)(Y) esitliginin saglanmasina
denktir. O halde, teoremin kanitim1 tamamlamak i¢in agagidaki egitligin goste-
rilmesi gerek ve yeterlidir:

d(ixiyw) + ix(d iyw) - iy(d ixw) —iyixdw — i[ny]w = 0.

Fakat bu esitlik zaten Onerme 3.1.6’dan baska bir sey degildir. O
Bu béliimii kanitini aligtirmalara birakacagimiz vektor alanlarinin baz te-
mel ozellikleriyle bitirecegiz.
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Onerme 3.1.8. M manifoldu tizerinde integralleri, siraswyla, oy ve 1, olan
X(p) ve Y(p) wvektor alanlary alalvm. Bu durumda bu iki difeomorfizmanin
yer degistirmesi igin gerek ve yeter kosul [X,Y] koseli parantezinin manifold
dzerinde sifir olmasidir. Bagka bir deyisle, her t, s € R i¢in

proths =150 pt
olmasr [X,Y] =0 kosuluna denktir.

Vektor alanlar: iizerindeki ters degismeli kogeli parantez iglemi birlegme
Ozelligene sahip degildir. Yine de bu iglem agagidaki 6zellige sahiptir.

Onerme 3.1.9 (Jacobi Esitligi). M manifoldu tizerinde alinan her X (p),
Y(p) ve Z(p) wvektor alanlar igin

(X [V, Z)|+ [Y.[Z, X]| + [Z,[X, Y]] =0

esitligi saglanar.

Jacobi esitligini ve Lx(Y) = [X,Y] (Teorem 3.1.7) Cartan formiiliinii
kullanarak su hesaplar: yapalim:

(LxLy — LyLx)Z = Lx|Y,Z] - Ly[X,Z]

(X, [v, Z]] + [, 2, X]]
_[Zv [X7 YH
(X, Y], Z]
- E[X7y]Z .

X
X

Diger taraftan, manifold iizerindeki herhangi bir fonksiyon icin de

Lixy)(f) = X, Y](f) = XY (f)) - Y(X(f) = (LxLy = Ly Lx)(f)

elde edilir. Lie tiirevinin en genel durumda da bu &zellige sahip oldugunun
kanitin1 okuyucuya birakiyoruz:

Sonug 3.1.10. M manifoldu tzerinde alinan herhangi iki X(p) ve Y(p)
vektor alans icin

Lixy)=LxLy — LyLx

esitligi saglanar.

Bir V'  vektdr uzay: iizerinde verilen herhangi bir [, ] : V xV — V
degismeli (bagka bir deyisle, her v € V' i¢in [v,v] = 0) bilineer iglemi ayrica
Jakobi esitligini de saghyorsa (V,[, ]) ikilisi Lie cebiri olarak adlandirilir.
Dolayisiyla, bir manifold {izerindeki vektor alanlari dogal olarak bir Lie cebiri
olugtururlar. Manifold tizerine koydugumuz geometrik yapilar bu Lie cebirinin
baz alt cebirlerini belirler. Agagida bunun tipik bir 6érnegini verecegiz.
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Ornek 3.1.11. w tirevlenebilir n-boyutly tam M manifoldu izerindeki kapals
bir k-form ve X, akisi bu formu koruyan bir vektér alans olsun: Her t € R
igin, ¢f(w) = w. Bu kosul Lie tirevinin tansmindan dolayr Lx(w) =0 kogu-
luna denktir. Ayrica form kapalr oldugundan bu son kosul dixw =0 olmasina
denktir. Bu kosulu saglayan vektor alanlary bir vektér uzays olustururlar. Ayrica
Onerme 3.1.6 dan dolay bu vektér uzayr Lie koseli parantezi altinda kapalidor.
Baska bir deyisle w formunu koruyan vektér alanlars bir Lie alt cebiri olus-
tururlar.

Cift boyutlu bir M?" tirevlenebilir manifoldunun her p € M noktasinda
w"(p) # 0 olacak sekilde kapal bir w € Q*(M) formuna manifold iizerinde
bir simplektik yapr, (M,w) ikilisine ise simplektik manifold denir. Simplektik
yapwyr koruyan vektor alanlary ise w-simplektik alanlar adine aler. Simplektik
manifoldlar geometri ve topolojinin en zengin calisma alanlarindan birisidir.
Bu konudaki en yaygin kaynaklardan birisi [26] numaraly referanstyr. Simplektik
manifoldlar hem ¢ hem de dort boyutlu manifoldlar teorilerinde cok onemli

bir paya sahiptir (bkz. [14]).

3.2 Jeodezikler

3.2.1 Jeodezik Denklemi

Bu boliimde her manifoldun {izerine Riemann metrigi konulabilecegini gore-
cegiz ve bu metrik yardimiyla bir takim geometrik hesaplamalar yapacagiz. M
tiirevlenebilir bir manifold olmak iizere {¢q : Uy — Vo € R"}o4en bu mani-
fold iizerinde yerel sonlu bir atlas ve {py : M — [0,1]} xca bu acik ortii ile
uyumlu bir birimin ayrigimi olsun. R™ iizerindeki her noktanin teget uzayin
yine R"™ ile egleyerek her bir teget uzayimna bir i¢ carpim koymus oluruz. Bu
i¢ carpimu Doy : TyM — Tyyrn  dogrusal izomorfizmasi ile T,M  teget
uzayina cekelim. ¢® ile U, tizerindeki bu ic carpim ailesini gosterelim. Tki ic
carpimin negatif olmayan bir dogrusal birlegimi yine bir i¢ ¢arpimdir. Bundan
dolayr g = )", go manifoldun her noktasinda bir i¢ ¢arpim verir. Ayrica bu
i¢ carpimin katsayilar: manifold iizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Acikca
soylemek gerekirse, (z1,--- x,) manifold iizerinde yerel bir koordinat sistemi

ise yerel tabani icin Riemann metriginin bilegenleri

%|p

a56) = 90) (5o 5l

olarak tanmimlanir. Bu durumda g;; : Uy, — R tiirevlenebilir bir fonksiyondur.
g = (gij) i¢ carpimina manifold tizerinde bir Riemann metrigi, (M, (gij))
ikilisine de bir Riemann manifoldu denir.
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Tiirevlenebilir bir + : [a,b] — M egrisi igin,

/ Z 9i5(7(5)) i(s)7;(s) ds

gercel sayisina bu egrinin enerjisi,

/ Z 05 (4(5)) (5% (s) ds

gercel sayisina ise bu egrinin uzunlugu denir. Asagidaki teorem bir Riemann
manifoldu {izerinde enerji fonksiyonelinin kritik noktasi olan bir egrinin, ¢ =
1,---,n, olmak tizere

1 4 )
=5 D 0" G+ Gl — 950 i = Z T% 45
m,l,jJ

denklem sistemini sagladigini gostermektedir. Bu denklemi saglayan egrilere
jeodezik denir. Fz-l = %Zm gm (gém + gljm — gj;) fonksiyonlar Riemann
metriginin ikinci tip Christoffel sembolleri olarak adlandirilir.

Agagidaki teoremin kamitinda birgok kitapta bulunan Birinci Varyasyon
Formiilii (First Variation Formula) yaklagimi yerine Fourier serilerini kullana-
cagz. Daha sonra enerji fonksiyonelinin kritik noktalar: ile uzunluk fonksiyo-
nelinin kritik noktalarini kargilagtirarak geometrik sonuclar elde edecegiz. Bu
boliimde agagidaki teorem hari¢ Spivak’'in (birinci cildindeki bazi ahgtirmalar:
yaparak) kitabini ([35]) takip edecegiz.

Teorem 3.2.1. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve v = (y1, -+ ,7n)
bu manifold iizerinde enerji fonksiyonelinin kritik noktasy olan egri ise, her
1=1,---,n i¢in,
Jit Y Tydg =0
j?l
olur.

Kamit : Egrimiz enerji fonksiyonelinin bir kritik noktast oldugundan egri-
nin sadece herhangi bir koordinat sistemi iginde kalan parcasinin degigimini
incelemek yeterlidir. Bagka bir deyigle, M = R™ olarak alabiliriz. Metrigi
g = (gij) ile gosterelim. v = (v1, -+ ,7m), s € [0,1] i¢in, ~(0) = (0,---,0)
ve v(1) = (1,0,---,0) noktalarin birlegtiren bir egri olsun. 1 (s) fonksiyonu-
nun [0, 1] araligimn bir difeomorfizmas: oldugunu kabul edelim (ttrevlenebilir
her egri icin bu tiir bir yerel koordinat sistemi vardir; ¢iinkii verilen herhangi
bir sp € [0,1] degeri igin en az bir 4;(sp) # 0 olduguna gore so etrafindaki
bir aralik tizerinde ~; bir difeomorfizma olur).

X bu egrinin agik bir komsulugunda desteklenen ve egrinin ug noktalarinda
sifir degeri alan bir vektor alam ve ¢ : R® — R™ bu vektér alaninin akis:
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olsun. Bu durumda ~%(s) = ¢i(v(s)) ~(s) = 7Y(s) egrisinin bir degigimi
olacaktir. Simdi bu degisimin enerjisini yazalm:

e o
200 =5 [ | et 4 | as
i,J

Bu durumda
Do 5 (1) = Thoo 52 (wr(9) = - X(0(5)) = DX(3(5))

oldugundan enerji fonksiyonelinin tiirevi agagidaki gibi olur:

1
Fheo2p0 = [ X Xa)alo) 5% | b

1
[ s e) (005 55+ (D)5 5| s

0.
Burada (DX); -4 ile (DX) -4 vektorinin ¢’inci terimini gosteriyoruz.
Herhangi iki k£ € N ve 1 <[ < n sabit pozitif tam sayilarn i¢in X
vektor alanimt X (z) = X (21, ,2,) = (a1, -+ ,a,) olarak secelim, dyle ki
aj(x) = sinkmx; ve her m # [ i¢in am, = 0 olsun. Bu durumda birinci
integralin icindeki terim igin

S X)) 44 = 3 am(r() 2 () 41 4y

O0xm

1,7 ,7,m
0gij .
= Z ar(v(s)) 87131(7(8)) Yi Vi
17]
= > sin(krn(s)) gl % i 5
i?j
elde ederiz. Diger taraftan, ikinci integraldeki kiime parantezinin i¢indeki ifade
ise

(DX)i 74+ (DX)j- 7% = 2 Z gi(v(s)) (kmcos(kmy1) 41 i)

olur.
Enerji fonksiyoneli ¢ =0 noktasinda kritik degere ulagtig: icin

d
0 = —|t=0 2E(¢
Sl 2E()

1
— /0 Z sin(kmvy1(s)) gﬁj Yi Y5 | ds

1,J

1
+2 /0 (Z gi(v(s)) (km cos(kmy1) 11 %’)) ds

i
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elde ederiz. Terimlerden birini diger tarafa atip ikinci integrale kismi integral
teknigini uygularsak

1
/0 sin(kmy1 (s Zgzﬂm = / Zgzl )(km cos(kmy1)y1i)ds

1
-2 [ di‘i[gm(s» i) (in(knn)) ds

%

bulunur. Bu esitlik her & € N dogal sayist i¢in dogru oldugundan Fourier
teorisi bize p

dgiviv=2) %[Qil(’y(s)) il

i\ i

sonucunu verir (bkz. Ahgtirma 5). Simdi tiirevi alip terimleri diizenlersek

Sdi v = 2D Figat D> g7 m i
i.j i i,m

ve buradan da

. i1 ..
> Higi=-) (gfl—2g§j> i 4
i

/L-hj
elde ederiz. Riemann metriginin tersini (g%) ile gosterirsek
“‘__Z im l _} m\ <
Yi = g 9im 9 951 ) Vi n
m,l,j

ifadesine ulagiriz. Bu toplamdaki j ve [ endekslerinin yerlerini degistirirsek
toplam degigsmez. O halde,

. 1 ; ! j . o
Bi= zl: G (G + Gl = 951) 5 1 = —ZZ T 4
m7 7.] ’]

jeodezik denklemini elde ederiz. O

M manifoldu iizerinde bir (x1,---,x,) koordinat sistemi secelim. Eger y; =
% olarak tammlanwrsa (z1, -+ ,2Zp, Y1, - ,Yn) manifoldun T, M teget

demeti iizerinde bir koordinat sistemi olugturur. M {izerindeki tiirevlenebilir
her ~(s) egrisi teget demeti tizerinde dogal bir egri verir: s — (y(s),7(s)).
Bu durumda ikinci derece jeodezik denklem sistemi agagidaki birinci derece
sisteme denktir:

{131, = Y ‘
yi - _Zl,j F;ly]yl7 izla“'7n
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Aslinda, T,M manifoldu lizerindeki
X(33>?J):(yl>aym—zrjlzygyla7—21?1@/33#)
l?j j

vektor alanimin akisi ps(z,y) = (v(s, z,y), (s, z,y)) olacaktir. Dolayisiyla,
Exp, : T,M — M, v+— ~(1,p,v)

ile tanimlanan iistel fonksiyon tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Vektor alanlari-
nin teorisinden her (z,y) € T.M noktasindan baglayan bir ¢6ziim egrisinin var
oldugunu biliyoruz fakat bu egri tiim gercel eksende taniml olmayabilir (bkz.
Algtirma 6). Dolayisiyla, Exp, fonksiyonu T,M teget uzayimin tamaminda
tanimh olmayabilir. Fakat, eger manifold tikiz ise tiim teget uzayinda tanimh
olacaktir.

Simdi jeodeziklerin geometrik 6zelliklerini inceleyecegiz. Bunun igin ilk 6nce
jeodeziklerin egri uzunlugu ile parametrize edildigini gosterecegiz.

Yardimci Teorem 3.2.2. Eger v : [a,b] — M bir jeodezik ise ||5(s)],
s € [a,b], sabittir. Bagka bir deyisle jeodezikler sabit hizl egridirler.

Kanat : Dogrudan tiirev alarak ve

1 , . 1 . .

! ! !

95 = 5 <gij + 915 — gil) t3 (gji + 9 — 9}1)
esitligini kullanarak

d, .
eI = Z 9:5(7(5)) % 4

— Z 9;(v(8)) A i s

0,5,
+z ki (V(s)) Ak A5 + D giw(7(9) Fn i
ki
= 2w | Do) D5 <gf-j +gi; —gil) i A
P, % il

% | 2o on(v(9) A+ Y5 (gj'i +g7 - g}z) 5
i k 7l
=0

elde ederiz. Son adimda egrinin jeodezik oldugunu kullandik. O halde, |5(s)||,
teget vektoriinlin boyu egri boyunca sabittir. Bu kaniti tamamlar. O
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Ornek 3.2.3. Bu érnekle GL(n,R) C M(n,R) =R" Lie grubunun dzerine
homojen bir Riemann metrifi koyacagiz ve daha sonra bu metrigin jeodezikleri
tle dstel fonksiyonunu n = 1 durumunda hesaplayacadez. Manifoldun birim
matristeki TraGL(n,R) = M (n,R) tejet uzay tzerindeki standart i¢ ¢arpima
alalym:

(-, )1a : TraGL(n,R) x T14GL(n,R) - R, (A, B) — tr(A'B).
Herhangi bir P € GL(n,R) noktasindaki tejet uzayr izerindeki i¢ ¢arpima da
P .:GL(n,R) - GL(n,R), Q — PQ

difeomorfizmasinin
P . :TiyGL(n,R) — TpGL(n,R), A— PA

tiirevinin verdigi dogrusal izomorfizma ile tamsmlayalim. Dolayisiyla, P nok-
tasindaki i¢ carpimy (-, -)p ile gosterirsek, her u we v € TrgyGL(n,R)
vektorleri i¢in

(u,v)1q = (Pu, Pv)p

olur. Baska bir deyisle, GL(n,R) Lie grubu dzerine homojen bir Riemann
metrigi koymus olduk.

Bu metrige karsilik gelen istel fonksiyonu GL(1,R) = R* Lie grubu igin
su sekildedir: GL(1,R) = R* dzerindeki X(x) = xa% vektor alaninin birim
hizly oldugu agiktir. Dolayswyla bu vektér alaninan integrali, ~(t) = et, bir
jeodezik olacaktir. Baska bir deyisle, bu Lie grubunun birim elemandaki tstel

fonksiyonu

*

Exp, : TIGL(1,R) — GL(1,R), Exp(t) = €,

ile vertlir.
Benzer sekilde

¢ : TrgGL(n,R) = M(n,R) = GL(n,R), Aret=) j‘i'
n.
n=0

fonksiyonu yukarida tanimladigimez Riemann metriginin vermis oldugu istel
fonksiyondur. Bu genel durumun kanstine okuyucuya birakiyoruz.

Ornek 2.1.20°de ortogonal grubun birim matristeki tejet uzayinn
T140(n) = {A € M(n,n) | AT + A =0}

ters simetrik matrisler vektor uzayr oldugunu gormistik. O(n) manifoldunu
GL(n,R) manifoldundan aldijn Riemann melrigi ile disinelim ve

Ezxprq : TraGL(n,R) — Gi(n,R)
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tdstel fonksiyonunu ortogonal grubun tejet uzayinda hesaplayalim. Bunun i¢cin
ilk dnce, carpim halindeki A ve —A matrisleri yer degistirebildiginden Q =
e olmak dizere, Id = €0 = eATA) = ede=4 = Qe ve dolayisiyla e~ =
Q™' oldugunu gézlemleyelim. Dolayrswyla, herhangi bir A € TraO(n) vektérii
icin AT = — A oldugundan

QT — (GA)T — 6AT

— efA — (eA)fl — Qfl

elde ederiz. Bagka bir deyisle, Q matrisi ortogonaldir. Dijer taraftan, e egri-

si GL(n,R) ig¢inde bir joedezik olduju icin yerel olarak (izerindeki) herhangi
iki nokta arasindaki en kisa egridir. O halde, bu egri O(n) alt manifoldu icinde
de yerel olarak en kisa egridir ve dolaysiyla bir jeodeziktir. Baska bir deyisle,
ortogonal grubun istel fonksiyonu yine
[e.e] An
Expra(A) = e’ =

n=0

n!

ile verilir.

Ozel dogrusal grup SL(n) manifoldu igin de benzer bir hesap yapilabilir
(bkz. Alistirma 12). Son olarak bir noktay: belirtmeliyiz. Matris gruplar tizerine
koydugumuz metrik homojendir. Baska bir deyisle, herhangi bir noktays birim
matrise o matrisin tersi ile taswyarak o noktayr birim matris olarak gorebiliriz.
Dolayiswyla, her jeodezik birim matristen gecen bir jeodezigin bir matris ile
otelemesidir.

Simdi de genel bir (M, g) Riemann manifoldunun iistel fonksiyonunun
tiirevini hesaplayalim. Jeodezik denklemi s-degiskenine gére homojendir; bagka
bir deyisle, eger ~(s) bir jeodezik ise v(as), a # 0, egrisi de bir jeodeziktir.
Aslinda, her a # 0 i¢in, y(as,p,v) ve v(s,p,av) jeodezikleri aym baglangig
degerlerine sahip olduklarindan ~(as,p,v) = v(s,p,av) olur. Bunu kullanarak

D(Expy)o = Idr, 1

oldugunu goriiriiz (bkz. Aligtirma 13). Buradan, Exp, : T,M — M fonksi-
yonunun sifir vektoriiniin bir agik komgulugundan gériintiisiine difeomorfizma
oldugu sonucuna variriz.

Benzer sekilde,

F:T.M — M x M, (p,v) — (p, Exp,(v))

fonksiyonunun (p,0) noktasindaki tiirevi de birim déniigiimdiir. Diger taraf-
tan, F(p,0) = (p,p) oldugundan F fonksiyonunun (p,0) noktasi etrafinda
bir difeomorfizma oldugunu goriiriiz. Baska bir deyigle, p € M noktasinin
yeterince kiiciik her U komsulugu icin, bu komguluktaki herhangi iki noktay1
birbirine baglayan bir jeodezik vardir. Bu jeodezik bir baglangic deger proble-
minin ¢6ziimii oldugundan ayni zamanda tektir. Son olarak jeodeziklerin hizi
sabit oldugundan jeodezigin uzunlugu ilk hiz ile tanimlandigi araligin boyunun
carpimi kadar olacaktir. Dolayisiyla, agagidaki sonucu kanitlamig olduk.
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Sonug 3.2.4. Herhangi bir (M,g) Riemann manifoldu tzerinde bir p € M
noktasy alalim. Bu durumda dyle bir p € U agik komsulugu ve r >0 gercel
saysy vardwr ki, U icinde aldigimaz herhangi iki noktays birbirine baglayan tek
bir jeodezik vardir ve bu jeodezigin uzunlugu r gercel sayisindan kictktir.

Daha fazla ilerleyebilmek i¢in Gauss’un agagidaki sonucuna ihtiyacimiz var.

Yardimci Teorem 3.2.5 (Gauss’un Yardimer Teoremi). Yukaridaki sonucun
kosullaring saglayan p € U C M wve r > 0 alalim. Bu durumda p € U
noktasindan gegen jeodezikler her C <r i¢in

Sc =A{Expy(v) | [v] = C <7}
hiper yuzeylerine diktir.

Kanit : v:R —=T,M, ||v(t)|| =C, her t € R icin, tiirevlenebilir bir egri
olmak {izere,

f(s,t) = Expp(sv(t)) , s € (—1,1),

fonksiyonunu tamimlayalim. O halde, kamitlamamiz gereken sonug tam olarak

(G605 en) =0

i¢ carpiminin sifir oldugudur. Yardime: Teorem 3.2.2’in kanitina benzer gekilde

0 (9f OF\ _ S O2fk af
9s \ s’ ot ikg““ 950t Os

)

L afl aft af
+Z§(9]z+gh g]l) 85 8t s

0,0

9 (of Of\ _ 5 o (of of
ot \0s’ 0s) ~ 0s\0s Ot
elde ederiz. Diger taraftan, 0f/0s vektorii s— f(s,t) jeodeziginin s anin-

daki teget vektori oldugundan bu vektoriin uzunlugu tiim jeodezik boyunca
sabittir. Dolayisiyla, yukaridaki her iki tiirev de sifirdir. Bu durumda,

(5605 w0)

i¢ carpimi s degigkeninden bagimsizdir. Son olarak s =0 baglangi¢ aninda,
f(0,t) =p ve dolaywisiyla 0f/0t (0,t) =0 oldugundan kamt tamamlanir. O

ve
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Uyar1 3.2.6. Gauss Yardimer Teoremi su sekilde genellegtirilebilir (bkz. [35],
5.489, Alistirma 28 ): c¢(s) (M,g) Riemann manifoldu i¢inde dc/ds # 0
kosulunu saglayan herhangi bir egri olsun.

N = {Expc(s)(v) | HUH = sabit, v € Tc(s)M> gc(s)(’U,dC/dS) = 0}
ile tanwmlanan M ‘nin alt manifoldu olsun. Bu durumda, ejer
0 7£ vE Tc(s)M7 Ge(s) (Uv dC/dS) =0

kogulunu saglayan bir vektor ise ~(t) = Exp.s) (tv) jeodezigi N alt mani-
foldunu dik keser. Bu sonucun kanite alistirma olarak okuyucuya birakilmasgtir

(bkz. Alistirma 14).

Bu 6nemli yardimer teoremin iki geometrik sonucu agagidaki gibidir.

Sonug 3.2.7. u : [a,b] = (0,7) ve v:[a,b] = T,M, |v(s)| =1, parcal
tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak tizere

c:la,b] = M, c(s) = Expp(u(s)v(s))

pargaly tirevlenebilir egrising tanimlayalim.

b
Lb(c) = / lé(s)]l ds

bu egrinin uzunlugu olmak dizere L%(c) > |u(b) — u(a)| esitsizligi saglanar.
Esitlik sadece ve sadece u fonksiyonun artan (veya azalan) ve v fonksiyonun
sabit olmasy durumda elde edilir. Bu durumda, c(s) p-noktasindan gegen
merkezcil bir jeodezigin bir parcasidir.

Kanit : Onceki teoremin gosterimini kullanarak yine

f(s,t) = Expp(sv(t)) , s € (—1,1),

fonksiyonunu tanimlayalim. O halde, c(s) = f(u(s),s) ve dolayisiyla

jz:gz‘]:u'(s)—kgfl
elde ederiz. Gauss Yardimci Teoremi'nden
<8f 6f> =0 ve 6—f =1
ou’ Ot ou
oldugundan ) ,
1% =+ |5 = wer
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elde edilir. Ayrica esitlik sadece or = 0 ve dolayisiyla v'(s) = 0 olmas:

durumunda saglanir. O halde,

b
/
buluruz. Ayrica, esitlik sadece wv(s) sabit ve w(s) artan veya azalan olmasi
durumunda saglanir. O

de
S

b
ds> [ W0 ds > ) — o),

Bu sonuctan kolay bir gekilde agsagidaki sonuca variriz.

Sonu¢ 3.2.8. p € U, C M, v e T,M, |v| <r, ve v(s) = Expy(sv),
s € [0,1], uzunlugu r sayrsindan kiigiik olan bir jeodezik olsun (Sonug 3.2.4iin
gosterimini kullaniyoruz). c:[0,1] = M p noktasime p' = (1) noktasina
baglayan parcaly tirevls bir egri 1se

Li(y) < Li(c)

esitsizligi saglanwr. Egitlik sadece c(s) egrisi v jeodeziginin bir baska para-
metrizasyonu olmasr durumunda dogrudur.

Bu sonuclar bize jeodeziklerin yerel olarak uzakhigi en aza indiren egriler
oldugunu gosterir. Bir (M, g) Riemann manifoldu iizerindeki her jeodezik
tiim gergel eksene genigletilebilirse bu manifolda jeodezik tam manifold denir.
Riemann metrigi manifold {izerinde de bir metrik tanimlar: d: M x M — R,

d(z,y) = inf{Lb(c) | ¢ : [a,b] = M, c(a) =z, c(b) =y},

(¢ parcal tiirevlenebilir egri olmak iizere). Bu metrigin {irettigi metrik to-
polojinin manifoldun {izerindeki topoloji oldugu Aligtirma olarak okuyucuya
birakilmigtir (Ahgtirma 15). (Bkz. [35], s. 428, Teorem 7). Yukaridaki yerel
sonucu kullanarak kolayca agagidaki sonuca variriz (Ahgtirma 16):

Sonug 3.2.9. v : [a,b] — (M,g) bir Riemann manifoldu izerinde parcaly
tiirevlenebilir bir egri olsun. Eger d(y(a),y(b)) = L2(y) ise ~ egrisi bir
jeodeziktir.

Daha fazla ilerlemeden uzunluk ve enerji fonksiyonellerinin kritik noktalari-
n1 kargilagtiran bir sonug verecegiz:

Onerme 3.2.10. 1) Her parcali tirevlenebilir v : I — (M, g) egrisi igin
Liy(v) < (b—a) EY(y), a,beT,

esitsizligs dogrudur. Egitlik sadece ve sadece ~v egrisi egri uzunlugu ile para-
metrelendirilmis ise saglanar.
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2) v:la,b] » (M,g) L(v)=d(v(a),v(b)) kosulunu saglayan bir jeodezik
olsun. Herhangi bir c : [a,b] — (M,g) egrisi c(a) = 7y(a), c(b) = v(b)
kosulunu saghyorsa

L(v)* _ L(e)?
b—a b—a

< E(c)

olur. Dolayiswyla, E(v) = E(c) esitligi sadece ve sadece ¢ egrisinin L(c) =
L(vy) kosulunu saglayan bir jeodezik olmasi durumunda saglanyr. Ayrica, ye-
terince kiigik jeodezik parcalars enerji fonksiyonelinin en kicik degeri aldign
noktalar olur.

Kanit : f,g:[a,b] = R siirekli fonksiyonlar olmak iizere Schwarz esitsiz-
ligini hatirlayalim (bkz. Ahgtirma 17):

(L) =([ ) ([7)

oyle ki, esitlik sadece ve sadece f ve ¢ fonksiyonlarimin dogrusal bagimh
oldugu durumda saglanir. Bu durumda, f(s) = ||¥(s)|| ve g(s) =1 fonk-
siyonlar icin

(L) < b —a) (Eh)

elde ederiz. Esitlik ise sadece f(s) = ||7(s)|| fonksiyonun sabit olmasi duru-
munda saglanir. O halde, ilk kismin kaniti tamamlanmig oldu.

Tkinci kismun ilk egitsizligi v ve ¢ egrilerinin seciminden dolayidir. Bu-
radaki ikinci egitsizlik ise bu 6nermenin ilk kisminin sonucudur. Ayrica yine
ikinci egitsizlik sadece c¢ egrisi egri uzunlugu ile parametrize edilmigse egitlik-
tir. Dolayisiyla, E(vy) < E(c) esitsizligi her zaman dogrudur ve egitlik sadece
¢ egrisi L(c) =d(c(a),c(b)) kogulunu saglayan bir jeodezik ise saglanir.

Son olarak, jeodezikler egri uzunlugu ile parametrelendirilmis ve yerel ola-
rak uzunluk fonksiyonun en kii¢lik degerini aldig1 egriler olduklari i¢in enerji
fonksiyonelinin de yerel olarak en kiiciik degerini aldigy egrilerdir. O

Yukaridaki sonuclar iki noktay: birlegtiren en kisa egrinin var olmast du-
rumunda bunun bir jeodezik oldugunu gosteriyor. Asagidaki teorem ise jeode-
ziklerin tam manifoldlarda var oldugunu gostermektedir. Bu teoremin kanitini
burada vermeyecegiz (bkz. [35], s. 462, Teorem 18).

Teorem 3.2.11 (Hopf-Rinow-De Rham). (M, g) Riemann manifoldunun jeo-
dezik tam olmasy i¢in gerek ve yeter kosul manifoldun dizerindek: Riemann
metrifi tarafindan tretilen (bkz. Sayfa 149) metrigin tam olmasidir.

Ayrica jeodezik tam bir manifold tiizerinde, verilen herhangi iki noktays bir-
birine baglayan en kisa uzunluga sahip bir jeodezik vardar.
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Diger taraftan herhangi bir U C M acik kiimesi i¢indeki rastgele secilen
q1,q2 € U mnoktalarimi birbirine baglayan en kisa jeodezik U agk kiimesinin
icinde kalmayabilir. Eger bir alt kiime, herhangi iki noktasini birbirine baglayan
en kisa uzunluga sahip jeodezigi de igeriyorsa bu kiimeye jeodezik konveks
denir. Gauss Yardimc1 Teoremi bize gu sonucu verir:

Teorem 3.2.12. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M bir nokta olsun.
Bu durumda yle bir p > 0 sayist vardur ki, Tp,M teget uzayindaki p yarigcapl
B(0,p) ywvarmn Exp, : TyM — M dstel fonksiyonu altindaki gorintisi
jeodezik konvekstir. Baska bir deyisle, U = Exp,(B(0,p)) agik kiimesinde
herhangi iki noktayr birbirine baglayan ve tamamen U i¢inde kalan tek bir
jeodezik vardir. Ayrica bu jeodezik (M,g) manifoldu i¢indeki bu iki noktay
birbirine baglayan en kisa egridir.

Teoremin kaniti birgok adimdan olugmaktadir. Aslinda kanit Spivak I. cil-
dindeki bir problemin ¢6ziimiini igermektedir (bkz.[35], s. 490, Aligtirma 32).
Spivak’in kitabi bu ¢oziimii igermedigi i¢in burada verecegiz.

Kamit - Adim 1) p € M noktasinin bir U komgulugunda iistel fonksiyonun
tersinin vermig oldugu koordinat sistemini alalim. Bagka bir deyisle, [ =
{v1,---,v,} kiimesi T,M icin bir sirali taban ise (p noktasmin yeterince
yakinindaki) her ¢ € M noktas: i¢in

Eap, (q) =) wi(g)v;

esitligi ile tanimlanan x;(g) fonksiyonlarinin olugturdugu koordinat sistemini
diiglinelim.

Iddia: Bu koordinat sisteminde tiim Ffj Christoffel sembolleri p noktasinda
sifir degerini alir.

Iddianan kamitr : Herhangi bir w = (ug,- -+ ,u,) € T,M vektérii igin ~(s) =
Ezxp,(su) jeodezigini ele alalm. z;(v(s)) = su; olacagindan

i
|ls=0 = u; ve M\szo =0

ds?

elde edilir. Bu durumda v igin jeodezik denklemini yazarsak, her u =
(ur, - ,up) € Tp,M icin

0= Z Ffj (p) wiu;
i?j
bulunur ve boylece iddianin kanit1 tamamlanir.

Adim 2) Yukaridaki koordinat sistemini kullanirsak, r : U — R, r(q) =
d(p,q) fonksiyonu olmak iizere 7(v(s))? = >, v2(s) oldugu agiktir. Simdi
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~(s) egrisinin bir jeodezik oldugunu kabul edelim ve bu egitligin ikinci tiirevini
hesaplayalim:

2
d(r(v(s))*) _ d(Zd;;vk) ~ Y 2y dyk

ds ds
k

ve buradan da

buluruz.

Adim 3)

2
dk dy; dy;j
< — = _rZJ
0< (Z ds) oy ds ds

k

esitsizliginin orta terimine Schwarz egitsizligini uygularsak
0< S D dy 2| (S dyi\? <0y i\
el il ¥} 2k n 2k
- = ds ds — - - ds - - ds

ve dolayisiyla

o<l v di dy (dvfc)
n - ds

elde ederiz. Gerekirse U kiimesini kiiglilterek (bu ||4(0)|| vektoriini yeterince
kiigiik segmek anlamina gelecektir) dyle bir pozitif K gergel sayisi bulabiliriz
ki, verilen her ~ :[0,1] — Ezp,(U) jeodezigi ve her k,s icin |y (s)| < K
olur. Fﬁ j Christoffel sembolleri p noktasinda sifir oldugundan gerekirse U
kiimesini daha da kiigiilterek

1
k
K rznjalz({l“”(q) lqeU} < w2

oldugunu kabul edebiliriz. O halde, Exp,(U) icinde kalan her ~ jeodezigi
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icin
dvi dvj dvi d;j
Tk A, 20 20 <« K . i
Z ij V& ds ds > n IZI}]E}?{ zg(Q) ‘ qgc U} ‘. ds ds
0,5,k 2]
1 dv; dv;
< 2" — ds ds
27‘7
_ LIS diodyy
n |4~ ds ds
17‘]
_ 1 dyi dy;
on Z ds ds
Z?]
egitsizligi saglanir. Simdi yukaridaki sonuclar: kullanarak
d*(r(~(s))?) dyi\? koK D Ay
= 2 L. I T il
ds? Z ds Z ) ds ds
k i,5,k
.\’ kv dyj
> 2 — ) - ry —_— =
> 2|2 () B
k 1,3,k
AR dvi d,
9 2Ry 2 TRl
” Z ( s) n“— ds ds
k z’]
>0

elde ederiz. Dolayisiyla, s = 0 noktasinin etrafinda d?(r(vy(s))?)/ds? > 0 olur.
Bagka bir deyisle, d(r(vy(s))?)/ds bu aralikta kesin artan bir fonksiyondur.

Adim 4) Iddia: € > 0 olmak iizere B, = {v € T,M | |lv| < €} wve
Se = {v € T,M | ||[v]|| = €} olsun. Bu durumda e > 0 yeterince kiiciikse
ve v(s), 7(0) € Exzpy(Se) ve d(r('y))Q/ds|S:O = 0 kosullarimi saglayan
bir jeodezik ise sadece ~’ya bagh bir 0 > 0 says1 vardir dyle ki, her
0#se(=6,0) icin v(s) & Expy(B) olur.

Iddianin kanate : Adim 3’den dolayr d(r(v(s))?)/ds bu aralikta kesin artan
bir fonksiyon oldugu i¢in 6yle bir ¢ > 0 sayist vardir ki, (—9,0) araliginda
d(r(y))Z/d5|s:0 <0 ve (0,9) arahginda d(r(y))Z/d8|s:0 > 0 olur. Aslinda
ayni sonug d(r(vy))/ds igin de dogrudur. Boylece iddianin kanit1 tamamlanir.

Adim 5) Iddia: q, ¢/, 7(q),7(¢) < o kosulunu saglayan iki nokta ve =
bu iki noktay1 birbirine baglayan (uzunlugu 2ep’dan kii¢iik olan) bir jeodezik
olsun. Eger ¢y yeterince kii¢itkkse r(y) fonksiyonu en biiyiik degerini ¢ ya
da ¢ noktasinda alir.
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Iddianin kants : € yukaridaki gibi olmak iizere B(q,3e0) C Exp,(Be) olacak
sekilde bir €y > 0 segelim. Bu durumda ~ jeodezigi FExp,(B.) kiiresinin
icinde kalir. Simdilik, r() fonksiyonun en biiyiik degerini u¢ degerlerde alma-
digim1 kabul edelim. Egrinin tamimlandig aralig1 gerekirse 6teleyerek en biiyiik
degerin s = 0 noktasinda ulagildigini kabul edelim. O halde,

d(T(’Y(S)))| _ d(T(V(S)))2|
ds s=0 — ds2 s=0
olur. Diyelim ki, [ = r(y(0)) olsun. Bu durumda, ~(0) € Ezp,(S;) olur.
Simdi [ < € oldugundan Adim 4’den dolay1, v(s) € By, 0 # s € (=6,0) olacak
sekilde bir § > 0 sayws1 vardir. Bagka bir deyigle, s # 0 igin r(y(s)) > (
geligkisini elde etmig olduk. O halde, r(v) fonksiyonu en biiyiik degerini iki
u¢ noktasindan birinde almalidir.

Son olarak p = ¢y alirsak B(p,p) = Expy(B,) yuvari jeodezik konveks
olur. Boylece kanit tamamlanir. O

0=

Uyar13.2.13. 1) p € (M, g) sabit bir nokta olsun. Eger p noktasindan gegen
her jeodezik tiim gergel eksene genisletilebiliyorsa M manifoldu (jeodezik) tam-
dur (bkz.[35], s. 498, Alstirma 43). Bunu gérmek igin ilk énce manifoldun her
noktasinin (uzunlugu en kiigik olan) bir jeodezik ile p noktasina baglanabil-
digini gosterebiliriz (bkz. Ahstirma 18). Dolayswyla, Expy, : T,M — M dstel
fonksiyonu ortendir ve M icindeki her sinirly bolge T,M igindeki sinarly bir
bélgenin gorintisi i¢indedir. O halde, M i¢indeki her sinarly bélge T,M igin-
deki tikiz bir bolgenin gorintisi igindedir. Buradan M igindeki her Cauchy
dizisinmin yakmnsak oldugunu goririz. Béylece kanit tamamlanar.

2) (M,g) tam ama tikiz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Bu du-
rumda 6yle bir «y : [0,00) — M jeodezigi vardur ki, bu jeodezik, izerinde verilen
her nokta ¢iftini birbirine baglayan en kisa egridir. Bunu gormek i¢in ilk dnce
(M, g) manifoldunun sinirsiz oldugunu géstermeliyiz. Bunu kanstladiktan son-
ra bir p € M noktasi sabitleyelim ve her pozitif n tam sayist i¢in d(p,qn) > n
olacak sekilde bir qn, € M mnoktasi ve bu noktadan gecen ve en kisa uzunluga
sahip bir ~yp(svp) : R — M jeodezigi secelim, oyle ki, v, € S C T,M,
yeterince kiicik bir kiirenin i¢inde kalsin. Simdi vy € Se wvektori (v,)  dizi-
sinin bu tikiz kire icindeki bir olt dizisinin limiti olsun. Aradifimaz jeodezidin
v(s) = Expy(svo) egrisi oldugunun gdsterimesini Alstirma 19°da okuyucuya

birakwyoruz. (Ayrica bkz.[35], s. 498, Alistirma 44.)

3.2.2 Hacim Elemani ve Yildiz Operatorii

Riemann metrigi egrilerin uzunluklarini hesaplamanin diginda da ¢ok kullanisli-
dir. Ornegin, g, = (, ) : T,M x T,M — R teget uzay1 iizerinde simetrik ve
pozitif bilineer form oldugundan Riemann metrigi teget demetinden egteget
demetine dogal bir izomorfizma verir:

U T,M — U TrM,
pEM peM
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v vt T,M =R, v*(w) = gp(v,w), weT,M.

Ornegin w = Y, b;(z) dr; formuna karsilik gelen vektor alanini hesaplayalim:
Bu vektér alan1 X =), q; d%i, ise her v € T,M ig¢in

w(p)(v) = gp(X(p),v)

olacaktir. O halde, v = %j alirsak

) = (1) = (X0 ) = S 0utpn)

olur. Buradan, a; =) ;; g ve dolayisiyla,
d
X — b g
izj i 9 dxi

olarak bulunur.

Ornek 3.2.14. f: (M, g) = R tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durum-
da, yukaridoki izomorfizma altinda df 1-formuna karsilik gelen vektor alanina
[ fonksiyonun gradyan vektori denir ve grad(f) weya Vf ile gésterilir:

Vi=> g7 of d
T

Oxj dx;
Oklit uzaymnda gij = 0;; oldugundan V f = Z gi dr olur.
Metrik ile elde edilen
T*M — T.M, daj — X7 = Zgif ddg;i

vektor uzayi izomorfizmasi T*M lizerinde de bir metrik verecektir:

: o d d
- k _ § : ) § : 1k
(dxj’dxk)T*]\/f - (XjaX )T*M B ( i gj dx/ 1 ! dl‘l) M

*

ve buradan

(daj, dag)rens = Y97 g™ g =Y 9" o = g™
i i

elde ederiz. Bagka bir deyisle, esteget vektér demeti {izerindeki metrik teget
demeti {izerindeki Riemann metriginin tersinden bagka bir sey degildir.
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Bir vektor uzay: iizerindeki i¢ carpim bu uzayin tensér ¢arpimlarina dogal
olarak genigletilebilir. (V, - ) i¢ ¢arpim uzayiise V ® V' iizerindeki i¢ carpim
su gekilde tanimlanir:

(v1 @up) - (V2 @ ug) = %(vl ~v9) (ug - ug) .

Bu tanim tiim V®* tensér ¢arpunlarina ve dolayisiyla degismeli k-formlara
genigletebiliriz. Bir érnek vermek gerekirse, w = f dx;Adx; ve v = h dxpN\dx;
olmak iizere

w-v = (f (de; ®@drj —dej @dx;)) - (b (doeg @ doy — doy @ dxy))
fh (%" = g" ")

ve

w-w = (f (dz;@dr; —dej@dx;)) - (f (do; @ dej — dz; @ dx;))
= [ ("7 — (97))

elde edilir (¢¢"7 — (¢¥)? > 0 oldugu aciktir, ciinkii esteget uzaymdaki ic
carpimin  {dz;,dz;} kiimesinin gerdigi alt uzaya kisitlamas1 da bir i¢ carpim
verir). Genel durumu aligtirmalara birakiyoruz (bkz. Aligtirma 20).

Uyar1 3.2.15. Bu tamwm V XV carpim uzayinda bir i¢ carpim vermez.

Simdi dig formlar {izerinde tanimladigimiz i¢ carpimi kullanarak yildiz ope-
ratoriinii tanumlayacagiz. (V, < -, - >) n-boyutlu yonlendirilmig bir i¢ carpim
uzayinda alinan herhangi wvq,---,v, (sirali) vektorlerinin belirledigi paralel
yizliiniin igsaretli hacmi su sekilde tamimlanir: Bu vektor uzaymin sirali ortonor-
mal bir {e,---,e,} tabanmi alalm ve v; = Zj a;je; yazalm,i=1,--- n.
Daha 6nce bu vektorlerin belirledigi cismin isaretli hacmini det(a;;) olarak
tanimlamistik. (a;;) matrisi {vy,--- ,v,} siralitabanindan {e1,--- ,e,} siral
tabanina gecis matrisidir. Eger (bj; =< v;,v; >) bu ic¢ carpimin vy, -+, vy,
siralt tabanindaki matris gésterimi ise det(b;;) = det(a;j)> oldugu kolayca
goriiliir (bkz. Ahgtirma 21).

Buna gore, eger x1--- ,x, koordinat sisteminde Riemann metrigi g = (g;;)
matrisi ile veriliyorsa hacim formu

dvol(yr,g) = det(gsj) dxi A -+ Nday,

seklinde tanimlanir. Ayni acik kiime iizerinde bir bagka yénlendirilmis koordi-
nat sistemi (y1, -+ ,yn) = ¢(x1--- ,Ty) ise, metrigi ¢ yardimiyla yi,--- ,yn
koordinat sisteminde yazarsak

1

hij = = 0ij
7~ Tdet(Dg)| ¥
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elde ederiz. Diger taraftan,
dyi A -+ Ndy, = det(D¢) dzy A -+ ANdxy,

oldugundan
det(gij) dxi A -+ Ndxy, = y/det(hi;) dyi A -+ A dyy,

olur. Dolayisiyla, hacim formu iyi tammlidir.

Ornek 3.2.16. R3 icinde tirevlenebilir bir fonksiyonun grafigi olarak z =
f(z,y) ile verilen yiizeyi, i¢inde bulundugu Oklit uzayinin Riemann metriji
ile digtinelim. Yizeyin ustinde (z,y) — (x,y, f(z,y)) koordinat sistemini
alalim. Bu durumda, {(1,0, fz(z,y)), (0,1, fy(z,y))}, kimesi yizeyin her-
hangi bir noktasindaki tedet uzayinin bir tabani olacaktir. Metrigi bu tabanda

yazarsak
N (1 fE fa f
= k)

matrising elde ederiz. O halde, hacim elemana

dvol = \/1+4 f2+ f2 dx N dy

formu olur (genel durum icin Ahstirma 22’°e bakinaz).
Benzer sekilde iki boyutlu ve r >0 yaricapl kiirenin hacim formunu

(0,0) — (rcosfsing,rsinfsing,rcoso,) , (0,¢) € [0,27] x [0, x],
ktiresel koordinatlarinda yazarsak
dvolgz = r*sin ¢ df A dgp
elde ederiz.
Simdi Riemann metriginin formlar tizerinde verdigi dogal i¢ ¢arpimi kul-
lanarak yildiz operatoriinii tanimlayacagiz. (M™,g) Riemann manifoldunun

herhangi bir w € Q¥(M) formunu alalim. Bu formun yildizi olarak adlandi-
racagimiz *w € Q" F(M) formu

vAxw = (w - v)dvolg) , V E QF (M),
esitligi ile tamimlanir. Yildiz islemi bir vektor uzayr homomorfizmas: verir:
w o QF(M) — QR (M) .
Bu operatér Riemann metrigine bagl olsa da her metrik icin

*(kw) = (—l)k("_k) w, wE Qk(M)
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esitligi saglanir. Bunu gérmek icin verilen p € M noktasindaki T,M teget
uzayimnin ortonormal bir tabanini alalim ve bu vektorleri teget uzayinin koor-
dinat eksenleri olarak gérelim, xzq---,zy,. Exp, : T,M — M yerel difeomor-
fizmasinin p noktas: etrafinda vermis oldugu koordinat sisteminde Riemann
metrigini yazarsak g;;(p) = 6;; elde ederiz. Buradan, Riemann metriginin hem
esteget demetinde hem de tiirevlenebilir formlarda verdigi metrigin p nokta-
sindaki matris gosterimlerinin birim matrisler oldugunu goriiriiz. Bu durumda,

x(dxy A -+ Ndxy) = dzgq A -+ Ndxy,

ve

#(dzppr A Adzy) = (=1)PO7R) dgy A A day,
elde edilir. Diger taban elemanlar: icin de ayni hesaplamay1 yapabiliriz. Do-
layisiyla, *(xw) = (—l)k(”_k) w esgitligini kanitlamig olduk.

Ornek 3.2.17. R* Oklit uzayinda yildiz operatoring yazalim. Bu uzay tizerin-
de {0/0x1,0/0x2,0/0x3,0/0x4} tabaninin verdigi yonlendirmeyi alalim. Yu-
karidaki paragraftan dolays

«(dxy Ndxy) = dxs Adxy
*(dxy Ndxrs) = —dxo Adxy
*(dry Ndry) = dro Adxg

elde edilir. Benzer sekilde

xdr1 = dro Ndrs N\dry
xdry = —dri ANdrsN\dry
xdxy = —dx1 ANdzo N dxs

olur.

Simdi de genel bir metrik i¢in 1-formlarin yildizini yerel koordinat siste-
minde hesaplayalim. w = ). a; dz; formunun yildizi *w = ), ¢; d2; olsun
(dz; ile, daha 6nceden oldugu gibi, dzjy A - - Adzi—1 Adzizr A -+ Adxy,
n — 1-formunu gosteriyoruz). Tanimdan dolay1, her v = ). b; dz; 1-formu
icin

vAxw = (w - v) dvol,g)

saglanacaktir. Buradan

<Z(—1)i_1bicl-> dxy N -+ Ndxy, = | y/det(gs5) Zaibjgij dxi A --- Ndxy,
,J

%

elde ederiz. Bu esitlik her v icin gecerli oldugundan

Ci = (_1> det gzg Za’j g
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olmahdir. O halde, *w formunu hesaplamig olduk. Bu egitligi a; icin ¢bzersek
verilen bir (n — 1)-formun yildizi olan 1-formu da hesaplamig oluruz:

a; = \/det gl [ > (=17 ¢; gy
J

Son olarak w =df =), c’% dx; alirsak

) = gy S0 (2L gi) an,
i j v

elde edilir.

Ornek 3.2.18 (E. Hopf'un Teoremi). Tirevlenebilir bir f : M — R fonk-
siyonun Laplash Af = xd « d(f) fonksiyonu olarak tanaimlanir. M = R"
manifoldunu Oklit metrigi ile disinirsek (g;; = 6;5) Laplas operatériinin

62
Af=xdxd(f)= 81:];

seklinde verildigi gorilir. Hopf un teoremsi, yonlendirilebilen baglantils tikiz bir
M manifoldu dzerinde, Af > 0 kosulunu saglayan fonksiyonlarin sabit
fonksiyonlar oldugunu soyler. Bu érnekte bu teoremin bir kanitine verecediz
(bkz. [9], s. 85). Ik once, Stokes Teoremi'nden her f : M — R fonksiyonu
i¢in,

/M Af dvolpg) = /M d(xdf) = /mw:(/)(*df) =0

oldugunu goririz. Dider taraftan, bize ANf >0 verimis oldugundan Af =0
elde ederiz. Simdi de f?/2 fonksiyonunun Laplas’ina hesaplayalim:

A(f2)2) = xdxd(f*/2)

xd(f *df)

w(df A xdf + f d = df)
w(df A xdf) + f(xd * df)
= VP +5Af.

Aslinda, son egitligin ilk teriminin hesabin biraz daha detayl yapabiliriz: Grad-
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yan vektorinin norm karesi

) B ;0f 0 gt of o
IVAF= (VL V) = (; axjﬁxzz 8xk8xl)

> g7 g™ ga o1 0

ox; Ox
okl 3ok

of of
= i
Z oik 8:1:] aﬂfk

1,5,k

- Of Of
_ Zgw et
i 81‘,8.1‘] ’

olarak hesaplansr. Dider taraftan, yukarida elde ettigimiz 1-formlarin yildizinin
ifadesini kullanarak

df Axdf = (Z;i d:vk) A | 1/det(gij) Z(—l)i_lz% g di;
k i j J
(9i5) 28 o dxy, Z( 1) oz, g dz;

ihj

\/det(gi;) (Zai(%igzj) dzi A -+ ANdxy,

= |IV£I? dvol(ary

elde ederiz. Simdi teoremin kanatinag bitirebiliriz:
0o = [ s
M
= / F(AF) dvol g +/ IV £II” dvol(ar,g)
M M
— 0+ [ I dvolqary)
M
esitligi bize Vf =0 oldugunu gdsterir. Ayrica,

o of d
0:Vf=%:9j aT;decl

denklemindeki (g”) matrisinin tersi oldugundan, her i igin Of/0x; = 0
sonucuna variriz. Son olarak manifold baglantils oldugundan f : M — R
fonksiyonunun sabit olmasy gerektigini goririz.
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3.3 Vektor Demetleri

3.3.1 Temel Tanimlar

Bu boliimde ele alacagimiz vektor demetleri hem geometrinin hem de topoloji-
nin temel konularindandir. Tiirevlenebilir bir manifoldun teget demeti en dogal
vektor demeti ornegidir. Yine teget demetinden dogrusal cebir yontemleri ile
elde edilen esteget demeti de vektdr demetlerinin teorisinde ¢ok Snemli bir yer
tutar. Vektor demetlerinin tanimimi vermeden 6nce (ko)teget demetinin tani-
mint hatirlayalim: M atlast {¢, : Uy — V,} olan tiirevlenebilir bir manifold
olsun. Bu durumda, manifoldu

M=U, U, ~ Ua Va /‘T ~ (QOﬁO(p;l)(x)

seklinde yazarsak teget demetini de gecig fonksiyonlarinin tiirevlerini kullana-
rak agsagidaki sekilde ifade etmigtik:

.M = U, T.U,
~ Uy Va X R™ /(z,0) ~ ((ps095") (@), D(pg o py')a(v))

D(pp = (Pa)

——

{x}Ro (visRa l

Pp = (P!

Sekil 3.2: Teget demetinin koordinat fonksiyonlariyla kurulusu:
(z,v) ~ (y,u) = ((v5 0 95 ) (@), D(w5 0 95 ")a(v))

Benzer sekilde
T"M = Uy T"U,
~ Ug Va X R™ /(z,(D(pg 0 05" )2) (W) ~ (950 95 )(2),w)
egteget uzayini manifoldun gecisg fonksiyonlarinin tiirevlerinin duallerini kulla-
narak yazmigtik. Son olarak, formlarin geri ¢ekme islemini kullanarak manifold
iizerindeki k-formlarin demetinin
AltF(M) = U, AtH(T*U,)

~ Uy AltF(V,) / ~

¢



162 Vektor Alanlar: ve Demetleri

seklinde verildigini gormiistiik. Bu yapilarin hepsi asagida tanimlayacagimiz
vektor demetlerine birer drnektir.

Tamm 3.3.1. P : E™tF — M™ asagidaki 6zellikleri saglayan tirevlenebilir
manifoldlarin tirevlenebilir bir fonksiyonu olsun:

1. Her pe M igin, E,= P~ 1(p) k-boyutlu gercel vektér uzayidur;

2. M manifoldunun yerel sonlu ve saylabilir bir {Uy} agik ortisi varder
oyle ki,

a) Her a igin, bir ¢ : P~ (Uy) — Uy x RE difeomorfizmast vardr,

b) Her o wve pe U, igin,
Palp, + Bp = {p} % R
kisitlamise bir vektor uzayr izomorfizmasidar.

Bu durumda P : E™TF — M™ M-manifoldu tzerinde k-boyutlu bir gercel
vektor demeti olarak adlandirilir. M manifolduna vektér demetinin tabana,
E™k manifolduna vektor demetinin tim uzayr ve E, ters gorintisine
vektor demetinin bir lifidir denir. Ayrica, P : E™TF — M™ fonksiyonuna
vektdr demetinin izdisiim fonksiyonu ve

¢o : P71 (U,) = U, x RE

difeomorfizmalaring da yerel ¢carpim fonksiyonlary denir.
Herhangi bir 'V vektor uzayi i¢in, E =M xV — M, (p,v) — p seklinde
tamamlanan vektor demetine lifi 'V olan asikar vektor demeti denir.

P :Ef - M ve Py: Ey — M gibi iki vektoér demeti arasinda lifleri
koruyan ve her lif iizerinde dogrusal bir izomorfizma olan bir F : E; — Ej
difeomorfizmasina vektdr demeti izomorfizmass denir. Eger lifleri koruyan bir
F : E1 — E, tiirevlenebilir fonksiyonu her bir lif {izerinde bire bir dogrusal
bir doniigiim verirse Ps : F(E1) — M bir vektér demeti olur ve bu demet
P, . E1 — M demetine izomorfiktir. Bu vektdor demetine P, : Ey — M
vektor demetinin bir alt vektdr demeti denir.

Herhangi bir vektor demetinin

6ads” (,v) = (P, Yap(P)(v)), (pv) € (Ua N Up) X R
yerel carpim fonksiyonlarini kullanarak tanimlanan
Yap 1 Us NUg = GL(Ek,R)

fonksiyonlarini diigiinelim. Bu fonksiyonlar her «, 8, v icin, bir cesit koho-
moloji kogulu olan

waﬁ © T;Z)ﬁv = ¢a’y
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dongii kosulunu saglar. Bu fonksiyonlara vektor demetinin bir yaps fonksiyon-
lary ailest denir. Diger taraftan, déngii kogulunu saglayan

waﬁ Uy N Ug — GL(/C,R)

fonksiyonlarim kullanarak bir bagka vektor demeti kurabiliriz:

E=]J Wa xR") / (p,0) ~ (0, Yas(p)(v)) -

Yerel carpim fonksiyonlarini kullanarak bu vektér demetinin P : E — M
vektor demetine izomorfik oldugunu gorebiliriz (bkz. Algtirma 24).

Herhangi bir P : E — M vektér demeti igin P o s = idy; kogulunu
saglayan fonksiyona vektdr demetinin kesiti denir. Simdi bu demetin bir s :
M — E kesitini alalim. Bu kesitin yerel ¢q : P71 (Uy) — Uy x RF carpim
fonksiyonu altindaki yerel ifadesini s, : Uy — Uy x R¥ ile gésterirsek, her
a, B icin, Yap(sa) = sp esitligi saglamir. Bir vektor demetinin kesitlerinin
olugturdugu kiime dogal bir gekilde vektor uzayidir (ashinda bu kiime, manifold
iizerinde taniml tiirevlenebilir fonksiyonlarin olugturdugu halka iizerinde bir
modiil olugturur, bkz. Ahgtirma 23) ve I'(E) ile gosterilir.

P :E — M vektor demetine ait bir 1,5 : (Us N Ug) — GL(k,R) yap1
ailesi icin ¥o(Us NUg) € H < GL(k,R) olacak sekilde bir H < GL(k,R)
alt grubu varsa vektdr demetinin yap: grubu H grubuna indirgenmigtir de-
nir. Bir vektér demetinin grubu determinanti pozitif olan matrisler alt grubu-
na indirgenebiliyorsa bu vektor demetine yonlendirilebilir vektér demeti denir.
Yonlendirilebilir bir manifoldun teget demeti de yonlendirilebilirdir (bkz. Alig-
tirma 25).

Uyari 3.3.2. 1) Yukaridaki tanamda R* yerine CF alwrsak karmasik vek-
tor demetlerinin tanvmang elde ederiz. Karmagsik vektor demetlerinin dogal bir
yonlendirmesi vardir (bkz. s. 166)

2) P:T.M — M teget ve P:T*M — M egstejet demetleri k = m-boyutlu,

ve P : Altk(M) M dse [ )—boyutlu gercel vektor demetidir. Ayrica,

k
M karmagik manifold oldugunda bu vektor demetleri de dogal olarak karmagik
vektor demetleri olurlar.

3) Herhangi bir manifold tizerine Riemann metrigi koymak i¢in kullandigimaz
metottan yararlanarak verilen bir vektér demeti iizerine i¢ ¢arpim koyabiliriz.
Bu durumda vektér demetinin yapr grubunu ortogonal grup O(k)’ye indir-
geyebiliriz: Vektor demetinin

bo : P7LH(U,) = Uy x RE
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q1bi bir yerel carpim fonksiyonunu ele alalim. Vektor demetinin liflerdeki dogru-
sal izomorfizma ile her {p} x RF lifine taswalim:

g, ) RFXRF SR
Her i=1,---,k i¢in,
si: Uy = Us xR¥ | s55(p) = (p,(0,-+-,0,1,0,---,0))

tirevlenebilir kesitlerini tanimlayalim. Bu kesitlere Gram-Schmidt ydntemini
uygulayarak her lifte ortonormal taban veren {ri,--- 1y} kesitlerini elde ede-
lim. Simdi yeni bir yerel ¢arpim fonksiyonu yazalvm:

¢g : P_I(Ua) — Ua X Rkv (p,U) = (p7 gp(v7rl(p))a e ,gp(U,Tk(p))) .

Gram-Schmidt yonteminin ifadest analitik oldugundan bu fonksiyon bir difeo-
morfizma ve carpun fonksiyonudur. Bu carpim fonksiyonlarina karsilik gelen
yaps fonksiyonlars O(k) degerli olacaktir. Eder manifold aym zamanda yon-
lendirilebilir bir manifold ise yapi grubunu SO(k) grubuna da indirgeyebiliriz.

Benzer sekilde, karmagsik bir vektor demeti tizerine de her zaman Hermityan
bir yapr konabilir. Uzerinde metrik olan bir gercel vektor demetinin yape gru-
bunu GL(k,R)’den O(k)’ye indirgeyen metot, benzer sekilde, tizerinde Her-
mityan metrik olan bir karmagik vektor demetinin yapr grubunu GL(k,C) ’den
U(k)’e indirger.

Son olarak bu soylediklerimizin basit bir uygulamasing verelim: U(1) =
St = 8S0(2) oldugundan her karmasik dojru demeti yonlendirilmis gercel diiz-
lem demeti olarak gorilebilir. Tersine, her yénlendirilmis bir gercel dizlem
demeti de bir karmagsik dogru demeti olarak gérilebilir,

3.3.2 Vektdr Demetleri Uzerinde i§lemler

Bu alt bdéliimde vektor demetleri iizerindeki iglemleri inceleyecegiz. Bir mani-
fold tizerindeki vektor demetlerini parametrize edilmig (manifoldun noktalar
ile) vektor uzaylari olarak gorebiliriz. O halde, vektor uzaylar: iizerindeki tiim
iglemleri vektdr demetlerine tagiyabiliriz. Bu boliimde genelde gergel vektor
demetleri ile caligsak da agagidaki tanimladigimiz tiim yapilar karmasgik vektor
demetleri icin de gecerlidir.

Ranklari sirasiyla k1 ve ko olan By — M ve Ey — M iki vektor demeti
alalim. Bu demetlerin ortak bir acik ortii tizerinde verilen yap1 fonksiyonlar:
(i=1, 2)

Vi Ua NUg = GL(k;,R)

olsun.

Vektor Demetlerinin Toplami : Bu iki vektér demetinin Eqy @ Ey — M
toplami, herhangi bir p € M noktasindaki lifi Fi, ® Es, tiim uzay: olan ve

M) 0
Yap 1 Us NUg = GL(k1 + k2, R) p|—>< 0‘% ) )
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yapi fonksiyonlar: ile verilen vektér demeti olarak tanimlanir.

Ornek 3.3.3. Geometri ve topolojide ¢ok énemli bir yer tutan normal demeti
tanimlayalim: (M, g) bir Riemann manifoldu ve L C M bir alt manifold ise
bu alt manifoldun normal demeti

v(L) ={(p,v) e .M | p€ L, gp(v,u) =0, heru € T,L igin},

ile tanamlamr. Simdi, v(L)'nin T.M| — L wvektor demetinin bir alt deme-
ti oldugunu gorelim. Yerel bir (x1,--- , 2z, ,&m) koordinat sisteminde L
alt manifoldu x4 1 = -+ = xy, = 0 denklem sistemiyle verilsin. Bu durum-
da (x1,--,1,0/071," - ,0/0xp) fonksiyonlars T.M, iizerinde bir koor-
dinat sistemi verirler. Yukaridaki uyarida yaptigimiz gibi bu vektor demetinin

si(p) = 0/0x; kesitlerine Gram-Schmidt yontemini uygulayarak ri,--- ,rm
ortogonal kesitlerini elde edelim. Gram-Schmidt yonteminin ifadesinden dolays
{r1,---,r} tabans Ty.L’nin geri kalan {ri11, -+ ,rm} kismi da v(L) nor-

mal demetin tabanine verir. Dolayisiyla,

V(L)Ua — UOé X Rmilv (p,?)) = (p7 gp<v7rl+1(p))7 e 79P(U7Tm(p)))

istenilen carpim fonksiyonunu verir.
Ashinda,

T*M\L — Ua X Rl ©® Rm_la (p’v) = (pa gp(vvrl(p))v e agp(varm(p)))

¢arpim fonksiyonu T M, =T.L & v(L) oldugunu gésterir. Bagka bir deyisle,
At ve By swaswyla T.L — L wve v(L) — L vektér demetlerinin yape
matrisleriyse T, M), vektor demetinin yapr matrisi

(AT*L 0 )
0 By

seklindedir.

Homomorfizmalar Demeti : Herhangi bir p € M noktasindaki lifi Ej
ve Fy demetlerinin o noktadaki liflerinin hom(E1,, F2,) homomorfizmalar
uzay1 olan vektor demetini hom(Eq, Fy) — M ile gosterecegiz. Bu vektor
demetinin yap1 fonksiyonlari

GromELED) L Uy < GL(hom(RM, RF?), R)

wz%m(EhE2)(p)(L) — 1/}5,(23 (p)oLo (wfé (p»il

ile verilir. Bunu su gekilde gorebiliriz: u = @Z)fé (p)(v), ve w= L(v) ise

Yot EED (o) (D) (W E (0) (0)) = 03 (p) (w)
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olacaktir.

Tensor carpimimi olugturan demetlerden ikincisini Fo = M x R agikar
vektor demeti alirsak hom(Eq, Ey) — M demeti Ey; — M vektor demetinin
dual demeti olarak adlandirilir ve kisaca Ej — M olarak yazilr.

Vektor Demetlerinin Tensor Carpim : By ® Fo — M tensdr carpimi,
herhangi bir p € M noktasindaki lifi Fy, ® F3, tensor ¢arpim uzayi olan ve

Yap : Ua NUs = GL(k1k2,R) ,  p>9ls(p) @ ¥25(p)

yap1 fonksiyonlar: ile verilen vektor demeti olarak tanimlanir.

Karmagik sayilari gercel sayilar tizerinde iki boyutlu gercel vektor uzay:
olarak gorebiliriz. O halde, Fs = M xC — M, (p,z) — p, iki boyutlu agikar
vektor demeti ise bu demetin yapi fonksiyonlar: birim matris ile verilir:

Vi UaNUz = GL(2,R), p ( (1) (1) ) :
Bu 6zel halde, F1 ® Es — M 2k;-boyutlu karmagik vektor demeti olur, E; —
M vektor demetinin karmagiklagtirmasi olarak adlandirilir ve kisaca By Q@C —
M ile gosterilir.

1 x 1-lik matrislerin tensor ¢arpimi da 1 x 1-lik oldugundan gergel (ya
da karmagik) bir boyutlu iki vektor demetinin tensor ¢arpimi yine bir boyutlu
olacaktir. Bu iglem bir manifold iizerindeki dogru demetlerinin kiimesini bir
monoid yapar. Diger taraftan, yap: fonksiyonlari

Yap : Us NUg — GL(1,F), (F=R veya C)

ile verilen herhangi bir L — M gergel veya karmagik dogru demetinin dualinin
yap1 fonksiyonlar:

$op i UaNUs = GL(1,F), (F =R veya C)

ters matrisler ile verileceginden her dogru demetinin duali ile tensér carpimi
agikar dogru demeti olacaktir. Dolayisiyla, dogru demetleri kiimesi tensor gar-
pimi altinda bir degigmeli grup olugtururlar (¢arpma iglemi 1 x 1-lik matrisler
tizerinde degismeli bir islemdir). O(1) = Zs ve SO(1) = {1} oldugundan
gercel her L — M dogru demeti icin L ® L asikar dogru demetidir. Dolay1-
siyla, bir manifold tizerindeki gercel dogru demetlerinin olusturdugu degigmeli
grup bir 2-gruptur (birim eleman digindaki her elemanin mertebesi ikidir).

Determinant Dogru Demeti: £ — M ranki k-olan bir gergel vektor demeti
olsun. Bu demetin
Yap 1 Us NUg = GL(E,R)

yapt fonksiyonlarmm det : GL(k,R) — R = GL(1,R) determinant fonksiyonu
ile bilegkeleri, ~
Qﬁaﬁ = det othag : Us NUg — GL(1,R) ,
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ranki bir olan bir vektér demeti tanimlar. Bunu gérmek icin

waﬁ o wﬁ’y = wcw

dongi kogulunun determinantini almak yeterlidir. Determinant fonksiyonu bir
grup homomorfizmasi oldugundan
waﬁ © %w = wa'y

esitligi elde edilir. Bu vektor demetine F — M demetinin determinanti denir
ve genellikle det(F) — M ile gosterilir. Aym gekilde karmagik vektor demet-
lerinin determinantlarini tanimlayabiliriz. Bir gercel vektér demetinin yonlen-
dirilebilir olmasi yap1 grubunun GL*(k,R) alt grubuna indirgenmesine denk
oldugundan yonlendirilebilir vektor demetlerinin determinantlart agikar dogru
demetleridir (bkz. Aligtirma 28). Ornek 2.3.9'da her karmagik matrisi determi-
nanti pozitif olan gercel bir matris olarak ele alabilecegimizi gormiigtiik. Bagka
bir deyigle GL(k,C) grubu GL™(2k,R)’nin bir alt grubudur. O halde, bir kar-
magik vektér demetinin yapi fonksiyonlarmin GL(k,C) — GL(2k,R) icerme
homomorfizmast ile bilegkesini alarak bu vektér demetini gercel ranki karmagik
rankinin iki kat1 olan yonlendirilmis gercel bir vektor demeti olarak gorebiliriz.

Vektor Demetleri Uzerinde Karmagik Yapilar: Simdi de gercel bir vek-
tor demetin ne gekilde karmagik bir demete doniigtiiriilebilecegini gorecegiz.
Bagka bir deyisle, ranki 2k olan yonlendirilmig gergel bir vektér demetinin
GL*™(2k,R) yapt grubunun

GL(k,C) C GL"(2k,R)

alt grubuna indirgenebilmesini saglayan bir kriter verecegiz. R?* {izerinde bir
karmagik yapi ile karesi J? = —Id olan bir J : R?* — R?* endomorfiz-
masini anlayacagiz. Her ¢ift boyutlu vektor uzayi tizerinde sayilamaz ¢oklukta
karmagik yapi oldugu agiktir (bkz. Aligtirma 29). Bir vektor demetinin her lifi
iizerine, noktaya gore degigimi tiirevlenebilir olan, karmagik yapilar koyabil-
digimizi diigiinelim. Bagka bir deyigle, EF — M ranki 2k olan bir vektor
demeti olmak {izere
hom(E, E) - M

demetinin her p € M icin, Jg = —Idg kosulunu saglayan bir
J: M —hom(E,E), p—J,: E—E

kesitinin varhigini kabul edelim. Béyle yapilara vektor demeti iizerinde bir kar-
magik yapr denir. Karmagik yapilarin varligi genellikle cevabi zor olabilen (ce-
birsel) topolojik bir problemdir.

Simdi bir karmagik yapimin GL*(2k,R) yap1 grubunu GL(k,C) grubuna
indirgedigini gorelim. Yerel bir ¢, : P71 (U,) — Uy, X R?* carpim fonksiyonu
altinda demetin hicbir noktada sifir olmayan bir

xy: U, — U, x R?F
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kesitini alalim. y1(p) = J(p) o x1(p) seklinde tanimlanan kesiti diigiinelim.
J2 = —Id oldugundan her p € U, ic¢in, {z1(p),y1(p)} kiimesi E, vektor
uzay1 i¢inde dogrusal bagimsizdir. Giinkii ¢i21(p)+dyy1(p) = 0 olacak sekilde
c1, c2 € R gercel sayilar: varsa, bu denkleme J, uygulayarak —dizi(p) +
c1y1(p) = 0 denklemini elde ederiz. Bu iki denklemden kolay bir sekilde (c? +
d?) x1 = 0 elde ederiz. 1(p) # 0 seklinde secilmig oldugundan c¢; = dy =
0 sonucuna variriz. Simdi bir Gc¢lincli w9 : Uy, — Uy X R2* Kesiti secelim
oyle ki, yine her noktada {zi(p),v1(p),z2(p)} kiimesi E, vektor uzay:
icinde dogrusal bagimsiz olsun (bu kolayca yapilabilir). Benzer gekilde, ya(p) =
J(p) o z2(p) ile tanimlanan kesit bize yine her noktada dogrusal bagimsiz
{z1(p),y1(p), x2(p), y2(p)} kiimesini verecektir. Bunu gérmek i¢in bazi ¢;, d;
1 =1,2, gergel sayilar1 i¢in

c1z1(p) + diy1(p)1 + caxa(p) + day(p) =0
oldugunu varsayalim. Bu denkleme 6nce J, uygulayarak
—d1z1(p) + c1y1(p) — dawa(p) + cay2(p) = 0

denklemini elde ederiz. Daha sonra ilk denklemi c¢s, ikinci denklemi de —ds
ile carpip toplarsak

(6102 + d1d2)x1 (p) + (Cle - Cld2)3/1(17>
C% + d%

z2(p) =

elde ederiz (bir 6nceki paragraftan dolay1 c3 + d3 # 0 oldugunu biliyoruz).
Fakat bu {z1(p),y1(p), z2(p)} kiimesinin dogrusal bagimsiz olmasiyla geligir.
Bu gekilde devam ederek, her noktada dogrusal bagimsiz ve y; = J ox; olan
T1,Y1, " Tk, Yi kesitlerinin varligini kabul edebiliriz.

Simdi bu kesitleri kullanarak vektér demetimiz icin yeni bir carpim fonk-
siyonu yazabiliriz:
@2 PHU,) = Uy x R* =U, x C*

«

(p,U) = (pa (al(p’v) + Z.bl(pa U)’ T vak(pa U) + ibk(pa U))) )

oyle ki a;(p,v), bi(p,v) gercel sayilar

v = ai(p,v)r1(p) + bi(p,v)y1(p) + - - + ar(p, v)zr(p) + bi(p, v)yr(p)

esitliginin tek ¢Oziimiidiir (a;(p,v) ve b;i(p,v) fonksiyonlarmin tiirevlene-
bilir oldugu bu katsayilarin Kramer kurali kullanilarak yazilabilmesinin bir
sonucudur). Bu garpim fonksiyonlar: her noktada karmagik dogrusaldir: Eger
0 (p,v) = (p,w) ise ¢2(p, Jp(v)) = (p,iw) olur. Carpim fonksiyonlarmin
verecegi yapi fonksiyonlarinin GL(k,C) degerli olacaginin kanitini okuyucuya
birakiyoruz. Boylece kanit tamamlanir.
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Vektor Demetinin Geri Cekmesi: f: M — N tiirevlenebilir bir fonksiyon
ise N iizerindeki her vektor demetini bu fonksiyon yardimiyla M iizerine
tagiyabiliriz: P : E — N bir vektdr demeti olsun. Bu demetin f ile geri
cekmesi f*(E) — M

fA(E)={(p,v) e M x E | P(v) = f(p)}

ile tanimlanir. f*(E) — M demetinin ¢arpim ve yap: fonksiyonlar1 E — N
demetinin ¢arpim fonksiyonlarinin uygun sekilde f: M — N ile bilegkesi ola-
caktir. Ayrica geri cekme iglemi yukaridaki tiim yapilarla uyumludur. Ornegin,
[f(E1® E2) = f*(E1)® f*(E2) olur; E — N iizerinde metrik veya karmasik
yapilar varsa bu yapilar geri ¢ekme iglemi ile f*(F) demetinde de var olur
(bkz. Alstirma 30).

Evrensel Demetler: Her gercel veya karmagik vektor demeti evrensel demet
denilen bir demetin bir fonksiyon ile geri ¢ekmesi ile elde edilebilir. Simdi bu-
nu ayrintilariyla aciklayalim: T gercel veya karmagik sayi cismini gostersin.
Bu durumda F™ vektor uzaymin tiim k-boyutlu (k < n) alt uzaylarinn
kiimesini Grp(n, k) ile gosterecegiz. Grassmann manifoldu olarak bilinen bu
kiime iizerinde dogal bir manifold yapisi vardir. Ashinda, tanimindan dolay:
Grp(n,1) = FP" ! manifoldu oldugu aciktir. Genel durumda ise bu kiime
iizerine topolojik yapiy1 su gekilde koyacagiz: V =F" vektor uzaymin bir W
k-boyutlu alt uzayim ele alalim. V' uzay: lizerine standart i¢ carpimi koyalim

ve uzaym bir 8 = {v1, - ,v,} ortonormal tabanini segelim 6yle ki, tabanin
ilk k-vektort {wvy,---,vx} W alt uzaymin bir tabam olsun. Simdi F = R
olsun. 8 = {v1,--+ ,v,} ortonormal tabanini bir ortogonal matrisin siitunlar:

olarak gorebiliriz. Diger taraftan, hem W alt uzayinin hem de bu uzaym W+
ortogonal tiimleyeninin ayri ayri tabanlarini degistirmek, W alt uzayinin,
O(n) ortogonal matrisler uzay: i¢inde farkli temsilcilerini verecektir. O halde,
Grr(n,k) kiimesiile O(n)/(O(k) x O(n —k)) boliim uzay1 arasinda bire bir
egleme vardir. Burada herhangi bir (A, B) € O(k) x O(n — k) matris ikilisini

O(n) icinde
A 0
0 B

‘kogegen’ matrisi olarak goriiyoruz. Bu egleme sayesinde Grgr(n,k) kiimesini
bir topolojik uzay olarak gorebiliriz. Aslinda Grg(n,1) durumunda oldugu
gibi bu topolojik kiime {izerinde tiirevlenebilir bir yap1 vardir ve bu yapiyla
O(n) = Grgr(n, k) fonksiyonu tiirevlenebilir bir béliim fonksiyonudur.
Grassmann manifoldu iizerinde dogal bir k-boyutlu vektor demeti vardir:

& =A{(v,V) |V eGrr(nk), ve V} - Grr(n,k), (v,V)— V.

Projektif uzay dzelinde oldugu gibi, R® ~ R" x {0} C R"*! gémmesi yardi-
miyla, Grassmann manifoldlarin i¢ ige diiglinebiliriz:

Grr(n,k) = Grr(n+ 1,k), V — V x {0} .
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Son olarak n izerinden limit alarak

Grgr(k) = lim Grg(n,k)
n—oo
Grassman uzayin ve onun tizerindeki (dogal) evrensel & — Grr(k) k-boyutlu
vektor demetini tanimlayabiliriz. Benzer yapiy1 karmagik C-cismi {izerinde de
kurabilecegimiz aciktir.

Herhangi bir X topolojik uzay: tizerinde verilen k-boyutlu E — X vek-
tor demeti uygun bir f : X — Grp(k) fonksiyonu igin f*(§{) demetine
izomorfiktir. Buradaki f : X — Grp(k) fonksiyonuna E — X vektor de-
metinin bir simiflandirma fonksiyonu denir. Demetlerin izomorfizma siniflar1 ile
demetlerin siniflandirma fonksiyonlarinin homotopi simflar arasinda bire bir
egleme vardir. Bu alt boliimde ifade ettigimiz sonuclarin kanitlarini burada
sunmayacagiz. Bu bilgilerin daha kapsamli ve agik halini [29] nolu referansin
5. Boliimii'nde bulabilirsiniz. Diger taraftan, k =1 ve F = C durumunda 6.
Unite’nin sonunda bulunan Alstirma 9 buradaki sonuclarm kismi kamitlarim
sunmaktadir.

Ornek 3.3.4. Bu drnekte CP' C CP? alt manifoldunun normal demetini
hesaplayacagiz. v(CPY) = CP? — {[0:0:1]} olmak iizere

P:v(CPY) = CP', [20: 21 : 29] = [20 : 21]
1zdiistim fonksiyonunu ele alalim.
Up=CP'—{[0:1]} we U =CP'—{[1:0]}

olmak izere

P_I(UU) —UgxC, [z0:21:20)— ([20 s 21, >

ve

P_l(Ul) — U1 X (C, [Zo 121 ZQ] — <[Zg : Zl], ?)

1

difeomorfizmalary ranks bir olan bir karmagik vektér demeti tanwmlar. Bu de-
metin tim uzayr V((C.Pl) oldugundan bu demet projektif dogrunun projektif
diizlem i¢indeki normal demetidir. Bu olt manifoldun tip komsulugu olarak
normal demetin tim uzayme alabiliriz. Normal demetin o1 : Ug NU; —
GL(1,C) = C* yaps fonksiyonu o1([z0 : 21 : 22]) = 21/20 ile verilir. O hal-
de, UyNUy agik kiimesi tzerinde z = zg/z1 fonksiyonunu koordinat olarak
secersek yapr fonksiyonumuz 1o1(z) = 1/z olacaktar.

Ornek 3.3.5. Ornek 2.1.10°da ele aldigumiz karmasik projektif dogrunun kar-
magik teget demetinin insasini hatirlayalim:

T.CP' = T,C U T.C /(z,0) ~ (¢(x), ¢/ (x)(v)) = (1/, —v/?),
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(x,v) € C—{0} x C=T,(C — {0}).
Buna benzer olarak, her k € 7 igin, O(k) — CP' bir boyutlu karmasik
vektor demeli

O(k)=CxCUCXC /(z,v) ~ (1/z,v/z"),

(z,v) € C—{0} xC seklinde tansmlanir. Bu durumda teget demeti, T,CP' =
O(2) olur. Diger taraftan, estejet demeti ise

T*CP! = (T.CPY)* = O(2)* = O(-2)

olacaktr.
Pozitif 'k tam saplary igin ise O(k) — CPY karmagik dojru demetinin
bir kesiti

k k
s:CP 5 O(), solo:a) =1+ ve si(o:a)) =1+
0 1

yerel kesitleri ile verilir (ashinda derecesi k-olan her homojen polinom bir ke-
sit verir ve tim kesitler bunlardwr; bkz. Alstirma 31). Ayrica negatif k tam
saylars igin O(k) — CPY wektor demetinin tek analitik kesiti sifor kesitidir.
Dolayiswyla, negatif k tam sayilars igin bu demetin analitik kesitlerinin olustur-
dugu vektor uzayinn boyutu sifir iken, pozitif k tam saydar: igin bu boyut k—+1
olur. Son olarak, O(0) = CP' x C asikar demetinin kesitleri s : CP' — C
seklindeki fonksiyonlar oldugu i¢in analitik kesitler sadece sabit fonksiyonlardor.

Son olarak yukardaki érnekte ele aldiimaz normal demet O(1) — CP!
demetidir. Beginci tinitede inceleyecegimiz kesisim teorisi, bu nmormal demeti
belirleyen k =1 saysi ile projektif dizlemde herhangi iki farkly dogrunun tek
bir noktada kesismesi arasindaki iliskiyi aciklayacaktir. (Bkz. Ornek 5.2.4.2 ve
Ornek 5.2.11.2.)

3.3.3 Vektdr Demetleri Uzerinde Baglantilar

Onceki kisimlarda, M manifoldu iizerinde tanimli bir Y vektér alanmin bir
bagka X wvektor alami boyunca LxY Lie tlirevini tanimlamigtik. Simdi Y
vektor alanimin tek bir p € M noktasindaki herhangi bir v € T,M vek-
torii boyunca tiirevini tamimlamaya galigalim. Lie tiirevinin tanimini dogrudan
kullanamayiz, ¢linkii Lie tiirevi her iki vektor alaninin da p € M noktasinin
acik bir komgulugunda tanimli olmasim gerektirir. Oysa v € T,M vektori
sadece bir noktada tanimlanmigtir ve bu vektorii, tanim kiimesi bu noktanin
agik komgulugu olan bir vektdr alanina genigletmenin dogal bir yontemi yoktur.
Diger taraftan, manifold iizerinde Riemann metrigi gibi fazladan bir yap1 ve-
rilirse bu zorlugun iistesinden gelebiliriz: Bu noktadaki teget uzayinda tanimlh
yerel Exp,: T,M — M difeomorfizmasini diigiinelim. Her v € T,M vektorii
icin,
D(Expy)(v) : Ty(T,M) ~T,M — T,M , q= Exppy(v) ,
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tirev izomorfizmasini kullanarak Y vektdriiniin p noktasinin etrafindaki
degerlerini birbiriyle kargilagtirabiliriz. Y vektériinin ¢ = Fxp,(v) noktasin-
daki Y(q) € T,M degerini bu izomorfizma ile p noktasindaki

Y (v) = [D(Bapy)(v)] (Y ()

vektoriine tagiyalim. Simdi Y vektor alanimin p € M noktasinda ve v € T, M
vektorii boyunca tiirevini

d ~
V.Y =—  Y(tv
dt |i—o (t0)
ile tamimlayabiliriz.
Teorem 3.3.6. (M, qg) bir Riemann manifoldu, (x1,---,x,) bir yerel koor-

dinat sistemsi ve Ffj metrigin bu koordinatlardaki Christoffel sembolleri olsun.

e; e

vektor alamina gosterirsek, e; wvektor alanwnan p € M noktasinda
Ti
ve e;(p) wvektori boyunca tirevi

k
Veiej = ZFM (&%
k

ile verilir.

Kamt : Y (tv) = [D(Exp,)(tv)]~! (Y(q)) denklemini

[D(Ezpy)(tv)] (Y (tv)) = (Y (Expy(tv)))

seklinde yazalim ve her iki tarafin t’ye gore tiirevini alalhim. Bunun icin ilk 6nce,
Y =e; ve v=¢;(p) oldugundan Teorem 3.1.7’in kanitinin ilk paragrafindan

dolay1 jtt_o(Y(Expp(tv))) =0 oldugu kolayca goriiliir. O halde,
- d i )
i1 D) ()] (V(0) + [D(Bapy) (0) <dtt0 (y(tv))> 0

elde ederiz. D(Exp,)(0) = id ve dolayisiyla Y'(0) = Y (p) oldugundan

G e = (

dt|,—o

jtto[D(Eq:pp)(tv)]) Y(p))

d
sonucuna ulagiriz. O halde, kanit1 tamamlamak i¢in 7 [D(Expp)(tv)] ti-
t=0
revini hesaplamaliyiz. Bunu yapmak i¢in p € M noktasindan baglayan ve

y € T, M vektorii boyunca ilerleyen jeodezigi

Yt,py) i R— M, t—=tpy) = (@), -, m)
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ile gosterelim. O halde,

vt p,y) =71, p,ty) = Expp(ty)
denkleminin t’ye gore tiirevini alarak
Yt p,y) = %(Empp(ty)) = D(Expy(ty)) -y
elde edilir. Tekrar tiirev alirsak

$(p) = SIDEm )]y (%)

buluruz. D(Exp,(ty)) matrisini D(ty) = [d;(ty)] ile gosterelim. Bu du-
rumda

4
dt|t=0

olur. Diger taraftan, Vd, = (dj,,
yukaridaki egitligi

(D(Bapy(t9))) = 5 (D) = (Vi -y

-+ ,dp.) gradyan vektorii olmak {izere

d
alt:O[D(ty)] = [zk: d,, yk]

(L,m)

seklinde yazabiliriz. O halde yukaridaki (%) esitligini, ¢t =0 alarak,

km 0)

geklinde yazdiktan sonra jeodezik denklemini kullanirsak, her [ igin,
— > Thon Uk Ym = Y Ay Y Ym
km km

egitligini elde ederiz. Bu esitlik her y = (y1,--- ,yn) € T, M vektorii icin dogru

oldugundan dfm = —Fggm elde ederiz. Son olarak
4 Py = - (d D(Ex ><tv>1) ¥(p)
dt |y dt )iy Pp p

denkleminde Y =e; =[0,...,0,1,0,---,0]" ve y=uv=¢;(p) alarak

Vi = @et) = (G DED)E0)]) @

[Ff:l](k,l) [07 o 707 1707 T 70]t

_ k
= > e,
k
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buluruz ve boylece kanit tamamlanir. O

Yukarida

Y (v) = [D(Expp) ()] (Y (q))

olmak tizere

VY = Y (tv)

"~ dto

ile tanimladigimiz tiirev alma iglemine (M, g) Riemann manifoldunun Rie-
mann baglantist denir. Bu tamimi1 Y vektor alami yerine manifold iizerinde
tanimh bir f: M — R fonksiyonuna uygularsak fonksiyonun p € M nok-
tasinda ve v € T,M vektorii boyunca tiirevini elde ederiz:

Vof =v(f) .

X veY (M,g) Riemann manifoldu iizerinde vektor alanlari olsun. Bu
durumda

ile tanimlanan vektor alanini VxY ile gdsterecegiz. Tanimlardan ve kanitin
icindeki ifadelerden yararlanarak agagidaki sonucu kolayca elde ederiz.

Sonug 3.3.7. X, Y, X; wve Y; (M,g) Riemann manifoldu izerinde vektor
alanlary ve f : M — R tirevlenebilir bir fonksiyonu olsun. Bu durumda
asagrdakiler dogrudur:

LVx(fY)=fVxY+X()Y,

2. VixY = f VxY,

3. Vx+x,Y =Vx, Y +Vx,Y, wve

4. Vx(V1+Y) =VxY + VY.
(M, g) manifoldunun Ffj Christoffel sembollerine ayrica Riemann baglanti-
sinin Christoffel sembolleri de denir.

Uyari1 3.3.8. (M, g) Riemann manifoldu iizerindeki Riemann baglantisint E =
T.M — M wvektor demetinin kesitlerinin olugturdugu T'(E) wvektor uzayindan
E ® T*M wvektor demetinin kesitlerinin olusturdugu T'(E @ T*M) wvektor
uwzoyna bir dogrusal fonksiyon olarek gérebiliriz:

V:D(E) = T(E@T*M), Y = (VY : X s VxY) ,
oyle ki, her Y € I'(E) wve fe C®(M) igin,
V(fY)=f VY +Y ®df

Leibniz kuraly saglanar.
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Riemann baglantisin1 bu gekilde ifade etmek teget demeti iizerinde tanim-
ladigimiz Riemann baglantisini ¢ok daha genel bir kavramin 6zel hali yapar:
E — M herhangi bir vektor demeti olmak {izere yukaridaki uyarida verilen
Leibniz kuralim saglayan her dogrusal

V:[(E) = D(E @ T*M)

homomorfizmasina E — M demeti lizerinde bir baglant: denir. Vektor de-
metinin, manifoldun bir U agik kiimesinde x1,---,x, koordinat sisteminde
verilen bir {so} catisim (manifoldun U aqk kiimesi iizerinde tammh ve

vektor

d
her noktada dogrusal bagimsiz olan yerel kesitler) alalim. e;(p) = 7
2
alanlar: icin '
VQZ- Saq — Fzﬂa S
esitligini saglayan
I’ .U—-R
fonksiyonlarina baglantinin bu koordinat sistemindeki Christoffel sembolleri
denir. X = ). a;(p) e; ve s(p) = >, fa(p) sa(p) gibi rastgele bir vektor
alani ve kesit alalim. Baglantinin 6zelliklerini kullanarak bu kesitin tiirevini

Vxs = VS0 a ) fasa
= Zai (fa Vei Sa + Saei(fa))

= Zai faZF 53+ Sa ‘Z
= ZF azfa3ﬁ+ZXfa

iaf3

olarak hesaplayabiliriz. Dolayisiyla, vektor demeti iizerindeki baglant1 Chris-
toffel sembolleri ile tamamen belirlenir.

Bu hesaplamalarin bir sonucu olarak ayni demet iizerindeki iki baglantinin
farkinin bir tensor oldugunu goriiriiz:

(Vi = VX)(fs) = f (Vx = VX)(5)) -

Dolayisiyla, bir vektér demeti iizerindeki tiim baglantilari, bir tanesini taban
baglant1 olarak segerek, bir afin uzay olarak gorebiliriz.

Teget demetinde oldugu gibi, carpim fonksiyonlarin ve birimin ayrigimin kul-
lanarak her vektor demetine bir Riemann metrigi koyabiliriz. Yine benzer ge-
kilde bu metrigin Christoffel sembollerini yazarak vektér demeti {izerinde bir
baglanti inga edebiliriz.
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Yukaridaki gdsterimi kullanarak bazi wh € QYU) 1-formlar igin,
Vsa=wl®s
o «@ B

yazabiliriz. Aslinda vektor demeti iizerinde bir baglanti, bu demetin kesitlerinin
olusturdugu vektor uzaymin endomorfizmalarinda deger alan 1-form olarak
tanimlanabilir:
w= ZF?Q 56 ® 53 @ dx; .
i,a,0

Bu forma baglants 1-formu denir.

Vektor demetinin U agik kiimesi iizerinde bir bagka yerel {s{,---,s.}
catisin alalim. Bu iki ¢at1 arasindaki dogrusal taban degigtirme matrisini g :
U — GL(r,R) ile gosterelim:

8;:Slglj+"'+8rgrj:ZSlglj.
l

Bu durumda bu iki ¢atiya kargilik gelen baglanti formlar arasindaki iligki agagi-
daki gibidir.

Onerme 3.3.9. Baglantin {s},--- ,s.} catisina karsiik gelen & = [(Dﬂ
1-formu icin @ = g lwg + g~ dg esitligi saglanir (dg ile g fonksiyon
matrisinin her elemaninin dis tirevi alinarak elde edilen matrisi gosteriyoruz).

Kanit : Dogrudan tanimlar kullanarak

VS} =V (ZS[ glj>
l

= > (g Vsi+ 5 © dgy;)
1

o (pen) o)

!
= > g sk+ Y s ®dgy
Ik I

S gy ok (z 0, g,;nz) LS g dgy
lk m

Ilm

_ k _
- Zgimlz Wy Gij Sy + ZQZW} @ dgij Sy,

lkm Im
S (z 0t gy Y dglj) /.
m kl l

esitligini elde ederiz. Bu kanit1 bitirir. O
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Ornek 3.3.10. Bir manifoldun tejet demeti iizerinde verilen bir ¥V baglantis:
ve X =3 ,ai(p) e ve Y =3 .bj(p) e gibi iki vektér alane verilsin. Bu
durumda

VxY -VyX = ZFZ (ai bj —aj bz) er + Z(X(bj) — Y(aj))ej
ijk j
= [X,Y] + ZFZ (ai bj —aj bz) €k
ijk
= (X, Y]+ (05 -T%) a; bj er
ijk
elde ederiz. Bu egitligi kullanarak
T(X,Y)=VxY = VyX — [X,Y] =) (T} —T%) a; b; ek

7t
ijk

ile tamamlanan T(X,Y) tensorine baglantiman burulma tensori denir (bkz.
Abstirma 32). Eger baglants simetrik, baska bir deyisle, her i,j,k igin, I’fj =
F;?Z-, ise T =0 olduju agiktir. Ozel halde, tiim Riemann baglantilar: simetrik

oldugundan bu baglantilarin burulma tenséri sufirdor.
Burulma tensdrinin geometrisini bir ornek dzerinde inceleyelim. Koor-
dinatlars x1, x2 olan M = R? dizleminin tejet demetinde asagrdaki
Christoffel sembolleri ile verilen baglantuyr alalim: r = \/x3 + x3 olmak dizere

T'ly(z1,29) = cosr?, T2,(x1,22) = sinr?, wve tim dijer semboller sifur olsun.

Yine e; ile vektor alanima diginirsek, X = e ve Y = ey wekior

T
alanlar: olmak tzere

T(X,Y)(x1,22) = (cosr?) ey + (sinr?) ey

olarak hesaplamir. O halde, bu iki vekiér alaninin burulma tenséric merkezden
gecen dogrular boyunca donen bir vektér alami verir. Ayrica bu iki vektor alany
icin, [X,Y] =0 oldugundan T(X,Y) = VxY — VyX olur ve dolaysiyla
diizlemin her noktasinda VxY # Vy X 'dir.

Uyar1 3.3.11. V, E — M wektér demeti dizerinde herhangi bir baglant:
olsun. Egder bu baglants bir Riemann baglantisy olsaydy fonksiyonlar tizerinde
de taniml olurdu ve f: M — R olmak tzere V(f) = df ile verilirdi (bkz.
sayfa 174). Simdi bize verilen NV baglantisinan da fonksiyonlar tzerinde bir
Riemann baglantisi gibi tanvmlanmas oldugunu kabul edelim (bkz. Alstirma 33).
Bu durumda V baglantisine E* — M dual vektor demetine tasiyabiliriz.
Gaosterim kolayligs agisindan baglantuyr dual demet dizerinde de yine YV ile
gosterecegiz: Eger s € I'(E) wve « € I'(E*) birer kesit iseler f = a(s)
manifold tzerinde tirevlenebilir bir fonksiyondur. Baglantinin Letbniz kuraling
saglamasing bekledigimizden dolay

df =V (f) = V(a(s)) = (Va)(s) + a(Vs)
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esitliginden dual vektor demeti tzerindeki baglantinin Christoffel sembollering
su sekilde hesaplayabiliriz. Yine (xi,---,x,) manifold tizerinde yerel bir ko-

ordinat sistemi, e; = , (s1,-++,sE) wvektor demetinin yerel bir catisy ve

da;
(a1, ,a) dual vektor demetinin oy(s;) = 6 kosulunu saglayan bir ¢ati-
st olsun. FEger Ffj vektdr demetinin bu ¢atrdaki Christoffel sembolleri ise,

Ve85 = ZFZ sk, yukaridaki esitlikten
k
0=-ei(als;) = (Veau)(s;)+ a(Ve,s;)
= (V) (s5) +a (Z ry 5k>
k
= (Veial)(sj) + ZF% 5lk
k
= (Veau)(s)) "’Féj )
elde ederiz. O halde, Vo = —Zj Fﬁj aj olur. Bagka bir deyisle, dual
demetin Christoffel sembolleri fz ise, Vea = Zf‘fj g,
k
- }
Fij = _ng

olur. Carpim kuralins tekrar kullanarak baglantiyr bu vekiér demetlerinin tensor
carpemlarina da genigletebiliriz. Bunun bir uygulamasini asagida gorelim.

Onerme 3.3.12. V bir (M,g) Riemann manifoldunun (Riemann) baglant:-
st ise Vg = 0°dar. Diger taraftan, bu kosulu saglayan simetrik tek baglants
Riemann baglantisidur.

Kanat : 'V Riemann baglantisi olmak tizere {e; = d/dzxy,--- e, = d/dx,}
yerel ¢atisi i¢in baglant: formunun Christoffel sembolleri Ffj olsun:

k

Bu durumda, dual vektér demetinin Christoffel sembolleri f*fj = —I', ola-

caktir. Onermenin kanitin1 yapmak icin her e icin

Vek Zgij d.%'l‘ & dl‘j =0
ij
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oldugunu gostermeliyiz. Garpim kuralini uygulayarak

Ve, Zgij dr; ® dx;j = Z[(Vekgij) dzr; ® dx;
ij ij
+0ij (Ve da;) @ dej + gij do; @ (Ve dxj)]
Z gfj dx; ® dx;
j
+ Zgij f‘ﬁﬂ dr; ® dx; + Z Gij f‘i:] dxr; ® dx;
ijl ijl
Z gfj dr; ® d.’E]’
tj
- Zgij Fi;l dx; ® dxj — Zgij FZ:Z dx; ® dxy
ijl ijl
elde ederiz. Bu durumda kamtin birinci boliimiini tamamlamak igin

l !
gz] = Zgl] sz + gal Fk]
l

oldugunu gostermek yeterlidir.

1
l l
o Thi+eaTy = D g (2 > 8™ (G + 9 — 922))
l l
1 m
+ Zgil 5 (gl + T — 915
l
1 .
= 5 > " Sim (G + G — 917)
m
+5 > Oim (Gl + G — 955)
m

1 . N .
~(g1; + 95i = Gij)

1 . L .
= *(gllfj + 95 — giz) + 9

2
k

Kanitin ikinci boliimi okuyucuya aligtirma olarak birakilmigtir (Aligtirma 34).
O

Benzer yontemlerle agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.13. P : E — M tirevlenebilir manifold iizerinde bir vektor de-
meti, {z;}, i = 1,---,n, manifold tizerinde yerel bir koordinat sistemi ve
{sa}, a=1,--- r, demetin bu koordinat sistemi uzerindeki bir ¢atisi olsun.
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Demet tizerinde bir g metrigi ve bir T' baglantisy alalim. Bu durumda T
baglantisinin metrigi korumast igin gerek ve yeter kosul, her i,a, 0 ic¢in,

Jop = ngﬁ I, + 9ay T
Y

olmasidar.
Ayrica,

.1 ;
Fa =597 gus
B
bu denklemin bir ¢ézimiini verdiginden demet tzerinde secilen her i¢ carpum
icin bu i¢ carpimla uyumlu bir baglantinin var oldugunu goririz.

Kanst - Ikinci ifadenin kamitini tamamlamak icin baglant: formunu belir-

1 .
T =52_9" gas
5

ifadesinin koordinat ve ¢arpim fonksiyonlarinin segiminden bagimsiz oldugunu
gostermeliyiz. Bunun i¢cin F manifoldu {izerine bir Riemann metrigi koyalim
ve bu metrik yardimiyla teget demetini ker(DP) ve bunun direkt tiimleyeninin
toplami geklinde yazalim:

leyen

T.FE =ker(DP:T.E -T.M)®H~FE®H .

Bu yazimda E ile ker(DP) demetini dogal sekilde yer degistiriyoruz. Daha
sonra FE manifoldu iizerine koydugumuz Riemann metrigini bir g metrigi
ile degistirelim, dyle ki gp = g olsun ve her (u,v) € ker(DP) x H igin
g(u,v) = 0 esitligi saglansin. Buna gore her i ve « ig¢in, g;o, = 0 olur.
M manifoldunun koordinat secimi ve demetin bir carpim fonksiyonu E ma-
nifoldunun bir koordinat sistemi segimine kargilik gelecektir. Dolayisiyla, bu
metrigin belirledigi metrik bagmtisy, diyelim ki V olsun, M iizerindeki ko-
ordinat sistemi ile F demetinin carpim fonksiyonu se¢iminden bagimsizdir.
Bu bagintinin ker(DP) ~ E {izerine dik izdiigiim fonksiyonu ile birlesimi E
tizerinde bir baglant: tamimlayacaktir (bkz. Aligtirma 35). Eger f;ya bu baginti-
nin yukarida bahsedilen gekilde secilmig bir koordinat sistemindeki Christoffel
sembolleri ise

1 - 5 . B 1 .
), = 5 ngﬁ (9ip + Gap — gfa) =5 ngﬁ 908
B B

olacaktir. Dolayisiyla, kanit tamamlanir. O

Vektor demetleri tizerindeki metriklerin ve baglantilarin egriliklerini ve ko-
homolojik 6zelliklerini Unite 6’da ele alacagiz. Fakat daha 6nce tiirevlenebilir
formlarda tamimladigimiz dig tiirevi, iizerinde bir baglant: formu verilmig olan
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tensor degerli formlara tagimamiz gerekiyor. Eger v € Q"(M) tiirevlenebilir
bir form ve s € I'(E), tizerinde bir V baglantisi verilmig olan, E — M
vektor demetinin bir kesiti ise, bu kesitin dig tiirevi su sekilde tanimlanir:

dV:T(QU(M)®FE) - T(Q™YM)® E) ,

(v @s)=dv®s+ (—1)TV/\Zd:cj ®V;s.
J
Simdi de bu tanim kullanarak herhangi bir s = 3_ fx s kesitiicin (d¥VoV)(s)
bilegkesini hesaplayalim.

(@ oV)(s) = d¥(Vs)

= dv (Z(dfk ® sk + fr Vsk)>

k

0
= qv afk dx; ® s + Z fx sz dr; ® s
kil

= v Zafl dmz®sl+2fk Il da; @ s

(g o

- fi O fr arl, | |
B z; (axza% +Zk: (8 T Lix+ I Ox; drj N dr; @ s
_ Z <3fz

Z7l7.77

F ) dxl-/\da:j@)Fﬁ Sm

ort
- Z fr ax“f dzj Adz; @ 8

6,5kl J
Z fr Fék ;7; dr; Ndx; @ sp,
i7j7k7l7m
ort,  art
0.kl ’ J
fk m m Fl d
+ Z =g U ) dzi ANdz; @ s
1,7, k,l,m
= FY(s)

olarak bulunur. En son adimdaki terim egrilik (formudur),

FY e T(Q*(M) ®qo(pr) hom(E, E)) ~ T(Q*(M) ® E* ® E) |
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ve

or'! P

1 ; arl
I _ § zk E m 1l
ij

olmak tizere

= Z QL st ® s
kl
ile verilir.

3.3.4 Poincaré Yar: Diizlemi

Bu alt boliimde Poincaré Yar: Diizlemi’ni tanimlayip bu manifoldun jeodezik-
lerini belirleyecegiz. Poincaré Yar1 Diizlemi, iizerindeki Riemann metrigi

dr @ dx + dy ® dy
Y2

g(w,y) =

ile verilen
H = {(z,y) € R* | y > 0}

yar1 diizlemidir. Bu yiizeyin jeodeziklerini incelemeden 6nce genel bir sonug
kanitlayacagiz (bkz. [35], s. 488, Aligtirma 27 ve 41).

Yardimci Teorem 3.3.14. v : [a,b] — (M",g) tirevlenebilir bir ejri ve
p: o, 8] = [a,b] , t — s = p(t) bir difeomorfizma olsun. ~ egrisinin bir
jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ =yop egrisinin yerel bir koordinat
sisteminde

dcZ dej  dey p"(t)
dt2 -+ Z dt — dt p(t)
1,j=1

denklemini saglamasidir. Ayrica ¢ ejrisi

dcl dej — deg
= X%
dt2 o+ le G at -~ a MY

denklemini saglayan herhangt bir ejri ise ¢ bir jeodezigin tekrar parametrize
edilmsis halidir.

Kamit : v = (x1,-- ,x,) ve ¢; = x;op olmak iizere ¢ = (¢1, -+ ,¢p)
ile verilsin. Tlk 6nce s = p(t) fonksiyonun bir difeomorfizma oldugunu ve
~(s)’nin bir jeodezik oldugunu kabul edelim. O halde agagidaki jeodezik denkle-
mi saglanir:

+Zr éﬁl()%(s):o
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Diger taraftan, p'(t) # 0 oldugunu kullanarak (p(¢) bir difeomorfizma
oldugu igin tiirevi her noktada sifirdan farklhdir)

drg _ 1 dey

ds  p/'(t) dt
elde ederiz. Tekrar tiirev alarak
dPayp 1 d%cy, _deg p"(t)
i T WOPR\d&e @ p)

bulunur. Bu ifadeleri yukaridaki jeodezik denkleminde yerine koyarsak teore-
min ifadesindeki denklemi elde ederiz. Diger taraftan, ¢ teoremin ifadesindeki
denklemi sagliyorsa < egrisinin bir jeodezik oldugu kolayca goriiliir.

Ikinci ifadenin kamit1 icin, M’(y) = u(y) olmak iizere (bagka bir deyisle,
M (y) fonksiyonu pu(y) icin bir ters tiirev fonksiyonu olsun)

t
p(0)= [ M0 dy
to
olarak tamimlayalim. Ayrica, p'(t) # 0 oldugu i¢in p(¢) bir difeomorfizmadur.

Artik birinci kismi kullanarak kaniti bitirebiliriz. O

Simdi bu yardimc: teoremi kullanarak Poincaré Yar1 Diizlemi’nin tim jeo-
deziklerini belirleyebiliriz. Bunu ii¢ adimda yapacagiz.

Adim 1) Ilk 6énce bu metrigin Christoffel sembollerini hesaplayalim. [ =

{e1 = %, ey = d% olmak iizere

1
2Veerer) = Vey(er,e1) = Vg o5 =0

oldugundan T'}; =0 bulunur. Benzer sekilde
1 2
2AVeser,er) = Vesler,e) =V -5 == 5

oldugundan T'l, =T}, = —1/y elde ederiz. Yine
0=V, (e1,€2) = (Ve e1,€2) + (€1, Ve, €2)

esitliginden I'}; = —T1, = 1/y olarak bulunur. Son olarak benzer sekilde,
I2,=-1/y vell, =T2%,=T% =0 olarak hesaplani.

Adim 2) C merkezi (c,0) noktasinda ve yaricapt R > 0 olan yar1 cember
olsun. Bu egrinin ¢ — (¢,7(t)) = (t,/R? — (t — ¢)?) parametrizasyonunu
diiglinelim. Tirev alarak

dy (t—c) d?y R?

- ve =

dt R (t—c)? a2~ A(t)3
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esitliklerini elde ederiz. O halde,

YU A -1 (t—o)?
t—c At () ()3
WP+ (o)
v(t)?
—R2
v(t)?
_
oA

elde ederiz. Simdi bu egrinin bir jeodezik oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in
yukaridaki yardimei teoremin ikinci kismim kullanacagiz. Simdi

29'(t)
t) =—
p(t) )
alalim ve egrimizin c(t) = (c1(t), ca(t)) = (¢,7(t)) koordinatlarimin
d?cy, - & de; dc; dey,
— Liie(t) — =2 = == u(t), k=1,2
7+ 3T G G = G b=t

denklemlerini sagladigini gosterelim:

d*c; 2 1 de; dc; -1 -1
[hc®) — =2 = ——7(t)— —=+(t
T T G 5O
/
- 9o
v
dcy
= — pu(t
o M)

Benzer gekilde diger koordinat icin de

2

ey 2 de; dc; Yoo 1 ()
- = T2 (c(t)) = =2 = — Z_
dt? MZ_; () dt dt t—c v +7 v
1 (29 1
_ 1 @) 1
ot ol gl
= 7 u(t)
d61
= —L
o M)

elde ederiz. Bagka bir deyisle uygun sekilde parametrize edildiklerinde bu yar1
cemberler birer jeodeziktir. Benzer gekilde y-eksenine paralel dogrular da,
t — (a,bt), (b>0), birer jeodeziktir.
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Adim 3) p € H herhangi bir nokta ve v € T,H herhangi bir teget vektorii
olsun. Eger v = (v1,v2) = (0,v2) seklinde bir vektor ise, bu durumda ¢ —
(0,vat) jeodezigi (p,v) ikilisinden gegen tek jeodeziktir. Diger taraftan, vy #
0 ise merkezi z-ekseni tizerinde bulunan bir yar1 ¢ember (p,v) ikilisinin
iizerinden gececektir. Son olarak, her (p,v) ikilisi tek bir jeodezik belirledigi

*q

b

Sekil 3.3: Hiperbolik yary dizlemde cesitli jeodezikler. Bir ucu (a,b) ag¢ik arahiginda
olan ve p noktasindan gegen tim jeodezikler ~1 jeodezigine paraleldir.

icin Poincaré Yar1 Diizlemi’nin tiim jeodezikleri yari cemberler ve y-eksenine
paralel dogrulardir.

Bu jeodeziklerin uzunluklarinin sonsuz oldugu kolayca goriilebilir (bkz.
Aligtirma 36). O halde, Uyar1 3.2.13.1’den dolay1 Poincaré Yar1 Diizlemi tam
bir metrik uzaydir.

Unite 6.1’de bir Riemann metrigine karsilk gelen egrilik tensoriiniin bi-
legenleri tanimlanacaktir (bkz. s. 306). Buna gore Poincaré metriginin egrilik
tensoriiniin bilegenleri agagidaki gibidir:

1
R%Ql = R%IZ = —?7 R%n = R%22 =0.

Ricci tensorii ise goyledir:

1
Ri1 = Riy, + Riy = Riy = 2
Ri5=0
1
Rgy = Rj1o + Ryy = Ryjp = 2

Yine ayni béliimde tanimlayacagimiz, sayisal egrilik ve Gauss egriligi
S:Zgij Rij:—Q, kr=-—1
ij
sabitleri olarak hesaplanir (bkz. s. 319).

Alistirma 37 bu diizlemde OXklit’in besinci kabuliiniin saglanmadigini gos-
termektedir.
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3.3.5 Normal Demet ve Tiip Komsguluk Teoremi

(M,g) bir Riemann manifold ve L C M kapal bir alt manifold olsun.
Agagidaki ifade ile tanimlanan

v(L)={(p,v) e .M | pe L, gp(v,u) =0, for all w € T,,L}

teget vektorler kiimesine L alt manifoldunun M igindeki normal demeti
denir ve v(L) ile gosterilir. Normal demet T,M teget demetinin bir alt
manifoldudur. Ayrica normal demetin {(p,v) € v(L) | v = 0} alt kiimesi
L'ye difeomorfik bir alt manifoldudur (bkz. Ornek 3.3.3 ve Aligtirma 38). Bu
alt manifolda normal demetin sifir kesiti de denir.

Teorem 3.3.15 (Tip Komguluk Teoremi). (M,qg), L C M we v(L) yu-
kardaki gibi olsun. Bu durumda L  sifir kesitinin oyle bir L C U C v(L)
actk komsulugu vardir ki, Exp:T.M — M istel fonksiyonun bu komsuluja
kwsstlamass L CV C M gibt bir agik komsuluda bir difeomorfizma verir:

El’p U — ‘/v (p77)) = ESUpp(’U), (p77)) € V(L) .
Eger L tikwz bir manifold ise yeterince kiiciik € > 0 sayilars icin,
U={(p,v) ev(L) | [lv] <€}
seklinde secilebilir.

Kamit : Ornek 3.3.3'den dolay1 (L) manifoldunun (p,0) noktasindaki
teget uzaymir T,M teget uzay: ile esleyebiliriz:

Tpoyv(L) — T,L @ vy(L) ~ T,M .
Ayrica yine daha 6nceki boliimlerden
D(Expy)o = Idr,m

oldugunu biliyoruz (bkz. s. 146). O halde, her (p,0) € v(L) noktast igin
DExpg, o) = Idr,m olacaktir. Bu durumda Ters Fonksiyon Teoremi'nden
Exp : v(L) — M fonksiyonunun her (p,0) € v(L) noktasi etrafinda bir
difeomorfizma oldugu sonucuna variriz.

Iddia: I manifoldunun verilen her tikiz K alt kiimesi icin 6yle bir ex > 0
sayisi vardir ki, Exp:v(L) — M fonksiyonunun

U ={(p,v) €ev(L) [ p € K, ||lv]| <ex}
alt kiimesine kisitlanigt bire birdir.
Kanat: Boyle bir sayinin var olmamasi durumunda x,,y, € K olmak iizere

lim ||v,|| = 0 = lim |Ju,||
n n
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ve
Exp(xp,vy) = Exp(yn, un)

kogullarimi saglayan (zp,vn) # (Yn,un) € v(L) dizileri vardir. Tikizlik kogu-
lundan dolay1 (x,) dizisini bir alt dizisi ile degistirerek bu dizinin yakinsak
oldugunu kabul edebiliriz, lim, x, = z¢ € K. Diger taraftan, (y,) dizisinin
bu alt diziye karsilik gelen alt dizisinin bagka bir alt dizisi de yakinsak ola-
caktir. O halde, tekrar alt dizilere gecerek hem lim,x, = 9 € K hem de
lim, y, = yo € K oldugunu kabul edebiliriz. Fakat, Fxp fonksiyonu siirekli
oldugundan

xo = Exp(zo,0) = lirrln Exp(xn,v,) = lirrln Exp(yn,un) = Exp(yo,0) = yo

elde ederiz. Bu ise FExp fonksivonunun yerel olarak bire bir olmas: ile ¢eligir
ve boylece iddianin kaniti tamamlanir.
Simdi de L sifir kesitini tikiz alt kiimelerinin bir birlegimi olarak yazalim:

L= UnZlKn , K, C Int(Kn+1), n > 1.
Ik 6nce n =1 icin bir € > 0 sayis1 secelim, yle ki
Ur =A{(p,v) ev(L) [ pe Ky, |vll <er}

alt kiimesi tizerinde FExp fonksiyonu bire bir olsun. Daha sonra, n =2 i¢in
€2 > 0 sayisi segelim Oyle ki, bu sefer FExp fonksiyonu Uj; U Us iizerinde
bire bir olsun (burada U; alt kiimesi benzer sekilde U; = {(p,v) € v(L) | p €
K;, ||v|| < €} olarak tammlanmigtir). Bunun yapilabilecegi yukaridaki id-
dianin kanitina benzer gekilde goériilebilir. Bu sekilde devam ederek 6yle bir
€n > 0 sayisi secelim ki Fxp fonksiyonu Uj U---U U, {izerinde bire bir
olsun. Dolayisiyla, Ezp fonksiyonu

Up = Up>1U, Cv(L)

acik alt kiimesi iizerinde bire birdir. Ne U; alt kiimeleri ne de Uy birlegimi
acgik alt kiimelerdir. Diger taraftan, her n > 1 i¢in, K, C Int(Kp4+1) ol-
dugundan U = Int(Up) acgk alt kiimesi L C v(L) alt manifoldunu igerir.
Son olarak, FExp fonksiyonu sifir kesit iizerindeki her nokta etrafinda yerel
olarak bir difeomorfizma oldugundan, Fxp fonksiyonu U agk kiimesinden
goriintiisline istedigimiz difeomorfizmay1 verecektir. O

Teorem 3.3.15’in gosterimini kullanarak biraz daha ilerleyebiliriz. 7 : Tu. M —
M izdisiim fonksiyonunun U C v(L) alt manifolduna kisitlanigimi yine
7w :U — L ile gosterelim. Bu durumda P = mo Exp~! : V — L bilegke
fonksiyonu su sekilde karakterize edilebilir: Her ¢ € V' i¢in, L {izerinde tek
bir P(q) noktasi vardir, 6yle ki, ¢ noktasi L alt manifoldunu dik sekilde p
noktasinda kesen ve tamamen V icinde kalan tek bir jeodezik egri iizerinde
bulunur. Bu gézlem P izdiigim fonksiyonunun asagidaki geometrik yorumunu
verir.
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Sekil 3.4: Tiip Komsuluk

Sonug 3.3.16. L C M aolt manifoldu ayns zamanda kapaly bir olt kiime olsun.
Bu durumda her q € V. we p € L d¢in, d(p,q) > d(q,P(q)) olur ve
esitlik sadece p = P(q) olmas, durumunda saglanir. Baska bir deyisle, P(L)
tizerinde q noktasina en yakin tek bir nokta vardir ve o nokta P(q) noktasidur.

Kamit: Tk 6nce ¢ noktas: etrafindaki R = d(q, P(q)) yaricaph kapal
jeodezik yuvar diiglinelim: B = Exp,(B[0, R]), (burada B[0,R] ile T,M
teget uzayindaki orijin merkezli ve R yaricaph kapali yuvari gosteriyoruz).
Bu durumda P(g) € B olur. LN B kapali kiimesinin ¢ noktasina en yakin
noktasi p olsun. Simdi kanitin anlagilmasini kolaylagtirmak icin M mani-
foldunun diiz metrige sahip R™ Oklit uzay1 oldugunu kabul edelim. O halde,
eger Ry = d(p,q) ise By = Expy(B[0,Ry]) yuvart L alt manifolduna p
noktasinda teget olacaktir. Dolayisiyla, p noktasini ¢ noktasina baglayan
dogru parcasi (jeodezik) L alt manifolduna ¢apraz olur. Fakat, P fonksi-
yonunun tanimindan dolayr L {izerinde bu ozellige sahip tek nokta P(q)
noktasidir. Diger bir deyigle, p = P(q) olmalhdir ve dolayisiyla, bu 6zel du-
rumda kanit tamamlanir. Genel durumda ise E:pp;l difeomorfizmasi ile T, M
teget uzayina geri gidelim. Bu durumda p noktasini ¢ noktasina baglayan
jeodezik yine bir dogru parcasi olacaktir. O halde, yine B[0, R;] C T,M yu-
vari E:rpq_l(L) C Ty M alt manifolduna teget olur. Bagka bir deyisle, orijinden
gikan dogru  Exp, ' (L) € T;M alt manifolduna gapraz olacaktir. Son olarak
Gauss Yardimcr Teoremi uygulayarak p noktasini ¢ noktasina baglayan jeo-
dezigin L alt manifolduna capraz oldugunu goriiriiz ve kanit ézel durumda
oldugu sekilde tamamlanir. O

Ornek 3.3.17. L C M = RY  Oklit uzayinin bir alt manifoldu olsun. Met-
rik diiz oldugundan M ’'nin  jeodezikler:t sadece dogrulardir. Dolayiswyla, tip
komsuluktan L’ye giden P = mo Exp~! : V — L izdisim fonksiyonu
ashinda dik izdisim fonksiyonudur.

Teorem 3.3.15’in bir uygulamasi olarak ileride gokca kullanacagimiz tiirev-
lenebilir fonksiyonlarla yaklagim teoremini kanitlayacagiz. Tiirevlenebilir ma-
nifoldlar Oklit uzaylarina gémiilebildigi icin manifoldlarin topolojisi metrikle-
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nebilirdir. Dolayisiyla, iki manifold arasindaki siirekli fonksiyonlarin arasindaki
uzakliktan bahsedebiliriz.

Teorem 3.3.18. M wve N tirevlenebilir manifoldlar olmak tizere C°°(M,N)
tiirevlenebilir fonksiyonlar uzayr C°(M,N) siirekli fonksiyonlar uzay: icinde
yogundur. Her sireklt f: M — N fonksiyonuna homotopik olan bir tirevlene-
bilir g: M — N fonksiyonu vardir. Ayrica iki tirevlenebilir fonksiyon siirekli
bir fonksiyon ile homotopik ise bu fonksiyonlar tirevienebilir bir fonksiyon ile
de homotopiktir.

Kanit : M CR™ ve N CR" oldugunu kabul edelim. M C p C R™ ve
N Cv CR" tiip komguluklar ve P : v — N izdisiim fonksiyonu olsun. Bu
tiip komsulugun verilen bir ¢ € N noktasindaki kalinhigi en az 2¢, olsun.
Baska bir deyigle, R" Oklit uzaymda B(q,2¢,) C v olacak sekilde ¢, > 0
secelim. M manifoldunun her birinin kapanis1 tikiz olan yerel sonlu bir agik
ortiislinii ve bu ortii ile uyumlu bir birimin ayrigimini alalim:

MCUlUs, pa:M—=R, > palp)=1,peM.
«

f: M — N siirekli bir fonksiyon olsun. Stone-Weierstrass Teoremi’ni kulla-
narak her « icin bir g, : R" — R"™ polinom fonksiyonu secelim 6yle ki, her
p € Uy icin [[f(p) — ga(p)l| < €f(py olsun (U, kiimesinin kapanigmin tikiz
oldugunu kullaniyoruz) (bkz. s. 109, [37]). g : M — R"™, g(p) = >, p(P) 9a(p)
toplam fonksiyonu olsun. Ucgen esitsizliginden

1 () —9()ll =

> pa®)(f(P) = ga(p))

< (Z Pa(P)> €f(p) = €1 ()

elde ederiz. O halde, g(M) C v olur ve dolaysiyla h = Pog: M — N tiirev-
lenebilir bilegke fonksiyonundan bahsedebiliriz. P fonksiyonun geometrik 6zel-
liklerinden || f(p) — h(p)|| < 2¢4() oldugu agiktir (bkz. Sonug 3.3.16). ¢, > 0,
q € N, sayilarimi istedigimiz kadar kiigiik se¢ebildigimiz i¢in, C*°(M, N) tii-
revlenebilir fonksiyonlar uzaymimn CY(M, N) siirekli fonksiyonlar uzay: icinde
yogun oldugunu kanitlamig olduk. Diger taraftan, her ¢ € [0,1] igin

1 () = [(L =) f(p) + thP)]ll = It(f () = h(P))I| < 2€()

oldugundan
FiMx[0,1] v, Fpt)=(1—0f@p)+thp) |

cizgisel homotopisini tamimlayabiliriz. Bu durumda, (P o F)(p,0) = f(p) ve
(Po F)(p,1) = h(p) oldugundan Po F: M x [0,1] — N bilegke fonksiyonu
istenilen siirekli homotopiyi verir.

Teoremin ikinci kismi igin, siirekli bir G : M x [0,1] — N fonksiyonu
ile homotopik olan tiirevlenebilir h; : M — N, ¢ = 1,2, fonksiyonlar:
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alalim. Kanit1 tamamlamak i¢in bu iki tiirevlenebilir fonksiyonun tiirevlenebilir
bir H : M x [0,1] - N fonksiyonu ile homotopik oldugunu gdstermemiz
gerekiyor. G(p,i) = h;(p) fonksiyonlar: tiirevlenebilir olduguna gore dyle agik
bir M x {0,1} C U C M x [0,1] kiimesi ve ttrevlenebilir ¢ : U — N
fonksiyonu vardir ki, her (p,t) € U icin, G(p,t) = ¢(p,t) olur. Teoremin
ilk boliimiinde verdigimiz kaniti1 kullanarak G homotopisine istenildigi kadar
yakin ve homotopik olan tiirevlenebilir bir ¢ : M x [0,1] — N homotopisi
bulabiliriz. V.= M x [0,1] — M x {0,1} acik kiimesi olmak tizere M x [0, 1]
manifoldunun {U,V'} acik 6rtiisii ile uyumlu bir {py, py} birimin ayrigim
secelim. Bu durumda

Pol(py G+py v): Mx[0,1] = N,

(p,t) = P(pu(p,t) G(p,t) + pv(p:t) ¥(p,t) , (p,t) € M x [0,1],

istenilen tiirevlenebilir homotopiyi verecektir. O
Bu teoremin bir uygulamasi i¢in Sayfa 236’e bakiniz.

3.4 Algtirmalar

1. Uyanr 3.1.4°de verilen vektor alanlarinin akiglar1 hakkindaki ifadeleri ka-
nitlayiniz.

2. Tki vektor alaninin bilegkesinin her zaman bir vektor alanm olmadigimi
ornekle gosteriniz.

3. Onerme 3.1.6'nin kanitini genel durum icin veriniz.
4. Onerme 3.1.8 ve Onerme 3.1.9'u kanitlayiniz.

5. Siirekli bir f:[0,1] — R fonksiyonu her k£ > 1 tam sayisi i¢in

1
/ f(z) sinkrx de =0
0

egitligini saghiyorsa bu fonksiyon sabit sifir fonksiyonudur, gdsteriniz.

6. Standart Riemann metrigi ile diiglindiigiimiiz gergel eksenden sifir nok-
tasini ¢ikaralim. Bu manifold tizerindeki higbir ~(t) jeodeziginin tiim
t € R degerleri icin tanimh olamayacagini gosteriniz.

7. Tirevlenebilir bir M manifoldu lizerinde bir g-Riemann metrigi alalim.
Bu metrigi koruyan vektor alanlarma Killing vektor alanlart denir. Tki
Killing vektor alaninin Lie parantezinin de bir Killing vektor alani ol-
dugunu Sonug 3.1.10u kullanarak gdsteriniz.
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8.

10.

11.

Tikiz bir M™ manifoldu iizerinde sadece iki tane ve yozlagmig kritik nok-
tasi olan bir fonksiyon varsa bu manifoldun S™ kiiresine homeomorfik
oldugunu gosteriniz ( Ikinci Unite’de yer alan Aligtirma 26’y1 ve Teo-
rem 3.1.3’0 kullanimz). Aslinda bu homeomorfizma bir nokta haricinde
difeomorfizma olarak da secilebilir. Bu sonuc¢ 6. Unite’de ele alacagimiz
Milnor’un egzotik kiireleri konusunun son adimi olacak. (Iki farkli ¢oziim
icin [27] ve [39] (sayfa 23) numaral kaynaklara bakiniz.) Bu sonug Reebin
Kiire Teoremi diye anilir ve Georges Reeb’in 1946 yilinda yaymladig: [32]
makalesinin bir sonucudur.

. Sayfa 118’deki hesaplamalar1 kullanarak birim kiire iizerindeki (R3’ten

gelen) standart Riemann metriginin stereografik koordinatlarda

dr ® dz + dy ® dy
(14 22 +y?)?

ile verildigini gosteriniz. Bu metrigin merkezden gecen jeodeziklerinin
dogrular oldugunu gosteriniz. Dondiirmelerin (SO(3)’tin elemanlarimin)
metrigi korudugunu kullanarak kiirenin verilen bir noktasindan gecen her
joedezigin bir biiyiik ¢ember oldugunu kanitlayiniz. Son olarak yaricap:
r > 0 olan kiirenin Gauss egriliginin her noktada 1/r oldugunu goste-
riniz.

Karmagik diizlemin alt uzaylari olan H = {z € C | Im(z) > 0} Hiperbo-

1
lik yar1 diizlem ile D ={w € C | |w| < 1} birim diski z +— w = s

z+4+1
holomorfik déniigimii altinda izomorfiktirler. Analitik fonksiyonlar ti-

revlerinin sifirdan farkhi oldugu yerde a1 koruyandir (konformal). Do-
layisiyla, bu doniigiim agilar: korur. Hiperbolik yar1 diizlemdeki metrigi
bu doéniigiim ile birim diske tagirsak

dr ® dz + dy @ dy
4
(1— 22— 42)2

metrigini elde ederiz. Hiperbolik diizlemin bu modeline Poincaré Disk
Modeli denir. Bu modelde jeodeziklerin birim ¢emberi dik agilarda kesen
gemberler oldugunu gdsteriniz. Karmagik analizden hatirladigimiz Mobi-
us transformasyonlar1 kullanirsaniz jeodezik denklemini ¢ézmenize gerek
kalmaz. Poincaré Diski tizerindeki metrigin alan formunu hesaplayiniz.

Sp tzerinde standart diiz metrik (dzr ® dz + dy ® dy) olan diizlemi, Sy
Aligtirma 9’da iizerindeki metrigin acik ifadesini yazdigimiz birim kiireyi
ve son olarak S_j hiperbolik yar diizlemi (bkz. Unite 3.3.4) gdstersin.
Bu yiizeylerin rg(p) Gauss egriligi, ylizeyin her noktasinda, sirasiyla 0,
1 ve —1’dir. Yiizeyler iizerindeki alan formunu dA ile gosterelim. Bu
yizeylerden herhangi biri {izerinde alinan ve i¢ acilarn «;, @ = 1,2,3,
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12.

13.

14.

15.

16.
17.
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olan her T jeodezik {i¢gen icin (kenarlari jeodeziklerin pargalari olan
iiggen)

/ k(p) dA=a1+as+az—7

T

oldugunu gosteriniz. Bu sonucu jeodezik ¢okgenlere genigletiniz.

Gauss bu sonucu yiizey lizerindeki herhangi bir metrik i¢in kanitlamigtar.

Ornek 3.2.3’dekine benzer sekilde 6zel dogrusal grup SL(n) manifoldu-
nun jeodeziklerini belirleyiniz.

Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu {izerindeki bir noktada tanim-
lanan iistel fonksiyonun sifir vektoriindeki tiirevinin birim déniigiim ol-
dugunu gosteriniz: D(Expy)o = Idr,n (bkz. s. 146).

Uyarn 3.2.6’da verilen genellegtirilmis Gauss Yardimci Teoremi’ni kanit-
layiniz.

Oklit uzayindaki herhangi bir U kapali yuvari iizerinde bir ¢ Riemann
metrigi alalim. Bu durumda 6yle M, m > 0 porzitif gercel sayilar: vardir
ki, bu yuvar i¢indeki her v :[a,b] = U egrisi i¢in

m Le(v) < Lg(y) < M Le(7)

olur. (Burada L.(y) ve Lgy(7y) ile 7 egrisinin Oklit ve g metriklerine
gore uzunluklar: gosterilmistir. Ayrica bkz. Teorem 7, s. 428 [35].) Bunun
bir sonucu olarak bir manifold iizerindeki her Riemann metriginin ayni
(jeodezik) topolojiyi iirettigini gosteriniz.

Sonug 3.2.9’u kanitlayiniz.

Agagidaki ifade gergel sayilarin bir [a,b] kapal arahginda siirekli olan
fonksiyonlarin olugturdugu, C([a, b]), vektor uzayi iizerinde bir ig ¢arpim
tanimlar:

b
(f.9) = [ 76) glt) dt, .9 € Clab)
Bu iddiamin kamitinda agik olmayan tek nokta
(f,f)=0=f=0

onermesidir. Bunu gormek icin

F(s) i/s £2() dt, s € [a,B)],

fonksiyonunun da sabit sifir fonksiyonu oldugunu gézlemleyip Analizin
Temel Teoremi’ni kullanmak yeterlidir. Simdi Onerme 3.2.10’da kullani-
lan Schwarz esitsizligi i¢ ¢arpim uzaylarinin genel bir &zelligi olur. Bu
ifadeleri kanitlayiniz.
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18.

19.

20.

21.

22.

Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun sabit bir p € M noktasini
alalim. Bu noktadan gecen her jeodezigin tiim gercel eksende tanimlan-
digin1 kabul edelim. Bu durumda, manifoldun her ¢ € M noktasinin bu
noktaya uzunlugu en kisa olan bir jeodezik ile baglanabildigini gdsteriniz.

Bu birka¢ adimda yapilabilir. Ilk 6nce, Riemann metriginin manifold
iizerinde verdigi metrigi d: M x M — R ile gosterelim ve bu metrikte
p'den ¢'ya olan uzaklik r =d(p,q) > 0 olsun. Ayrica p € M noktasin-
daki tistel fonksiyonun B0, €] C T,M yuvarina kisitlanigi, gériintiisiine
bir difeomorfizma olacak gekilde bir € > 0 secelim. Bu yuvarin siniri,
S(e) = 0B|0,€] C T,M, tikiz oldugu icin

d(po, q) = d(Expp(S(e€)), q)

olacak sekilde bir pg € S(e) noktas: secebiliriz. Ayrica Expy(ev) = pg
olacak gekilde bir v € T,M birim vektorii secelim. Son olarak () =
Ezp,(tv), t € R jeodezigi i¢in d(y(t),q) = r —t oldugunu gosteriniz.
Boylece, d(v(r),q) =0 olacag i¢cin g =y(r) elde edilecektir.

Son adim igin biraz ipucu verelim:

to =sup{t € [0,7] | d(v(t),q) =7 —t}

sayisinl tanimlayalim. Eger tgp = r ise kanit tamamlanir. Eger to < r ise
p1 = v(to) olsun ve dyle bir § > 0 segelim ki B[pi, 0] igindeki herhangi
iki nokta en kiiciik uzunluga sahip bir jeodezik ile birbirine baglanabilsin.
Bu durumda ~([to — d,%0 + 0]) en kisa uzunluga sahip bir jeodeziktir.
Eger ps = v(tg + 0) noktasi ise d(p,p2) < to + 0 olacaktir, ¢iinkii
v([0,to 4+ ¢]) jeodeziginin uzunlugu to+ ¢ kadardir. Ayrica, d(p,q) =r
oldugu i¢in d(p2,q) >r —tog— 9 olur.

Diger taraftan, d(pi,q) = r — to esitligini ve d metrigi icin iiggen
esitsizligini kullanarak

r—to— 9 >d(p2,q)
elde edilir. Bu ise tg'in secimi ile celigir. Boylece kanit tamamlanir.
Uyart 3.2.13.2’nin kanitin1 tamamlayiniz.

Uyar 3.2.15%e bir 6rnek veriniz. Ayrica bu uyarimin tistiinde iddia edildigi
iizere, vektor uzaylari {izerinde verilen i¢ carpimlarin bu uzaylarin tensor
carpimlarina dogal olarak genigletilebilecegini gdsteriniz.

Uyar1 3.2.15’in altindaki paragraftaki iddiay1 kanitlayiniz.

Ornek 3.2.16’ya benzer sekilde R” icinde tiirevlenebilir bir fonksiyonun
grafigi olarak =z, = f(x1,---,x,—1) ile verilen hiper ylizeyi, icinde
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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bulundugu Oklit uzayinin Riemann metrigi ile diisiinelim. Bu metrige
kargilik gelen hacim elemaninin

dvol = \[1+ f2, 4+ f2_, duy Awe- Adyy
oldugunu gosteriniz.

Verilen bir P : E — M vektér demetinin tiim kesitlerinin olugturdugu
I'(E) kiimesinin C*°(M) halkas: tizerinde bir modiil olusturdugunu
gosteriniz.

Verilen bir vektor demetinin yapi fonksiyonlarim kullanarak elde edilen
vektor demetinin baglangictaki demete izomorfik oldugunu gosteriniz.

Yonlendirilebilir bir manifoldun teget vektdr demetinin yonlendirilebilir
bir demet oldugunu goésteriniz.

Yonlendirilebilir vektér demetlerinin toplamlarinin da yonlendirilebilir
oldugunu gosteriniz.

Herhangi bir P : E — M vektor demeti icin F @& E — M demetinin
dogal bir yonlendirmesi oldugunu su gekilde gosteriniz: Eger Q : FF — M
bir bagka vektor demeti ve H : E — F vektor demetleri izomorfizmasi
ise H®H : E®FE — F&F yon koruyan bir izomorfizmadir (bu-
rada F ve F demetlerinin yonlendirilebilir olmas: gerekmemektedir!).
Benzer fikirler ile her tiirevlenebilir M manifoldu icin, M manifol-
du yonlendirilemez olsa dahi, M x M ve T,M manifoldlarinin dogal
yonlendirmeleri oldugunu gosteriniz.

Yoénlendirilebilir bir vektér demetinin determinantinin asikar dogru de-
meti oldugunu gosteriniz.

Tki ve dért boyutlu gercel vektor uzaylar tizerindeki tiim karmasik yapi-
lar1 belirleyiniz. Boyutu 2n > 4 olan bir gercel vektdr uzay: iizerinde
sayllamaz ¢oklukta karmagik yap: oldugunu gosteriniz.

Vektor demetleri iizerinde inceledigimiz tiim iglem ve yapilarin geri gekme
islemi ile yer degistirebilecegini gosteriniz. Ornegin, yonlendirilebilir bir
demet geri cekildiginde yine yonlendirilebilir bir demet elde edilir. Ben-
zer sekilde, demetlerin toplam veya tensdr ¢arpimlarinin geri ¢ekmesi de
demetlerin geri cekmelerinin toplam veya tensor carpimlaridir.

Ornek 3.3.5 icinde yaptigimiz tiim iddialar kamtlayiniz.

Burulma tensoriintin gercekten bir tensér oldugunu gosteriniz.
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33. Uyar 3.3.11°i goz 6niinde bulundurarak gunu kanitlayiniz: V manifold
iizerindeki M x R agikar vektor demeti lizerinde bir baglant: olsun. Bu
durumda bir A € R sayisi vardir dyle ki, her f € C*°(M) igin

V() =df + A f

olur. (Eger baglant1 bir Riemann metriginden elde edilmigse A =0 ol-
dugunu gormiigtiik; bkz. s. 174.)

34. Onerme 3.3.12'nin kanitin1 tamamlayiniz.

35. Sonuc 3.3.13’in kanitinin i¢inde bahsedilen dik izdiigiim yardimiyla tanim-
lanan ifadenin gergekten bir baglant: oldugunu gosteriniz.

36. Poincaré Yar: Diizlemi'nin jeodeziklerinin sonsuz uzunlukta oldugunu
gosteriniz.

37. Poincaré Yari Diizlem geometrisinin Oklit’in beginci kabuliinii saglama-
digim gosteriniz (bkz. Sekil 3.3).

38. (M, g) bir Riemann manifoldu ve L C M kapal bir alt manifold olmak
tizere v(L) normal demetinin T, M i¢inde bir alt manifold oldugunu
gosteriniz. Ayrica normal demetin sifir kesitinin L manifolduna difeo-
morfik bir alt manifold oldugunu gosteriniz.

39. (M, g) bir Riemann manifoldu ve L C OM, manifoldun siirmm bir
tikiz ve baglantili bir bilegeni olsun. Tiip Komsguluk Teoremi'nin kani-
ti takip ederek agagidaki ifadeyi kamtlayimz: Oyle bir € > 0 sayisi
vardir ki, Riemann metriginin vermis oldugu FEaxp : v(L) — M {istel
fonksiyonunun U = L x (—¢,0] alt kiimesine kisitlamgi V' = Ezp(U)
goriintiisiine bir difeomorfiktir.

Sekil 3.5: Exp: U -V C M

Bu sonucu kullanarak birer simir bilegenleri difeomorfik olan iki manifol-
du bu simir bilegenleri boyunca birbirine yapigtirarak bir bagka manifold
elde ederiz. Asagidaki gekle (Sekil 3.6)bakarak detaylar1 yazma isini size
birakiyoruz.
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Sekil 3.6: M O L x (—e,¢) ~ L x (—¢,6) C N, (z,t) ~ (z, —t)



“Insanlara hichir sey djretemezsiniz; sadece
kendi kendilerine kesfetmeleri i¢in yardim ede-
bilirsiniz.”

-Galileo Galilei

De Rham Kohomoloji

Bu {initede tiirevlenebilir manifoldlar tizerindeki tiirevlenebilir formlarin olus-
turdugu De Rham kohomoloji gruplarini hesaplayarak bunlarin baz1 geometrik
ve topolojik sonuglarini inceleyecegiz. Homoloji ve kohomoloji teorileri modern
geometri ve topolojinin en etkili araglarindandir. Aslinda homoloji ve kohomo-
loji topolojik uzaylar kategorisinden degismeli gruplar (veya halkalar) katego-
risine birer funktor olarak ele alabiliriz. Homoloji genellikle sadece degigmeli
bir grup ya da vektoér uzayr iken kohomoloji dogal bir sekilde halka (cebir)
yapisina sahiptir ve bu sebeple daha etkili bir aractir. Bazi durumlarda koho-
moloji, manifoldlar ve daha genelde topolojik uzaylar iizerinde belirli topolojik
veya geometrik yapilarin varligima engel olarak kargimiza gikar. Bunun diginda
kohomoloji ve homoloji siniflandirma problemlerinde de ¢ok kullanighdir. S6yle
ki, topolojik nesneleri kargilagtirmak cebirsel nesnelere nazaran genelde daha
zor bir igtir. Bu nedenle homoloji ve kohomoloji funktorlar: olduk¢a yararhdir.
Bir 6rnek vermek gerekirse, R? ve R® topolojik uzaylarinin homeomorfik
olmadiklarim (ko)homoloji kullanmadan kanitlamay: deneyebilirsiniz (bkz. So-
nug 4.3.15). Bu ve sonraki iinitelerde bunun bir ¢ok 6rnegini ayrintili bi¢imde
ele alacagiz.

De Rham Kohomolojisinin topolojik manifoldlardaki kargiligi tekil koho-
molojidir. De Rham Kohomolojisi ile ilgili olarak ele alacagimiz hemen hemen
her konunun tekil kohomolojide kargiligi vardir. Tekil (ko)homoloji konusun-
da en kapsamli ve yaygin kullanilan kitaplardan bazilar1 [19], [6], [30] ve [13]
numarali referanslardir.

Iki, ii¢c ve dort boyutlu tiirevlenebilir manifoldlarin topoloji ve geometrileri
ayri ayri ¢aligma alanlart olusturmaktadir. Bu konulart kapsayan kaynaklardan
birkac [14], [21] ve [4] numaral referanslardir.
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4.1 De Rham Kohomoloji

4.1.1 De Rham Kohomolojisinin Tanimi
Her bir A (k € Z) degismeli bir grup (ya da vektor uzayi) olmak iizere

di41

dk_ d
S A = A — -

(Aods): o224

seklindeki bir grup (vektor uzayl) homomorfizmalari dizisinde herhangi ardigik
iki homomorfizmanin bilegkesi sifir oluyorsa, dgi1 o dp = 0, Ai'lere zincir
gruplary ve bu diziye de bir zincir yapist denir. Bir zincir yapisi icin

Im(dk_l : Ak—l — Ak) - ker(dk : Ak — Ak+1)
oldugu kolayca goriiliir. Bu zincir yapisinin kohomolojisi

. ker(dk : An — Ak+1)
H(A,,dy) =
( ) Im(dk_l : Ak—l — Ak)

boéliim grubu olarak tanimlanir.

Sayfa 97°de tiirevlenebilir bir M manifoldu iizerinde tanimli bir w € QF(M)
k-formunun dw = 0 olmas1 durumunda kapali form ve drv = w olacak sekilde
bir v € Q¥ 1(M) (k—1)-formunun var olmasi durumunda da tam form olarak
adlandirldigim gérmiistiik. Yine d2 = 0 oldugundan her tam formun aym
zamanda kapali oldugunu séylemigtik. Buna gére M manifoldunun tizerindeki

(Q (M), d) : - 222 Q=1 (1) 225 on () B R () 2
vektor uzayl zincir yapisina manifoldun De Rham zincir yapisi ve yapinin
k’inci kohomolojisine de manifoldun k’inci De Rham kohomolojisi denir. Bu
kohomoloji vektor uzayr H f) r(M) ile gosterilir. Tanimindan anlagilacag: gibi
H ’f, r(M) manifold iizerindeki kapali k-formlarin olugturdugu vektor uzayinin
tam k-formlarin olugturdugu vektdr uzayina boliimiidiir. Bagka bir deyigle,

L ker(dy, : QF(M) — QMH(M))
Hpp(M) = Im(de_1 : QFL(M) — QF(M))

manifold {izerinde kapali olan fakat tam olmayan tiirevlenebilir k-formlarin
olugturdugu vektor uzayidir. Dolayisiyla, eger bu vektor uzay sifir vektor uzay:
ise manifold {izerindeki her kapali k-form tamdir. Kapal bir w k-formunun
kohomolojide belirledigi simif [w] € HE (M) ile gosterilir.

Onerme 4.1.1. Her baglantih M manifoldu icin HY5(M) =R olur.

Kamit : [¢] € HY (M) olsun. ¢ : M — R kapall bir 0-form oldugundan
her yerel koordinat sisteminde

0=dp= ) - du
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olacaktir. O halde, ¢ : M — R fonksiyonu yerel olarak sabittir. Fakat, M
manifoldu baglantili oldugundan ¢ bir sabite esit olmalidir. Diger taraftan,
manifold iizerindeki her sabit fonksiyon kapali bir O-form verecektir. O

M manifoldunun sonlu tane topolojik bilegeni varsa, M = L'szlMi kolayca
her n > 0 icin, HPp(M) = @ HY5(M;) oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla,
sifirnci kohomoloji, manifoldun baglantili bilegenlerinin sayisini verir. Boylece
kohomolojinin manifoldlarin topolojik 6zelliklerini yansitan cebirsel nesneler
oldugunun ilk 6rnegini gormiis olduk.

F : M — N tiirevlenebilir manifoldlarin tiirevlenebilir bir fonksiyonu
olsun. F*od = do F* oldugundan F* kapali formlari kapali, tam formlar
da tam formlara geri cekecektir. Ayrica F* formlar tizerindeki vektor uzayi
yvapisini korudugundan, F* kohomoloji vektor uzaylar: arasinda bir dogrusal
homomorfizma verir:

F*: Hpp(N) = Hpp(M) , W] = [F ()] -
Diger taraftan, F* dig ¢arpinm korudugu igin
F*: Hpp(N) = ®Hpp(N) — ®HpR(M) = Hpp(M)
bir R-cebir homomorfizmasidir: [w], [v] € Hj,z(N) olmak iizere
FH (Wl A [v]) = F7([w]) A FE(V]) -

Agagidaki onermenin kanitini okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz (bkz.
Aligtirma 1).

Onerme 4.1.2. F: M - N wve G: N — L tirevlenebilir manifoldlarn ti-
revlenebilir fonksiyonlar: olsun. Bu durumda, (Go F)* = F*oG* olur. Ayrica,
ejer 1pr : M — M manifoldun birim fonksiyonu ise 13, homomorfizmas: da
Hpp(M)  kohomologi cebirinin birim fonksiyonu olur.

Bu 6nermenin igerigi De Rham kohomoloji cebirleri tiirevlenebilir manifold-
lar kategorisinden gercel sayilar iizerindeki cebirlere bir funktor verir geklinde
ifade edilebilir.

Ornek 4.1.3. 1) M n-boyutlu bir manifold ise M iizerindeki her n-form
kapaly olacaktir, ¢inki M dzerinde sifirdan baska (n + 1)-form yoktur.

2) I C R agk bir aralik ve w = f(z) dv I fdzerinde bir 1-form olsun.
O halde, ejer F(x) f’nin bir ters tirevi ise (érnegin, a € I olmak iizere,
F(z) = [T f(t) dt olarak alabiliriz) dF = w olacagindan w tamdir ve
dolaysiyla Hpyp(1) =0 olur.

3) U dizlemin agik bir alt kiimesi ve

w= f(z,y) dz+ g(x,y) dy € Q(U)
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bu kime dzerinde bir 1-form olsun. dw = (9. — fy) dz A dy oldugundan bu
formun kapalr olmast fy, = g, kosuluna denktir. Diger taraftan, bu formun tam
olmasy d¢ = ¢, dx + ¢y dy = w olacak sekilde bir ¢ € Q°(U)  fonksiyonun
var olmaswna denktir. Simdi bu tirevlenebilir formu U  kiimesi dzerinde bir
diferansiyel denklem gibi gérelim:

fde+gdy=0.

Diferansiyel denklemler dersinden hatirlayacagimiz gibi efer w formu kapaliy-
sa ve U agik kiimesi basit baglantily ise (U bélgesinin i¢inde hi¢ bogluk yoksa)
bu diferansiyel denklem tam diferansiyel denklem olarak adlandwrilir ve ¢ézimi
de ¢(x,y) = C seklinde verilir. Dolayswyla, ejer U basit baglantily bir kiime
ise Hhp(U) =0 olacaktir. Daha sonra tekrar ele alacak olsak da, ¢(z,y)
fonksiyonunun nasi bulundugunu gosterelim: U icinde sabit bir po € U nok-
tast segelim. Verilen herhangi p € U noktasi i¢in ¢(p) su sekilde tansmlanar:
Ik dnce v :[a,b] = U, v(a) =po ve v(b) =p olacak sekilde bir egri alalim.
Simdi

o(p) = /ab 7 (w)

olarak tamimlansin. Green Teoremi’nden (bkz. s. 111) dolay, w kapaly 1-form
oldugu i¢in bu integral bu ki noktayr birlestiren egrinin seciminden bagimsizdir.
Son olarak egriyi asagrdaki sekildeki gibi segerek Analizin Temel Teoremi’nden
¢z = f ve ¢y =g oldugunu kolayca goririz (¢, = f i¢in y(t) ve ¢y =g
icin ya(t)).

Sekil 4.1: ¢, = f ve ¢y, =g oldugunu gérmek i¢in kullamilan egriler

4) Daha onceki bolimlerde de ele aldigimaz

rdy—ydr
Ww=—""—

22+ ¢ € Q'(R* - {(0,0)})

formu kapalbidir (dw = 0) fakat tam degildir. Cunkii ejer d¢ = w ise
¢ = tan"(y/x) + C olur, fakat bu fonksiyon R? — {(0,0)} kiimesinin her
noktasinda taniml degildir. O halde, H},p(R? —{(0,0)}) kohomoloji vektir
uzayr ssfirdan farklhdir (bkz. Onerme 4.1.5 ve Ornek 4.2. 5).
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Asgagidaki 6nerme kapali formlar i¢in bir tam olmama kriteri olusturur.

Onerme 4.1.4. M sinare olmayan tikiz yonlendirilebilir n-boyutlu bir manifold
ve we QM) olsun. Ejer w bir tam form ise

/sz
M

olur. Dolayisiyla, M tizerinde integrasyon

M) LR e /My

wyi tanamly bir vektér uzayr homomorfizmast verir.

Kanat : w e Q"(M) bir tam form olsun. O halde w = dv olacak sekilde
bir v € Q" 1(M) formu vardir. Simdi Stokes Teoremi'nden

/w:/dy:/ 1/:/1/:()
M M oM 0
elde ederiz.

Tkinci kismin kanitin okuyucuya ahistirma olarak birakiyoruz (bkz. Alistir-
ma 2). O

Buraya kadar verdigimiz bilgilerin 1igiginda bir boyutlu manifoldlarin koho-
molojilerini hemen hemen hesaplamis durumdayiz:

Hpp(R) = Hpp(S') = R;

her k > 1 igin HpR(R) = HPR(SY) = 0 ve Hpr(R) = 0 olur. O
halde, su ana kadar hesaplanmamis tek kohomoloji grubu cemberin birinci
kohomolojisidir: H}p(S1).

Onerme 4.1.5. Cemberin birinci kohomolojisinden gercel saylary tansmlanan

I:Hpbp(SY R R, [V~ [ v,

Sl
integral homomorfizmast bir izomorfizmadar.

dy—yd
Kamt : w= w c Q'(SY) formunu
T

P:R—S' 6 (cosb,sinb),

fonksiyonu ile geri ¢ekersek P*(w) = df/(2m) elde ederiz. Bu durumda

/ /‘“ do
w =
Sl
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oldugundan I : H})R(Sl) — R homomorfizmasi értendir. Simdi de bu ho-

momorfizmanin cekirdegini hesaplayahm: v € QY (S') igin I([v]) = 0 ol-

sun. P*(v) = f(0) df olacak gekilde bir f : R — R fonksiyonu secelim.

v(P(0)) = v(P(6 + 2m)) oldugundan f fonksiyonu 27 ile periyodiktir: Her
0

0 R igin, f(@+2m)=f(0). F:R—-R, F(0) :/ f(t) dt fonksiyonu f
0
i¢in bir ters tiirevdir: dF' = F'(0) df = f(0) df = P*(v). Diger taraftan,

2
0=1() = [ 5t

oldugundan
0+27
F(O+2r) = / F(t) dt
0

6 0+2m
- /Of(t) dt+/e £(t) dt

— F(0)+ " F(t) dt

elde ederiz. Bagka bir deyisle, F (0) fonksiyonu F = FoP olacak gekilde bir
F:S'" 5 R fonksiyonu verir. Buna gore,

P*(dF) = d(P*(F)) = d(F o P) = dF = P*(v)

ve dolaywsiyla P*(v — dﬁ’) =0 olur. Son olarak, P : R — S yerel olarak her
nokta yakininda bir difeomorfizma oldugundan son esitlik ancak v — dF =0
olmast durumunda saglanmir. Bagka bir deyigle [v] = [dF] = 0 olmahdr.
Boylece kanit tamamlanir. O

Uyar1 4.1.6. lleride her boyuttaki kiire icin ayni sonucu kanitlayacagoz: n > 0
olmak dizere HY5(S™) = HR(S™) =R wve her k # 0,n igin HE o (S™) =
0°dur. Fakat kanit olduk¢a farkly olacaktir (bkz. Ornek 4.5.8).

Ornek 4.1.3'den dolayt1 H}i(D?) = 0 oldugunu biliyoruz. Bu sonucu
yukaridaki onerme ile birlestirirsek ilgin¢ geometrik ve topolojik sonuclar elde
ederiz.

Tamim 4.1.7. X topolojik bir uzay ve A C X alt uzay ve r: X — A siirekls
bir fonksiyon olsun. Eger her x € A igin, r(x) =z oluyorsa A alt uzayina
Xin bir kiigtiltmesi ve 7 : X — A fonksiyonuna da kiciltme fonksiyonu denir

Teorem 4.1.8. Oklit uzayindaki iki boyutly yuvardan sinrina hichir tirevle-
nebilir r: D?> — S kiiiiltme fonksiyonu yoktur.
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Kamt : Kanitlamak istedigimiz iddianin tersine bir r : D? — S kiiciiltme
fonksiyonunun var oldugunu kabul edelim. Bu durumda, eger i : St — D?
icerme fonksiyonunu gosterirse roi: S — S! bilegke fonksiyonu S' cem-
berinin birim fonksiyonu olur. O halde, kohomoloji diizeyinde verilen

(roi)*: Hhp(SY) =R — R = Hhx(Sh)

homomorfizmasi da birim déniisiimdiir. Fakat H}p(D?) = 0 oldugundan
i* : Hhp(D?) — H}p(S') homomorfizmas: da asikar olacaktir. Bu durum
yukaridaki bilegke homomorfizmasinin birim doniigiim olmasi ile acik bir sekilde
geligir. Sonug olarak bdoyle bir kii¢iiltme fonksiyonu yoktur. O

Sekil 4.2: Teorem 4.1.8 sayesinde davulun derisi gergin bir sekilde kalabiliyor!

Sonug 4.1.9. Her tirevlenebilir f : D> — D? fonksiyonun en az bir sabit
noktast vardur.

Kamat : Diyelim ki f : D? — D? sabit noktas: olmayan bir fonksiyon
olsun. O halde, her = € D? igin, f(z) # x olur. Her 2 € D? icin f(x)
noktasindan baglayan ve x mnoktasindan gecen 1ginin diskin sinirini kestigi
noktayr r(z) ile gdsterelim. Bu sekilde tanimlanan r : D? — 9D? = S!
fonksiyonun tiirevlenebilir oldugu kolayca goriiliir (bkz. Aligtirma 3). Ayrica bu
fonksiyonun tanimindan dolay1 her x € 9D? icin, r(z) = 2 olacaktir. Bagka
bir deyisle, r : D?> — S' bir kiiciiltme fonksiyonudur. Fakat bu yukaridaki
teoremle celisir. Dolayisiyla, f(z) = x olacak sekilde en az bir € D? noktasi
vardir. O

Uyari 4.1.10. Iki boyutlu disk i¢in kanitladigumaz bu sonug aslinda her boyut-
taki disk i¢in dogrudur. Ust boyutlardaki kanit yukarida verdigimiz kanstin ayna-
sudr. Bir boyutlu disk igin ise kanit Ara Deger Teoremi’nin basit bir uygula-
maswder. Aslinda yukardaki iki sonug strekli fonksiyonlara da genellenebilir
(bkz. Ornek 5.1.8).

4.2 Poincaré Yardimci Teoremi

Bu boliimde Poincaré Yardimci Teoremi diye bilinen agagidaki sonucu kanitla-
vacagiz ve daha sonra da bu sonucun bir ka¢ uygulamasini verecegiz.
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Yardimci Teorem 4.2.1. I C R bir aralik olmak izere tirevlenebilir her M
manifoldu i¢cin
Hpp(M x I) = Hpp(M)

olur.

Kanat : Pr : M x I — M ilk bilegene izdiisiim fonksiyonu ve a € [
herhangi bir sabit nokta olmak {iizere

iog: M —MxI,z— (x,a), x €M,

icerme fonksiyonu olsun. Kanitin yerel yapisindan dolayr manifoldu bir koor-
dinat komgulugu olarak alacagiz: M x I =U x 1, x1,---,xy,, U lizerindeki
koordinatlar ve ¢ de I aralig iizerindeki koordinat olsun. Bu durumda U x [
carpim manifoldu lizerindeki her k-form gu iki tipteki terimlerin sonlu bir top-
lamidir: I ve J uzunluklan sirasiyla k—1 ve k olan toplu endeksler olmak
uzere

f(z,t) dep A dt ve g(x,t) dry .

Simdi
P(f(z,t) dey Adt) = (—=1)F1 </atf(1‘,s) ds) drg

ve P(g(xz,t) dey) =0 ile tanumlanan
P:QFM x I)— QF (M x I)

dogrusal doniistimiinii diigiinelim (bu déntigtimiin koordinat sisteminin se¢imin-
den bagimsiz oldugunun gosterilmesini aligtirmalara birakiyoruz; bkz. Aligtir-
ma 4). Bu doniigiim dig tiirev doniigiiminin tam tersi bir gekilde formlarin
derecesini bir azaltmaktadir. Bu integral doniiglimii dis tiirev doniisiimiiniin
tersi gibi goziikse de formlardaki hesaplamalar biraz farkh sonuclar verir. As-
linda dogrudan basit bir hesapla

(do P+ Pod)(f(x,t) dey ANdt) = f(x,t) dey A dt
(dOP+POd)(g(xat) de) = (g(:C)t) —g(x,a)) dx g

oldugunu goriiriiz. Son olarak bu formlar1 450 Pr: M x I — M x I bilegkesi
ile geri cekelim:
(Pr*oiy)(f(xz,t) dey Adt) =0

(Pr*oig)(g(z,t) dzy) = g(x,a) dz; .

O halde her w € QF(M x I) igin,

(doP+ Pod)(w) =w— (Prfoi,)(w)
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olur.
Simdi w € QF(M x I) kapali bir form olsun. Bu durumda

[w] = (Pr oy )[w] = [d(P(w))] + [P(dw)] = 0

oldugundan Pr* o4 bilegke homomorfizmasi kohomoloji seviyesinde birim
doniigimdtr. Diger taraftan, (Proi,): M — M fonksiyonu birim fonksiyon
oldugu icin i} o Pr* bileske homomorfizmasi da kohomoloji seviyesinde birim
dontigimdiir. Bagka bir deyisle,

Pr*: HEp(M x I) — HE (M)

ve
it HEp (M) — HE (M x I)

homomorfizmalar: birbirlerinin tersidir ve dolayisiyla her ikisi de izomorfizma-

dir. O

Bu sonucu art arda kullanarak agagidaki sonucu buluruz.

Sonug 4.2.2. Her k>0 tam saywst ve tirevlenebilir M  manifoldu icin
Hp (M x BF) = Hpy (M)

olur. Ayrica her i >0 igin, Hbo(RF) = 0’dar.

Onerme 4.2.3. ICR herhangi bir aralik olmak tizere
it Hyp(M x I) — Hpp(M)
homomorfizmas: a € I noktasimin seciminden bagimsizdar.

Kamit : w = Z fr(x,t) dep A dt + Z gz, t)dey € QF(M x 1)
[1]|=k—1 I7l=k
kapali bir form olsun. O halde

Ofr(x,t) 0g(x,t)
O—dw—I”Zk 1; dxi/\dm]/\dt+”%k;&ri dx; Ndzx g

8gJ($7t)
——— 2 dtNd
e

elde ederiz. Simdi bu formu Q vektor alani ile daraltirsak

ot

Y Zaf”“"t dw; Ndzp =) ag"a(f’t) dzy

[1ll=k-1 i I/1=k
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esitligini buluruz. Diger taraftan, w formunu 4; fonksiyonu ile geri ¢ekip
t-degigkenine gore ¢t = a noktasinda tiirevini alirsak

d - agJ(mva)
@) = > g da

= (-t > Zaf%(j’“) dz; A da;

I|=k—1"

= (-1)"a Z fi(z,a) dzg

[1]|=k—1

ifadesine ulagiriz. Bagka bir deyisle, i (w) formunun t-degiskenine gore tiirevi
bir tam formdur. Dolayisiyla, [i; (w)] kohomoloji sinifi ¢-degerinden bagimsiz-
dir. O

M ve N tiirevlenebilir manifoldlar, I bir aralik, a,b € I, ve F :
M x I — N tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyona f(z) = F(z,a)
ve g(z) = F(x,b) fonksiyonlar arasinda bir homotopi denir. Bazen sadece f
ve g homotopiktir de denir ve f ~ g ile gosterilir. f = Foi, ve g= F o,
oldugu icin yukaridaki 6nermenin bir sonucu olarak

[ =g Hpr(N) = Hpp(M)

oldugunu goriiriiz. X, Y topolojik uzaylar, f: X =Y ve g:Y — X siirekli
fonksiyonlar olsun. Eger gof ~1x ve fog >~ 1y birim doniigiimlerine homo-
topikler ise bu uzaylara homotopi denk uzaylar denir. Yukarida kanitladigimiz
sonuglara gére M ve N tiirevlenebilir fonksiyonlar araciligiyla homotopi
denk tiirevlenebilir manifoldlar ise bu manifoldlarin kohomoloji gruplart izo-
morfiktir.

Uyar1 4.2.4. Rastgele secilen a <c<d<beR gercel sayilars igin her biri
icerme fonksiyonun drettigi homomorfizma olan su homomorfizmalar dizising
diisiinelim:

HphHp(R x M) ERN Hpp(la,b] x M) 2 Hpp((a,b) x M) LN Hphp([e,d] x M)

Yukarida elde ettigimiz sonuglara gore gof wve hog bileskeleri izomorfizmadar,
ctinkii her ikisi de difeomorfizmalara homotopiktir. Dolayisiyla, g homomor-
fizmasiy hem érten hem de bire birdir. Baska bir deyisle, g bir izomorfizmadar.
O halde, bu dizideki tiim homomorfizmalar birer izomorfizmadar.

Ornek 4.2.5. I herhangi bir aralik ve P :S'x T — S' izdiisim fonksiyonu
olmak tizere, yukarida kanitladigimiz sonuclart kullanarak,

P*: Hpp(SY) — Hpp(S' x I)
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homomorfizmasinin bir izomorfizma oldudunu géririz. Ayrica her n € N i¢in
f:8" % (0,00) = R"™ — {0}, (x,t) — (tz),

bir difeomorfizma oldugundan HE (R — {0}) = HEL(S™) elde edilir.
Simdi de Ornek 2.8.13de ele aldijimiz Mobius Seridi’nin, M B, kohomolo-
Jisini hesaplayalim:

MB =R x[0,1]/(z,y) ~ (x + 1,1 —y).

C ={(z,y) € MB | y = 1/2} alt manifoldunun ¢embere difeomorfik oldugu
kolayca gorilir. f : C — MB, (x,1/2) — (x,1/2) i¢erme ve g: MB — C,
(x,y) — (x,1/2) dzdisim fonksiyonu olsun. Bu durumda go f = 1l¢ wve
fog~1yp oldugu gorilir:

F:MBx[0,1] = MB, F((z,y),t) = (z,t/2 4+ (1 = t)y),

olarak tanwmlamirsa F((z,y),0) = (x,y) ve F((x,y),1) = (x,1/2) olacagin-
dan fog Mdébius Seridi’nin birim fonksiyonuna homotopik olacaktir. O halde,
[*Hypr(MB) — Hpyp(C)  bir izomorfizmadar.

Bu béliimde son olarak iki boyutlu kiirenin kohomolojisini hesaplayacagiz.
Kullanacagimiz hesaplama yéntemi bir sonraki boliimiin temel konusu olacagi
icin bu kanit ayrica énemlidir.

Teorem 4.2.6. Kiirenin ikinci kohomologisinden gercel sayilara tanimlanan

I: H?p(S?%) R R, [V~ [ v,

S2
integral homomorfizmast bir izomorfizmadar.

Kanmt : Bir 6nceki boliimde wg = x dy Adz —y dez Adz+ z dx A dy olmak

lizere
wo = 4r
52

oldugunu gérmiigtiik. Dolayisiyla, integral homomorfizmas: értendir. Simdi de

w = 0 olacak gekilde bir w € Q2(S?) (kapal) 2-formu alalim. Kanitin
S2
tamamlanmasi i¢in bu formun tam oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin

N = {(z,y,2) € S? |z > —1/2} ve S = {(z,y,2) € S% |z < 1/2} alt
kiimelerini diigiinelim. Her iki alt kiime de iki boyutlu yuvara difeomorfiktir
ve H?,(D?) =0 oldugundan w formunun bu agik kiimelere kisitlamalar
tam formdur. Bagka bir deyisle, w|, = dvy ve wj, = dvg olacak gekilde
vy € QYN) ve vg € Q(S) 1-formlan vardir. Ry = {(x,y,2) € S? |z > t}
kiimesi olmak {izere her ¢ € (—1/2,1/2) icin

Oz/w:/w—i—/ w:/dz/N—i—/ dvg
Ry S2—Ry Ry S2—Ry
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oldugundan Stokes Teoremi’ni kullanarak

/ vy —vsg =0
z=t

esitligini elde ederiz. Diger taraftan, z = t g¢emberinden N N S silindirine
giden icerme fonksiyonu kohomolojide izomorfizma verdigi i¢in vy — vg = df
olacak sekilde bir f: NNS — R O-formu vardir. Bu fonksiyonu tiim S alt
manifoldunun tiirevlenebilir bir fonksiyonuna genigletelim. Simdi

- VN(p) , PEN
”“”‘{ vs(p) +df(p) . pES .

formunu tamimlayalim. N NS ara kesit kiimesi iizerinde
vs +df =vs+ (vn —vs) =vN
oldugundan v kiire iizerinde iyi tanimlanmig bir 1-formdur. Son olarak

dV(p) { dl/N(p) y P eEN

= w(p)

oldugundan kanit tamamlanir. O

4.3 Hesaplamalar ve Uygulamalar

Bu bélumde ilk 6nce, sadece ¢gemberin ve bir delikli diizlemin kohomolojisini
kullanarak bazi topolojik degismezler tanimlayip hesaplamalar yapacagiz. Da-
ha sonra, manifoldlarin kohomolojilerini hesaplamakta cokca kullanilan Mayer-
Vietoris dizisi yardimiyla bazi temel manifoldlarin kohomolojilerini hesaplaya-
cagiz.

4.3.1 Sarilma, Donme ve Gegisme Sayilari
Poincaré Yardimci Teoremi’nin sonucu olarak

Hpp(R* —{0}) = HHp(S' x R') ~ Hpg(S")
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, bir boyutlu
Hpp(R? —{0}) ~ Hpp(S")
x dy —y dx

2 (22 +y?)
f:S' — R%2 — {0} tiirevlenebilir bir fonksiyon ise bu fonksiyonun sardma

kohomoloji grubu w = Q'(R? — {0}) kapali formuyla iiretilir.
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sayist / fH(w) ile tammlanir ve w(f) ile gosterilir. Bu say1 her zaman
S1

bir tam sayidir ve ashnda f(S!) egrisinin diizlemin merkezi etrafinda kag
defa sarildigini gosterir. Saat yoniiniin tersi istikametinde sarilma pozitif, saat
yoniinde ise sarilma negatif tam sayilara karsilik gelir. Aslinda

P:R?— {0} - S', (x,y)H(?y)

izdiisiim fonksiyonu olmak iizere f fonksiyonunun sarilma sayisi, Po f :
St — S! bilegkesinin derecesinden bagka bir sey degildir, ¢iinkii f ile Po f
fonksiyonlar1 homotopiktir (bkz. Teorem 4.3.22). Ayrica Ahgtirma 19 kullani-
larak f fonksiyonun homotopi sinifinin sadece sarilma sayisi ile belirlendigi
kolayca gosterilebilir. Sekil 4.3 Stokes Teoremi’ni kullanarak bu sayinin nasil
hesaplanabilecegini gostermektedir. Sekil 4.3a sarilma sayist iki olan bir egri-
nin gdriintiisiidiir. Bu egrinin sarilma sayisinin gercekten iki oldugunu tarali
bolgelere Stokes Teoremi’ni uygulayarak gorebiliriz: Tarali bolgeler orijini iger-

medigi igin
/ w = / dw =0
AR; R;
oldugu aciktir. Buradan

[ [

elde edilir. Son iki integral orijin C'5 ve Cj egrilerinin diginda kaldig i¢in sifira
egit olur. Diger taraftan ilk iki integral Stokes teoreminden dolay: yaricap: ye-
terince kiigiik S! ¢emberi boyunca integraline esit olacaktir. O halde, sarilma

say1s1
4
ffw) = /w:2/w:2
/Sl ; C; Sy

Ornek 4.3.1. Herhangi bir n € 7 tam sayst igin,

olarak bulunur.

f:8' = ST CR?— {0}, f(cosh,sinf) = (cosnb,sinnd) ,

ile tanwmlanan fonksiyonun sarilma sayist n olacaktir: Dogrudan hesap yapa-
rak f*(w) =nw oldugu kolayca gorilir ve dolaysiyla,

wf) = [ ey =n [ w=n

olarak elde edilir.
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C=f(S1H)

(a) Sarilma sayisi iki olan bir egri: t € [0, 27| olmak dizere
x(t) = (3+sin(t 4+ 10)) cos 2t , y(t) = —(4 + cos(t + 3)) sin 2¢

1

Cs
Cs

(b) Saridma sayisinin Stokes (Greens’) Teoremi’nin yardvmiyla hesaplanmast

Sekil 4.3
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v :S8' = R? bir daldirma fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun teget dogru-
sunu veren

o: 8" = R2—-{0}, o(f) =5(0)

Gauss gonderiminin sarilma sayisina v egrisinin dénme sayist denir ve Rot(7)
ile gosterilir. Dolayisiyla, bir daldirma fonksiyonun dénme sayisi bu egrinin
tegetinin egri {izerinde hareket ederken saat yoniiniin tersi istikametinde kag tur
doéndiigiini soyler. Agagidaki drnekte cesitli egrilerin dénme sayilar: verilmigtir.

Ornek 4.3.2. 1) v:S' - R?, y(p) = p daldurma fonksiyonun donme saist
birdir (bkz. Sekil 2.1).
2) v:S' = R?, y(z,y) = (y,ry) daldirma fonksiyonun dénme saypsinn sifer
oldugu sekilden goriliir (Sekil 4.4). Bu saywyi dogrudan tanimany kullanarek da
hesaplayabiliriz:  Fonksiyonu ~(6) = (sinf,sin€ cos6) , 6 € [0,27], olarak
yazarsak o(0) = (0) = (cosf,cos20), buluruz ve dolayisiyla

cos 20 sin @ — 2 cos 0 sin 26

o"(w) = 27 (cos? 6 + cos? 26) 40

elde ederiz.

X

Sekil 4.4: Teget vektirler pozitif y-eksenine hichir zaman paralel olmadign icin egri

tizerinde hareket ederken teget vektérleri merkez etrafinda tam bir donis yapmamak-
tadwr. Dolayisiyla, egrinin donme sayisy sifirdir.

O halde, egrinin dénme sayist

Rot(y) =

1

m\

B /2”0052951119 2 cos 0 sin 26 o
b 27 (cos? 0 + cos? 20)
/ cos20sin @ — 2 cos 0 sin 26

do
27 (cos? 0 + cos? 20)

olur. En son egitlik integrali alinan ifadenin tek fonksiyon olmasinin sonucudur.
3) Kutupsal koordinatlarda r = sin360 , 6 € [0,7], ile verilen egrinin para-
metrik ifadesi

v:[0,7] = R?, v(0) = (sin30 cosh,sin30 sinb)
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gibidir ve Sekil 4.5°ten dénme sayisinin iki oldugu kolayca gorilir. Hesap ya-
parsak
o(0) = 4(0) = (2cos46 + cos 26, 2sin 40 — sin 26)

olarak buluruz ve dolayisiyla

1 14 + 4 cos 60

o'(w) = 27 5+ 4 cos 66

elde ederiz. Bu durumda, egrinin donme sayis

Rot) = [ o)

1 [T 144 4cos60
27r/0 5+ 4 cos 66

1 67 14 + 4 cos ¢
127 o OD+4cos¢
_ 3 2™ 14 + dcos ¢ do
127 Jo 5+ 4cos¢
1 (™ 144 4cos¢

= — —d
dm J_. b+ 4cos¢ ¢

1 /OO 18 + 10u?
21 ) oo (9 +u?)(1 +u?)
= 2

olarak hesaplanir. Sondan ikinci esitlik « = tan(¢/2) degisken déndsimi
yardimwyla elde edilmigtir.

Sekil 4.5: Dénme sayisi iki olan bir egri: r = sin36, 6 € [0,x]. Egrinin, dizlemde
verilen hemen hemen her vektére paralel olan tam olarak iki teget vektori olduguna
dikkat ediniz!

4) Kutupsal koordinatlarda r=sin20 , 6 € [0, 27|, ile verilen egrinin donme
sayisinan t¢ oldugu Sekil 4.6’dan kolayca gorilir. Integral ile donme sayisinin
hesaplanmast ise alistirma olarak sizlere birakilmastir (bkz. Aligtirma 6).
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Sekil 4.6: Donme sayist di¢ olan bir ejri: v = sin26, 6 € [0, 27].

Sekil 4.7:  Trefoil  digimii:
z(t) = (4 + cos3t)cos2t,
y(t) = (4 + cos3t)sin2t wve
z(t) = sin3t, t € [0,27]. Bu
digim [(z*+y? +2?) +15]? =
64(z? + y?) ile  wverilen
torusun  i¢inde  oturmakta-
dir  (bkz. Ornek 2.3.5). Iki
boyutlu resim ise diugimin
(z,y,2) +— (z,y + 0.5z2)
dogrusal doniigimi altindaki
gorintisidir.

Agagidaki 6nerme dénme sayisinin daldirma fonksiyonun topolojik ézelliklerini
yansittigmin bir delilidir. Kanit1 i¢in Do Carmo’ya bakabilirsiniz ([10], s. 460,
Teorem 2).

Onerme 4.3.3. Ejer herhangi bir daldirma fonksiyonu ashinda bir gomme
fonksiyonu ise bu fonksiyonun dénme sayist her zaman +1 olur.

H}p(R?* —{0}) ~ R kohomolojisinin son bir uygulamas: olarak S* igindeki
iki diigiimiin gecisme sayisindan bahsedecegiz. i:S' — S3 tiirevlenebilir bir
gdmme fonksiyonu olsun. Bu gémme fonksiyonunun K = i(S!) goriintiisiine
bir diigim denir. K C 83 alt manifoldu f:S5% - R ve ¢:S% = R gibiiki
tiirevlenebilir fonksiyonun ortak sifir1 olsun,

K={peS|flp)=0=g(p)},

oyle ki, her p € K icin, {Vf(p),Vg(p),T(p) = i(te)} (i(to) = p) kiimesi
1,53 vektdr uzay1 icin pozitif bir taban olsun (bu iilii sag el kuralina uysun).
Bu durumda

_ fdg—gdf

1/q3
T (g SN

WK
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formuna K diigiimiiniin ge¢isme formu denir. Simdi kiireden bir nokta cikar-
tarak diigiimiin R? icinde kaldigim kabul edelim. p € K herhangi bir nokta
olmak iizere, I', bu noktadan gegen ve Vf(p), Vg(p) vektorlerine paralel
olan diizlem olsun. Bu diizlem iizerindeki her bir ¢ € I', noktasim

q—p=uVf(p)+v Vg(p)

seklinde yazarak I', diizlemi iizerinde u,v dogrusal koordinat sistemini elde
ederiz. Bu dogrusal koordinat sistemini f, g : I', — R fonksiyonlarinin verdigi
koordinat sistemi ile degigtirelim. Bu durumda

f(q) = f(u,v) = f(p+u Vf(p)+v Vg(p))

9(q) = g(u,v) =g (p+u Vf(p) +v Vg(p))

fonksiyonlarinin dogrusal wu,v koordinatlara gore tiirevlerinden olusan Jako-
biyen matrisi

s 0g) _ < Vfp)-VIp) Vo) - Vp) )
A(u,v) Vfp) - Vglp) Vg(p) Vg(p)

seklinde olacaktir. Bu matrisin determinanti 0 < 8 < 7 iki gradyan vektorii
arasindaki aci olmak tizere

det(J) = [IVF ()P IVa®)I* = (V£(p) - Vg(p))* = IV D) Vg(p)II* sin*0

olarak elde edilir. Dolayisiyla, x = f ve y = g, dogrusal wu, v koordinat-
lariyla ayn1 yénlendirmeye sahip bir bagka koordinat sistemi verir. Ayrica, wg
formunun bu diizleme kisitlanigi ise

x dy —y dx

WK = m € Ql(rp —{p})

formu olacaktir.
Eger j:S' — 83 L = j(SY), LNK = (), olacak sekilde bir bagka
yonlendirilmis diiglim ise
s
L

gercel sayisina bu iki yonlendirilmis diigiimiin gegisme sayist denir ve (K, L)
ile gosterilir. Sekil 4.8 ve Stokes Teoremi’ni kullanarak bu sayinin her zaman
bir tam say1 oldugunu goériiriiz. Bu say1 L diigiimiiniin K d{igiimii etrafinda
saat yoniiniin tersi istikametindeki donme sayisindan bagka bir sey degildir.
Yonlendirilmis diigiimlerin gecigme sayisinin simetrik oldugu kolayca goriiliir:

(K,L)=IL,K) .
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Sekil 4.8: L digimii ile Tre-
foil’in gegisme sayisinay Stokes
Teoremi’ni yardimayla bulabili-
riz. Bunun i¢in L dugumiinin
belli bolimlerini R® — K icin-
de hareket ettirerek yandaki se-
kildeki gibi Iy, dizleminin ig¢ine
itebiliriz. Gegigme sayini veren
integralin bu dizlem i¢inde ka-
lan kisma ise diizlemin merkezi
etrafindaki sarilma sayisy ola-
caktur.

Gauss gecisme sayisin farkh bir sekilde tammlamistir: 4,5 : ST — R yukar-

daki ayrik diigiimler olsun. Bu durumda

¢: St x ST = R3— {0}, (s,t) —i(s) —(t)

ve

_xdyNdz+ydzANdr+zdxANdy

w3

olmak tizere

A (22 + y2 4 22)3/2

i/51x51 ¢ (w3)

gercel sayisi bu iki diigiimiin gecisme sayisidir (bkz. Algtirma 7).

Uyar1 4.3.4. 1) Bir diizlem ile birbirinden ayrian iki digimin ge¢isme sayi-
stman sifir oldugu kolayca goriliir. Sekil 4.9°da verilen drnek ise bunun tersinin

dogru olmadigina gdsterir.

(D)

L

Sekil 4.9: Gegisme sayisy sifar olan iki digim: 1(K, L) = 0.

2) K={pe€ 53 | f(p) =0 =g(p)} wve e2+12 >0 kosulunu saglayan
yeterince kiicik ¢ ve v saylar icin K., = {p € S3 | f(p) =€, g(p) =v}
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ile veriliyorsa (K¢, dugimi K nin bir dtelemesi ise) 1(Kc,,K) gecisme
sayrsint hesaplayalim.

(Koo ) = [

K

[ (f=edg—(g—v)df
“Hew _/1(27r (f =&+ (g—-v)?) =0

integrali agik bir sekilde sifira egittir, cinkd K dzerinde df = dg = 0’dwr. Bu
digimai kendisini kesmeyecek sekilde itince gecisme sayist safirdan farkly deger-
ler alabilir. Ashinda, gegisme sayisy istedigimiz tam sayiya esit olacak sekilde
digimi itebiliriz (bkz. Ahgtirma 8).

3) Son olarak gecisme sayisiny hesaplamanin bir diger yolunu daha verelim:

K={peS|flp)=0=g(p)}cs®

digimintn L digimini kesmeyen yeterince kiicik bir tip komsulugunun
simary T2 = ON olsun (N = {p e S| f2(p) + ¢*(p) < €%}). Bu durumda

I(K,L) :i/ Wi NWwWr,
T2

olur. Bunu gormek i¢in T? torusunu T2 = Kco x St seklinde yazalim.
(Keo,L) =1(K,L) ve 1(K,S')=+1 oldugundan

/ wK/\wL::I:/ wr, - / wK::I:I(K,L) ~1::|:1(K,L)
T2 Keo 51

elde edilir (bkz. Alistirma 8).

Gecisme sayisimin bir genellemesi icin 5. Unite’deki Alistirma 8’e bakabilir-
siniz.

4.3.2 Mayer-Vietoris Dizisi

dn72 dnf 1

d dp+1
An—">An+1L>'~

(A, dy) : An—1

seklindeki bir grup (vektor uzayi) zincir yapist olsun. Eger herhangi bir n tam
sayist i¢in, Im(dp—1: Ap—1 — A,) =ker(d, : A, — Apt1) (H"(As, dy) =0)
ise bu yapiya n’inci seviyede tamdir denir. Eger her n i¢in H"(A,dy) =0
ise bu zincire tam zincir denir.

0—+A—-B—=>C-=0

seklinde bir tam zincire kisa tam dizi veya yape denir.

Uyar1 4.3.5. Yukarida verdigimiz dizinin daha kisast sadece bir izomorfizma-
dvr. Bagka bir deyisle,

0—>Ai>B—>0
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dizisinin tam olmass i¢in gerek ve yeter kosul f: A — B homomorfizmasinin
bir izomorfizma olmasidir. Benzer sekilde,

dn72 dnf d dn
S A /S Ay T A

tam dizisinde dn,—1 =0 = dp41 olmass icin gerek ve yeter kosul d, homo-
morfizmasimin bir izomorfizma olmasidar.

Verilen iki (A,,d2) ve (Bi,dP) zincir yapilar: arasimdaki bir

f*:<fn:An_>Bn)

homomorfizmalar dizisi her n igin,
B A
d” o frn= fny10d

kogulunu saghiyorsa bu homomorfizmalar dizisine zincir fonksiyonu (homomor-
fizmasy) denir.

i (As,d2) — (Bi,dP) ve g*: (By,dB) — (Cy,dS) iki zincir fonksiyonu
olsun. Eger her n igin

04, B 9 c 0

bir kisa tam dizi oluyorsa

054, 5B L0 50

zincir fonksiyonlar dizisine kisa tam zincir yapilar: dizist denir.

Her f* : (A,,dd) — (B.,dP) zincir fonksiyonu kohomoloji diizeyinde
homomorfizma verir: f* : H"(A,) — H"(B.). Burada tek dikkat edilmesi
gereken nokta her n igin

dBofn = fn—l-lodA

oldugundan kohomoloji diizeyinde f*([a]) = [f*(a)] seklinde tanimlanan
homomorfizmanin iyi tanmimh oldugudur. Bu basit aligtirmayi okuyucuya bi-
rakiyoruz (bkz. Aligtirma 9). Simdi bu béliimde gokca kullanacagimiz cebirsel
bir sonucu verelim.

Teorem 4.3.6. X i
OHA*L)B*Q—)C*%O
bir kisa tam zincir yapilar dizisi olsun. Bu durumda kohomoloji diizeyinde
S Ay D v S mre) S i ay) L

seklinde bir wzun tam dizi vardar.
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Kanat : Kanitin biiyiik bir boliimii agagidaki sekilde bulunan oklar1 takip
etmekten ibarettir. f* ve ¢* homomorfizmalarinin neden iyi tanimh oldugu
ve dizinin tam dizi oldugunun gdésterilmesi okuyucuya birakilmigtir. Kanitin
icinde acik olmayan tek kisim

§: H"(C,) — H™(A,)

baglant: homomorfizmasinin tanimlanmasidir. Bu kismin kanit1 teoremin geri
kalanin kanitlanmasinda izlenebilecek yolu da gostermektedir. Agagidaki degig-
meli gekli diigiinelim.

0= A, 1 5B, 1 5C, >0

1d ld |d
05 A4, 5 B, % c, >0
1d ld |d

0— Apt ER Buy1 % Chy1 — 0

Herhangi bir [c] € H" !(C,) elemam alalm. ¢ : B,_; — C,_; &rten ol-
dugu icin ¢(b) = ¢ olacak gekilde bir b € B,,_1 vardir. Diyagramin sag {ist
dikdértgeni degismeli oldugundan ¢(d(b)) = d(g(b)) = d(c) =0 elde edilir. O
halde, f(a) =d(b) olacak sekilde bir a € A,, vardir. a € A,, elemaninin ka-
pali oldugunu (d(a) = 0) su sekilde gorebiliriz: f(d(a)) = d(f(a)) = d?(b) = 0
ve f:Apt1 — Bpy1 bire bir oldugundan d(a) = 0 elde edilir. Son olarak
0([c]) = [a] seklinde tanimlanir. Elbette bunun iyi tanimli bir homomorfiz-
ma oldugunun gosterilmesi de gerekmektedir. Bunu da kanitin geri kalani gibi
okuyucuya birakiyoruz. O

Bu cebirsel sonucu manifoldlarin De Rham kohomolojilerini hesaplamak icin
kullanacagiz. Mayer-Vietoris dizisi diye adlandirilan bu sonug iki agik kiime-
sinin birlegimi olarak ifade edilen bir manifoldun kohomolojisini bu alt kiime-
lerinin kohomoloji gruplar cinsinden ifade etmektedir: M tiirevlenebilir bir
manifold ve. M = U UV bu manifoldun iki agik kiimenin birlegimi olarak ya-
zilmi olsun. 1y : U - M, iy :V > M ve jy:UNV = U, jy:UNV =V
ile icerme fonksiyonlarini gosterelim.

Teorem 4.3.7. Her k>0 tam sayist i¢in
0 = QF(M1) LEV o) @ F (V) 12 QRN V) = 0
dizisi tamdir ve dolaysiyla
L B (M) Y 1 G(U) @ Hp(V) T B UV S

seklinde bir uzun tam dizi vardar.
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Kanat : Bir dnceki teoremden dolay1 tek yapmamiz gereken

0 = QF(M) LY ok g 0F (V) 2T obunv) s 0

dizisinin tam oldugunu gostermektir.

M =UUYV oldugundan M iizerindeki bir formun hem U hem de V
alt kiimelerine kisitlamalar: sifir ise bu form M {izerinde de sifir olacaktir.
Dolayisiyla, if; @ 4j, homomorfizmas: bire birdir.

(iv , iv)oju = (iv ,iv) o jv

esitliginden dolay1 Im(if; ® 4j,) C ker(jf; — jir) oldugu kolayca goriiliir. Diger
taraftan, ji;(wy) — ji-(wy) = 0 olacak sekilde wy € Q¥(U) ve wy € QF(V)
varsa )
wy(p) , peU
w =
w={ i ey

ile tanimlanan w € QF(M) formu i¢in (i} @ i},)(w) = (wy,wy) olacaktir.
Dolayisiyla, ker(j5; — jy) C lm(if; @4j,) ve ker(ji; — jy) = Im(if; @ 45,) elde
edilir. Son olarak j;; — j;, homomorfizmasinm oérten oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in bir w € Q¥(UNV) formu alahm. M = U UV ack ortiisii ile
uyumlu bir {py, py} birimin ayrisimi alalim. py fonksiyonu U diginda
sifirdir. Bu durumda, py w € Q¥(U NV) formunun tanim kiimesini bu formu
V — (UNYV) iizerinde sifir tanimlayarak genisletirsek py w formunu QF(V)
icinde diisiiniilebiliriz. Benzer sekilde py w € QF(U) olacaktir. O halde,
(G — Jdv)(pv w, —py w) = (pr + pv) w = w esitligini elde ederiz. Bagka bir
deyigle, j;; — jy; homomorfizmas: értendir. O

Bu kanitin ana fikrini bir énceki boliimde verilen H,(5?) = R sonucunun
kanitinda da gormiistiik.

Ornek 4.3.8. Bu drnekte n-boyutlu S™ kiiresinin kohomoloji gruplarina he-
saplayacagiz. Ashinda n  endeksi tizerine timevarim yontems ile

k " R , k=0wveyan
Hpr(S") = { 0 , diger hallerde
oldugunu kanitlayacagiz. Ornek 4.1.5’de n =1 durumunu zaten gormistik.
Fakat kanitin bitinligind bozmamak icin bu bilgiyi kullanmayalim. U = S™ —
{(0,---,0,-1)} we V = 8" —-{(0,---,0,1)} olmak tzere S™ = U UV
olarak yazalim. Bu durumda U we V  alt uzaylars R"’ye ve UNV ara
kesiti de S™' x R manifolduna difeomorfik olacakter. O halde, her k >
0 dgin Hpp(U) =0 = HEL(V) ve Hpp(UNV) = HEL(S" ! xR) =
HE R (S"Y)  oldugunu gériiriz (son esitlik Poincaré Yardimer Teoremi'nden
elde edilir). Simdi Mayer-Vietoris dizisinin bir par¢asiny yazalim:

o= HEA(S™) = HyH(U) @ HE (V) — HEZ (5™ LN HER(S™) —
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Hpp(U) © Hpp(V) = -

Ilk 6nce, k =1 durumuna bakalim:
0 HYg(S") = HYp(U) & HYp(V) = Hpp(S"™) % Hp(S") = 0.

Buradan agik bir sekilde HpEn(S') = R we n > 1 dgin HLR(S") = 0
oldugunu goririz. Yukaridaki diziyi n =1,k > 1 i¢in tekrar yazarsak

0% HEL(SY) =0

ve dolayisiyla HﬁR(S’l) = 0 elde ederiz. O halde, timevarimm n = 1
baslangic kosulunun saglandijiny gostermis olduk.

Simdi n > 1 durumunu ele alalvm. S™ baglantily oldugundan HY,,(S™) =
R oldugunu biliyoruz; dolaypsiyla k > 0 alabiliriz. Bu durumda k # n oldugu
zaman, timevarim hipotezinden dolay, yukaridaks dizi

o HE LU @ HE M (V) 05 HER(S™) —0---

haline gelecektir. Baska bir deyisle HgR(S”) =0 olur. Dijer taraftan k =
n>1 1ise dizi 5
0— HEZ(S™) = Hpp(S™) =0

haline geleceginden ng%l(Snfl) LN HE o(S™) homomorfizmasy bir izomorfiz-
ma olacaktir. Baska bir deyisle, n > 1 igin H}R(S™) =R oldugunu goririz.
Boéylece kanit tamamlanar.

Daha dnce HER(SI) =R olmasinin baz topolojik sonuglaring gormigtik
(bkz. Teorem 4.1.8, Sonu¢ 4.1.9). Bu sonuglarin n-boyutlu kire S™ ig¢in ge-
nellemeleri alistirmalarda verimistir (bkz. Alistirma 10 ve 11).

Ornek 4.3.9. Bu érnekte yine timevarim yontemiyle

R k=0, 2,---, 2n
k ny __ ) y 4y )
HpR(CP") = { 0 , diger hallerde

oldugunu gosterecegiz. CPY = S? ig¢in bu sonucu yukardaki drnekte gordik.
Simdi n > 1 oldugunu kabul edelim. p=10:---:0:1] € CP"™ noktasinin
U= {lz0:21: 12y € CP"| 2z, # 0} komgulugu ve V.= CP" — {p}
kiimeleri agik bir sekilde tiim projektif uzay orter. U agik kiimesinin C* = R?"
manifolduna

(201 zn] = (20/2n, ", Zn—1/2n)

fonksiyonu ile difeomorfik oldugunu zaten biliyoruz. O halde, UNV  ara kesit
kiimesi de R** — {(0,---,0)} = S*"~1 x R manifolduna difeomorfiktir. V
kiimesinin kohomolojisini hesaplayabilmek icin

Plzo: - :2n]) =20 2n_1:tzy], t €10,1],
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ile verilen P, :V — V' homotopisini diiginelim. t =1 degert icin P, = 1y,
birim dontisimdir. Dijer taraftan,

P(V)=H={[z0:--:2,] €ECP" | 2, =0} =2 CP"!

olur. Eger i : H —V icerme fonksiyonunu gdsterirse Pyoi = 1g olacaktir.
Ayrica Py : V. — V  fonksiyonu P, = 1y birim dénidsiminden Py =
io Py fonksiyonuna bir homotopi verir. Baska bir deyisle, V ile H = CP"!
homotopi denk manifoldlardir ve dolayiswyla, her k i¢in i* : HgR(V) —
HEY (H) bir izomorfizmadur (bkz. s. 206).

Simdi, CP*" =UUYV i¢in Mayer-Vietoris dizisini yozalim:

o HEH(SPY) S HER(CP™) = Hbp(U) & Hyp(V) —

Hpp($* 1) — -

Vine HYp(CP™) =R oldugu i¢in k >0 alabiliriz. O halde, 0 < k < 2n — 2
ise dizi

0 HE L(CPYY 0@ HE R(H) =0
haline gelecektir. Dolayisiyla, H¥p(CP™) — HE L (H) = HEp(CP" 1)  bir
wwomorfizma olur. Benzer sekilde k =2n—1 igin dizi

o HER (8271 & Hp ' (CP™) = 0@ HE ' (CP™ ) — -

seklinde olacaktir. Fokat boyutu asmasindan dolays Hggl((CP"_l) =0 oldugu
icin Hyw'(CP™) wvektor uzayr da sufer olmalidur. Son olarak k= 2n  alursak
dizi

0 — HZ=1(S2 1) & HEL(CP™) —» 00 — -

olacagindan H#EL(CP") = Hggl(SQ”_l) = R elde ederiz. Boylece kanut

tamamlanmas oldu. Ashinda i : CP" ' = H — CP"™ igerme fonksiyonun

kohomolojide, k = 0,1,--- ,2n — 2 i¢in, izomorfizma verdifini de gordik.
Ornek 2.8.25’den dolay:

cpn

olacagindan, her 0 < k <n ig¢in, W%S kohomoloji grubunun direteci olacaktr.
Aslinda ayne nedenlerden dolay, ejer i : M™ — CPYN  bir tkiz karmasik alt
manifold ise her 0 <k <n i¢in,

i* s Hifn(CPN) - Hifn(M)

homomorfizmast bire bir olacaktir. Dolayisiyla, her 0 < k <n i¢in, H%’%(M)
kohomoloji grubu sifirdan farkldar.
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Ornek 4.3.10. Bu érnekte S® x S'  ¢arpum manifoldunun kohomolojisini
hesaplayacagez (S*7i diizlemdeki birim ¢ember olarak alalim). U = S3 x (S* —
{(=1,0)}) ve V =83x(S'—{(1,0)}) agik kiimeleri olmak iizere S3 x S1 =
UUV yazabiliriz. Bu durumda U ve V kiimeleri S manifolduna ve UNV
kiimesi de S3 x {(0,—1),(0,1)} manifolduna homotopi denktir. O halde, her
k igin,

Hppr(U) = Hpp(S?*) = Hpp(V) ve Hhr(UNV) = Hpp(S®) @ Hpr(S?)

olur. Simdi Mayer-Vietoris dizisini kullanalim; ornedin ikinci kohomoloji gru-
bunu hesaplamak igin,

s Hhp(UNV) = Hpp(S® x SY) = Hpp(U) @ Hpp(V) — -+
yazarsak dizinin bu kismanwn ik ve son terimlers sifir oldugu icin
H3p(S* x 81 =0
oldugunu goriiriz. Benzer sekilde,

k 3 1 R 5 ]C - 0, ]., 3, 4
HpR(S™ % 57) = { 0 , diger hallerde
oldugunun gésterilmesini alistirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

Ornek 2.1.14’de tanwvmlamus oldugumuz bu karmagik ve tikiz manifoldun
karmagik dogrusal uzaya gomiilemeyecegini gormistik (bkz. Ornek 2. 3.24). Sim-
di ise bu manifoldun ikinci kohomoloji grubunun sifir oldugunu gordik. O halde,
bir onceki 6rnekten dolayr bu manifold ayni zamanda hicbir karmasik projektif
wzayn da bir alt manifoldu olamaz!

Yukarida kullandigimaz teknigi kullanarak, m #n igin

R , k=0, m, n, m+n

k n my __
HpR(S™ x5 )_{ 0 , diger hallerde

ve

R , k=0, 2n
HEp(S" xS =< R? | k=n
0 , diger hallerde

oldugunu gorebiliriz (bkz. Alistirma 12). Bir sonraki tinitede gorecegimiz Kiin-
neth Formili (bkz. Sonu¢ 5.3.5) ¢arpym manifoldlarinin kohomologilerini he-
saplamanin oldukca pratik bir metodudur.

Uyar1 4.3.11. Bir dnceki tinitede gordigimiz Tip Komsuluk Teoremini ve
Mayer-Vietoris kohomoloji dizisini kullanarak tikiz manifoldlarin kohomologi-
lerinin sonlu boyutlu oldugunu gosterebiliriz (bkz. Alistirma 13 ve Sonug¢ 4.4.4).
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4.3.3 Tikiz Destekli Kohomoloji

Herhangi bir M manifoldunun iizerinde tanimli tiim tikiz destekli tiirevlene-
bilir k-formlar QF(M) vektor uzay: icinde bir alt uzay olustururlar. Bu alt
uzayr QF(M) ile gosterecegiz. Diger taraftan, M manifoldunun tikiz des-
tekli her w € QF(M) formunun dis tiirevi de tikiz destekli olacagindan bu
vektor uzaylar: dig tiirev dontigiimii ile birlikte (Qf(M),d*) zincir yapisiu
verir. Bu yapinin kohomolojisine t1kiz destekli De Rham Kohomolojisi denir
ve H*(M) ile gosterilir. Eger manifoldun kendisi tikiz ise QF(M) = QF (M)
ve dolayisiyla H}(M) = Hj)p(M) olacagindan bu kohomoloji sadece tikiz
olmayan manifoldlar acisindan énem tagir. Ornegin, De Rham kohomolojinin
birbirinden ayiramadigi farkli boyutlardaki Oklit uzaylarini bu kohomoloji ile
ayirabiliriz.

Uyar1 4.3.12. f: M — N tirevlenebilir manifoldlarin tirevlenebilir dizgin
bir fonksiyonu ise her tikiz kiimenin ters gorintisi tikiz olacaktir. Dolayiswyla,
f*: HE(N) — HE(M) iyi tansmle bir homomorfizma olur. Benzer sekilde,
eger

ftiMX[O,l]—)N
tirevlenebilir dizgiin bir homotopi ise fo ve f1 fonksiyonlarinin kohomolojide
verdikleri homomorfizmalar ayns olacaktr.

Ornek 4.3.13. M = R manifoldunun tikiz destekli kohomolojisini hesapla-
yalvm. Gercel eksen dzerinde dus tirevi sifir olan fonksiyonlarin sadece sabit
fonksiyonlar oldugunu biliyoruz. Diger taraftan tikiz bir bélgenin disinda sifir
olan tek sabit fonksiyon sifir fonksiyonudur. Baska bir deyisle, HO(R) = 0
olur. Birinci kohomolojiyi hesaplamak icin ise

[oam-r s o,

integral homomorfizmasing distinelim. Bu homomorfizmamn iyi tanimly ol-
dugunu su sekilde gorebiliriz: R dzerinde tikiz destekli bir w = f(x) dx
formu alalim. Eger bu form i¢in dF = F'(z) do = f(z) dv = w olacak
sekilde bir F € QY(R) warsa yeterince biiyik her m  gercel saysy igin
F(m)=0= F(—m) olacaktir. O halde,

/Rf(x) dz =0

olacaktir. Dolayiswyla, integral homomorfizmase tyi tansmbder. Diger taraftan

o /Rw—/Rf(x) dx =0

ise F(x) = ffoo f(t) dt fonksiyonu dF =w kosulunu saglayan tikiz destekli
bir fonksiyon olacaktir. Dolayiswyla, integral homomorfizmase bire birdir. Bu
homomorfizmanin érten oldugu ise kolayca gériliir. O halde, H}(R) = R
olur.
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Teorem 4.3.14. M tirevienebilir bir manifold olmak iizere her k>0 tam
5ay151 1¢IN
HET (M x R) = HE(M)

esitligi saglanar.

Kanit : Poincaré Yardimci Teoremi’nin kanitinda oldugu gibi M mani-
foldunun her U C M koordinat sistemi i¢cin U x R acik kiimesi M x R
manifoldu i¢in bir koordinat sistemi verecektir. Ayrica M x R {izerindeki her
form bu tip koordinat sistemlerinde tikiz olarak desteklenen formlarin bir top-
lamudir. Dolayisiyla, bu tipteki koordinat sistemlerinde desteklenen formlarla
calisarak genellikten hicbir sey kaybetmeyiz.

p: R — R tikiz destekli ve gercel eksen {izerindeki integrali bire egit olan
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Simdi iki tane vektor uzayr homomorfizmasi
tanimlayalim:

U QF(M) = QMY M xR), U(f(z) deg) = p(t) f(z) dt A drg,

ve

d: QM (M x R) — QF (M),

O(f(2,1) di Adrg) = (/Rf(:n,t) dt> drg ve O(f(x.1) dug) = 0.

Burada M manifoldu iizerindeki yerel koordinat sistemi z ile gosterilirken,
t gercel eksen iizerindeki koordinati géstermektedir. Poincaré Yardimci Teore-
mi’'nde oldugu gibi bu homomorfizmalarin iyi tanimlihg: gosterilmelidir (bkz.
Aligtirma 4).
p: R — R fonksiyonun se¢iminden dolay1 ® o ¥ = Lok () oldugu kolayca
goriiliir.

Herhangi bir v = g(x) dzx € Q¥(M) formu igin,

U(dv) = V(dgAdxrg)
= p(t)dt Ndg N dzg

ve buradan da

V() = dp(t)gle) dt A dog)
p(t) (dg Ndt A dzg)
—p(t) (dt Ndg N dxg)
= —U(dv)

elde edilir. Bagka bir deyigle, doW¥ = —Wod olur ve dolayisiyla bu homomor-
fizma kohomoloji diizeyinde W : H¥(M) — HETY(M x R) homomorfizmasini
verir.
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Simdi de herhangi bir w = f(z,t) dt A dzyx € Q¥ (M x R) formu igin,

O(dw) = d(f(z,t) Ndt Ndxgk))
= O(df Ndt Ndxg)

= —/(dede) dt
R

d(D(w)) = d((/Rf(x,t) dt) de>

- /(df/\de)dt
R
= —P(dw)

ve benzer gekilde

elde ederiz. Son olarak eger w = f(x,t) dex € QF(M x R) ise, tanimdan
dolay1 ®(w) =0 olacaktir. Ayrica,
dw = of

of
w_mdt/\de+zj:8:Ejdxj/\de

&(dw) = (/Raa{ dt> dog =0

elde edilir (son esitlik f(z,t) fonksiyonun tikiz destekli olmasinin bir sonucu-
dur). Sonug olarak yine, do® = —® od oldugundan bu homomorfizma da
kohomoloji diizeyinde ® : H*(M, xR) — H¥(M) homomorfizmasini verir. O
halde, kohomoloji diizeyinde de ® oW = 1y esitligi korunur.

olur. Buradan da

Simdide Po® = 1Hk+1(MXR) egitligini gostermeye caligalim:
w= Z fr(z,t) dt Ndzr + Z gy(z,t) dey € QFFL(M x R)
I1]l=F [ 7ll=k+1
kapali bir form olsun. O halde

W (Tod)w) = 3 [fj(x,t)—p(t) (/Rfj(m,t) dtﬂ dt A da;

I171[=F

+ Z gJ(xat) de

17]|=k+1

elde ederiz. hy(z,t) = fr(z,t) — p(t) (g f1(z,t) dt) olarak tammlansin. Bu
durumda her = € M igin,

/ hi(z,t) dt =0
R
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oldugundan

Hi(z,t) = /t hi(z,s) ds

—00

fonksiyonu tikiz destekli olacaktir. Ayrica dw = 0 oldugundan
of1 99
., ——(x,t) doj Ndxy = Z T —=(x,t) day
1ll=F I Jll=F+1

olacaktir. Biraz hesap yaparak

d(Z Hi(z,t) dmj) = ) [fjxt (/fjxt dt)]

I17l=F I17l=F

)
dt Adzp + ) ( 859(;»73) ds> da; A da;
=k 7o

= w-(@od)w)— Y gylat) du

[|J]|=k+1

t
—1—2 </ Mds) dxj N\ dry

I11]|=k o K

elde ederiz. Tkinci toplamu ayrica inceleyelim:

([ Mo - ([ 2

)=k "7 =k 7%

daj Adrp+ ) </t p(s) </RWCZT> ds> dzj A dxy

IHll=k "7

-/ (Z o), d) s
o0 x;

I7l=k

t ofr(z,r)
+/Oop(s)(/R(Z S e /\d:v])dr)ds

[I]|=F

:/ ( Z aéqt‘](x S)dxj) ds

[|J]|=k+1

+/;p(s) (/R ( 3 agtj(x r) dazj> dr) ds

|J||=k+1

= Z gy(z,t) doy

| J]|=k+1
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olur. Bunu bir 6nceki paragraf ile birlegtirirsek
w—(¥od)(w)
formunun tam oldugunu goriiriiz. Bagka bir deyisle,

Pod = 1H§+1(MxR)

esitligini kanitlamig olduk. Béylece teoremin kaniti1 tamamlanir. O

Ornek 4.3.13’deki fikirleri de kullanarak bu teoremin kolay birkac sonucunu
hemen yazabiliriz.

Sonug 4.3.15. Her n dogal sayist i¢in,

HI)R") — R
R”
wntegral homomorfizmass bir izomorfizmadir. Ayrica, her m # n  dogdal sayis
¢in
H™(R") = 0

olur.

Sonug 4.3.16. Yonlendirilebilir, baglantils her n-boyutlu M manifoldu i¢cin,
/ cH}Y (M) — R
M

integral homomorfizmass bir izomorfizmadir. Ozel olarak, ejer M tikiz ise

HEp(M) =R olur.

Kamt : Manifoldu her biri R™ difeomorfik yonlendirilmig koordinat sistem-

Sekil 4.10: Sonug 4.3.16’nan kamitinda kullandigimiz koordinat sistemleri zinciri.

leri ile kaplayarak manifold iizerindeki her formu bu koordinat sistemleri i¢inde
tikiz olarak desteklenen formlarin toplami olarak yazabiliriz. Simdi iki farkl ko-
ordinat sistemi i¢inde tikiz olarak desteklenen iki n-form alalm: w; € Q™ (V;),
i=0,1, ;ZR" [ w1 =1 olsun. Bu iki kiimeden secilen iki noktay1 siirekli
bir egri ile baglayalim. Daha sonra bu egriyi Uy = Vp, U, = Vi, U;NU;1 # 0,
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i=20,---,m — 1, olacak gekilde koordinat sistemleriyle ortelim (egri tikiz ol-
dugu i¢in sonlu tane koordinat komsgulugu ile bunu yapabiliriz). H*(Uy) = R
oldugu icin Uy NU; icinde tikiz olarak desteklenen bir v formu vardir ki
[wo] = [v] € H}(M) olur. Bu gekilde devam ederek [wo] = [u] olacak sekilde
U, iginde desteklenen bir 4 formu vardir. O halde, [wo] = ([;,;wo) [w1] olur.
Boylece kanit tamamlanir. O

Sonug 4.3.17. U C R" yldiz seklinde agik bir kiime ise

R k=n
k _ )
H(U) = { 0 , diger hallerde

olur.

Kanit : Yukaridaki sonuctan dolayr sadece 0 < k < n oldugu durumu
incelemek yeterlidir. U icinde bir noktay1 baglangic noktasi segelim ve bu
nokta etrafinda yarigapi sonlu bir B(0,r) yuvari alahm. Herhangi bir w €
QF(U) kapali formu alalim. 1 > a € R, bu formun desteklendigi tikiz K C U
kiimesi igin, a- K = {ax | x € K} C B(0,r) kosulunu saglayan bir pozitif
say1 olsun.

¢:Uxla,1] = U, ¢(z)=te, (z,t) €U x]|a,l],

homotopisi diizgiin bir fonksiyon oldugundan ¢4(z) ve ¢1(x) = idy difeo-
morfizmalart U kiimesinin tikiz destekli kohomoloji gruplar arasinda aymi
homomorfizmay1 verecektir. Bu durumda, ¢,(K) C B(x,r) oldugundan w
formunun desteginin B(0,r) yuvar: i¢inde kaldigim kabul edebiliriz. Fakat,
bu yuvar R™’e difeomorfik oldugundan w tam form olmahdir. O

Tikiz Destekli Bagil Kohomoloji Dizisi. U C M acik bir alt kiime ise
U iginde tikiz desteklenen her tiirevlenebilir fonksivon M — U iizerine sifir
olarak genigletilerek M {izerinde tikiz olarak desteklenen bir fonksiyon olarak
goriilebilir. Dolayisiyla, QF(U) vektor uzayim QF(M)nin bir alt uzay olarak
gorebiliriz. O halde, her k ic¢in

0 — QKUY = QF (M) = QF (M) /QF(U) =0
bir tam dizisi vardir. Simdi Teorem 4.3.6’y1 kullanarak kohomoloji diizeyinde
S HYU) - HY (M) — HYM,U) — H™H(U) — - -

seklinde bir uzun tam dizi elde ederiz. Bu dizinin igindeki HY(M,U) terimi
(Q(M)/Q(U),d*) zincir kompleksinin kohomolojisidir ve tikiz destekli bagil
kohomoloji olarak adlandirilir. Bu dizi 6zellikle, L C M bir alt manifold olmak
iizere, U = M —L, oldugu durumda ilging topolojik sonuglar verir. Bu topolojik
sonuglara gegmeden 6nce H¥(M, M — L) kohomolojisini hesaplayahm.
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Teorem 4.3.18. M manifold ve L C M bir alt manifold olmak dizere, her
k>0 i¢in,
HE(M, M ~ L) = HE(L)

geri ¢ekme homomorfizmast bir izomorfizmadar.

Kanit : L CU CM ile L alt manifoldunun bir acik tiip komgulugunu
gosterelim ve P : U — L bu komsgulugun izdiigiim fonksiyonu olsun (bkz.
Teorem 3.3.15 ve Sonug 3.3.16). p : M — [0,1], U iginde desteklenen ve
L’'nin bir kapali K komsulugunda bire egit olan tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu kapali komsulugun tiimleyenini V = M — K ile gosterelim.

Simdi herhangi bir [v] € H¥(L) smifi alaim. Bu durumda

w=p P*(v) € Q¥(M)

L alt manifolduna kisitlamasi v olan bir k-form olur. Bu formun kendisi
kapal bir form olmasa da V acik kiimesinin disinda kapali bir form olacaktir,
¢linkii bu kiime iizerinde p fonksiyonu bire egittir. O halde,

w=pw+(1—p w

yazarsak [w] € H¥(M,M — L) olacagindan, i: L — M igerme fonksiyonu
olmak iizere, i*: H*(M,M — L) — H*(L) homomorfizmas: értendir.

Bu homomorfizmanin bire bir oldugunu goéstermek i¢in, L alt manifoldu-
na kisitlamasi sifir olan bir [w] € H¥(M, M — L) kohomoloji smifi alalim.
Gerekirse U silindirik komsulugunu kiigiilterek w € QF(U) oldugunu kabul
edebiliriz. P* : HY »(U) — H%x(L) bir izomorfizma oldugundan dv = P*(w)
olacak gekilde bir v € Q¥=1(U) formu vardir. Bu durumda pv € QF(Int(K))
formu Int(K) agk kiimesi tizerinde halen d(p v) = w esitligini saglayacaktr.
Bagka bir deyisle, H¥(M, M — L) kohomoloji grubu icinde [w] = 0’dir ve
béylece teoremin kaniti tamamlanmig olur. O

Simdi tikiz destekli kohomolojinin bir sonucu olarak Jordan Kapali Egri
Teoremi’nin genel halini kanitlayabiliriz.

Teorem 4.3.19. M C R™ icinde n-boyutlu, baglantis, yonlendirilebilir ve
tkrz bir alt manifold olsun. Bu durumda R™ — M biri sinarly digeri sinirsiz
ikt bilesenden olusur. Her iki bilesenin de kapamiglary simiry M olan sinarh
manifoldlardur.

Kamt : U =R — M olmak iizere
o= HYR™Y = HIN R U) —» HIPYYU) —» HPPY(R™T) —
H'YWY R U) — -
tam dizisini digiinelim. Daha 6nceki hesaplamalar: kullanarak

H(R™) =0, BV (®™) =R
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ve
H{(R"™,U) = HY' (M) =R, H T (R, U) = H™H (M) =0

oldugunu goriiriiz. O halde,
HIH(U) = R?

olmalidir. Bagka bir deyisle, U = R"*! — M acik kiimesinin V; ve V, gibi
iki baglantili bilegeni vardir. M manifoldu tikiz oldugundan yaricap: sonlu bir
yuvarin i¢inde kalacaktir. Diger taraftan bu yuvarin digi, baglantili oldugundan,
bu iki bilegenden birinin i¢inde kalacaktir, diyelim ki V; olsun. O halde, Vj
sinirsiz ve V{ ise sinirhi olacaktir. Teoremin son béliimiiniin kanitini okuyucuya
aligtirma olarak birakiyoruz (bkz. Aligtirma 14). O

Yukaridaki teoremde n = 1 alalim. O halde, her tiirevlenebilir kapali C' C R?
egrisi diizlemi iki pargaya ayirir. Bunlardan biri simirh digeri ise sinirsizdir. Bu
klasik sonu¢ Jordan Kapali Egri Teoremi olarak bilinir.

Ornek 4.3.20. L = K;U---UK, C R® = M r-tane ayrik tirevlenebilir
dugumain birlesims olsun. U = M — L alalim ve

S HYU) - HY (M) — HYM,U) — H™H(U) — - -

tikiz destekli bagil kohomoloji dizisini yazalim. Basit bir sekilde su sonuca vari-
2!
HY(R® — L) = 0;
H;(R® — L) = Hpp(L) =R';
H7(R® — L) = Hpg(L) =R’
HJ(R® — L) = HJ(R?) = R;
H(R*~L)=0, i>3.

K C R" iginde tikiz bir alt manifold olsun. Bu durumda dim(K) < k—1
olur, ¢iinki eger dim(K) = n ise K C R™ agk bir alt kiime olur. Diger
taraftan, K tikiz oldugu i¢in ayni zamanda kapali bir alt kiimedir. Fakat R™
baglantili oldugundan K = R" elde ederiz ki, bu da K'nin tikizhig: ile geligir.

Simdi tikiz destekli bagil kohomoloji dizisini kullanarak agagidaki sonucu
kolayca kanitlayabiliriz.

Teorem 4.3.21 (Alexander Dualite Teoremi). K C R" ~ S"—{p} C S™, n >
2, icinde tikiz bir alt manifold olsun. O halde,

H{(R" - K) = 0

H(R"-K)=Hip(K), i=1,---,n—1;
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H'R" - K) = Hp (K) @ R;

ve benzer sekilde

HY(S" - K) = 0;
H;(S" — K) = Hhp(K)/R;
H(S"—K)=Hjp(K), i=2,---,n—1;
HMS" - K) = Hy 2 (K) @ R.

Tikiz Destekli Kohomoloji icin Mayer-Vietoris Dizisi. Bu bdliimii ti-
kiz destekli kohomoloji igin Mayer-Vietoris dizisini vererek bitirecegiz. Bu dizi
daha 6nce De Rham kohomolojisi icin verdigimiz Mayer-Vietoris dizisinden
farklhilik gosterir. Bunun nedeni acik bir kiimeyi bir manifolda gémen fonksiyo-
nun diizgiin bir fonksiyon olmayabilecegi ve dolayisiyla da herhangi bir U C M
acik kiimesi icin

it QF (M) — QF(U)

kisitlanig fonksiyonunun iyi tanimh olmayacagidir. Diger taraftan, eger bir ma-
nifold M = U UV geklinde agik kiimelerinin birlegimi olarak yazilabiliyorsa

0— QFU N V) X2 ok @ 08 (V) 227 k(M) — 0

dizisinin tam oldugu kolayca goriiliir (i, iv, ju, jv homomorfizmalar igerme
fonksiyonlarinin dogal olarak verdikleri homomorfizmalardir). Ashnda sadece
son homomorfizmanin érten oldugunun gosterilmesi ¢cok kolay olmayabilir. Bu-
nu gostermek igin M = U UV acgk ortiistiyle uyumlu bir {py, py} birimin
ayristmimi segelim. Simdi her w € QF(M) igin w = ppw+pyw, prw € QE(U)
ve pyw € QF(V) olacagindan homomorfizma Srtendir.

Bu dizi bize agagidaki uzun tikiz destekli kohomoloji tam dizisini verir:

- > HYUNV)— HYU)® HY (V) - HY (M) - HM Y UnV) — -+ .

Bu dizide fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin tikiz destekli kohomolojide verdik-
leri homomorfizmalar aym yonde gitmektedirler. Bundan dolay: tikiz destekli
De Rham kohomoloji kovaryant funktordur. Diger taraftan, homomorfizma-
larin fonksiyonlarin tersine gittigi De Rham Kohomolojisi ise kontravaryant
bir funktordur. Her iki kohomolojinin Mayer-Vietoris dizilerini kullanarak bir
sonraki boliimde Poincaré Izomorfizmasi’nin bir kanitimi verecegiz (bkz. Teo-
rem 4.4.1).

Diizgiin Fonksiyonlarin Derecesi. f : M — N n-boyutlu, tiirevlene-
bilir, yonlendirilmig baglantili manifoldlarin diizgiin bir fonksiyonu olsun. Bu
durumda

[T HE(N) = HN(M)
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bir boyutlu gergel vektdr uzaylarimin homomorfizmas: olacaktir. Manifoldlarin
tzerinde [wpy] € H} (M) ve [wy] € HP(N) gibi integralleri bire esit olan
kohomoloji simiflart seelim. f*(jwn]) = A [war] olacak sekilde segilen A € R
sayisima f: M — N fonksiyonun derecesi denir ve deg(f) ile gosterilir. Eger
f:M — M iseher a€ H}YM) igin f*(a) =deg(f) a olacaktir.

Ashinda diizgiin fonksiyonlarin derecesi tamamen geometrik bir gekilde de
tanimlanabilir: f : M — N fonksiyonu diizgiin oldugu i¢in N icindeki her
noktanin ters goriintiisii tikiz bir kiime olacaktir. Sard Teoremi’ni kullanarak
bu fonksiyonun ¢ € N gibi bir diizgiin degerini alalim. Bu durumda f~!(q)
M  manifoldunun sifir boyutlu bir alt manifoldu olacaktir. Bu alt manifold
tikiz oldugu igin sonlu sayida noktadan ibarettir.

fﬁl(q) = {p17' v 7pk}

olsun. f : M — N fonksiyonunun tiirevi her p; noktasinda izomorfizma ola-
cagindan bu tiirev fonksiyonun p; € M noktasindaki (M nin yonii sayesinde)
yonlendirilmig tabani g € N noktasinin yonlendirilmis bir tabanina génde-
recektir. Bu yonlendirme N manifoldunun bu noktasindaki yénlendirmesiyle
uyumlu ise f fonksiyonun p; noktasindaki yerel derecesi " +1", eger uyumlu
degilse ” —1"dir denir ve deg(f)p, = +1 veya deg(f)p, = —1 olarak yazlr.
Simdi, bu iki derece kavraminin ashnda aym oldugunu gosterelim.

Teorem 4.3.22. f : M — N n-boyutlu, tirevlenebilir, yonlendirilmis bag-
lantals manifoldlarin dizgin bir fonksiyonu, q € N noktas: bu fonksiyonun
diizgiin bir degeri ve f~1(q) = {p1,--- ,pr} olsun. Bu durumda

k
deg(f) =) _ deg(f)y,
=1

olur ve dolayisiyla deg(f) bir tam sayrdar.

Kamit : Her p; noktasi etrafinda bir U; komgulugu alalim &yle ki
[:U—= f(U) =V,

bir difeomorfizma olsun. ¢ € V.C Vi N--- NV, baglantih acik bir komguluk
olmak iizere U; kiimelerini f~1(V)NU; ara kesiti ile yer degistirerek her
it =1,---,k icin, f:U; — V kisitlamasinin bir difeomorfizma oldugunu
kabul edebiliriz. Her U; kiimesi de baglantili olacaktir. w € Q2 (V) C QZ(N)
integrali bire esit olan bir form olsun. Bu durumda her ¢=1,--- /k icin,

[ 1) = deet ([ ) = dert

olacaktir. Son olarak,

k

des(f) = [ =3 ([ 1) - Akl deg(f)

=1
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kanit1 bitirir. O
Agagidaki teoremin kanitini okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz (bkz. Alg-
tirma 15).

Teorem 4.3.23. f: M — N wve g: N — K baglantils, yonlendirilmis, tirev-
lenebilir manifoldlarin dizgin fonksiyonlar: olsun. O halde, asafidaki iddialar
dogrudur.

1. Diizgiin homotopiler fonksiyonlarin derecesini korur. Dolayiswyla, ejer h :
M — M birim fonksiyona homotopik ise deg(h) =1 olur.

2. deg(g o f) = deg(f) deg(g)
3. Ejger f orten degilse deg(f) = 0’dsr.

4. Eger f: M — N yiéni koruyan n-katl bir drti uzayr foksiyonu ise
deg(f) = n’dir.

Yukaridaki teoremde eger manifoldlardan herhangi biri yonlendirilebilir
degilse tam say1 degerli derece yerine mod 2 degerli dereceden bahsedebi-
liriz. Detaylar Unite 5 Alistirma 17’da okuyucuya birakilmistir.

Ornek 4.3.24. 1) f: R =R f(t) =nt, n € Z, fonksiyonu i¢in
deg(f) = sgn(n)
oldugu halde bu fonksiyonun S' =R/Z ¢emberi iizerinde verdigi
Fi8l gl ety eint

fonksiyonun derecesi n’ye esittir, ¢inki bu fonksiyon yonid koruyan n-katl bir
orti uzayr fonksiyonudur.
Benzer gsekilde A € M(n,Z) tam say katsayils bir matris ve

w=dx1 A Ndxy,
ise kolayca A*(w) = det(A) w oldugu gorilir. Bagka bir deyisle,
A:R" - R"

dogrusal dontigimi hacim formunu det(A) katina ¢ikarir. Bu déntisimin,
n-boyutlu torus T™ = R™/Z™ iizerinde vermis oldugu donisimin derecesi de
det(A) 'ya egittir (bkz. Alistirma 16).

2) P:R — R derecesi n olan bir polinom fonksiyonu olsun:

P(x)=2"+---+aiz+ap .
Eger n bir ¢ift says ise
lim P(z) = +o0

r—+o0
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(8) folw) = a(z + 4)(z — 3)/10
fonksiyonu grafigi hafifce cekisti-
rilerek dizgin bir homotopi ile
fi(x) = x  homeomorfizmasi-
na dondstirilebilir: fi(x) = (1 —
Bfole) + thi(x), te[0,1].

De Rham Kohomoloji

(®) f(z) = (z* — 1222 + 3x)/10.
Cebirsel derecesi ¢ift sayr olan bir
polinom fonksiyonu dérten olmaya-
cagu i¢cin sifir topolojik derecesine
sahiptir,

Sekil 4.11

oldugu i¢in, P(x) fonksiyonu orten degildir ve yukaridaki teoremden dolay:
derecesi sifirdir. Simdi de P(x) polinomunun derecesinin tek oldugunu kabul
edelim. Bu durumda

lim P(z) =+oc0 ve lim P(z)=—00
T—+00 T——00

oldugu i¢in P(x) polinomu ortendir. Dijer taraftan, P'(x) tirev fonksiyonu
derecesi ¢ift olan bir polinomdur. [—C,C] arahfn P'(x) =0 denkleminin tim
¢ozimlerini igeren bir aralik olsun. O halde, her x & [—C,C| i¢gin P'(z) >0
olur. Dolayiswyla, bu araligin disinda P(z) kesin artan bir fonksiyondur. P(x)
polinomunun tim yerel maksimum ve minimum degerleri P([—C,C]) araljin-
da olacaktir. Dolayiswyla, her L & P([—C,C|]) degeri igin P(x9) = L olacak
sekilde tek bir xo € R sayss vardir. Son olarak, P'(x9) > 0 oldugundan
deg(P) = 1 elde edilir. Bagka bir deyisle, monik P(x) polinomunun fonk-
siyon derecesi bu polinomun derecesinin (mod 2)’deki degerine egittir. Monik
polinomu —1 ile carparsak derecesini de —1 ile ¢arpmus oluruz (bkz. Als-
tirma 17).

3) F:C—C F(z) =
yoktur. Dolayisiyla, F(0)
degeridir.

Z", fonksiyonun sifir disinda higbir kritik noktas:
=0 disindaki her dejer bu fonksiyonun dizgin bir

FH1) = {G=c
ve karmagik dogrusal fonksiyonlar yoni korudugundan bu fonksiyonun her bir
Cx noktasindaki yerel derecesi +1 olacaktir. O halde, deg(F) =n olmalidar.
Simdi de P : C — C derecesi n olan bir karmagik polinom fonksiyonu
olsun:

k=0, ,n—1)}

Pz)y=z2"+-4az+ap .
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Eger
|z| > R=2(1+ |ag| + -+ |an-1])

15€

1 1 _ _
Sl = SRl (1 + lao| + -+ + Jan—1]) [e"~"]

v

12" + -+ |arz] + |ao]

|an—12""" 4+ + a1z + agl

AV VARV,

olur. Bu durumda,
P, :Cx[0,1] = C, P(z)=2"+tlan_12""1 4+ -+ a1z + ap)
homotopisi, her |z| > R igin,
1 n
i) 2 5]
esitsizliging saglar. Baska bir deyisle,
|P(2)| < C = |z| < max{R, V2C}

onermest dogrudur. Bu durumda P;,, Py =F ile P; = P arasinda dizgin
bir homotopi olur. Dolayisiyla, deg(P) = deg(F) =n elde edilir.

Polinomun derecesi pozitif ise yukaridaki teoremden dolayr P(z) érten
olmalidir. Basgak bir deyisle, P(z9) = 0 olacak sekilde en az bir zp € C
karmagsik sayisy varder. Dolayisiyla, Cebirin Temel Teoremi’'ni kanitlamas olduk.

Benzer bir sonug kuaterniyon cebiri i¢in Eilenberg ve Niven tarafindan 1944
yilinda kanatlanmastir (bkz. Unite 6, Alsturma 20 ve [12]).

Uyar1 4.3.25. Karmasik f(z) = z ve g(z) = 2% polinomlarinin dereceleri
farkl oldugu i¢in Py(z) = tz2+(1—t)z ¢izgisel homotopisi diizgiin bir fonksiyon
olamaz. Gergekten de, P;'(0) ters gorintisi sinirsiz

{(2,t) e Cx [0,1] | t(1 — 2) =1}

ktimesint icerir.

Eger g(z) =23

secseydik yukaridaki kiime
{(2,t) € C x [0,1] | t(1 — 2*) =1}

olurdu ki, bu kiime de tikiz degildir. Fakat polinomlary gercel saylara kisitlarsak
aynt kiime tikiz olacaktor.,

Ornek 4.3.26. 1) 7:5" — 8", 71(x) = —x, ters kutupsal difeomorfizmas:
sadece tek boyutly kirelerde yoni korur. Dolayisiyla,

deg(r) = (~1)"!
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esitligi saglanar.
2) (0,z) kire dzerindeki kutupsal koordinatlar ve n € 7 olmak tizere

fe8% =82 (2,y,2) = (Re((x + iy)"), Im((z +iy)"), 2),

fonksiyonunun derecesi n olur. Bunu gérmek i¢in, w = dOAdz hacim formu
olmak tzere f*(w) = nw oldujunu gormek yeterlidir.

Benzer sekilde her m,n € Z, n > 0, tam sayr ¢ifti igin, deg(f) = m
olacak sekilde bir f : S™ — S™ fonksiyonu vardir. Ashinda yonlendirilmis
ve tikiz her manifolddan ayns boyuttaki kireye derecesi bir olan bir fonksiyon
vardir (bkz. Ahstirma 18).

3) Her n>1 tam sayst igin, tirevlenebilir her f :S?" — CP™ fonksi-
yonunun derecest sifirdir: wps karmagik projektif uzay izerindeki Fubini-Study
formu ise Wi projektif uzay dizerinde bir hacim formudur. Diger taraftan,
H?,(5%) =0 oldugu igin

f*([wFS]n) = (f*([wpg]))” =0

elde ederiz. Dolayisiyla, deg(f) =0 sonucuna variriz.

Ashinda bu 6rnek bize derecesi sifirdan farkly her f : M?"* — CP™ fonk-
styonun kohomolojide bire bir homomorfizma verdigini gdsterir. Dolayiswyla,
eger deg(f) #0 ise, her 0 <k <mn igin, H%kR(M) # 0 olmalidar.

Bir onceki iinitede gordiigiimiiz Teorem 3.3.18 sayesinde tiirevlenebilir ti-
kiz manifoldlar arasindaki siirekli fonksiyonlarin derecesini de tanimlayabiliriz.
Boyutlar: aym olan tikiz M ve N tiirevlenebilir manifoldlar: arasinda stirekli
bir f: M — N fonksiyonu alalim. Teorem 3.3.18 bu fonksiyonun tiirev-
lenebilir bir g : M — N fonksiyonuna homotopik oldugunu ve boyle iki
fonksiyonun da tiirevlenebilir bir homotopi ile birbirine baglanabilecegini gos-
termigti. Dolayisiyla, sirekli f : M — N fonksiyonun derecesini homotopik
oldugu herhangi bir tiirevlenebilir fonksiyonun derecesi olarak tanimlayabiliriz:

deg(f) = deg(g) -

Onerme 4.3.27. Yukaridaki f: M — N sirekli fonksiyonu yonlendirilmis
tikiz manifoldlarin bir homeomorfizmasi ise derecesi +1°dir. Orten olmayan
strekls bir fonksiyonun derecesi ise sifirdir. Dolayisiyla, bu homeomorfizmaya
homotopik her siirekli fonksiyon orten olmalidur.

Kanit : Bu homeomorfizmaya ve tersine homotopik olan iki tiirevlenebilir
fonksiyon alalim,

foeg:M—-Nvefl~h:N—M.

O halde, tiirevlenebilir hog: M — M fonksiyonu M manifoldunun birim
fonksiyonuna siirekli bir homotopi ile homotopiktir. Yukaridaki paragraftan
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dolay1 bu siirekli homotopiyi tiirevlenebilir bir homotopi ile degistirebiliriz.
Simdi Teorem 4.3.23% kullanarak

1 = deg(h o g) = deg(h) deg(g)

ve dolayisiyla deg(g) = deg(h) = £1 elde ederiz. Boylece ilk kismin kanit
tamamlanir.

Tkinci kismin kanitini su sekilde yapabiliriz. Eger bir k : M — N siirekli
fonksiyonu orten degilse her iki manifold da tikiz oldugundan N — k(M) bos
olmayan agik bir kiimedir. Bu agik kiime bir yuvar icerdigi i¢in (manifoldlar:
Oklit uzaylarma gomiilii alabiliriz ve dolayisiyla onlar metrik uzay olarak kabul
edebiliriz) k fonksiyonuna homotopik olan ama 6rten olmayan bir [ : M —
N tiirevlenebilir fonksiyonu bulabiliriz. Dolayisiyla, Teorem 4.3.23’den dolay1
deg(k) = deg(l) = 0 elde ederiz ve béylece kamt tamamlanir. O

Uyar1 4.3.28. Simdi yukaridaki onermenin bir uygulamasine gérelim. Ti-
revlenebilir manifoldlarin sirekli fonksiyonlaring tirevlenebilir fonksiyonlara
donitistirme iglemi bazr kayiplara neden olabilir. Bunu bir ornek ile a¢iklama-
ya ¢calisalim: Birbirine homeomorfik olup difeomorfik olmayan dért boyutlu tikiz
tiirevlenebilir manifoldlarin var oldugunu biliyoruz (bkz. Ornek 3.33, s. 160, [1].
Ayrica bkz. [14]). O halde, My wve My homeomorfik ama difeomorfik olma-
yan tikiz, baglantils, yonlendirilmis tirevlenebilir iki manifold ve f : M — Mo
bu manifoldlar arasinda bir homeomorfizma olsun. g : M1 — Ms bu homeo-
morfizmaya homotopik tirevlenebilir bir fonksiyon ise deg(g) = deg(f) = £1
olacagindan g fonksiyonu da drten olmalidir. Eder g bir daldirma fonksiyonu
ise Ters Fonksiyon Teoremi’nden dolay: g her nokta etrafinda yerel bir difeo-
morfizma olmalidir. Fakat f bire bir oldugundan ve ¢ fonksiyonu da f’e
istenildigi kadar yakwn secilebileceginden ¢ fonksiyonu da bire bir olmalidur.
Baska bir deyisle, g bir difeomorfizma olmalidir. O halde, g fonksiyonun
daldvrma olmadigs noktalar her zaman vardar,

Bu béliimii agagidaki iki 6nerme ile bitirecegiz.

Onerme 4.3.29. f : (D",0D") — (D",0D") tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun dyle ki, f~1(0D™) = dD"™ kosulu saglansin. Int(D™) = D" —9D" ~ R"
difeomorfizmast altinda

deg(0f : D™ — 0D"™) = deg(Int(f) : R — R")
olur.
Kanat : 1lk 6nce f~1(0D™) = D™ kosulundan dolay
Int(f) : Int(D") — Int(D")

fonksiyonun iyi tanimli ve diizgiin bir fonksiyon oldugunu belirtelim. Simdi,
U = Int(D"™) C D™ agk alt kiimesi i¢in tikiz destekli kohomoloji dizisini
yazalhm:

0=H'"YD") - H Y(D", Int(D")) — H*(Int(D")) — H*(D") =0 .
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Yukarida yaptiklarimizdan dolay1 H(Int(D")) = H'(R™) ~ R oldugu i¢in
H» (D", Int(D")) ~ R elde ederiz. O halde bu dizi bize asagidaki degismeli
diyagrami verir:

0 — H" 1 (0D™) — H(Int(D™)) — 0

1 (9f)- L Int(f)«

0 — H" Y (0D") — H"(Int(D")) — 0 .
Son olarak (9f). = x deg(df) ve Int(f). = xdeg(Int(f)) oldugundan

kanit tamamlamr. O

Uyar1 4.3.30. Herhangi bir f: (D", 0D™) — (D",0D"™) fonksiyonu alalim.
Bu durumda

gi: D" x [0,1] = D™, (x,t) — (1 —t +t||z||?)f(z)
homotopisi asagrdaki 6zellikleri saglar:
1. go=f;
2. Hert €[0,1] dg¢in, gtjppn = flopn;
3. g71(0D™) = oD™.
O halde, yukaridaki énermeden dolayr g1 : (D™, 0D™) — (D™, 0D"™) fonksiyo-
nu 1¢in
deg(0f : 0D™ — 9D™) = deg(dg; : OD" — 0D")
= deg(Int(g;) : R" — R")

elde ederiz. Aslinda bu ti¢ kosulu saglayan her g homotopisi icin ayni sonucu
elde ederiz.

Onerme 4.3.31. Derecesi sifir olan her f : S™ — S™ fonksiyonu bir sabite
homotopiktir.

Kanit © N ve S harfleri birim kiirenin kuzey ve giliney kutuplarini
gostersin. Genellikten hi¢ kaybetmeden N € S™ noktasinin bir diizgiin deger
oldugunu kabul edelim. f fonksiyonunun derecesi sifir oldugundan f~!(N) =
{p1, - ,pk,q1, - ,qx} oldugunu kabul edebiliriz 6yle ki, f fonksiyonu her
bir p; noktasi etrafinda yonii koruyan, ¢; etrafinda da yonii ters ¢eviren
bir difeomorfizma olur. Kiire iizerinde standart Riemann metrigini alahm. p €

{p1,--- oK, @1, -+ ,qr} olmak iizere

g= Expjvl o foExp,: R" ~T,8" - R" ~T\S"
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orijin etrafinda bir difeomorfizma verecektir (her iki teget uzay:r {izerindeki
i¢ carpim da R"™ iizerindeki standart i¢ ¢arpimdir). g fonksiyonun tanmimh
oldugu bir B(0,79) yuvar: alahm. p([0,79/4]) = {0} ve p([3ro/4,70]) = {1}
kogullarim saglayan azalan ve tiirevlenebilir bir p : [0,79] — [0,1] fonksiyonu
segelim. L = Dg(0) merkezdeki tiirev fonksiyonu, ¢ € [0,1] ve b(x) =
p(t+ (1 —1t)|x|) olmak iizere,

gt : B(0,m0) = R™, 2 by(x) g(x) + (1 = be(x)) L(x)

homotopisini tamimlayalim. Homotopinin ug¢ noktalari, g1 = g ve gg =
p(llz||) g(x)+ (1 —p(||lz||)) L(z) seklindedir. Her ¢ € [0,1] ve ||z|| > 3/4 igin
gt(x) = g(z) oldugundan bu homotopi f fonksiyonunu B|0,3r¢/4] yuvar
diginda degistirmeyecektir. Diger taraftan, eger ||z|| < 1/4 ise go(x) = L(z)
olur. Bagka bir deyigle, g ve dolaywisiyla f bu kiiciik disk icinde homotopi
yardimiyla L dogrusal fonksiyonuna doniligmiigtiir.

Sabit bir ¢ € [0,1] degeri igin Dg; tiirevini hesaplayalm:

Dgi(z) = L+ (g9(x) — L) V(by(x)) + by(x) (Dg(z) — L) .

lz|| yeterince kii¢iik oldugunda hem g¢(z)—L hem de Dg(x)—L fonksiyonlar:
cok kiigiik degerler alacaktir, giinkii L = Dg(0) tiirev fonksiyonudur. O halde,
L dogrusal bir izomorfizma oldugundan g¢; fonksiyonu orijin etrafinda halen
bir difeomorfizmadir.

Simdi, tiirevin tamimini kullanarak ¢ fonksiyonunu

g(x) = Dg(0)(x) + a(z) ||

seklinde yazalim. Ashinda lim, ,pa(x) = 0 oldugundan ry > 0 yaricapimi
her z € B(0,79) ic¢in, L(x) > 2|ja(z)||||z|| olacak sekilde segebilirdik. Bu
durumda, yuvarin herhangi bir xy noktasi i¢in g;(z¢) =0 olursa

[be(wo)| lla(zo)ll llwoll = 2 [la(zo)|l [zl

elde ederiz. Diger taraftan, |b/(z)] <1 oldugundan zp=0 veya a(xzg) =0
olmaldir. Fakat, a(zo) = 0 olmasi durumunda da L(zg) = 0 olacagindan
yine zg = 0 elde ederiz. Bagka bir deyigle, her ¢ € [0,1] icin 0 degeri ¢
icin diizgiin bir degerdir ve g; '(0) = f~(0) esitligi saglamr.

Tiim bunlarin sonucu olarak, f fonksiyonunu bir homotopi ile degistirerek
her bir p € {p1, - ,Pk,q1, - ,qr} noktasimn etrafindaki bir yuvarda dogru-
sal bir fonksiyon ile verildigini kabul edebiliriz (p € S™ ve N € S™ noktalar
etrafinda FExp (jeodezik sprey) fonksiyonlarmin verdigi koordinat sistemlerini
aliyoruz).

Simdi dogrusal L : R®™ — R™ operatoriinii ortogonal bir operatér ile
degistirecegiz: Bunun i¢in ilk 6nce L operatdriiniin

L:[Cl Cy --- Cn]
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matris gésteriminin siitunlarina homotopiler yardimiyla Gram-Schmidt iglemi
uygulayacagiz. Ornegin, matrisin ilk siitununu

Ch
[Ch]|

homotopisi ile birim vektoér yapacagiz. Daha sonra ikinci siitunu

tst +(1-t)C, te0,1]

t—Cy—t <Cp,Co> Cp, te]0,1]

homotopisi ile degigtirerek birinci siitun ile dik konuma getirecegiz. Daha sonra
tekrar ikinci stitunu birim vektore doniigtiirecegiz ve bu sekilde devam ederek
L operatoriinii. GL(n,R) grubu i¢inde ortogonal bir matrise homotopi ile
baglayacagiz. Onceki paragraflarda yapilana benzer gekilde f fonksiyonunu
bir homotopi ile degistirerek, fonksiyonun her bir p € {p1, - ,pr,q1, " , Gk}
noktasinin etrafindaki bir yuvarda ortogonal dogrusal bir déniigiim ile veril-
digini kabul edebiliriz. Bu noktalarin etrafinda ayri1 ayri secgtigimiz rg’larin
en kiigiigiinii r; ile gosterelim. O halde, her bir p € {p1, - ,pr,q1, * , &}
noktasi icin

f‘B[o,rl] : B[O,’l“l] — S"

kisitlamg izometrik gsekilde p noktasindan gegen jeodezik ¢emberleri N mnok-
tasindan gecen jeodezik cemberlere génderir. Bagka bir deyisle, bu kisitlanig
fonksiyonlar1 O(n) izometri grubunun elemanlar: ile temsil edilirler.

Bu arada f fonksiyonunu homotopi ile degigtirmeye devam edelim &yle ki,

1) Bip,r1] yuvarlar tizerinde f hig degigmesin;

2) Bi|p,2ri|—B]p,r1] arasinda f fonksiyonu jeodezikler boyunca yeterince
hizli giderek Blp,2r;] yuvarlarimin simirinda S € S™ degerini alsin: Her bir
p € {p1, D@1, ,qr} icin, f(OB[p,2r1]) = {S} olsun (r; sayisiuu
yeterince kiigiik secerek bu yuvarlarin ayrik oldugunu kabul ediyoruz);

3) f fonksiyonu bu yuvarlar diginda hicbir zaman N € S™ degerini
almadigindan ve S™ — {N} ~ R™ alt uzay1r S noktasma biiziilebileceginden
f fonksiyonun, yuvarlarin digindaki bélgede bir homotopi ile degistirilerek
Bl[p,2r1] yuvarlar1 diginda sabit S degeri aldigimi kabul edebiliriz.

Bu durumda f : S™ — S™ fonksiyonu bir noktaya bazi -«; egrileri ile
baglanmig k-tane kiireden olugan bir X bo6liim uzayindan S™’ye giden siirekli
bir fonksiyon verir (bkz. Sekil 4.12). Ayrica = : S™ — X béliim fonksiyonu
ve f:X — S™ ise f’nin boliim uzaymmda tirettigi fonksiyonu gostersin. O
halde, f = f om olur. Boliim uzayindaki her bir kiire ters igaretli iki diski
simetrik sekilde icermektedir. f fonksiyonu kiirenin alt ve iist yarisinda, D}
ve D? , birbirine gore ters igsaretli oldugundan

i+
for = fpp, o A;

olacak gekilde bir A; € O(n) — SO(n) matrisi bulabiliriz. Fonksiyon ekvator
tizerinde sabit S degerini aldigindan A; matrisini tiirevlenebilir bir egri ile

(l’o,l‘l, e 7xﬂ) = (—.I(],l'l, e ,ZEn)
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Sekil 4.12: Bélim uzayimin temsili resmi

doniigiimiiniin matrisine baglayarak f fonksiyonunu homotopi ile dyle degisti-
rebiliriz ki

fleo, @1, wn) = f(=z0, 21, 2p)
olur. Bu durumda, t € [0,1] ve (zo,y) = (zo,21,- - ,Tn) olmak tizere
flzo,y) , t<wo<1
f(t,y) O<zo<t
H, ) L
o= Fy L —t<ap<o
f($07y) ) —1§l'0§t

homotopisi f fonksiyonunu boliim uzaymin her bir kiiresinde N degerini
alan fonksiyona déniigtiiriir. Bu sirada f fonksiyonun ~; egrileri iizerindeki
goriintiileri homotopi ile degigserek S noktasindan N noktasina giden egrilere
déniisiirler. Sonuc olarak f ve dolayisiyla f fonksiyonu siirekli bir homotopi
altinda goriintii kiimesi kiire tizerinde S noktasimi N mnoktasina baglayan
k-tane egri olan bir siirekli fonksiyona déniigiir. Bu homotopiyi kendisine ye-
terince yakin tiirevlenebilir bir homotopi ile degigtirerek f fonksiyonun 6rten
olmayan bir fonksiyona homotopik oldugunu gériiriiz. O halde, son bir tiirevle-
nebilir homotopi yardimiyla fonksiyonun sabite homotopik oldugunu goriiriiz.
O

Bu kamitin daha iyi anlasilabilmesi icin f : S — S! durumunu ipuclan
vererek aligtirmalara birakacagiz (bkz. Aligtirma 19).

Uyanr1 4.3.32. 1) f: M — S™ baglantsls, tkiz ve yonlendirilmis bir mani-
folddan kiireye derecesi sifir olan tirevlenebilir bir fonksiyon ve p € S™ bu
fonksiyonun diizgiin bir dejeri olsun. Fonksiyonu bir homotopi ile degistirerek
f~Yp) kiimesinin bir D™ C M diskinin i¢inde kaldigine kabul edebiliriz
(wygun tikiz destekli vektor alanlarinn drettigi akislarla ters gorintideki sonlu
noktayr ortak bir diske taswyarak yapilabilir). Bu durumda F(M — D™) # S™
olacagindan fonksiyon bu diskin disinda bir sabite homotopik olur. O halde, f
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fonksiyonu M/(M — D"™) ~ S™ bolim uzaymndan kiireye bir fonksiyon ve-
rir. Simdi yukaridaki teoremi kullanarak bu son fonksiyonun ve dolayisiyla f
fonksiyonunun bir sabite homotopik oldugunu géririz.
2) f: M — S™ baglantily, tikiz ve yonlendirilemeyen bir manifolddan kii-
reye tirevlenebilir bir fonksiyon ve p € S™ bu fonksiyonun dizgin bir dejers
olsun. Yine fonksiyonu bir homotopi ile dejistirerek f~1(p) kiimesinin bir
D" C M diskinin i¢inde kaldigine kabul edebiliriz. Ayrica ters gérintd kime-
sindeki noktalarin isaretlerini istedigimiz gibt secebiliriz, ¢iinkiu her noktadan
gecen tirevlenebilir ve yoni ters ceviren bir kapali egri vardwr. Dolayisiyla, dis-
kin i¢indeki noktalarin isaretlerini uygqun sekilde se¢ip fonksiyonu homotopi ile
degistirerek verilen herhangi q1, qo € f~'(p) ters gériinti ciftini eleyebiliriz.
O halde, fonksiyonun derecesi f~1(p) kiimesinin eleman sayst ¢ift ise sifur,
tek ise bir olmalidur.
3) Yukaridaki kanatlars biraz daha ilerleterek derecesi ayni olan iki f1 : M —
S™ we fo: M — S™ fonksiyonun homotopik oldugunu gosterebiliriz (bkz.
Alistarma 20).

Yukarida bahsettigimiz sonuglar i¢in en iyi kitaplardan birisi [16] numaraly
kaynaktr.

4.4 Poincaré Izomorfizmasi

Bu boliimde ilk olarak, Poincaré Izomorfizma, Teoremi olarak bilinen ve yonlen-
dirilebilir manifoldlarin, tiimleyen boyutlu De Rham kohomoloji vektor uzayla-
r1 arasinda dogal bir izomorfizmanin varhigini gésteren teoremi verecegiz. Daha
sonra, bu izomorfizmay: kullanarak manifoldlarin topolojilerine dair 6nemli
sonuclar kanitlayacagiz.

M baglantili, yonlendirilmig, n-boyutlu tiirevlenebilir bir manifold olsun ve
0 < k < n bir tam say1 olsun. Bu durumda, her w € QF(M) ve v € Q"%(M)
formlar1 igin w Av € QP (M) formu da tikiz destekli olacagindan

/ wAV
M

integrali iyi tanimh olacaktir. Aslinda bu integral bize bilineer bir form verir:
HEM) x HEF (M) — R, (w),[V])— [ wAv.
M

Bu form sayesinde kohomoloji vektdr uzaylar ve dualleri arasinda agagidaki
dogal dogrusal fonksiyonu yazabiliriz:

Dy - Hpp(M) — (He7M(M))*,  (Dar([v]) ([w]) :/M WAV

Agagida Dj; Poincaré homomorfizmasinin bir izomorfizma oldugunu goste-
recegiz.
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Eger vektor uzaylar: sonlu boyutlu ise, Djs’nin izomorfizma olmasinin
HE (M) x HpF (M) — R, (W], [ wAv
M

bilineer formunun yozlagmamig (dejenere olmayan) olmasma denk oldugu ko-
layca goriiliir.

Teorem 4.4.1 (Poincaré Izomorfizmasi). M yénlendirilmis, baglantis, tirev-
lenebilir n-boyutlu bir manifold olmak izere, her 0 <k <n ig¢in,

D s Hp(M) — (HHOD), (Du(B)) () = [ wnv

dogrusal homomorfizmast bir izomorfizmadir. Ejer manifold tikiz ise Poincaré
zomorfizmast
Dy : Hhp(M) — (Hp (M)

halini alir.

Kanita ge¢gmeden o6nce sik sik bagvuracagimiz agagidaki cebirsel sonucu
verelim (kaniti kolay oldugu i¢in okuyucuya birakilmigtir, bkz. Ahgtirma 21).

Yardimeci Teorem 4.4.2 (Besli Yardume: Teorem). Saturlar tam dizi ve igin-
deki her bir dikdortgeni degismeli olan

A1—>A2—>A3—>A4—>A5

LA Lfe Lfs Lfa 1fs
Bl—>B2—>B3—>B4—>B5

vektor uzay ve homomorfizmalarimin olusturdugu diyagrama disinelim. Egjer,
f1, fo, fa ve f5 birer izomorfizma ise f3 de bir izomorfizmador.

Teorem 4.4.1%n Kanitr : Kanit beg adimdan olugmaktadir.

Adim 1) Teorem M =R" icin dogrudur: k # n oldugu zaman H¥(M) =
0= (Hg;%k(M ))* olacagindan sadece k = n durumunu incelememiz yeterlidir.
Manifold tizerinde tikiz destekli ve integrali bire egit bir w formu secelim.
Bu durumda 0 # [w] € H*(M) ~ R eleman kohomolojinin bir {ireteci
olacaktir. [1] € HY (M) ~ R grubunun iireteci olan ve sabit bir degerini alan
fonksiyonun kohomoloji sinifi ise

/ wANAl=1

olacagindan bu adimin kaniti tamamlanmig olur. R™ ile bu kiime i¢indeki agik
ve yildiz bi¢imindeki bir kiimenin kohomoloji gruplari izomorfik olacagindan
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bu adim R"™ i¢indeki her konveks agik kiime i¢in de kanitlanmig olur (bkz.
Sonug 4.3.17).

Adim 2) L*(M) ile (H¥(M))* dualini gosterelim. U, V C M acik kiimeler
olmak iizere U UV tikiz destekli kohomoloji ve De Rham kohomolojisinin
duali igin Mayer-Vietoris dizilerinin olugturdugu su diyagrami diigiinelim:

— Hhp(UUV) = HER(U) @ Hyp(V) —» Hyp(UNV) —» HEH(U UV) —

D | D&D D D
— LM UuV) » LM U)e L' NV) - L UNV) = L UUY) -

Tiim diigey homomorfizmalar Poincaré homomorfizmalarini géstermektedir.
Bu adinda diyagramdaki tiim dikdortgenlerin isaretli-degigmeli oldugunu gos-
terecegiz. Ilk iki dikdortgen icin kamt cok aciktir, ciinkii tiim yatay fonksiyonlar
icerme fonksiyonlarindan elde edilmistir.

Son dikdortgenin isaretli-degigmeli oldugunu gorebilmek i¢in baglant1 ho-
momorfizmalarimin nasil tammlandigim hatirlamamiz gerekmektedir: Ilk 6nce

S:HY MY Uuv) = HYRHUNV)

homomorfizmasinin nasil tanimlandigini gérelim. [w] € H?*~1(UUV) olsun.
Teorem 4.3.6’daki Zig-Zag homomorfizmasinin tanimindan w = £ — p olacak
sekilde sirasiyla U ve V icinde tikiz destekli & ve p formlar vardir, Gyle
ki d(jw]) = [d€] = [du] olur.

Diger taraftan,

§: Hpp(UNV) - Hyt U UV)

ise su sekilde tamimlanir. Herhangi bir [a] € HEp(U NV) smufi alahm. Bu
durumda, @ = b — ¢ olacak sekilde, b € Q¥(U) ve ¢ € QF(V) formlar
vardir. Aslinda De Rham kohomolojinin Mayer-Vietoris dizisinin kanitindan bu
formlarin sadece U NV agk kiimesinde desteklendigini goriiriiz. Son olarak,
baglanti homomorfizmasi

5(a) = db U fizerinde
| de V iizerinde

ile tanimlanir. Bu durumda,

5*(D((a]))(w]) = /

5(w)/\a—/ d¢ A (b —c)
Unv Unv

olur. Diger taraftan,
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olur. Ayrica, b ve ¢ formlarinin ashnda U NV icinde desteklendigini
aklimizda tutarak son integrali acarsak

/qu(f—/ﬁ)/\é(a) = /Ué’/\é(a)—/vu/\(;(a)
= /Uf/\db—/v,u/\dc

= / f/\db—/ uAde
unv unv

elde ederiz. Simdi de, U NV manifoldunun sinirinin olmamasini, integralleri
aliman £ Adb, puAdc formlarmin U NV iginde tikiz destekli olduklarini ve

A(END) =dEAND+ (1) EAdD, d(uAc)=dunc+ (=1)F pAde

egitliklerini Stokes Teoremi’nde kullanarak, son integralin

(—1)k+! /Um/deb—(—l)k“ /Umvdu/\c:(—l)k“/ de A (b—c)

unv

oldugunu goriirtiz. Bu, kamti bitirir. O

O halde, Poincaré homomorfizmasi U, V ve UNV ack kiimeleri icin birer
izomorfizma ise, Adim 2 ve Begli Yardimci Teorem sayesinde U UV  aqk
kiimesi icin de bir izomorfizmadir.

Adim 3) Teorem ayrik bir {U, C M} acik kiime koleksiyonunun her bir
eleman: i¢in dogru ise bu kiimelerin U = U U, birlegimi i¢in de dogru-
dur: HER(U) = II,HY,(U,) direkt garpimina izomorfiktir. Diger taraf-
tan, HF(U) = @©,HFU,) direkt toplamma ve dolayisiyla, duali de yine
LE(U) = I,LF(U,) direkt carpimma, esittir.

Adim 4) Teorem her U C R™ acgk kiimesi i¢in dogrudur. Bunun i¢in 6nce
topolojik bir sonu¢ kanitlayacagiz.

iddia: R" icindeki her agik kiime U wve V' gibi 1ki agik kimenin birlesimi
olarak yazilabilir oyle ki, U, V. wve UNV her biri sonlu tane R™ igindeki
dikdortgen bélgenin birlesimi olan acik kiimelerin ayrik bir birlegimidir.

Iddianm kamti: Yardimer Teorem 2.2.1°den dolay1 her manifold, dolayisiyla
da R™ icindeki her agik kiime K, C Int(K,+1), n € N, kosulunu sagla-
yan bir (K,) tikiz alt kiimeler dizisinin birlegimi olarak yazilabilir. Simdi
K, tikiz kiimesini sonlu tane agik dikddrtgen ile 6rtelim yle ki her bir dik-
dortgen Int(Ks) icinde kalsm. Bu dikdértgenler Ri,---, R;, olsun. Daha
sonra, Ky—Int(K7) tikiz bolgesini 6rten ve Int(K3) iginde kalan sonlu tane
S1,--+,8j, acik dikdortgeni secelim. Bu sekilde devam edelim. Son olarak, U
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ve V kiimelerini U = UR; ve V =US; olarak tanmimlarsak iddianin kaniti
tamamlanmig olur.

Iddiay: kabul ederek bu adimin kanitini bitirelim. R; acik bir dikdortgen
ise R™’e difeomorfik olacagindan teorem R; i¢in dogrudur (Adim 1). Simdi
teoremin k tane acik dikdértgenin birlegimi igin dogru oldugunu kabul edelim.
Bu birlegimi A ile gosterelim ve B = Ryy1 bir bagka agik dikdortgen olsun.
Bu durumda ANB yine k-tane acik dikdortgenin birlegimi olacaktir. O halde
teorem A, B ve ANB igin dogrudur. Son olarak, Adim 2’den dolay: teorem
AUB igin de dogru olur. Dolayisiyla, tiimevarimdan dolay: teorem her sonlu
sayida agik dikdértgenin birlegimi i¢in kanitlanmig olur. Bu durumda Adim 4,
Iddia’nin ve Adim 3’iin bir sonucudur.

Adim 5) Onceki adimin igindeki iddianm kanitim takip ederek sunu goste-
rebilirizz M manifoldu U ve V gibi iki agik kiimenin birlegimi olarak
yazilabilir 6yle ki, U, V' ve U NV her biri sonlu tane R" icindeki agik
kiimenin birlegimi olan acik kiimelerin ayrik bir birlegimidir. Bu durumda 6n-
ceki adimlardan dolayi, teorem U, V ve U NV igin dogru olacagindan
M =UUYV igin de dogru olacaktir. Boylece kanit tamamlanir. O

Uyar1 4.4.3. Teoremin topolojik sonucglarina gegmeden dnce dogrusal cebire
ait bir onermeyi hatirlayalim: Herhangt bir 'V vektor uzayimin ikinci dualine
izomorfik olmast icin gerek ve yeter kosul bu uzayin sonlu boyutlu olmasidir
(bkz. Alhstirma 22). O halde, tikiz her M manifoldu i¢in Poincaré izomorfiz-
masindan dolay

Hpp(M) = (Hpp"(M))* = (Hpr(M))")* = (Hpp(M))™

saglanacagindan bu manifoldun tim kohomoloji vektor uzaylariman sonlu boyut-
lu olmasy gerektigini goririz (Tip Komsuluk Teoremi ve Mayer-Vietoris ko-
homoloji dizisi bu sonucun baska bir kaniting verir; bkz. Uyary 4.8.11 ve Alig-
tirma 13).

Sonug 4.4.4. Baglantil tskiz bir manifoldun tim De Rham kohomoloji vektior
wzaylars sonlu boyutludur.

Sonug 4.4.5. M"™ baglantis bir manifold olmak iizere Hpp(M) =R olmas
i¢in gerek ve yeter kosul manifoldun sinarsiz, tikiz ve yonlendirilebilir olmasidr.
Eger manifold tikiz degilse ya da yonlendirilebilir degilse Hpp(M) =0 olur.

Kanit © Sonug 4.3.16’ten dolay1 tikiz ve yonlendirilebilir manifoldlar igin
H}p(M) =R oldugunu biliyoruz. Manifold yénlendirilebilir ama tikiz degilse
HY(M) =0 oldugundan Poincaré izomorfizmasi bize HJ(M) =0 sonucunu
verir. Eger manifold yonlendirilebilir degilse, yonii ters ¢eviren bir egri boyunca
ilerleyerek bir koordinat diski iizerinde tanimli bir formun ters isaretlisi ile
ayn1 kohomoloji siifim temsil ettigini goriirtiz. Bu durumda yine Hp,(M) =
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0 elde edilir. Son olarak, eger manifold yénlendirilebilir sinirh ve tikiz ise,
yonlendirilebilir tikiz ve smirsiz W = M Ugps (—M) manifoldu icin (bkz.
Unite 3, Alistirma 39) Mayer-Vietoris dizisini yazarsak

T ng%l(@M) — Hpr(W) = Hpr(M) © Hpyp(—M) —

HPp(OM) =0 — ---

elde edilir. Fakat, HpAR(W) ~ R ve Hpp(M) ~ Hjp(—M) oldugundan
Hpp(M) =0 olmas: gerektigini goriiriiz. O

Ornek 4.4.6. Tikiz olmayan M = R? — Z? manifoldunun birinci De Rham
kohomolojisi sonsuz boyutludur. Her (m,n) € Z* igin

A rdy—y dr
T am (e - m)? + (y — n)?)

€ QL(M)

seklinde tanimlanan formlar kapalidir ve dogrusal bagimsiz bir kiime olusturur-
lar. Ashnda daha fazlasima soyleyebiliriz. Bu manifold icin HX(M) saylabilir
bir tabana sahip sonsuz boyutlu bir vektor uzayr iken, HER(M) ve bunun
duali tabani sayplamaz biyiklikte bir vektor uzayrdir. Dolayiswyla, tikiz olma-
yan manifoldlar igin HF(M) ve (Hg;%k(M))* izomorfik olmayabilir (bkz.
Algtirma 23).

Ornek 4.4.7. M = R? — {(0,0)} bir delikli diskin birinci kohomolojisinin

dy —y d
tiretecinin w = % oldugunu gormiistik. Bu elemanin Poincaré
T Y
dualini veren v = Dy(w) € HY (M) formu, r = +/22+y2? wve p:(0,00) —
[0, 1], p(r) dr =1 kosulunu saglayan tikiz destekli bir fonksiyon olmak

0
tizere agagrdaki gibidir:

xdr+ydy

v =p(r) dr=p(r)

Gergekten de

e’} 27
/ VAw= / / p(rl
M o Jo 2mr

olur. Benzer sekildle K = {f =0, g = 0} C S ile verilen bir diigimiin

(xdr+ydy) \N(z dy—ydz)=1

dg—gd
gecisme formunun wi = m € H})R(S?’ — K) Poincaré duali
df +g d
V:p( /f2+g2) MAds

f?+g?

formunun skaler katidir. Buradaki ds 1-formu V(f) x V(g) wvektor dis
carpimanin metrik dualidir.
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Tanim 4.4.8. H’BR(M) De Rham kohomoloji vektor uzayr sonlu boyutlu olan
bir M tiirevlenebilir manifoldunun k’inci Betti sayist by(M) = dim(H (M)
olarak tanimlansr. Eder M  manifoldunun tim kohomoloji gruplars sonlu
boyutlu ise manifoldun Euler karakteristigi Betti sayilarinin

dim (M)

X(M) = Y (=D)F (M)

k=0
degismelr toplama olarak tanimlanar.

Betti sayilart ve dolayisiyla Euler karakteristigi manifoldun difeomorfizma
degigmezleridir. Mayer-Vietoris tam dizisi kullanilarak elde edilen agagidaki
sonu¢ Fuler karakteristiginin aslinda bir gesit 6lciim oldugunu gostermektedir.
(Ayrica bkz. Aligtirma 25)

Sonug 4.4.9. M tirevlenebilir bir manifold ve U wve V bu manifoldun tim
Betti sayplary sonlu olan iki agik kiimesi olsun. Eger UNV wve UUV agik
kiimelerinin tim Betti sayplart da sonlu ise

xX(UUV)=x(U)+x(V) =x(UnNV)
olur.

Kamat : Her terimi sonlu boyutlu ve sadece sonlu tanesi sifir vektér uzayin-
dan farkli olan vektor uzaylarimn bir

di— i ; 9 fi
Lot AiLBig—l>Ci—>Ai+1L1>~-

tam dizisini alalim. Her A; (benzer sekilde B;, C; ) igin
dim A; = dim I'm f; + dim ker f;

oldugu agiktir. y(A4) = > ,(—1)'dim 4; olarak tanimlansin (benzer sekilde
x(B) ve x(C)yi de tammlayalim). Yukaridaki dizinin tambgndan dolay:
Imé; = ker fi+1, kerd; = Img;, ve Imf; = kerg; oldugunu biliyoruz. Bu
durumda

x(C) + x(A) = Z(q)i[(dim Imé; 4+ dimker &)

+  (dim I'm f; + dim ker f;)]
— > (—1)[(dimker fit1 + dim Img;)

7

+ (dimker g; + dim ker f;)]
= Z(—l)i(dim Img; + dimker g;)

+ Z(—l)i(dimker fi + dimker f;11)

= X(B)+0=x(B)
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elde ederiz. Son olarak U ve V agik kiimelerinin Mayer-Vietoris dizisinde
A =Hpp(UUV), Bi=Hpp(U)® Hpp(V), ve C; = Hpp(UNV), alarak

kanmit1 tamamlariz. O

Uyar1 4.4.10. OFklit diizleminin asaqidaki sekilde verilen acik alt kiimeleri icin
x(U)=1=x(V) oldugu halde UNV we UUV agk kimelerinin Euler
Karakteristikleri iyi tanwmly degildir, ¢inki HYL,(UNV) ve Hhp(UUV)
sonsuz boyutludur (bkz. Sekil 4.13).

Sekil 4.13: U we V  basit baglantils olduklar, halde birlesim ve kesisimleri olduk¢a
karmagik bir topolojiye sahip olabilirler.

Diger taraftan U, V, UNV, UUV acgk kiimelerinin herhangi di¢indn
Euler karakteristikleri iyi tanamly ise dordincinin Fuler karakteristigi de iyi
tansmlidar.

Poincaré izomorfizmasinin kolay bir sonucunu agagida veriyoruz (bkz. Alig-
tirma 24).

Sonug 4.4.11. M tek boyutlu yonlendirilebilir sinwry olmayan tikiz bir mani-
fold ise x(M) =0 olur.

Bu sonug yonlendirilemeyen tikiz tek boyutlu manifoldlar i¢in de dogrudur.
Kamit1 i¢in biraz daha beklememiz gerekiyor (bkz. Sonug 5.3.10).

Diger taraftan M4"*2 boyutlu yonlendirilebilir tikiz bir manifold ise kolayca
X(M) = bapy1(M) (mod 2) oldugunu gorebiliriz. Poincaré izomorfizmasinin
sonucu olarak

H (M) < HP M) — R, ([w], [v]) = / wAv
M

bilineer formunun yozlagmamis (dejenere olmayan) oldugunu biliyoruz. Ayrica
(2n + 1) tek say1 oldugu i¢in bu bilineer form ters simetriktir. Son olarak,
sadece ¢ift boyutlu gercel vektor uzaylar yozlagsmamig ters simetrik bilineer
form tagiyabildikleri igin  bo,11(M) ¢ift say1 olmalidir. O halde asagidaki
sonucu kanmtlamig olduk:
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Sonug 4.4.12. M boyutu 4n + 2 olan yonlendirilebilir siniry olmayan tikuz
bir manifold ise x(M) bir ¢ift sayidar.

Uyanr1 4.4.13. Yukaridaki sonucun hipotezindeki dim(M) = 4n + 2 kosulu
kaldvrilamaz ¢inki (gercel) dort boyutlu CP?  karmasik projektif diizlemin
Euler saysy digtir.

4.5

1.

Alistirmalar

Onerme 4.1.2’yi kanitlayimniz.
Onerme 4.1.4%in kanitini tamamlayiniz.

Sonug 4.1.9'un kamtinda tamimlanan 7 : D? — 90D? = S! fonksiyonun
tiirevlenebilir oldugunu gdsteriniz.

Yardimer Teorem 4.2.1°in kanitinda tanimlanan
P:QOF(M x R) = QF1(M x R)

dogrusal doniiglimiiniin manifold {izerinde segilen yerel koordinat siste-
minden bagimsiz oldugunu ve dolayisiyla iyi tanimli oldugunu gosteriniz.

R? — {(0,0)} iizerinde kapal bir w = f(z,y)dr + g(z,y)dy 1-formu
alahm, dyle ki her (z,y) € R? — {(0,0)} igin

1 1

f@ Y] < T ve 9@y <
4/$2+y2 4/x2+y2

esitsizlikleri saglansin. Stokes Teoremi’ni kullanarak bu formun tam ol-
dugunu goésteriniz. Ashnda bu sonu¢ daha genel durumda da dogrudur:
s€R ve R= /22 +y? olmak iizere, her (z,y) € R? —{(0,0)} igin

1 1
|f(z,y)] < e Ve lg(z,y)| < I

esitsizlikleri saglansin. Eger s# 1 ise w formu tamdir, kanitlayimz.

Kutupsal koordinatlarda r = sin26, 6 € [0, 27, ile verilen egrinin dénme
sayisinin ii¢ oldugunu gosteriniz.

Tki ayrik diigiimiin gecisme sayisinin sayfa 215°de Gauss’un tanimladig
say1 ile aym oldugunu kamitlayiniz.

Uyar1 4.3.4.2 ve 4’teki iddialar: kanitlayiniz.

Verilen bir f* : (As,dd) — (By,dP) zincir fonksiyonunun kohomoloji
diizeyinde homomorfizma verdigini gosteriniz (bkz. s. 217):

[ HM(A) —» HYBY) , f(a]) = [ ()], a € 4, .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Oklit uzaymdaki n-boyutlu yuvardan smirina hicbir tiirevlenebilir 7 :
D" — S"~! kiiciiltme fonksiyonu yoktur, gosteriniz (bkz. Teorem 4.1.8).

Her tiirevlenebilir f : D™ — D" fonksiyonun en az bir sabit noktasi
vardir, gésteriniz (bkz. Sonug 4.1.9).

Mayer-Vietoris kohomoloji dizisini kullanarak S™ x S”" manifoldunun
kohomolojilerini hesaplayiniz.

Tiip Komsuluk Teoremi'ni ve Mayer-Vietoris kohomoloji dizisini kulla-
narak tikiz manifoldlarin tiim kohomolojilerinin sonlu boyutlu oldugunu
kanitlayabiliriz. Bunun icin manifoldu, diyelim ki M™ olsun, bir Ok-
lit uzayma gémelim: M™ C R™. Manifoldu, R™ icinde sonlu tane acik
konveks alt kiime ile ¢rtelim, 6yle ki bu kiimelerin birlesimi manifoldun
bir tiip komgulugunu olugtursun: M C Uy U---UUyx C R”. O halde, bu
konveks kiimelerin birlegiminin kohomolojisi manifoldun kohomolojisine
esittir. Son olarak, Mayer-Vietoris dizisini ve tiimevarim metodunu kul-
lanarak sonlu tane acik konveks kiimenin birlesiminin kohomolojisinin
sonlu boyutlu oldugunu gosteriniz. (Bkz. Uyar1 4.3.11 ve Sonug 4.4.4.)

Teorem 4.3.19’un kanitini tamamlayiniz.
Teorem 4.3.23’1 kanitlayiniz.
Ornek 4.3.24.1%n icindeki iddiay1 kanitlayimiz.

Sifirdan farkli gercel
p(m):anvxn‘i‘"'—i‘ao ve q(:v) :bmxm+...+b0

polinomlarinin dogrusal fi(xz) = (1 — t)p(z) + tg(x), t € [0,1], homo-
topisini diigiinelim. Bu homotopinin diizgiin olmas: i¢in gerek ve yeter
kogulun deg(p(x)) = deg(q(x)) (mod 2) ve apby, >0 oldugunu kanit-
layiniz.

Yénlendirilmig ve tikiz her manifolddan ayni boyuttaki kiireye derecesi
bire egit olan bir fonksiyonun varhigini kamtlayiniz.

Derecesi sifir olan tiirevlenebilir her f : S' — S! fonksiyonunun bir
sabite homotopik oldugunu gésteriniz. Bunu fonksiyonun diizgiin bir de-
gerinin ters goriintiisiinii ele alarak su gekilde yapiniz: Fonksiyonun bir
p € St diizgiin degeri etrafinda kiiciik bir p € U C S' araligi alahm. Bu
araligin ters goriintiisii her biri bu araliga f fonksiyonu ile difeomorfik
olan sonlu sayidaki Vi,---,V, araliklarindan olusacaktir. Ayrica aralik-
larin cember iizerinde ardigik sekilde dizildigini kabul edebiliriz. Ardigik
Vi ve Viy1 araliklarinin arasinda kalan araligin, diyelim ki [a;, b;] olsun,
tam orta noktasimi ¢; olarak adlandiralim. Simdi f fonksiyonunun her
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bir V; ve [a;,b;] araliklarina kisitlaniglarini uygun bir homotopi yardi-
miyla dogrusal fonksiyonlara déniigtiirelim. Elde ettigimiz fonksiyona yi-
ne f diyelim. Bu fonksiyon, eger ardigtk V; ve V;;; araliklarinda ters
yerel derecelere sahipse, [a;, a;41] araliginda sabit olacaktir. Bu durumda
fonksiyonu V; U [a;,a;11] U Viy1 birlesiminde yine bir homotopi yardi-
miyla sabit fonksiyona doniistiirebiliriz, 6yle ki, homotopinin her adimi
bu araligt U kiimesinin kapaniginin igine génderir. Fonksiyonun derece-
si sifir oldugu ig¢in bu iglemi tekrar ederek sonunda sabit bir fonksiyona
ulagiriz. Bu sonucu kullanarak ¢cemberden gembere giden fonksiyonlarin

Vi \bl U
// (11 b\\

Qi f

bi Vl
V1+\1\ q1 Sl

Sekil 4.14: Fonksiyonun V; wve Viy1 acik kiimeleri tizerindeki yerel derecelerinin
siraswyla —1 wve +1 oldugu durum.

20.

21.

22.

23.
24.

homotopi simflarinin bir grup olugturdugunu ve grubun tam sayilar gru-
buna, [f : S' — S'] — deg(f), derece fonksiyonu ile izomorfik oldugunu
kanitlayiniz.

Boyutu n > 0 olan bir manifold iizerinde taniml ve dereceleri egit
herhangi iki tiirevlenebilir (strekli) f1 : M — S™ ve fo: M — S”
fonksiyonlarinin homotopik olduklarini gosteriniz.

Besli Yardimci: Teorem olarak bilinen Yardimci Teorem 4.4.2’yi kanitla-
yINniz.

Herhangi bir F cismi iizerinde tanimli V' vektor uzayinin dualine
izomorfik olmasi icin sonlu boyutlu olmasi gerektigini gosteriniz. Ipucu:
Vektor uzayimn sonsuz elemanli bir 5 = {vy | A € A} Hamel tabam
varsa, her A C A alt kiimesi i¢in taban elemanlar: iizerinde

fa:V =T, fA(UA):{é ’ i;i

ile tanimlanan fonksiyonellerin olugturdugu sayilamaz kiimenin dual uzay
icinde dogrusal bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Ornek 4.4.6'nin icinde gecen iddialar1 kanitlayiniz.

Tek boyutlu tikiz ve yonlendirilebilir bir manifoldun Euler karakteristigi-
nin sifir oldugunu gosteriniz.
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25. M herhangi bir manifold ve {L;} bu manifoldun kapali alt manifold-
larinin sonlu bir ailesi olsun, 6yle ki, bu aile kesigimler altinda kapali
olsun ve yine bu ailenin birbirini icermeyen herhangi iki L;, L; elemani
capraz kesigsin (capraz kesisimin tanimi icin 5. Unite’ye bakiniz). Bu aile-
nin iirettigi en kii¢iik Boolean cebirinin (bagka bir deyigle B kiimesinin
elemanlar ile onlarin tiimleyenlerinin sonlu birlegimleri) elemanlarinin
topolojik bilegenlerinin olugturdugu ailenin {irettigi Boolean cebirini de
B gosterelim.

Bu yapiy1 bir 6rnekle aciklayalim: M = R? ve L = z-ekseni olsun. Tek
elemanli B = {L} ailesinin iirettigi Boolean cebiri {0, L,R? — L,R?}
oldugu halde B iist ve alt yari diizlemleri de icermektedir.

(a) M = S? birim kiiresi ve B = {S° S} olmak iizere B cebirinin
tiim elemanlarini listeleyiniz. Iki boyutlu kiire i¢in olugturdugunuz
yapiyt S™, RP"™ ve CP" manifoldlarina genigletiniz.

(b) Euler karakteristigi agik kiimeler {izerinde toplamsal olsa da genelde
toplamsal degildir. Ornegin, M =R ve L = {0} alt manifoldunu
diigiinelim. M = LU (M — L) ayrik birlegimi igin

Y(M)=1#3=1+2=x(L) + x(M - L)

olur ve dolayisiyla Euler karakteristigi toplamsal degildir.

(c) Herhangi bir M manifoldun tikiz destekli Euler karakteristigi
Xe(M) =3, (=1)" H(M) ile tanimlanir (toplamin sonlu olmasi
kogulu altinda). U C M agik bir alt kiime olmak {izere

Xe(M =U) =3 (=1)" H{(M,U)
ile tanimlanir. Simdi yukaridaki 6rnegi tekrar ele alalim:
Xe(M)=-1=1-2=x(L)+x(M—-1L).
Aslinda tikiz destekli bagil kohomoloji dizisi sayesinde kolayca
Xe(M) = xc(U) + xc(M = U)

oldugu gosterilebilir.

(d) Eger x. fonksiyonu B cebirinin her elemam iizerinde sonlu bir
deger aliyorsa, x. fonksiyonun bu cebir iizerinde toplamsal oldugu-
nu gozlemleyiniz.

(e) A degismeli bir grup ve ¢ : M — A herhangi bir fonksiyon olsun.
Eger her a € A igin ¢~ !(a) € B oluyorsa bu fonksiyonun M
tizerinde (tikiz destekli) Euler karakteristigine gore integrali

/ by =3 xel67 @) a,
aeA
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toplami olarak tamimlanir (yine toplamin sonlu oldugu durumda).
A =7 olmasi durumunda [, 1dy, = x.(M) oldugunu gésteriniz.

M manifoldu gercel cebirsel bir kiime (herhangi bir RY icin-
de sonlu tane polinomun ortak sifirlarinin kiimesi) ise B cebirini
M kiimesinin yar1 cebirsel alt kiimelerinin (polinom esitsizlikleri ile
tanimlanan alt kiimeler) ailesi olarak segebiliriz. Tikiz desteki koho-
moloji aile tizerinde toplamsal olacaktir. Bunu kullanarak cebirsel
geometrik bircok sonucu elde etmek miimkiindiir.

Euler karakteristiginin bir 6l¢iim olarak kullanmilabilecegi iizerine ilk
makale Oleg Viro tarafindan yazilmstir ([40]). Bu fikirlerin bircok
uygulamasin da igeren 6nemli bir kaynak olarak [17] numaral re-
feransi da vermeliyiz. Bu makalelerde bahsedilen integral tekniginin
bir¢ok uygulamasini bulabilirsiniz.

Biraz cebirsel topoloji bilen okuyucularimiza su hatirlatmay: ya-
palim: Tikiz destekli tekil kohomoloji kullanarak yukarida yaptikla-
rimizi CW-kompleks yapisina sahip topolojik uzaylara genisletebi-
liriz.



“Bir konuyu a¢ikhga kavusturup tam anlamyla
bitirdigim zaman, o konudan uzaklasirim. Bu
sayede tekrar karanlklara dalabilirim.”

-Carl Friedrich Gauss

Kesisim leorisi

Bu iinitede tiirevlenebilir manifoldlarin topolojik 6zelliklerini alt manifoldlar:
yvardimiyla anlamaya ¢aligacagiz. Bunu yapmak i¢in alt manifoldlarin kesigim
teorisini kullanacagiz. Alt manifoldlarin kesigim teorisini de Sard Teoremi’nin
bir uygulamasi olan dik kesigim teorisi ile kuracagiz. Alt manifoldlarin kesigi-
mini kohomoloji siniflar1 yardimiyla ifade edecegiz ve bunu kullanarak Fuler
karakteristik simifin1 tamimlayacagiz. Euler sinifim1 vektoér alanlarimin sifirlar
ile iligkilendirecegiz. Bu konularla ilgili en iyi kaynaklardan birisi [16] numa-
ral kitaptir. Euler simifinin Riemann yiizeylerine uygulamas: olarak Riemann-
Hurwitz ve Hurwitz teoremlerini verecegiz. Bu teoremler cebirsel egriler ko-
nusunun da klasik sonuclaridir. Cebirsel geometri konusunda daha kapsamlh
kaynaklar icin [15], [18] ve [13] numarali referanslara bakabilirsiniz.

5.1 Capraz Kesisim

Tanim 5.1.1. f: K - M wve g : L — M tirevlenebilir manifoldlarin
tiirevlenebilir fonksiyonlary olsun. Eger f(p) = g(q) kosulunu saglayan her
(p,q) € K X L ikilisi igin

(Df)p(TpK) + (Dg)g(TyL) = TypyM

kosulu saglansyorsa bu iki fonksiyon capraz kesigiyor deriz ve bunu f th g
seklinde gosteririz.

Uyar: 5.1.2. 1) Eger dim(K)+dim(L) < dimM ise f Mg olmas: igin
gerek ve yeter kosul f we g fonksiyonlarinin gérintilerinin ortok noktas:
olmamasidar:

fhge f(K)Ng(L)=0.

255



256 Kesisim Teorisi

2) Eger L ={q, - ,q} sonlu noktadan olusan bir manifold ise, f g
olmasi her g(q;) € M noktasian f i¢in dizgin bir deder olmasina denktir.
Dolayswyla, bu durumda f g ise {p € K| f(p) € g(L)} kiimesi K icinde
bir alt manifolddur.

Sard Teoremi’'nin bir sonucu olan agagidaki teorem, capraz kesigimin te-
mel 6zelliklerini tasvir etmesi agisindan 6nemlidir. Kisaca stylemek gerekirse
teorem fonksiyonlarin ¢apraz kesigmesinin kararli bir durum oldugunu goster-
mektedir.

Teorem 5.1.3. f: K - R" we ¢g: L — R™ tirevlenebilir manifoldlarin
tiirevlenebilir fonksiyonlar: olsun. Bu durumda él¢iimi sifir olan oyle bir C C
R™  Ekiimesi vardwr ki, her w € R™ — C' i¢in,

fu(@) = f(2) +w, z € K,

olmak tizere fu, Mg olur.

Eger K tikiz bir manifold ve g : L — R™ diizgiin bir fonksiyon ise
C  kiimesi olgtimii sifir olan kapaly bir kiime olur. Ayrica, bu durumda ejer
baslangigta f th g ise, oyle bir 6 > 0 sayse vardwr ki, her w € R, ||w| < §
icin, yine fu Mg olur.

Kamit : g—f: K xL—=R" (9—f)(z,y) =g(y)— f(x), ile tamimlanan
fonksiyonunun kritik degerlerinin kiimesini C ile gésterelim. Bu durumda,
herhangi bir w € R™ noktasinin bu fonksiyonun bir kritik degeri olmasi tam
olarak,

D(g — f)(p,q) : T(p7q)K x L — Tan s

tiirev fonksiyonunun érten olmadigs, fakat w = g(q) — f(p) kosulunu saglayan
bir (p,q) € K x L ikilisinin varhgna denktir. O halde, w € R" — C ise
w=g(q) — f(p) kosulunu saglayan her (p,q) € K x L ikilisi i¢in

D(g — fw)(p,q) = (Dg)q - (wa)p = (Dg)q - (Df)p = D(g - f)(p,q)

tiirev fonksiyonu ortendir. Diger bir deyigle, w € R® — C kogulu f, th g
kosuluna denktir.

Eger K tikiz bir manifold ve ¢ : L — R™ diizgiin bir fonksiyon ise
g — f fonksiyonu da dizgiin olur. Diger taraftan, ¢ — f fonksiyonunun
kritik noktalar kiimesi kapalidir, ¢linkii her tiirevlenebilir fonksiyonun kritik
noktalarinin kiimesi kapali bir kiimedir. O halde, bu kapali kiimenin ¢ — f
diizgiin fonksiyonu altindaki goriintiisii olan C' kritik degerler kiimesi de
kapalhdir. Son olarak, eger baglangicta f Mg ise 0 € R™ vektorii kapah C C
R™ alt kiimesinin digindadir. O halde, sifir vektoriiniin bir B(0,d) komgulugu
da C’nin disinda kalacaktir. O
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Uyari 5.1.4. Yukaridaoki teoremin ikinci kismaindaki sonucu biraz daha kuvvet-
lendirebiliriz. w : K — R"™ agsagidaki kosullar: saglayan bir fonksiyon olsun:

1) C kimesi yine g— f fonksiyonunun kritik degerler kiimesi olmak iizere
w(K)NC =0 olsun;

2) N(f(K)), f(K) gérinti kimesinin tikiz bir komsulugu olmak tzere, her
(p,q) € Kx(LNN(f(K))) igin, |[Dwl, < ||D(g=f)ll(p,q) esitsizligi saglansin.
(Ashinda f g oldugunu kabul ettigimiz icin sifer sabit fonksiyonuna yeterince
Cl-yakin her fonksiyon bu kosulu saglar.) Bu durumda, f, = f+w fonksiyonu
g fonksiyonuna yine capraz olacaktur.

Ornek 5.1.5. f: S' = R3, ¢:S' — R? iki tirevlenebilir fonksiyon ve K =
f(SY, L = g(SY) gorinti kiimeleri olsun. O halde, yukaridaki énermeden
dolay élgiimii sifir olan tikiz bir C C R®  kiimesi disindaki her, w € R — C,
vektori igin K+w={x+w |z € K} olmak izere

(K+w)NL=10

olur. C kiimesinin él¢timi sifir oldugundan w wvektéri istenildigi kadar kiciik
secilebilir. Bagka bir deyisle, K wve L kiimelerinden biring istedigimiz kadar
kticiik bir vektér boyunca dteleyerek bu iki kiimenin kesismemesini saglayabili-
2.

Sekil 5.1: K wve L dért ayr noktada kesisirken K +w ve L kesismiyor.

Teorem 5.1.3 R™ yerine herhangi bir tiirevlenebilir manifold alindiginda
da dogrudur.

Sonug 5.1.6. f : K - M we g : L — M tirevlenebilir manifoldlarin
tirevlenebilir fonksiyonlar:, olsun. Eger g : L — M diizgiin bir fonksiyon ise,
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[ fonksiyonuna istedigimiz kadar yakwn ve aymi zamanda homotopik oyle bir
f: K — M fonksiyonu vardwr ki f g olur.

_ Ayrica, eger baglangicta f g ise, f fonksiyonuna yeterince yakin her
[ fonksiyonu da f g kosulunu saglar.

Kanat : M manifoldunu R™’ye difeomorfik {¢; : V; = R™} koordinat
komguluklar: ile o6rtelim. Daha sonra, K manifoldunu her bir elemanimn
kapanigi tikiz olan yerel sonlu ve sayilabilir bir {U}, k € N ack ortiisii ile
ortelim &yle ki, her bir f(Uy) bir Viy'nin iginde kalsm. Yine her bir k
icin agagidaki kogullari saglayan tiirevlenebilir pg : M — [0,1] fonksiyonlar:
secelim:

1. Her k icin, pr(Ug) = {1} ve
2. f(supp(pr)) kapams tikiz olan ve Vi) iginde kalan bir alt kiime olsun.
Simdi k=1 igin,

By (Pr(e) (f(P) + pr(p)wr) , p € supp(pr),

fi= fu(p) = { f(p) , p & supp(pr) ,

seklinde tanimlanan fonksiyon ¢ ile U;j iizerinde dik kesigecek sekilde iste-
digimiz kadar kii¢iik bir w; € R™ vektorii segelim. Yukaridaki uyaridan
dolayr 6yle bir § > 0 saywst vardir ki, [[f1 — hllz, < ¢ kosulunu saglayan
her h: K — M fonksiyonu U; iizerinde g¢'ye capraz olur. O halde, f;
fonksiyonunu Usy iizerinde yeterince kiiciik bir vektor ile 6teleyerek elde ede-
cegimiz  fo fonksiyonu Uj; UUs fizerinde g’ye dik hale gelecektir. U; U Uy
tikiz oldugu icin aym oyunu tekrar ederek tamimlayacagimiz fs fonksiyonu
Uy UUyUUj5 tizerinde g'ye capraz olacaktir. Tiimevarim yontemi ile her n
igin, Uy U---UU,, izerinde g'ye capraz olan ve f’ye istedigimiz kadar
vakin bir f,, bulabiliriz. Elde ettigimiz (f,) fonksiyon dizisinin kurulugun-
dan dolayi, her U, icin &yle bir k, dogal sayisi vardir ki, her k& > k, ve
p €Uy, iin, fu(p)= fr(p) olur. O halde,

f=1lim fi

fonksiyonu aradigimiz fonksiyondur.
Tkinci kismin kaniti benzer fikirlerle yapilabileceginden okuyucuya aligtirma
olarak birakilmigtir (bkz. Aligtirma 1). O

Uyari 5.1.2.2’nin bir genellemesi olan asagidaki teoremde ¢ : L — M fonk-
siyonunu bir gémme fonksiyonu olarak alacagiz. Ayrica bu durumda, f Mg
yerine f M L yazacagiz.

Teorem 5.1.7. f: K — M tirevlenebilir bir fonksiyon ve L C M kapaly bir
alt manifold olsun. Eger fM L ise f~Y(L) C K ters gorintisi dim(K) +
dim(L) — dim(M) boyutlu bir alt manifolddur.
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Ayrica K swmr olan bir manifold ve f,, M L ise f~YL) C K ters
gorintisi stnire olan bir manifold olur oyle ki,
af ML) = (0K) N fH(L)
olur.

Kamt : L' C M™ Xkapali bir alt manifold oldugu icin her ¢ € L noktas

etrafinda M igin oyle bir (y1, -, Y, Yi+1,- - ,Ym) koordinat sistemi sece-
biliriz ki, L alt manifoldu y;4+1 = -+ = ym = 0 denklem sisteminin ¢6ziimii
olur. Simdi de U C K* iizerinde bir (x1,---,7;) koordinat sistemi secelim
oyle ki

(W1, s ym) = (frlzn, oo mk), o fml@n, 0 s ag) = o, -0, o)

olsun. O halde, bu koordinat sisteminde

FHL) ={z = (21, ,2x) | frra(z) = - = f(z) = 0}

ile verilir. Ayni koordinat sisteminde taniml

g:U—=R™ a2 g@) = (fira(@), -, fm(x)),

fonksiyonunu diigiinelim. f M L capraz kesisme kosulu 0 € R™~! noktasinin
g: U — R™ ! fonksiyonu icin bir diizgiin deger olmasina denktir. Son olarak,
f~YL) manifoldu bu koordinat sisteminde tam olarak ¢g~!(0) ters goriintii-
siine esit oldugundan f~'(L) C K boyutu k— (m —1) =k+1—m olan bir
alt manifolddur. Boylece ilk kismin kanmiti tamamlanir.

Teoremin ilk kismindan dolay1, f~YL)N(K —dK) ve f~YL)NJK ara
kesitleri sirasiyla (k+1—m) ve (k+1—m— 1)-boyutlu manifoldlardir. Yine
de f~Y(L)NOK manifoldunun f~'(L)nin smir1 oldugunu gostermeliyiz.
Bunun igin herhangi bir p € K N f~Y(L) smr noktas: etrafinda koordinat
sistemi secelim:

Hk:{(xl,l‘g,'-- ,ﬂi‘]g) ERk ’ xr1 SO} .

flox M L oldugundan fi (), , fm(z) fonksiyonlarmm wxg,---,zp degis-
kenlerine gore kismi tiirevlerinden olugan matrisin ranki m —{’dir. Genellikten
bir sey kaybetmeden bu matrisin son (m—1) x (m—1)’lik alt matrisinin tersinin
var oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda

(x17"' ,l'k) — (xla"' aml—l—k—mafl-f—la"' 7fm)

fonksiyonu bir difeomorfizma olur ve dolayisiyla da yeni bir koordinat sistemi
tanimlar. Bu yeni koordinat sisteminde f~(L) ~ ¢g=!(0) ters goriintiisii tam
olarak

{(x1, -, T1phm, 0+ ,0) € HF} ~ HITF—™

oldugundan kanmit tamamlanir. O
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Ornek 5.1.8. Bu érnekte D" diskinden sinirina sirekli bir kiciltme fonk-
styonunun var olmadifine gosterecegiz. Tersine béoyle bir kiiciltme fonksiyonun
varhgina kabul edelim: r : D™ — 0D™ = S™~ 1. Bu fonksiyonun tirevlenebilir
bir f : D" — S™ 1 yaklasimane alalvm. Kiigiltme fonksiyonu diskin sina-
rinda birim fonksiyon oldugundan tirevlenebilirdir ve dolayisiyla tirevlenebilir
yaklasimanin da stmrda birim fonksiyon oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica bu
tirevlenebilir yaklasimin da bir kigiltme fonksiyonu oldugunu kabul edebiliriz.
Simdi bu tirevlenebilir kiiciltme fonksiyonun bir diizgin p € S ' dejeri-
ni secelim. Bu durumda C = f~1(p) swnure olan tikiz ve 1-boyutlu bir alt
manifolddur. Yukaridaki teoremi ve f’nin  simirda birim fonksiyon olmasing
kullanarak, OC = f~1(p) NS 1 = {p} elde ederiz. Fakat bir boyutlu tikiz
bir manifoldun sinary tek bir noktadan olusamaz; dolayisiyla bu bir celiskidir.
O halde, r: D™ — 0D" = S"™1 gibi bir kiiciiltme fonksiyonu yoktur.

5.2 Alt Manifoldlarin Kesisimi ve Poincaré Duali

Bu béliimde alt manifoldlarin kesigim teorisini kuracagiz. Daha sonra bu teoriyi
kohomoloji ve Poincaré dualligi ile iligkilendirecegiz ve son olarak bu teorinin
bir uygulamasi olarak bazi manifoldlarin kohomoloji cebirlerinin carpim yapi-
larini alt manifoldlarin kesigimleri yardimiyla inceleyecegiz.

Manifoldlarin kesigim teorisini bir 6nceki béliimde inceledigimiz capraz ke-
sisim ve Alt Unite 2.3.5 yardimiyla olusturacagiz. Alt Unite 2.3.5’te inceledigi-
miz vektor uzaylarinin kesigim teorisini dogrudan teget uzaylara uygulayarak
alt manifoldlarin kesisimlerinin yoniinii belirleyecegiz: L', K* C M™ yon-
lendirilmig bir manifoldun yonlendirilmig kapal alt manifoldlar: olsun. Eger
f:L—>M ve g: K— M igerme fonksiyonlar capraz kesigivorsa LNK ara
kesiti M manifoldunun (k4 [ —m)-boyutlu yonlendirilmig bir alt manifoldu
olur. Eger yonlendirmeleri dikkate almazsak LNK sadece (k+!—m)-boyutlu
bir alt manifold olur.

Eger bu iki alt manifold ¢apraz kesigmiyorsa ikisinden birini hafif¢e oyna-
tarak capraz kesigir pozisyona getirebiliriz. Farkli oynatmalardan elde edilecek
capraz kesigimlerin temel degigmezini agagidaki dnermede agiklayacagiz.

Onerme 5.2.1. f: L - M wve g: K — M iki kapale alt manifold olsun.
Ayrica fi : L — M, i =0,1, f igerme fonksiyonuna homotopik ve g’ye
capraz olan iki fonksiyon olsun. Bu durumda (k+1—m)-boyutlu fo(L)Ng(K)
ve fi(L)Ng(K) alt manifoldlary (k+1—m+1) boyutlu bir W manifoldunun
sty olurlar. Eger L, K ve M yénlendirilmis manifoldlar ise W manifoldu
da yonlendirilmis olarak segilebilir oyle ki,

OW = (f1(L) N g(K))U—(fo(L) N g(K))
olur.

Kamit : Kamt énceki boliimiin sonuclarmdan kolayca elde edilir. Tkinci
kismin kanitiigin, fo ve f; fonksiyonlarini birbirine baglayan ve ¢’ye capraz
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olan bir F : K x [0,1] — M homotopi fonksiyonu secelim. Bu durumda
W = F~(g(K)) olacaktir. Yénlendirmelerle ilgili ifadenin kanitini okuyucuya
birakiyoruz (bkz. Aligtirma 2). O

Kapali K ve L alt manifoldlarindan birinin tikiz ve k 4+ [ = m olmasi
durumunda ara kesiti sayisal bir degismez ile ifade edebiliriz: Bir boyutlu,
tikiz, baglantili sinirli bir manifoldun sinir iki noktadan olusur. Eger mani-
fold yonlendirilmig ise simr noktalart da ters igsaretli olarak yonlendirilir. Bu
durumda 6nceki 6nermeden su sonucu elde ederiz.

Sonug 5.2.2. Bir énceki dnermede oldugu gibt L ve K kapalr olt manifold-
lariman boyutlarinin toplame k41 = m wve ikisinden biri tikiz ise, fo(L)Ng(K)
ve fi(L)Ng(K) ¢apraz kesisimleri sonlu sayida noktadan olusur. W ise bir
boyutlu tikiz bir manifolddur. Ayrica ejer manifoldlar yonlendirilmis ise W
ve dolayiswyla sinwre da yonlendirilmis olacaktir. Int(f;(L),g(K)), i = 0,1,
tle bu ara kesiti olusturan noktalarn isaretli toplaminy gésterirsek

Int(fo(L), 9(K)) = Int(f1(L),g(K))

olur. Yonlendirmeleri dikkate almazsak (ornegin, manifoldlardan biri yonlen-
dirilemiyorsa)

Int(fo(L), 9(K)) = Int(f1(L),9(K)),  (Mod 2)

(Zo degerli kesigim sayusi) elde ederiz.

Yukaridaki sonugla iyi tamimlh oldugunu gosterdigimiz Int(f;(L),g(K))
sayisma  f(L) ve g¢(K) alt manifoldlarinin kesisim sayisi denir ve kisaca
Int(K,L) ile gosterilir.

Uyar1 5.2.3. 1) Eger K, L wveya M manifoldu yonlendirilemez ise baz
ozel durumlar disinda sadece (Mod 2) kesisim sayisindan bahsedebiliriz (bkz.
Uyart 5.3.1.3 ve Ornek 5.3.2.3).

2) Ejer K = L ise Int(K,K) sayisina K alt manifoldunun kendisi ile
kestsim saiyist denir.

3) Vektor uzaylarimn yonlendirmelerini hatirlayarak

Int(K,L) = (-1)*Int(L, K)

elde ederiz (m = k + 1 oldugunu kabul ediyoruz). Dolayiswyla, ejer m = 2k
ve k tek sayrise Int(K,K)=0 olur.

Ornek 5.2.4. 1) M = T2 = S' x ', L = S' x {p} ve K = {¢} x S!
alt manifoldlar olmak izere L K = {(p,q)} tek noktada capraz kesigirler.
O halde, Int(L,K) = 41 olur (yonlendirmelere bagl olarak isaret degisir).
Int(L,L) =0 oldugu da kolayca gorilir (ayrica bkz. Ahstirma 3).
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2) M = CP? karmasik projektif dizlemde bir L = CP' dogrusu alalim.
L alt manifoldunun kendisi ile kesisimini almak i¢in bu dogruyu biraz oyna-
tarak baska bir dojru elde edelim. Iki farkl dojru tek bir noktada dik kesise-
cektir. Tim dogrulart karmasik yonlendirmeleriyle distunirsek kesisimin isa-
reti pozitif olacaktur. Dolaynswla, Int(L,L) =1 olacaktur. Ornek 5.2.11.8°de
karmagik homojen polinomlarm sifirlary olarak ifade edilen alt manifoldlarin
kesisim sayisint hesaplayacagiz.

3) Simdi de gercel projektif uzayr ele alalvm: M = RP? ve L =RP' olsun.
M yonlendirilemeyen bir manifold oldugu icin sadece Zo degerli kesisimden
bahsedebiliriz. Bir énceki érneje benzer sekilde Int(L,L) = 1 olur. (Bkz.
Ayrica Ahgtirma 16)

4) M = S? iki boyutlu kiirenin tizerindeki herhangi iki tikiz ejrinin kesisimi her
zaman sifirdar! Ashinda bu H}p(S?) =0 kohomolojisinin ve Teorem 5.2.6'nan
bir sonucudur.

Tanim 5.2.5. L' C M™ yonlendirilmis bir manifoldun yénlendirilmis ve
kapaly bir alt manifoldu olsun. Bu durumda Stokes Teoremi’nden dolay

N ! w w
¢.HC<MHR,H~>/L ,

bir homomorfizma verir (w tikiz destekli oldugu i¢in bu formun kapali L alt
manifolduna kisitlanig da tikiz desteklidir). O halde,

Dar + Hy (M) — (HAM))*, (Dar((v) (@) = /M WAV,

Poincaré izomorfizmasindan dolay: bir ve yalniz bir [vp] € Hg}gl(M) sinaf
vardir, dyle ki, her [w] € HL(M) igin,

Jo=ot=[ wrn

olur. Bu forma L C M alt manifoldunun Poincaré duali denir.

Teorem 5.2.6. M™ yénlendirilmis bir manifold ve L' yonlendirilmis kapals
bir alt manifold olsun. Bu durumda [vp] € HEZ' (M) bu alt manifoldun
Poincaré duali olmak tizere, her yonlendirilmis tikiz K™~ C M alt manifoldu
1¢IN
Int(L,K) :/ v,
K
olur.

Kanit : K* C M yonlendirilmis tikiz bir alt manifold olsun (k = m — ).
Simdi M manifoldu iizerine bir Riemann metrigi koyahm ve K C M alt
manifoldunun normal demetine bu metrigi kisitlayalim. Tiip Komguluk Teore-
mi'nden normal demetin sifir kesitinin bir K C V' C N(K) acgik komgulugunun
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K CU C M alt manifoldunun bir agik komguluguna difeomorfik oldugunu
biliyoruz. K alt manifoldu tikiz oldugundan sifir kesitinin uygun bir € > 0
komsgulugunun V iginde kalmasini saglayabiliriz. Normal demeti agagidaki
gibi yazalin:

N(K) = (Ua x R™"*)/(2,) ~ (2, gas(@)(¥)), (x,y) € Ua x R™ ",

oyle ki, her iki manifold da yonlendirilmig oldugu i¢in gegis fonksiyonlar1 gng :
UoNUg — SO(m — k), seklinde olsun. Her o icin, U, X R™F iizerindeki
(x,y) = (21, , Tk, Y1, * ,Ym—k) koordinat sistemini kullanarak w, = dy; A
-+ AdYpm— formunu olugturalim. Gegis fonksiyonlar1 SO(m—k) degerli oldugu
icin g} 5(wg) = wa olacaktir. Dolayisiyla, bu formlar bize N(K) normal
demeti tizerinde bir w (m — k)-formu tammlar. Bu formun kapal oldugu
kolayca goriiliir. Simdi asagidaki kosullar1 saglayan bir p : [0,00) — [0, 1]
fonksiyonu secelim:

1) Her t€[0,€¢/2] igin p(t) =1, ve
2) her ¢t > € icin p(t) =0, olsun.

O halde, p(||y||?) : N(K) — [0,1] tiirevlenebilir bir fonksiyondur (|y| ile
y = (y1, " ,Ym—k) vektoriiniin normal demetin {izerindeki i¢ carpima gore
normunu gosteriyoruz). Ayrica bu fonksiyon sadece y degiskenine bagh ol-
dugundan p(||y||?) w formu N(K) iizerinde kapahdir. Form V diginda
tamamen sifir oldugundan bu formun difeomorfizma altindaki gériintiisii de,
U diginda sifir tamimlanarak, tiim M manifolduna genigletilebilir. Formun
normal demetin bir {z¢} x R™7% lifi iizerindeki integralinin degeri

0= / pllyl?) w
{x()}XRm_k

1
olsun. Simdi px = = p(||lyl|) w € Q™ F(M) kapali formunu ele alalim ve
a

Int(K,L) = / UK
L

oldugunu gosterelim. K manifoldunun tikiz olmasindan ve p fonksiyonunun
seciminden dolay1 bu form tikiz desteklidir: px € Qg”*k(M ).

io : L — M igerme fonksiyonunu kiigiik bir 4; : [0, 1] x L — M homotopisi
ile degistirelim 6yle ki, K M i;(L) olsun. Stokes Teoremi'nden dolay1

/uKz/ uKZ/ iS(uK)Z/ i’{(uK)Z/ WK
L io(L) L L i1(L)

olacaktir. L ve i1(L) alt manifoldlarinin Poincaré duallerinin de ayni olacag:
agiktir (bkz. Tamm 5.2.5). Dolayisiyla, K ve L alt manifoldlarinin ¢apraz
kesigtiklerini kabul edebiliriz. Diger taraftan, L kapali ve K tikiz oldugundan

LihK={xy, - ,xs}
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kiimesi sonlu olacaktir. Integralini aldigimiz pug formu K alt manifoldunun
U komsulugu disinda sifir degeri alacag icin integrali difeomorfizma yardi-
miyla normal demetin sifir kesitinin V' komguluguna tagiyabiliriz. Her bir
kesigim noktas1 bir capraz kesigsim oldugundan e > 0 sayisini yeterince kiigiik
secerek LNV manifoldunun her bir V; topolojik bilesenini, {z;} x R™*NV
lif pargasinda tanimh tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafigi olarak gorebiliriz.
Ayrica,
Vi = {z;} xR™ "NV

difeomorfizmasinin yénlendirmeyi korumasi icin gerek ve yeter kogul z; ke-
sisim noktasmin sgn(z;) isaretinin pozitif olmasidir. O halde, yine Stokes

[,
K - XJ Rl{

{ Xj } e Rm—l{

Sekil 5.2: L we K manifoldlarinan xj_1, v; ve xj41 noktalarindaki kesigim
isareti siraswyla —,+, —dir.

Teoremi’nden

/ 12:¢ :/ UK = Z Sgﬂ(xj)/ 1207¢
L LnU J {z;}xRm—knV

elde ederiz. Son olarak

pr =1
{CEj}XRmfka

oldugundan

/L UK = Z sgn(x;) = Int(K, L)

sonucuna variriz. Bu egitligi L alt manifoldunun vy Poincaré dual formu
yardimiyla

Int(K,L):/,uK:/ MK/\I/L:/,MK/\I/L
L M 14

olarak yazalim. Son olarak, V komgulugu yerel olarak W x R! geklinde
vazilabildigi (W C K agik bir kiime olmak iizere) ve yine her x € W igin

/ pr =1
{z}xRm—kNV
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/,uK/\I/L:(—l)kl/ vy,
1% K

elde ederiz. Bdylece kanit tamamlanir:

oldugundan

Int(L,K) = (-1)* Int(K, L) :/ L .
K

O

Uyar 5.2.7. Yukaridaki teoremde olusturdugumuz (] smafinin da her |w] €

HY(M) igin,
o) = [w= [ wrm

esitligini sagladigine gérmek zor degildir. Dolayisiyla, [ur] = [vr] olmalidir.
Buna ragmen Teorem 5.2.6°da verilen

Int(L,K) :/ v,
K

ozelliginin [vp] sinifine tamamen belirledigini gostermis degiliz. Kolayca gori-
lecedi tizere bunun igin su ifadeyi kanistlamak yeterli olurdu: Kapaly bir w €
QF(M)  fomunun tam olmass icin gerek ve yeter kosul her tikiz K* C M yon-
lendirilmis alt manifoldu i¢in wa =0 integralinin sifir olmasider. Fakat bu
iddia dogru degildir. Diger taraftan her f: K* — M tirevlenebilir fonksiyonu
icin [ f*(w) =0 ise w formu tamdir (burada K* sadece yonlendirilmis
tikiz bir manifolddur; M i¢inde bir alt manifold olmasy gerekmiyor). En son
yazdigamaz iddia tekil homolojinin bir konusudur ve Steenrod Temsil Teorems
(Representability Theorem) olarak bilinir (bkz. Corollary 15.8, 5.49, [8]).

Bundan sonra L C M alt manifoldunun Poincaré dualini [ur] ile goste-
recegiz.

Uyar1 5.2.8. F : K x [0,1] — M sirekli fonksiyonu Fy : K — M ile
. K — M tirevlenebilir gémme fonksiyonlar: arasinda bir homotopi ol-
sun. Bir onceki bolimin sonuclariny kullanarak, homotopinin ug¢ fonksiyon-
lariny degistirmeden, homotopiyi tirevienebilir hale getirebiliriz. O halde, ho-
motopinin u¢ fonksiyonlarinwn verdigi Fo(K) ve F1(K) alt manifoldlars icin

KEy(K) = By (k) olur.

Ornek 5.2.9. 1) M =R" veya S™ ise, her 1 <k <n igin HE(M)=0
oldugundan, boyutlarinin toplami n  olan pozitif boyutlu biri trkiz digeri kapal
herhangt yonlendirilmis iki alt manifoldun kesisim sayist her zaman sifirdar.

2) M tikiz ve yonlendiridmis bir manifold ve p € M olmak izere K = {p}
tek noktadan olusan bir alt manifold ise prx € Hfp(M) formu igin fM WK =
1 olur, ¢iinkic K ile L =M alt manifoldlar: sadece p noktasinda kesisirler.
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Agagidaki teoremin kanitini, yukaridaki sonuclarin kanitlarina benzer ol-
dugundan, okuyucuya birakiyoruz.

Teorem 5.2.10. K*, L' C M™ capraz kesisen iki kapali alt manifold ve ux €
Qm=k(M) ile pr € QmHM) bu alt manifoldlarin Poincaré dualleri olsun. Bu
durumda pg Apg € QP FUM) formu da KNL alt manifoldunun Poincaré
duali olur. Diger taraftan, i : K — M i¢cerme fonksiyonu ise i*(ur) €
HgL]gl(K) kohomoloji sutmafs K N L C K  alt manifoldunun Poincaré duali
olur.

Bu sonuglar1 kullanarak bazi manifoldlarin kohomoloji halkalarini hesaplaya-
biliriz.

Ornek 5.2.11. 1) X, ile asagidaki resimde verilen g-cinsli (Ing. genus g
olan) yonlendirilebilen yiizeyi gosterelim. Yizey baglantil oldugundan by(X,) =
1 wve yonlendirilebilir oldugundan by(X,) =1 olur. Yizey dis normal vektor ile
yonlendirilmis olsun. Bu durumda, yizeyin oklarla yonlendirilmis bir boyutlu
a; ve Bi, i=1,---,g, alt manifoldlarinin Poincaré dualleri a; = D(oy), wve
b; = D(B;), olmak dizere a;a; = bibj =0 olur, ¢iinki bu siniflara karsilk gelen
alt manifoldlar hi¢ kesismiyorlar. Benzer sekilde, [v] € Hpp(Zy) ~ R mani-
fold tizerindeki integrali bire esit olan bir tretec ise, her 4,5 =1,---,g9 i¢cin,
ab; = ;v elde ederiz. O halde, [a;] ve [b;] kohomoloji sinaflary dogrusal
bagimsizdirlar. Baska bir deyisle, bi(X4) > 2g olur. Ashnda, bi(X,) = 2g dir.
Bunu tiimevarim ile hesaplayabiliviz: g = 1 igin b1 (X1) = b1(T?) = 2 ol-
dugunu biliyoruz. Timevarim advma igin Ygy1  ylizeyint Xy ve Xp = T2
yuzeylerinin baglantils toplama olarak yazalim. Mayer- Vietoris dizisi yardimayla
kanaty bitirebiliriz (bkz. Alistirma 4). Bu durumda yizeyin kohomoloji cebiri

Hpp(Xy) = Rlzg, yii =1, , g/ (xizj, Yiyj, viy; — 0ij)

degismels bolim cebirine izomorfiktir.

Sekil 5.3: Ug boyutlu Oklit uzay: icinde dis normal vektor ile yonlendirilmis cinsi g
olan yizey. Int(c, ;) =i, 4,7 =1,---,g.

2) H = {2z =0} ile CP" karmasik projektif uzayinin 2n—2 boyutlu alt
manifoldunu gésterelim. H = CP™ 1 oldugu kolayca goriliir. a € H?,(CP™)
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bu H aolt manifoldun Poincaré dualing géstersin. H alt manifoldunun kendisi
ile capraz kesisimi H & H = CP"2 olur. Benzer sekilde bu alt manifoldun
kendisi ile k-defa capraz kesigimi de

Hh---hH=CpP"*

olacaktir. CP° = {pt} tek noktadan olusan bir alt manifold olacagindan

/ a’=1
Ccpn

elde edilir. O halde, [a]® € H%5(CP™) ~R kohomoloji grubunun bir iireteci-
dir. Baska bir deyisle, kohomoloji cebiri

H},p(CP") = Rla]/(a"*")

polinom cebirine izomorfiktir.

3) f(z0,21,22) € Clzo, 21,22] derecesi d > 1 olan homojen bir polinom
olsun. Ejer 0 € C bu polinomun bir diizgiin dejeri ise f~1(0) ters goriintisii
C3  icinde karmasik iki boyutlu ve tikiz olmayan bir alt manifold olacaktur.
Diger taraftan, bu manifoldun projektivizasyonu

C = {[ZO AT 22] € (CP2 ‘ f(ZO,Zl,Z2) = 0}

karmagik projektif dizlem i¢inde bir boyutlu bir alt manifold olur (bkz. Als-
tirma 5). Bu durumda C”ye"tekil noktast olmayan derecesi d olan karmagik
projektif ejri denir. Altincy Unite’de bu karmasik egrinin cinst

_(d—=1)(d-2)
7= 2
olan yonlendirilebilir yizey oldujunu gorecefiz. Manifold karmagik oldugundan
dogal bir yonlendirmesi vardir. Bu karmagik egrinin rastgele bir karmagsik pro-
jektif dogru, diyelim ki H olsun, ile kesigimi d noktadan olusacaktir (¢iinki
derecesi d  olan karmasik bir polinomun genelde tam olarak d tane ké-
ki vardir). Bu durumda, karmagik kesigimler her zaman pozitif oldugundan
C Mt H=d olur. O halde, Teorem 5.2.6"1 kullanarak, H alt manifoldunun
Poincaré duali a € H]*)R((CPQ) olmak dizere, C alt manifoldunun Poin-
caré dualinin da € H%R((CPQ) oldugunu goririz. Bu ise dereceleri d; ve
do olan iki egrinin kesigiminin dids olmasin gerektirir (Teorem 5.2.6). Son
yazdigimiz sonug cebirsel geometride Bézout Teoremi olarak anslir. Burada sa-
dece tekil noktasi olmayan egriler icin ifade ettigimiz bu teorem cok daha genel
durumlarda da gegerlidir. Bunun igin [13, 15, 18] numaraly referanslara baka-
bilirsiniz.
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5.3 Vektor Demetleri ve Poincaré-Hopf Teoremi

5.3.1 Vektor Demetlerinin Euler Karakteristigi

M manifoldu iizerinde ranki k-olan yénlendirilmig bir E™** — M™ vektor
demetinin sifir kesitini L ~ M ile gsterelim. Sifir kesitinin kendisi (ashnda,
hafif oynatilmig hali olan L) ile gapraz kesigimi

K=LhLCL=MCE

olsun. Boyutu 2m — (m+ k) =m —k olan K manifoldunu L = M’nin bir
alt manifoldu olarak goriirsek bu alt manifoldun [ux] € HF,z(M) Poincaré
dualine vektor demetinin Fuler karakteristik sinifi denir ve e(E) ile gosterilir.
Ashinda, s: M — E vektor demetinin tiirevlenebilir bir kesiti ise bu kesitin
s(M) gortuntiisi ile sifir kesitinin ¢apraz kesigimini K alt manifoldu olarak
alabiliriz (Sonu¢ 5.1.6’dan dolay1 s kesiti hafifce oynatilarak bu her zaman
yapilabilir). Bu tamimdan yonlendirilmig izomorfik vektér demetlerinin Euler
siniflarinin ayni olacag: aciktir.

Uyar1 5.3.1. 1) Eger M tikiz, yonlendirilebilir bir manifold ve E — M
ranky k = m olan bir vektor demeti ise e(E) € Hpp(M) ~ R Euler
karakteristik sinifine bu sinafin manifold tzerindeki integrali ile esleyebiliriz:

e(E) & /M e(E) .

Bu integralin dederi olan sayr vektér demetinin sifir kesitinin kendist ile ¢apraz
kesigimi olacagindan bir tam sayir olmalidwr. Euler sinifi ve Euler sayist i¢in
genelde ayni gosterimi kullanacagiz. Bu tam say vektér demetinin Euler sayist
olarak adlandwrilir. M manifoldunun teget demetinin Euler sayisina kisaca
manifoldun Euler saiyist da denir. Ejder k = m bir tek sayr ise Fuler sayist
kesitin kendisi ile capraz kesisimi oldugundan bu says sifir olmalidar.

2) Bir vektor demetinin hi¢ sifiri olmayan bir kesiti varsa Euler sinify sofirdur.
O halde, paralellenebilir her manifoldun teget demetinin Euler simifi (sayis)
safurdar.

3) L' € M?* yonlendirilmis bir manifoldun yonlendirilemeyen bir tikiz alt
manifoldu olsun. Bu alt manifoldun baska bir all manifold ile kesigim sayis
tanymiy olmasa da kendisi ile kesisim sayisy iyt tanimiidir. Bunu gormek i¢cin
bu all manifoldu, her advmy bir gomme fonksiyonu olan bir Fy : L — M,
t € [0,€], homotopisi ile ¢cok az hareket ettirerek elde edilen F.(L) =L ma-
nifoldu ile sonlu sayida noktada capraz kesistirelim. Fo(p) = Fe(q) € M bir
kesigim noktast olsun. Homotopi manifoldu ¢ok az hareket ettirdigi i¢in p € L
ve q € L noktalarinin ayns koordinat sisteminde kaldigint kabul edebiliriz.
Bu durumda bu koordinat sistemi tizerine konulan her yonlendirme bu ki nok-
tadaki T,L wve Tqi teget uzaylaring yonlendirecektir. Koordinat komsulugu
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tizerine konan yonlendirmeyi degistirince her iki teget uzaymmin yénlendirmesi
aynt anda defisecedi igin B
T,L & T,L

toplam vektér uzayr izerindeki yonlendirme degismeyecektir. Baska bir deyisle
T,L & T,L

toplam wvektor uzayr koordinat sisteminin yonlendirmesinden bagimsiz olarak
bir yonlendirmeye sahiptir. Bu yonlendirmeyi Tgy )M tejet uzayinin yonlen-
dirmesi ile karsilastirarak kesisim noktasinin isaretini belirleriz. Bu isaretlerin
toplama kesisim sayisina verecektir. (Bkz. Ornek 5.3.2.3.)

Ornek 5.3.2. 1) M =T? = S'xS' ve E=T.T? = T? tejet demeti olsun.
X (01,67) = d%l vektor alana sifir olmayan bir s : T? — T, T? kesiti verecektir.
O halde, bu vektor demetinin Euler sinify (ve dolayisiyla Euler sayisy) sufurdur.
Aslhinda her T™-torusu paralellenebilir oldugundan teget demetlerinin Euler
stnaflary syfirdar.

2) Ornek 2.1.10.27de ele aldigvmz karmasik projektif dogrunun, CP! = 2,
(karmagik) teget demetinin Euler sayisini hesaplayalim. Daha énce, teget de-
metinin

T.CP' =T,.C U T.C /(z,v) ~ (1/z, —v/x?),

oldugunu ve si(x) = —so(x) = # ifadesi ile verilen s : CP! — T,CP!
vektor alanmmin @ ve —i olmak dzere iki tane sifirt oldugunu gormiistik. Bu
fonksiyonlarin sifirlariman oldugu noktalardaki tirevleri sifirdan farkl oldugu
icin teget demetinin sufir kesiti bu kesit ile dik kesisir. Ayrica, bu demetin sifir
kesiti ile yine ayne demetin yukaridaki fonksiyonlar ile verilen kesiti T,CP?
karmagik manifoldunun karmasik alt manifoldlars oldugundan, her iki kesigim
noktasin isareti de pozitiftir. O halde, S? = CPY iki boyutlu kiiresinin tejet
demetinin Fuler sayisy ikidir. Benzer sekilde, Ornek 3.3.5°de tammladijimuz

O(k)=CxCUCXC /(z,v) ~ (1/z,v/z"),

(x,v) € C—{0} x C, karmagik dojru demetinin, k >0 olmak tzere her ho-
mojen polinom kesitinin k-tane karmasik k6ki vardir ve dolaysiyla bu demetin
Euler sayist k’dir.

3) Uyari 5.5.1.3te tanamladigimaz yonlendirilemeyen manifoldlarin kendisi ile
kesigim sayssina bir ornek verelim. Her M manifoldunun T M tejet demeti-
nin dogal bir yonlendirmesi vardwr (manifold yonlendirilemez olsa bile): Bunu
gormek i¢in manifold tzerinde bir (x1,---,x,) koordinat sistemi alalim ve
T.M tejet demeti izerinde, y; = d%l olmak tizere (T1, - ,Tn Y1, " »Yn)
fonksiyonlariman verdigi koordinat sistemini diginelim. Manifold dizerindeki
(1, ,xn) koordinat sistemini degistirsek dahi (1, -+ ,Zn,Y1, - ,Yn) ko-
ordinat sisteminin verdigi yonlendirme degismez (bkz. Alstirma 11).



270 Kesisim Teorisi

Simdi RP? gercel projektif uzaymne S?  kiresinin ters kutupsal simetriye
boliimii olarak gorelim. Bu durumda bir onceki drnekte verdigimiz tejet demeti
kesiti gercel projektif uzayn teget demetinin bir kesiting verir. Kiire tizerindeks
vektdr alaninan iki sifire projektif uzayda tek bir sifir noktasina indirgenir. Son
olarak, bolim fonksiyonu yerel bir difeomorfizma oldujundan kesisimin isarets
korunur. Baska bir deyisle, gercel projektif diizlemin Euler sayist e(RPQ) =
17dar.

Dolaypswyla, bu ornek bize yénlendirilemeyen manifoldlarin Fuler siniflar
olmasa da Euler sayilarimin tyi tamamly oldugunu gostermektedir.

4) Simdi de RP? C CP? alt manifoldunun kendisi ile kesisim saysine bu-
lalvm. Karmasgik projektif diizlemi karmagsik yapisindan elde ettigimiz yonlen-
dirme ile distiineceiz. (z1 = x1+1iy1, 20 = 2 +1iy2) yerel koordinat sisteminde
bulunan herhangi bir p € RP? noktasinda karmagik dizlemin teget uzayim
karmagik yonlendirmesiyle diginelim:

TCP2_<8 o 0 a>
,CP? = .

Dy’ Oy’ Oz’ Dya

Bu durumda bir alt uzay olarak

o 0
2 — —_—
TPRP N <8SU1 ’ 8932 >

olacaktir. Karmagik projektif dizlemin her bir tejet uzayr ashnda bir karmasik
vektor uzayr oldugundan gercel projektif diizlemin tejet vektorlerini karmagik
i-saysswyla carparak normal demetin vektorlering elde ederiz. Ashinda bu bize
teget demetinden normal demete bir izomorfizma verir:

0 0 0 0
2 = q— _— = q—— —_—
T.RP* — vppe <p,v—aax1 +b3:1:2> — (p,w a@yl +b6y2> .

Bu vektér demetler izomorfizmasine Tip Komsuluk Teoremi ile birlestirerek
gercel projektif uzayin tejet demetinden RP? C CP? alt manifoldunun bir
komsuluguna difeomorfizma elde ederiz. Yonlendirmeleri kargilagtirarak bunun
yonii degistirdigini goririz. O halde, RP? C CP? alt manifoldunun kendisi
ile kesigim sayst —1 °dir. (Ahstirma 12 yonlendirilemeyen yizeylerin kendileri
ile negatif saynda kesistigi ornekler verecektir).

5) Bir onceki ornekteki hesaby bir de alt manifoldu hareket ettirip kendisiyle
dogrudan kesigtirerek yapalim.

¢y : CP? — CP?,  [20: 21 : 22) — [20 : €2y 1 €2 2)]
difeomorfizma ailesi (bu bir vektér alany akisidir)

RP? = {[20 : 21 : 22] € Cp? | Im(z;))=v;,=0, i=0,1,2}
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gercel projektif uzayr
RP? = {[xg : e"xy : e*'a9) € CP? | 2, €R, i =0,1,2}
alt manifolduna gonderir. Bu iki manifold
[1:0:0],0:1:0],]0:0:1]

noktalarmda ¢apraz kesigirler. Simdi ¢ok Kiigiik ve pozitif t-degerleri i¢in, bu
ti¢ noktadaki kesisim saydlaring ayre ayre hesaplayalim:
[1:0:0): Uy = {20 # 0} koordinat komsulugunda parametrizasyonlars

(z1/x0,22/m0)  ve  (€"x1/m0, ¥ 32/ 20)

ile wverilen bu iki alt manifold, izerindeki koordinatlar (z1/z0,22/20) olan
karmasik diizlemde kesisirler. Iki manifoldun bu noktadaki tejet uzaylarini yan
yana koyarsak

(21/20, 22/ w0, €" w1 /20, €2 2 /20
koordinatlarina karsilik gelen vektorleri buluruz. Oysa, ayni noktadaki karmasgik
yonlendirme

(21/x0, €" 21 /30, T2/ 20, €2 2 /20
ile uvyumludur. Bu iki yonlendirme ters oldugundan bu noktadaki kesisimin isa-
reti —1 dir.
[0:1:0): U; = {21 # 0} koordinat komsulugunda ise bu iki alt manifold

(ro/x1,m2/21)  WE (e_it:zrg/asl, eitajg/:nl)

ile parametrelendirilirler. Iki manifoldun bu noktadaki teget uzaylarin yan yana
koyarsak

(zo/w1, 22 /71, € /21, €30 /1)

koordinatlarinag karsilik gelen vektdrlert buluruz. Diger taraftan, ayni noktadaki
karmagik yonlendirme

(xo/x1, —e_itﬂﬂo/l"l, x2/x1, 6it$2/l‘1)

ile uyumludur. Bu iki yonlendirme aym oldugundan bu noktadaki kesigim 1’dir.
[0:0:1]: Benzer sekilde Uy = {z2 # 0} koordinat komsulugunda bu iki alt
manifold

(zo/x0,x1/20)  we (e *txg/me, ey /20)

ile parametrilendirilir ve tzerindeki koordinatlar (20/z2,21/22) olan karmagik
diizlemde kesisirler. Iki manifoldun bu noktadaki tedet uzaylarini yan yana
koyarsak

(xo/x2, 21 /72, e_itt’fﬁo/ﬂﬁza 6“!701/1‘2)
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koordinatlarina kargihk gelen vektorleri buluruz. Bu noktadaki karmasik yon-
lendirme

(zo/w2, — 220 /19, 71 /10, —€ "1 /T2)

ile uyumludur. Bu iki yonlendirme yine ters oldugundan bu noktadaki kesisim
—17dir.
O halde, kesigim sayiss —1+1— 1= —1"dir.

Pozitif yerine negatif (ki¢ik) t-degeri i¢in kesisimleri hesaplarsak bu fi¢
noktanwn isaretleri swraswyla 1, —1 wve —1 olurdu, dolayisiyla toplam yine
—1 olarak kalurds.

Yukaridaki 6rneklerin hepsinde teget demetlerin Euler sayilarinin, mani-
foldlarin Euler karakteristiklerine (Bkz Tamm 4.4.8) esit oldugunu gordiik.
Poincaré-Hopf Teoremi olarak bilinen Teorem 5.3.9 bunun bir tesadiif olma-
digim gosterecektir. Bu teoremin kanitint Bott ve Tu'nun Differential Forms in
Algebraic Topology (|5]) adli kitabindaki kamt1 model alarak yapacagiz. Morse
teoresini (bkz. [28, 39]) kullanan bir kanit i¢in Madsen ve Tornehave’nin From
Calculus to Cohomology ([24]) adl kitabina bakabilirsiniz. Bu teorem ayrica,
tiirevlenebilir manifoldlarin iiggenlenebilir olmasindan faydalanilarak da kanit-
lanabilir. Fakat bizim alt yapimiz bu iki yontem icin de uygun degildir. Bir
sonraki béliimde Poincaré-Hopf Teoremi’ni kanitlamak icin ihtiya¢ duyacagi-
miz bir takim sonuclar gérecegiz.

5.3.2 Gysin Tam Dizisi

Bu béliimde 6nceki béliimlerin bir uygulamasi olarak verilen yonlendirilmig bir
7 BT — M™ vektdr demetinin tabaninin, lifinin ve tiim uzayimin kohomo-
lojilerinden olusan ve Gysin tam dizisi olarak bilinen tam diziyi kuracagiz. Bu
diziyi kurmak icin, ilk 6nce tikiz destekli kohomoloji boliimiinde kanitladigimiz

HyHH (M x R) = HF (M)
izomorfizmasini hatirlayalim (bkz. Teorem 4.3.14). Bu izomorfizma, tikiz des-

tekli ve gercel eksen iizerindeki integrali bire esit olan tiirevlenebilir p: R — R
bir fonksiyon yardimiyla ,

LW QFM) = QY (M x R), U(f(z) deg) = p(t)f(z) dt A drg, ve

2. @ : QLM x R) — QF(M),

O(f(x,t) dt Ndok) = </Rf(:v,t) dt) deg ve ®(f(z,t) deg) =0,
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homomorfizmalar: tarafindan verilir. R iizerindeki tikiz destekli p(t) dt 1-
formunu R’ iizerindeki tikiz destekli p(t2 +--- +¢2) dty A--- Adt, r-formu
ile degistirerek

Hy*' (M x R") = HE(M)

izomorfizmasim elde ederiz.

Aslinda bu kanit bize daha genel olarak, vektor demetinin dikey tikiz des-
tekli kohomolojisi ile demetin tabaninin De Rham kohomolojisi arasinda da
bir izomorfizma verir:

H2"(M x R") = Hpp(M).

(Dikey tikiz destekli kohomoloji grubu, desteginin her bir lif ile kesigimi tikiz
olan w € Q(F) formlarmin olugturduklar: alt uzay olarak tammlanir.)

Simdi M manifoldunu bu demetin sifir kesiti ve dolayisiyla bir alt ma-
nifoldu olarak gorelim ve [up] € Hpp(E) ile bu alt manifoldun Poincaré
dualini gosterelim (bkz. Teorem 5.2.6). upr € Q"(F) formu kurulugu itibariyla
lif yoniinde tikiz desteklidir ve demetin her bir lifi boyunca integrali bire egittir.
Bagka bir deyisle pys formuyla dis carpim almak bize Thom Izomorfizmas
olarak bilinen X

Hpyp(M) ™ Hpp(B) 225 HE ()

izomorfizmasini verir. Yukaridaki tanimdan dolay: bu izomorfizmanin tersi de
lifler boyunca integral alma homomorfizmasina kargilik gelecektir:

HEF(B) B E L)

Daha detayli bir kamt su sekilde verilebilir. Ilk 6nce bu homomorfizmalarin
demetin her
Go 2 T HUL) = Uy x R”

carpiminda bir izomorfizma verdigini goriiriiz. Daha sonra M = U, U, ve
E = U, U, = U, (Uy x R") Dbirlesimine ayni anda Mayer-Vietoris dizisini
uygulariz:

s HEL(UNV) = HYL(U) @ HER(V) = HER(UUV) — - -

4 ANuunv L Apu®Apy 1 Apyouv
S HE(UNV) = HEF(U) @ HEF (V) > HEV(OUV) - -

Buradan, tiimevarim metodu ile her sonlu adet U,’nin birlegimi i¢in sonug
kanmitlanmig olur. Diger taraftan, her tikiz destekli tiirevlenebilir form bdyle
bir sonlu birlegimin iginde destekleneceginden sonu¢ M manifoldu igin de
kanitlanmig olur.

Simdi de bu izomorfizmay: kullanarak vektér demetleri i¢in Gysin Tam
Dizisi'ni kuralim. Vektor demeti iizerine bir metrik koyallm ve 7 : P — M
ile bu demetin birim kiire demetini gosterelim:

P={(p,v) € E||vll, =1} .
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Ey = E— M agk alt kiimesi ise (M’yi E demetinin sifir kesiti olarak
aliyoruz) Ep = P x R oldugundan diigsey homomorfizmalar: izomorfizmalar
olan agagidaki diyagram degigmelidir:

HI(Bo)  —  H(E)

HEETNP) L HE ()
Simdi Gysin Tam Dizisi'ni verebiliriz:

Teorem 5.3.3. w: E — M tirevlenebilir bir M manifoldu tizerinde yénlen-
dirilmis rank: r-olan bir gercel vektér demeti olsun. w: P — M bu demetin
birim kiire demeti olmak tizere asagidaky dizi tamdar:

e T HAP) L RO S (M) Ty Hpp(P) 2
fsrfl

Burada HE_Rl (P) ——

karsibk gelirken, Hp (M) 1e®), HYp(M) vektor demetinin Euler sinafy ile
drs carpym homomorfizmasidar.

H})_é"(M) ile lifler tzerinde integral alma islemine

Kanst : Dérdiincii Unite’de gérmiis oldugumuz tikiz destekli kohomoloji
dizisinin kurulugundaki fikirlerin benzerlerini kullanarak (bkz. s.228) (Ep, E)
ikilisinin dikey tikiz destekli kohomoloji dizisini yazalim (ayrica bkz. Aligtir-
ma 6):

c = Hyo(Bo) = Hy(E) = Hpp(M) — HE (Eo) — -
Simdi yukaridaki degismeli diyagram kullanarak H.(Ep) ~ Hiyn(P) ve
H!.(E)~ Hyj (M) yazarsak dizimiz

fs'rfl

T HENP) N v (M) M HE(E) -

Hiyp(M) =5 Hp(P) 2770

haline doniigiir. Son olarak, pys kohomoloji sinifi
H; (E) — Hpp(M)

homomorfizmas: altinda E — M demetinin Euler simfina gittigi i¢in (Teo-
rem 4.3.18 ve kanitina bakiniz) bu dizinin

Hb (M) 22 Hi(E) — Hibp(M)

kism )
i—r Ne(E %
Hpp(M) —— Hpp(M)

ile degigtirilebilir ve boylece kanit tamamlanir. O
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5.3.3 Leray-Hirsch ve Kiinneth Teoremleri

Bu boéliimde De Rham Kohomolojisi icin Leray-Hirsch Teoremi’ni ve bunun
ozel hali olan Kiinneth Teoremi'ni verecegiz. Bunun igin ilk 6nce vektor de-
metine benzer gekilde lif demetinin tanimini verecegiz: P ve F  tiirevlene-
bilir manifoldlar ve w : P — M tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Ayrica,
{Ua}aer M-manifoldunun agik bir ortiisii olsun, 6yle ki, her « € A i¢in bir
bo ™1 = U, x F difeomorfizmasi var olsun ve bu difeomorfizma

mp Uy X F = Uy, (x,0) — x,

olmak iizere 7 = 7p 0 ¢, a € A, kogulunu saglasin. Bu durumda, (m, P, M)
ii¢liisiine, ya da kisaca w : P — M fonksiyonuna, M fizerinde lifi F
manifoldu olan tiirevlenebilir lif demeti denir.

Kohomolojileri sonlu boyutlu vektor uzaylari olan, tiirevlenebilir bir F
manifoldunu lif olarak kabul eden tiirevlenebilir bir 7 : P — M lif demeti
alalim. Bu durumda, H},,(P) kohomoloji halkasim

7 Hpyp(M) — Hpp(P)
halka homomorfizmasi yardimiyla bir H7,,(M)-modiili olarak gorebiliriz.

Teorem 5.3.4 (Leray-Hirsch Teoremi). Lifi tirevlenebilir bir F manifoldu
olan tirevlenebilir bir m : P — M lif demeti alalim. Eger her bir life kisitlanise
Hj R (F) vektor uzayinan tabane olan sonlu bir {x1,---xn} C Hpp(P) kimest
varsa, Hj n(P) tabany {x1,---xn} olan serbest HFp(M)-modilidir.

Kanat : Kanit Poincaré [zomorfizmasi’nin kanitina ¢ok benzerdir ve yine adim-
lardan olusur.

Adim 1) U € M lif demetinin iizerine kisitlanigi ¢arpim geklinde yazilan,
noktaya homotopi denk olan bir agik alt kiime olsun. Bu durumda Py =
7 Y(U) — U ksitlamisi igin Py ~ U x F agk kiimesi F manifolduna
homotopi denk olacagindan teorem U i¢in dogrudur (burada x; kohomoloji
simflarmin U kiimesine kisitlaniglarim aliyoruz).

Adim 2) Simdi bir Mayer-Vietoris dizisi yardimiyla gsunu kamtlayacagiz: Eger
teorem U, V C M ve UNV acgk kiimeleri i¢gin dogru ise U UV acik
kiimesi i¢in de dogrudur. Ilk énce Mayer-Vietoris tam dizilerini tam di¢genler
seklinde yazarak agagidaki degigmeli prizmay: diiglinelim. (Burada tam {i¢cgen
su anlama gelmektedir. Bir licgen olugturan ¢ vektdér uzay1 veya modiil ile
bunlarin arasindaki ti¢ homomorfizmanin her birinin ¢ekirdegi bir énceki ho-
momorfizmanin goriintiisiine egittir.)
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Hpr(Pouv)
op T \cip
Hyp(Porv) % Hpp(Py) ® Hhp(Py)
0 | 1
| Hyp(UUV) |
s N
Hpp(UNV) - Hip(U) & Hpyp(V)

Prizmanin alt ve {ist tabanindaki tam {icgenler Mayer-Vietoris dizilerinin di-
rekt toplamlar1 alinarak olugturulmustur (bkz. Ahstirma 7). Ayrica diisey ho-
momorfizmalar lif demetinin izd{isiim fonksiyonu tarafindan belirlenen homo-
morfizmalardir.

Simdi w = Y aix; € Hyhp(Pouv), ai € HiHp(U UV), seklinde bir
sinif alalm ve w = 0 oldugunu kabul edelim. O halde, a; = 0 oldugunu
gostermeliyiz. 0 = ip(w) = > i(a;)x; oldugu igin hipotezden dolay1 i(a;) =0
elde ederiz. Bu durumda baz1 b; € Hjp(UNV) smiflan icin a; = 6(b;) olur.
Buradan, v =) bx; € Hj,z(Pyny) olmak iizere

dp(v) = 25(61-)17,- = Zaiwi =w=0

elde ederiz. Diyagramdaki ii¢genlerin tam olmasimi kullanarak v = Jp(u) ola-
cak gekilde bir u € Hpp(Py) @ Hpp(Py) snifi buluruz. Yine hipotezden
dolay1, b; = J(c;) olacak sekilde ¢; € Hjp(U) ® Hpp(V) smiflan vardir. O
halde,

elde ederiz ve boylece bu adimin kamtinin ilk yarisin bitirmis oluruz.

Kanitin ikinci yarisi i¢in herhangi bir w € Hf,p(Pyuy) smifi alalm. Bu
durumda, baz1 a; € Hp(U) ® Hp(V) smuflar icin ip(w) = > a;x; olur.
Buradan,

0=Jp(ip(w)) =Y J(a)z;

ve dolayisiyla J(a;) = 0 elde ederiz. O halde, tiggenin tamhigini tekrar kulla-
narak bazi b; € Hj)p(UUV) smuflan igin a; = i(b;) yazabiliriz. Bu durumda,
v =7 bx; € Hyp(Pyyuyv) smifi icin

ip(ll) = ZZ(@)H?Z = Z a;T; = ip(w)
oldugundan ip(w—v) =0 elde ederiz. O halde, w—v =6p(>_, cix;) olacak
sekilde ¢; € Hp(U NV) smiflan bulabiliriz. Son olarak,

w=v-+ 5P(Z CiTi) = Zbﬁi + Z d(ci)zi = Z(b’ +0(¢i))z;

7
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yazarak ikinci adimin kanitint bitiririz.

Adim 3) Kolayca goriilebilecegi gibi, eger teorem ayrik bir {U, C M} ack
kiimeler ailesinin her bir elemamn: i¢in dogru ise bu kiimelerin U = U U,
birlegimi i¢in de dogrudur. Ele aldigimiz {z1,---xx} kiimesinin sonlu olmasi
bu adim i¢in gereklidir! (bkz. Aligtirma 9)

Son olarak, M manifoldunu U ve V gibi iki agik kiimenin birlegimi
olarak yazabiliriz 6yle ki, U, V ve U NV kiimeleri, her biri birinci adimda
ele aldigimiz acik kiimelerin sonlu birlegimi seklinde yazilabilen agik kiimelerin
ayrik bir birlesimidir (Poincaré Izomorfizmasi'min, Teorem 4.4.1, kanitinn 4.
adimindaki iddianin kamtina bakiniz). Bu durumda 6nceki adunlardan dolayz,
teorem U, V ve UNYV icin dogru olacagindan M = U UV icin de dogru
olacaktir. Boylece kanit tamamlanir. O

Simdi bu teoremin bir sonucu olarak Kiinneth Formiili’'ni verelim: P =
M x N — M izdiisiim fonksiyonunu agikar bir lif demeti olarak goriip Leray-
Hirsch Teoremi’ni buna uygularsak agagidaki teoremi elde ederiz.

Sonug 5.3.5 (Kiinneth Formiilii). M wve N tirevlenebilir manifoldlar olsun.
Eger Hpp(N) vektor uzayr sonlu boyutlu ise her k € N igin,

Hpr(M x N) 2 @i jo Hpp(M) ® Hpy(N)
1zomorfizmast vardir.

Tanim 5.3.6. Tum kohomoloji vektor uzaylar: sonlu boyutlu olan bir M ma-
nifoldunun Poincaré serisi

Py(t) =Y be(M) tF
k=0

olarak tanimlanr.

Ornek 5.3.7. M™ wve N" tim kohomoloji vektor uzaylars sonlu boyutlu olan
tki manifold 1se M x N ¢arpim manifoldunun Poincaré serisi, Kinneth For-
miili’'nden, iki ¢arpanin Poincaré serilerinin ¢arpima olarak hesaplanir. Ozel
halde, T™ = S' x --- x S carpim manifoldunun Poincaré serisi Pra(t) =
(1+t)" olacaktur.

Kinneth Formuli’'nde M x N — M izdigiim fonksiyonu bize agikar lif demeti
yapisi verir ve bu yiizden Leray-Hirsch Teoremi’'nin ihtiyac duydugu kohomo-
loji stmflarn M x N — N ikinci izdiigiim fonksiyonu ile liflerden geri cekilerek
kolayca elde edilir. Karmasik bir vektor demetinin projektivizasyonunun koho-
molojisini ifade eden agagidaki sonucun kanitinda ise karmagik projektif uzayin
kohomolojisini veren Fubini-Study formundan yararlanacagiz (bkz. Alt Unite
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2.38): E — M ranki k > 0 olan bir karmagik vektor demeti olsun. Bu
vektor demetinin her bir lifinin projektivizasyonunu alalim:

P(E)=E—{0} /u~Xu, AeC".

Bu durumda P : P(E) — M lifi CP*"! olan bir lif demetidir (bkz. Aligtir-
ma 10). E — M demetinin {izerine Hermityan bir i¢ ¢arpim koyarak demetin
yap1 fonksiyonlarimin U(k — 1) degerli oldugunu kabul edebiliriz. Dolayisiyla,
demetin bir U x CP*~! yerel carpimu iizerinde

i
wrs(p,[z0 210t 2p—1]) = 3 d01og||(z0, 21, » z1-1)|?

seklinde tanimlanan Fubini-Study formu tiim demet iizerinde kapali bir 2-form
verir. Bu formun kuvvetlerinin olugturdugu

{17 [WFS], R [wFS]k_l}

kiimesi her bir lifin kohomolojisinin bir tabanini verdigi i¢in Leray-Hirsch Teo-
remi’ni kullanarak agagidaki sonucu buluruz.

Sonug 5.3.8. H},p(P(E)) halkas: tabans
{Llwrsl,- -+, lwrs]*'} € Hpp(P(E))
alt kiimesi olan serbest bir H7,p(M)-modildiir.

5.3.4 Poincaré-Hopf Teoremi

Teorem 5.3.9 (Poincaré-Hopf). Tirevlenebilir yonlendirilebilir ve tikiz her
manifoldun Euler sayist Euler karakteristigine egittir.

Kanit : Gostermemiz gereken esitlik teget demetinin Euler sinifinin mani-
fold iizerindeki integralinin manifoldun Euler karakteristigine esit oldugudur:

X(M) = / e(TuM) .
M
Ik 6nce, sag taraftaki integrali bagka bir integral ile degistirecegiz. Asagidaki
fM—>MxM, x— (z,x),
fonksiyonu goriintiisli olan
A={(z,z) e M xM |ze M}
kogegenine bir difeomorfizmadir. Dolayisiyla,

Df, : T.M — T.A C T.(M x M)
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bir izomorfizmadir. Diger taraftan, eger v(A), A C M x M alt manifoldunun
normal demeti ise,

T.A = v(A), (v,v) = (v,—v)

fonksiyonu yine bir vektor demeti izomorfizmasidir. (Bunu gérmek i¢in M iize-
rine herhangi bir ¢ Riemann metrigi koyalim. Bu durumda, (g,g) ¢arpim
M x M iizerinde bir metrik verir. Simdi, kdgegenin her (v,v) teget vektoriiniin
normal demetin (w, —w) vektoriine dik oldugu kolayca goriiliir.) O halde, M
manifoldunun teget demeti icinde kendisi ile kesisimi A C M x M alt manifol-
dunun kendisi ile kesigimine egittir. Bagka bir deyisle, eger w € HpR(M x M)
smifi A C M x M alt manifoldunun Poincaré duali ise

[ e

olur. Simdi, w € HEp(M x M) smmfim hesaplayalim: Hp,p(M) vektor
uzaymnin bir {a;} tabamin alalim. Poincaré izomorfizmasini kullanarak aym
vektor uzayimn Oyle bir {b;} tabamm bulabiliriz ki, her 4,j icin

/ (li/\bjzéij
M

olur. Simdi ise m; : M x M — M, i = 1,2, koordinatlara izdiigiim fonksiyon-
lar1 olmak tizere, cebirsel topolojide kogegen yaklagimi olarak bilinen sonucu
kanitlayacagiz.
Iddia: Yukaridaki gosterimi kabul edersek

w =D (=1)H) wi(a) Am(b)

olur.
Iddianmin kamti: Kiinneth Teoremi’nden dolay1 bazi c¢;; gergel sayilar igin
w= iy (@) Am(b;)

oldugunu biliyoruz. Ayrica f: M — M x M koésegen difeomorfizmasi: olmak
izere,

/ w1 (b) A h(ar) = / £ (5 (b)) A w3 a))
A M

= / by A\ ag
M

— (_1)deg(ak) deg(b;) Skl
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egitligini elde ederiz. Diger taraftan w, A C M x M alt manifoldunun Poincaré
duali oldugundan

[ ams@) = [ wie)Ari@) nw
A MxM

= Z%’/ (71 (br) A m5(ag)) A (71 (ai) A m3(by))
M x M
— Zcij (_1)deg(ai) (deg(ay)+deg(br))

/ (w3 (i) A (0) A (w3 (ax) A T3(D;))
MxM

— Zcij (—1)des(a:) (deg(ar)+deg(br))

/ 7y (a; Aby) Ay (ak A bj)
MxM

= ZCU (—1)deslas) (deglar)+deg(®) s, 5,

= o (_1)deg(az) (deg(ay)+deg(br))

buluruz. Son olarak, bu iki sonucu karsilagtirarak
cij = (=1)1s,;
elde ederiz ve boylece iddianin kaniti tamamlanir.

Simdi teoremin kanitini bitirebiliriz:

/M e(Tu\M) = /Aw
_ A(Z(_Ddegmi) 7i(ai) A (b))
_ Z(_l)deg(ai) / (7 (a;) A m5(bi))

M

= Z(_l)deg(ai)/ a; N\ b;

M

= Z(_l)deg(ai)

= x(M).
O
Bu teoremi kullanarak 6rtii uzaylarimin Euler karakteristiklerine dair agagidaki
sonucu kanitlayabiliriz.

Sonug 5.3.10. f: M — N tkiz baglantsls manifoldlarin mertebesi k pozitif
tam sayist olan bir 6rtd uzays izdisimi olsun. Bu durumda manifoldlarin Euler
karakteristikleri arasinda x(M) =k x(N) esitligi vardur.
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Kanat : Yukandaki teoremden dolayr e(T.M) = k e(TwN) oldugunu
gostermek yeterlidir. 7 : T, N — N teget demeti izdiigiim fonksiyonu olmak
lzere

FHATN) = A{(p,w) € M X T.N | f(p) = m(w)} — M

teget demetinin geri cekmesini diigiinelim. Ortii uzay1 izdiisiimii yerel bir di-
feomorfizma, oldugundan

¢ : M — fX(T.N), (p,v) = (p, Dfp(v)),

vektor demeti fonksiyonu bir izomorfizmadir, ¢iinkii her (p,v) € TuM i¢in,
m(Dfp(v)) = f(p)dir ve Df, : TyM — Ty N bir vektdr uzayr izomorfiz-
magidir. Simdi, eger s : N — T, N sifir kesitini capraz kesen bir kesit ise,
S: M — f*(TuN) = T.M, p— (p,s(f(p))) yine sifir kesitine ¢apraz olan bir
kesit verir. f: M — N derecesi k olan yerel bir difeomorfizma oldugundan,
s kesitinin her bir sifirina karsihk s kesitinin tam olarak k tane aymi isarete
sahip sifir1 olacaktir. Son olarak, manifoldlarin Euler sayilart bu kesitlerin si-

firlariin igaretli toplami oldugundan e(TuM) = k e(T.N) oldugunu goriiriiz.
O

Uyar1 6.1.9.2 bu sonucun bir genellemesini verir.

Uyar1 5.3.11. Sonlu bir G grubu tirevlenebilir bir M manifoldu dizerine
difeomorfizmalar yardimayla serbest olarak etki ediyorsa f: M — M/G = N
bolim uzayr aslinda mertebesi k = |G| olan bir értd uzayr olur. Bu durumda
X(M) =k x(N) olacagindan x(M) tam saypisinan k = |G| ile bolinebildigini
goririz. Bunun bir sonucu olarak ¢ift boyutlu bir kiire tizerinde serbest etkisi
olan tek grubun iki elemanl grup olduju sonucuna varirz, ¢inki x(S*") =
2°dir (Zo grubunun kire tzerindeki p— —p ters kutupsal etkisi serbest bir
etkidir).

Bir baska carpict ornek daha verelim: Tirevlenebilir tikiz bir M manifol-
dunun serbest bir S (cember) etkisine sahip oldugunu kabul edelim. Her sonlu
devirli grup ¢emberin bir alt grubu oldugundan manifoldun Euler karakteristigi
tim pozitif tam sayilara kalansiz bolinebilmelidir. Bu ise ancak x(M) = 0
olmasi halinde mumkiindir. Bu gozlemin bir sonucu olarak sunu séyleyebiliriz:
Her pozitif boyutlu tikiz Lie grubu cembere homeomorfik bir alt grup icerir ve
dolaysiyla bu Lie grup iizerinde serbest etki eden bir cember vardir. O halde,
pozitif boyutly her tikiz Lie grubunun Euler karaokteristigi syfirdur.

5.3.5 Lefschetz Sabit Nokta Teoremi

Tiirevlenebilir tikiz bir M manifoldunun tirevlenebilir f: M — M fonksiyo-
nunu ele alalim. Bu fonksiyonu homotopi sinifi i¢inde degistirerek 137 : M —
M , p+— p birim déniigiimiine dik hale getirelim. Bu durumda, f fonksiyo-
nun sabit noktalari, M x M i¢inde A C M x M kogegeniile f: M — M
fonksiyonun

Ly={(p,f(p)) EM x M |pe M}
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grafiginin dik kesigim noktalarina karsilik gelecektir. Bu nedenle, f’nin sabit
noktalarinin igaretli sayisi sonlu f M 1, sayist olarak tammlanabilir. Bu
saylyr Ay ile gosterelim. Ashnda f: M — M fonksiyonunun homotopi smifi
ile belirlenen igaretli sabit nokta sayisi bu fonksiyonun kohomoloji seviyesinde
verdigi homomorfizma yardimiyla da hesaplanabilir: Teorem 5.3.9’{in kanitinin
bir sonucu olarak agagidaki teoremi elde ederiz. Teoremin ifadesindeki T'r(f*)
terimi kohomoloji diizeyinde tanimlanan f* dogrusal homomorfizmaginin izini
gostermektedir.

Teorem 5.3.12.

Ap=Y (“D)FTr(f*: Hpp(M) = Hpp(M))
k

Kanit : Teorem 5.3.9%iin gosterimini kullanmaya devam edecegiz.
w= Y (=1) ) xi(a) A3

kosegenin Poincaré duali ve ¢: M — M x M , p— (p, f(p)), olmak iizere

Ff M A= (71)dimMA M Ff — (71)dimM W= (1)dimM/ ¢*(w)
Ly M

sayisinin- Ay’ye esit oldugunu gostermek teoremin kanitini bitirecektir.
Frb) = X b
J

olmak tizere

Y DR Tr(f* s Hpp(M) — Hpp(M)) =Y (=1)%#" Xy
k %

oldugu agiktir. O halde dogrudan hesap yaparak,



Vektor Demetleri ve Poincaré-Hopf Teoremi 283

(I [ ) = Sy | g ) Ari)

= S0 [ i) n o (m300)

p M

_ Z(_l)deg(bi)/ 17\/[((%)/\]”(1)@)

i M

= Z(—l)deg(bi)/ ai A f* (i)

y M

= Z(—l)deg(bi)/ a; N\ >\ij bj

ij M

- %:(_1)0‘%(’70 Aij /M a; A b
= Z(—l)deg(bi) Aij 0ij
= Azf.

elde edilir ve boylece kanit tamamlanir. O

Ornek 5.3.13. M Euler karakteristigi sifir olmayan bir tikiz manifold olsun.
Bu durumda manifoldun dzdeslik fonksiyonuna homotopik olan her fonksiyonun
en az |x(M)| tane sabit noktasi olacaktur.

5.3.6 Riemann-Hurwitz Teoremi

Bu iiniteyi tikiz Riemann yiizeylerinin arasindaki analitik fonksiyonlarin yi-
zeylerin topolojik degigmezleriyle nasil etkilestigini gdsteren Riemann-Hurwitz
Teoremi ve tikiz Riemann yiizeylerinin otomorfizma gruplarinin eleman sayi-
larini sinirlayan Hurwitz Teoremi ile bitirecegiz. Ilk énce analitik fonksiyonlara
dair bir gozlemde bulunacagiz: f:U — V, 0 € UNV C C, agk kiimeleri
arasinda  f(0) = 0 kosulunu saglayan, sabit olmayan bir analitik fonksiyon
olsun. Fonksiyonun z = 0 noktasindaki sifirnin derecesi d > 1 olsun. Bu
durumda
f(Z) :ad2d+...+anzn+... ,

olacak gekilde a, € C, aq # 0, sayilari vardir. Diger taraftan,
g(z) =aqg+-+an" 4,

analitik fonksiyonu g¢(0) # 0 kogulunu sagladigy i¢in bu fonksiyonu, sifirin
etrafindaki daha kiigiik bir agik kiime iizerinde, bir h(z) analitik fonksiyonu
icin, g(z) = e™*) geklinde yazabiliriz. O halde,

h(z) d

f(z) =(ze7)
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olur. Elde edilen bu d sayisina fonksiyonun bu noktadaki ramifikasyon endeksi
denir ve eq ile gosterilir. Ashnda bu say1 fonksiyonun z = 0 noktasindaki
degy(f) yerel derecesidir. Burada w = z " fonksiyonu analitik bir izomor-
fizma oldugundan su sonuca variriz: Her analitik fonksiyon, yerel olarak uygun
bir analitik koordinat déniisiimii altinda, w + z — w? geklinde ifade edilebilir.
Ramifikasyon endeksinin birden biiyiik oldugu noktalarin izole noktalar olacagi
agiktir. Dolayisiyla, ¢ : %1 — 3o iki tikiz Riemann uzay: arasinda analitik bir
doniiglim ise, bu déniisiim sonlu nokta diginda yerel bir izomorfizmadir. Bagka
bir deyigle, dyle bir R = {p1,---,px} C X2 sonlu nokta kiimesi vardir ki,
¢:31 — ¢ 1 (R) — Yo — R bir 6rtii uzayidir. Simdi bir p € R noktast alalm
ve bu noktanin ters gériintiisi {q1,---,¢-} = ¢ *(p) olsun. Sectigimiz bu p
noktasinin etrafindaki kiiciik bir acik kiimede desteklenen bir hacim formunu
yukar1 ¢ekerek integralini alalim. Fonksiyonun yerel ifadesi z +— 2% geklinde
olacagindan

N=degg =y deg(d)g, =) eq
i=1 1=1

elde ederiz.

Simdi ¥, Riemann yiizeyi iizerinde bir X vektoér alani alalim, &yle
ki, izole noktalardan olugan sifirlar1 (vektor alam teget demetin sifir kesiti ile
capraz kesigsin) R kiimesini icersin ve bu kiimenin her noktasindaki endeksi
+1 olsun. Istenilen vektor alamm su sekilde kurabiliriz. Ilk énce her p € R
noktasi etrafinda bu noktayr merkez kabul eden ve birbirinden ayrik (z,y)
koordinat sistemleri secelim. Ayrica, koordinat sistemlerinin yonii Riemann
ylizeyinin karmasik yonii ile ayni olsun. Her bir koordinat sisteminin icinde
tanimlanan

(z,y) = (1= (2° +y*)(z,y)

vektdr alanint birim yuvarin diginda tamamen sifir olacak gekilde tiim Riemann
yiizeyine genigletelim (bkz. Sekil 5.4). Elde ettigimiz bu vektor alanlarinin top-
lamin1 R kiimesinin kiiciik bir komsulugu diginda hafifce oynatarak teget deme-
tin sifir kesitine dik hale getirelim. Bu vektor alani her bir p € R noktasinda
istedigimiz Ozelliklere sahiptir. O halde, aradigimiz vektér alanini elde etmig
olduk. ¢ : X1 — ¢ }(R) — Xo— R fonksiyonu yerel difoemorfizma oldugundan,
her ¢ € 31 — ¢~ }(R) noktasinda quq()z(q)) = X(¢(q)) kosulunu saglayan
bir
XS = ¢ H(R) = Tu(%1 - ¢~ (R))

vektor alami vardir. Ayrica X vektoér alaninin Yo — R icinde kalan her
sifirina, kargilik X alammin ¥ — ¢~ 1(R) icinde aymi isarete sahip tam olarak
N = deg(¢) adet sifir1 vardir. Simdi de X alamnm tiim Riemann yiizeyine
genisletilebilecegini gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir ¢ € ¢~'(R) noktas
alalim. Fonksiyonun yerel ifadesinin 2z + w = 2¢ geklinde ve X vektor
alanin da, bu koordinat sisteminde, X (w) = w ile verildigini kabul edebiliriz
(bu noktalarda endeksi +1 olarak se¢mistik). O halde, z # 0, oldugu
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Sekil 5.4: Birim disk tizerinde tamamb (z,y) — (1 — (22 + y?))(x,y) vektér alam

durumda, X(z) = z/d oldugunu gériiriiz, ¢iinkii z — 2% fonksiyonun teget
uzayda verdigi dogrusal fonksiyon

D¢, : T.C — T,aC , (z,v) — (2%, dz%"tv)
ile verilir. Simdi her iki vektor alaninin sifirlarinin endekslerini sayarak

X(E1) = [¢7(R)| = deg(¢) (x(32) — |RI)

denklemini elde ederiz. Bu sonug agagidaki haliyle Riemann-Hurwitz Teoremi
olarak bilinir:

Teorem 5.3.14 (Riemann-Hurwitz Teoremi). ¢ : X1 — Xo ki tekiz Riemann
ytizeyt arasinda analitik bir dondgiim olsun. Bu durumda,

X(£1) = deg(¢) x(52) = Y (eg—1)

g€
esitligi her zaman dogrudur.

Simdi de bu teoremin bir sonucu olarak Hurwitz’in bir bagka teoremini
verecegiz.

Teorem 5.3.15 (Hurwitz Teoremi). ¥4, g > 2, tikiz bir Riemann yiizeyi ve
G < Aut(X,) ylzeyin analitik otomorfizmalarinin sonlu bir alt grubu olsun.
Bu durumda grubun mertebesi |G| < 84(g — 1) esitsizligini saglar.

Kamit : Tikiz Y, yiizeyinin herhangi bir f: ¥, — ¥, homeomorfizmasi-
nin sonsuz tane sabit noktasi olsaydi bu sabit noktalarin bir p € ¥, yigilma
noktasi olurdu. Eger bu homeomorfizma aslinda bir analitik difeomorfizma ise
p € ¥, noktas: etrafinda alacagimiz karmagik bir komsuluk bize sifirlarimin
yigilma noktasi olan bir analitik fonksiyon verirdi (6rnegin ¢(z) = f(z) — 2
fonksiyonu). Bu ise f otomorfizmasimin bu komguluk {izerinde ve dolayisiyla
tiim yiizey iizerinde birim fonksiyon oldugunu gosterir. O halde, eger f € G
sonlu grubunun birim elemani diginda bir elemani ise f otomorfizmasinin
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ancak sonlu sayida sabit noktasi olabilir. Diger taraftan, G grubunun kendisi
de sonlu oldugundan 6yle bir sonlu C C ¥, kiimesi vardir ki, G grubu
¥y —C ack yiizeyi iizerinde serbest olarak etki eder. G grubunun C' kiimesi
tizerindeki etkisinin yoriingeleri Oi,---, 0, olsun. Grup her bir yériingeye
transitif etki ettigi icin G grubunun y6riingenin tiim noktalarindaki davranigi
benzer olacaktir. Bagka bir deyisle, eger bir f € G elemani, herhangi bir
p1 € O; noktasinin bir komsulugunda f(z) = 2* ile veriliyorsa, f fonksiyo-
nu bu yériingedeki tiim noktalarda ayni sekilde davranacaktir. Buradan ¥,/G
bo6liim uzayinin da bir tikiz karmagik tiirevlenebilir bir ylizey oldugunu goriiriiz
(bkz. Alistirma 13). Diyelim ki, ¥ = ¥,/G olsun. Bu durumda, yukaridaki
teoremden dolay1, N = |C|, C kiimesinin eleman sayis1 olmak iizere,

2—-29—N=|G| (2—-2h—n)

esitligini elde ederiz. Teoremin hipotezindeki g > 2 kogulundan dolay1 2—2h—
n # 0 oldugunu goriiriiz. Ayrica, k; = |G|/|O;], i =1,--- ,n, sayilan olarak
tanimlanirsa (yoriingedeki herhangi bir noktanin sabitleyicisinin mertebesi)
yukaridaki esitlikten

1
(h=1)+ 35, (1 = 1/ks)

elde edilir. Grubun bu yoriingedeki etkisi serbest olmadigindan k; > 2 olmali-
dir. Amacimiz G grubunun mertebesi i¢in bir iist sinir bulmak oldugundan,

Gl =2(9 - 1);

2h — 1) + Zn:a —1/k:)
=1

ifadesinin, h > 0 ve k; > 2, tam sayilar olmak lzere, alabilecegi en kiigiik
pozitif degeri bulmaliyiz. Eger n >4 ise bu deger (ancak h=0 ve n =14

olmasi durumunda)
gyl 1, 1,2 1
2 2 2 3 6
ve 0 <n <3 igin ise (ve yine ancak h =0 ve n =3 olmak iizere)

2+1+2+6_1
2 3 7T 42

olarak bulunur. Boylece ispat biter. O

Ornek 5.3.16. Karmasik projektif dizlemde dordinci dereceden
x3y + y3z +232=0

homojen polinomu cinsi

1
5 (-1E-2)=3
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olan bir Riemann yizeyi verir (bkz. Ornek 6.2.10). Klein Kuartik (Quartic)
olarak bilinen bu yiizeyin otomorfizmalar grubunun mertebesi 168°dir ve bu
sayr yukaridaki teoremde verilen tist ssnwrdwr. Ashnda bu otomorfizmalar gru-
bunun mertebest 168 olan tek basit grup oldugu bilinmektedir. Klein Kuartik,
hiperbolik geometriden cebirsel geometriye, sayilar teoresinden grup teoriye ve
karmagik analize kadar matematigin bir ok dalins ilgilendirmektedir (bkz. [18],
5.848).

5.4 Alistirmalar

1. Sonug 5.1.6'min kanitini tamamlayiniz.
2. Onerme 5.2.1’in kanitini tamamlayiniz.

3. Aralarinda asal herhangi iki p ve ¢ tam sayilan icin 7? = R2/Z?
torusu lizerinde
t— (tp,tq), t € R,

ile parametrize edilen C),, alt manifoldunu diigiinelim. Torusun diizle-
min standart yonlendirmesiyle ve Cp, alt manifoldunun da yukarida
verilen parametrizasyonu ile yonlendirildigini kabul edelim. Bu gekilde
verilen Cp, 4, ve Cp, 4, alt manifoldlarinin kesigim sayisini hesaplayi-
niz.

4. Mayer-Vietoris dizisini kullanarak cinsi ¢ olan yonlendirilebilir ylizeyin
kohomoloji cebirini hesaplayiniz (bkz. Ornek 5.2.11.1).

5. Projektif karmagik diizlemin homojen bir f(zo, 21, 22) € C[20, 21, 22| po-
linomunun sifir1 olarak tanmimlanan

Cr = {[70, 21, 22] € CP? | f(z0,21,22) = 0}

alt kiimesini diigiinelim. Eger 0 € C noktas: f : C? — C fonksiyonun bir
diizgiin degeri ise bu alt kiimenin bir alt manifold oldugunu gosteriniz.

6. Teorem 5.3.3’nin kanitinda kullanilan dikey tikiz destekli kohomoloji di-
zisinin varhigini kamitlayiniz.

7. Teorem 5.3.4’tin kanitinin birinci adiminda verilen Mayer-Vietoris tam
iiggenini model alarak herhangi bir

o= Ay = B, —Ch— Aprr — -
tam dizisini agagidaki gekilde oldugu gibi bir tam {i¢gen olarak yazabiliriz.
A* =dpA,

/ pN



288

Kesisim Teorisi

cC*=e,C,+— B*=9,B,

Bu iiggenin tam oldugunu gosteriniz. Bagka bir deyisle, her bir homomor-
fizmanin ¢ekirdeginin bir 6nceki homomorfizmanin gériintiisii oldugunu
gosteriniz.

Bu aligtirmada sayfa 114’da

Wgn-1 n—1/mn
B )

ve sayfa 214’de

_ fdg—gdf

1/a3
Tar (e ST

WK

seklinde tanimladigimiz gegisme formlarinin arasindaki iligkiyi ortaya ci-
kartacagiz. Ik 6nce wogre formunun HJy ' (R™ —{0}) = R kohomoloji
grubunun iireteci oldugunu hatirlayalim.

Orijinin agagidaki tiirevlenebilir
F RN SR = (21, -, @nan) = (1), fo(x)), € R¥TF

fonksiyonunun bir diizgiin degeri oldugunu kabul edelim ve bu diizgiin
degerin  F~1(0) ters goriintiisii olan manifoldu K* ile gosterelim. Bu
durumda wp grn = F*(worn) € QP 1(R¥" — K) kapal formu

1 i p dfi A Adfioy Adfiga - Adfy

ile verilir ve 4. Unite’de oldugu gibi K C R**" alt manifoldunun gecisme
formu olarak adlandirilir. Agagidaki ifadeleri kanitlayiniz.

(a) Bu aligtirmanin baginda bahsettigimiz 1-form

dg—gd
WK = 72]; (ngfg2f> EQl(SS—K),

F:R® = R? (2,9,2) = (f(z,v,2),9(z,y,2)) fonksiyonu olmak
iizere F*(wpgz) formuna esittir.

(b) L' c RF™ — K tikiz yonlendirilebilir alt manifold ve n > 1
olsun. Eger L manifoldunu i¢ K manifoldunu ise dig bélgesin-
de barmndiran bir S"*tF=1  kiiresi varsa (K, L) sayis sifirdir.
Bunu gostermek icin L alt manifoldunu S"*=! kiiresi icinde
bir ¢ : L x [0,1] — S"**=!1 homotopisi ile kiirenin merkezine
sikigtiralim. Homotopinin gémme fonksiyonu olmayan diger ucu sa-
bit fonksiyon oldugundan Stokes Teoremi kaniti tamamlar. n > 1
kabuliinii nerede kullandik?
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()

L yine tikiz yonlendirilebilir ve pozitif boyutlu olmak iizere

/ WKJRIC-HL
L

integralinin bir tam say1 oldugunu gdsteriniz. Bu say1 gecigme sayisi
olarak adlandirlir ve [(K, L) ile gosterilir. Bunu gostermek igin
yine bir ¢ : L x [0,1] — R*™ — K homotopisi alalim, dyle ki
¢(x,0) fonksiyonu L alt manifoldunun gémme fonksiyonu olsun ve
homotopinin diger ucu, ¢(L,1), K alt manifoldunu diginda birakan
bir S™"*t#~1 kiiresinin icinde kalsin. Boyle bir kiirenin varhgim K =
F~1(0) alt manifoldunun kapal olmasindan sdyleyebiliyoruz. Yine
aym nedenden ¢ homotopisini uglarini hig degistirmeden K ile
capraz kesigecek gekilde hafifce oynatabiliriz. O halde, homotopinin
goriintiisii K ile uglarimin diginda kalan sonlu noktada kesigecektir.
Her bir kesisim noktasi gecigme sayisini 41 ile degistirecektir.
Homotopinin ¢(L,1) ucu bir kiirenin i¢inde kaldigindan bir énceki
béliimden dolay1 kanit tamamlanir.

K* ve L™ ! gecisme formlarn tammh tikiz alt manifoldlar ise
asagidaki esitlik dogrudur.

/ UJKJRkJrn - Zl:/ wL,Rk+"
L K

K = {0} C R alt manifoldunun gegisme formu

T
w = —
K 2]

fonksiyonudur (0-formudur). S® = {-17,17} = 9[—1,1] siur ma-
nifoldunu araliktan aldigi yonlendirme ile diigiinerek |, g0 Wort =1
oldugunu gosteriniz. Diger taraftan, L = {17} C R yonlendirilmis
alt manifoldu tizerindeki | ; Wor! = 1/2 integrali bir tam say1 degil-
dir. Neden? K = 0[a,b], ab# 0 olmak iizere, [, wog: integralini
hesaplayiniz.

K = 8% c R alt manifoldunun gecisme formunun

2 -1

fonksiyonu oldugunu gosteriniz. Bu formun ¢esitli sifir boyutlu yon-
lendirilmig tikiz L C R alt manifoldlar tizerinde integralini hesap-
layiniz ve buldugunuz sonuclar: yorumlayiniz.

9. Teorem 5.3.471in kanitinin {i¢iincii adimindaki F' manifoldunun kohomo-
lojisinin sonlu boyutlu olmamasi durumunda dogru olmayacagini goste-
riniz: ' agagida resmi verilen ve cinsi sonsuz olan yiizey ve P =R x F
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10.

11.

12.

13.

Sekil 5.6: Yiizey tizerindeki Zo-grup et-
kisi
kutupsal fonksiyonu ile verilsin; bu du-

Kesisim Teorisi

agikar demet olsun. O halde, {U; = (i — 1,7 + 1)} sonsuz ailesi olmak
lizere w =Y ,.; Ha, kohomoloji smift {pia,, my, | i € N} C HJ,p(P) kii-
mesinin gerdigi R ~ H7},,(M)-modiiliiniin bir eleman1 degildir. Neden?
(Burada py, ile L C F' alt manifoldunun Poincaré dualini gésteriyoruz.)

Sekil 5.5: Cinsi sonsuz olan yiizey

E — M ranki k> 0 olan bir karmagik vektér demeti olsun. Bu vektor
demetinin her bir lifinin projektivizasyonunu alarak elde edilen

P(E)=E—-{0} Ju~Au, AeC*

boliim uzaymmm, lifi CP*' olan bir P : P(E) — M lif demeti ol-
dugunu gosteriniz. Bu demetin gecig fonksiyonlan ile karmagik vektor
demetininkileri kargilagtiriniz.

Ornek 5.3.2.3'de ifade edilen iddiay1 kanitlayiniz. Diger taraftan, eger
(1, Zn, Y1, ,Yn) fonksiyonlarimin vermis oldugu yonlendirme ye-
rine (z1,y1, "+ ,%n,Yn) fonksiyonlarimn verdigi yonlendirmeyi alsaydik
gercel projektif diizlemin Euler sayisimn e(RP?) = 1 yerine —1 ola-
cagini gozlemleyiniz. Bu nedenle teget demeti {izerindeki ‘dogru’ yonlen-
dirmenin (z1, -+ ,Zp, Y1, - ,Yn) fonksiyonlarimin verdigi yonlendirme
oldugu sonucuna variyoruz.

Cinsi en az iki olan bir yiizey alalim. Bu yiizeyi agagidaki gekilde verilen
Zo-grup etkisine bélersek yonlendirilemeyen bir yiizey elde ederiz. Bu
yiizeyin Euler sayisimin da negatif oldugunu gosteriniz (Sekil 5.6).

Teorem 5.3.15%in kanitinin ilk kismini kullanarak, tikiz bir Riemann yii-
zeyinin sonlu bir analitik otomorfizma grubuna boliimiiniin de tikiz bir
Riemann yiizeyi oldugunu gosteriniz.

¢(x7yaz) = (_x7_y,_2) ters

rumda bolim wzayr cinsi 29 + 1 olan Py=(=xy,-7)

yonlendirilemeyen yilizey olur.
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14.

15.

16.

Fermat egrisi olarak bilinen ve karmagik projektif diizlem icinde zgy +
2} £z =0 (n > 4) denklemiyle tanimlanan yiizeyin tiim karmasik ana-
litik otomorfizmalarini bulunuz. Karmasik egrinin (Riemann yiizeyinin)
derecesinin n < 3 oldugu durumlarda otomorfizma grubu sonlu olur mu?
Bu yiizeylerin yonii korumayan gercel analitik otomorfizmalar1 var mi-
dir? Bu yiizeyleri elde ettiginiz otomorfizma gruplarina bdliince ne elde
ederiz (n > 4)7

Unite 2, Aligtirma 24’de iddia edilen asagidaki ifadeyi kanitlayimiz: Kar-
masik projektif uzay CP™’'nin karmagik boyutu m olan bir M™ C CP"
karmagik alt manifoldunu alahm. Bu durumda, wpg karmagik projektif
uzay iizerindeki Fubini-Study formu olmak {izere

integrali pozitif bir tam sayidir.

Bu alistirmada gercel projektif diizlemin R? icine gomiilemeyecegini
kanitlayacagiz. Verecegimiz kanit [3] numaral referanstan esinlenilerek
elde edilmistir. Yiizeylerin R3 icine daldirmalar ile ilgili daha kapsaml
bir okuma icin bu makaleye bakabilirsiniz. Tlk énce gercel projektif diiz-
lemin R? icine gdmiildiigini kabul edelim ve bu gomiilmiis RP? C R3
gercel projektif diizlemin icindeki

RP! = {[zg: 21 :0] | [zo: 1 : 0] € RP?}

gercel projektif dogrusunu ele alalim. Ornek 5.2.4’te RP! alt manifoldu-
nun RP? icindeki kendisi ile kesisiminin 1 € Zy oldugunu gormiistiik.
Aslinda RP! alt manifoldunun RP? icindeki tiip komsulugunun Mo-
bius Seridi oldugu gosterilebilir. Bu M&bius Seridi’ni MB ile gésterelim.
Diger taraftan, hem RP!' hem de R>® manifoldlar yonlendirilebilir
olduklari icin RP! alt manifoldunun R3 icindeki N tiip komsulugu
RP! iizerinde yonlendirilmis bir disk demeti olarak goriilebilir:

D?> - N —» RP!.

Tiip komsulugu yeterince kiiciik secersek M B = RP2NN olacaktir. Disk
demeti igindeki diskleri yonlendirmelerini kullanarak 90° déndiirelim.
Bu dondiirme igleminin sonucunda M B alt manifoldunun goriintiisii bir
bagka, diyelim ki M B’ olsun, Mébius Seridi’dir ve. M B’ "RP? = RP!
alt manifoldudur. Simdi MB’ icinde RP! ile tek noktada capraz
kesisen bir C' cemberi alahm. O halde, R® manifoldunun C' ve RP?
alt manifoldlari bu tek noktada ¢apraz kesigirler. Bagka bir deyigle, bu iki
alt manifoldun Zy kesigim sayisi birdir. Fakat her iki alt manifold da tikiz
oldugu icin bunlardan birini herhangi bir vektér boyunca yeterince uzak
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(b) MB Mdbius Seridi’nin  90°
dondiirilmesiyle elde edilen M B’

(a) RP? igindeki RP’in komsu- ve onun icinde RP' ve RP?%i
lugu olan MB Mdbius Seridi. tek noktada kesen C' egrisi.
Sekil 5.7

17.

bir yere otelersek bu iki manifold kesismeyecektir ve dolayisiyla kesigim
say1si aslinda bir degil, sifirdir. Bu ¢eligki kanit1 tamamlar. Kanitin (eksik
buldugunuz muhtemel) detaylar: okuyucuya birakilmigtir.

Aym kanit Mobius Seridi’ni igeren iki boyutlu tikiz manifoldlarin, bagka
bir deyisle yonlendirilemeyen tikiz yiizeylerin, R? icine gémiilemeyecegi-
ni gosterir. Ozel durumda Klein Sigesi’de R3’e gomiilemez.

Acikca goriildiigii iizere RP? ve RP? xR 3-boyutlu manifoldlar gercel
projektif diizlemi bir alt manifold olarak kabul ederler ve dolayisiyla yu-
karidaki kamtta R3 yerine bu iki manifolddan birini koyamayiz. Neden?

Son olarak, S ve RP® manifoldlarimn difeomorfik olmadigini kanitla-
yiniz.

Sayfa 233’te ayni boyuta sahip yonlendirilmig manifoldlar arasindaki
fonksiyonlar i¢in tamimlanan tam say: degerli derecenin 6zelliklerini ver-
migtik. Bu aligtirmada ise bu sonuclar1 yonlendirilemeyen manifoldlara
genigletecegiz. f: M — N n-boyutlu baglantili tikiz tiirevlenebilir ma-
nifoldlarin fonksiyonu olsun. N manifoldu i¢inde alinan herhangi bir p
noktasini sifir boyutlu bir alt manifold olarak alarak bu fonksiyonun mod
2 derecesini fonksiyvonun bu alt manifold ile Mod 2 kesigim sayisi ola-
rak tanimlayalim: degy(f) = Int(f(M),p) (Mod 2) (bkz. Sonug 5.2.2).
Agagidaki iddialart kanitlayiniz.

(a) Homotopiler fonksiyonlarin Mod 2 derecesini korur. Dolayisiyla, eger
h: M — M birim fonksiyona homotopik ise degy(h) =1 olur.

(b) degy(go f) = degy(f) degy(g)
(c) Eger f orten degilse degy(f) = 0’dur.
(d) Eger f: M — N yonlendirilmig manifoldlarin bir fonksiyonu ise,
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18.

bu fonksiyonun tam say1 degerli derecesi ile Mod 2 degerli derecesi
Mod 2’de birbirine denktir: degy(f) = deg(f) (Mod 2).

Bu ve sonraki iki ahigtirmada Arf degigmezini ve bir topolojik uygulamasi-
n1 verecegiz. Arf degigsmezini Dye’'nin makalesini takip ederek sunacagiz
(bkz. [11]). Aslhinda Dye’nin makalesini de basitlegtirecegiz. Dye karakte-
ristigi iki olan herhangi bir miikemmel (perfect) cisim iizerinde ¢aligirken
biz kendimizi sadece iki elemanli Fs cismine kisitlayacagiz.

(a)

Tki elemanh Fy cismi fizerinde boyutu cift say1 olan bir V' vektor
uzay: alahm. Eger @) : V' — Fy bir kuadratik form (derecesi iki olan
bir homojen polinom fonksiyon) ise bu form yardimiyla agagidaki
seklide tanimlanan

B:V xV —=Fy, B(u,v) =Q(u+v) + Q(u) + Q(v), u,v €V,

fonksiyon (ters) simetrik ve bilineerdir, gosteriniz. (Cismin karak-
teristigi iki degil ise B(u,v) bu ifadenin yarisi olarak tanimlanir.
Ornegin bkz. s. 345.) Bu form hem simetrik hem de ters simetriktir.
Ayrica bilineer form yozlagmamig ise (dejenere degilse) kuadratik
forma da yozlagmamig diyecegiz.

Eger bilineer form yozlagmamig ise, V uzaymn &yle bir [ =
{e1, f1,- -+ ,en, fn} tabam vardir ki, her 7,5 =1--- n, icin

B(ei,ej) = B(fl, fj) =0 ve B(ei,fj) = 51‘]‘

olur. Bu 6zellige sahip tabana bilineer formun bir simplektik tabani
denir. Her yozlagmamig bilineer formun bir simplektik tabani ol-
dugunu gosteriniz. B bilineer formunu koruyan dogrusal déniigiim-
lere simplektik doniigimler denir:

S:V =V, B(u,v) = B(S(u),S()), her u,v € V igin.

Bir déniigiimiin simplektik olmasi i¢in yeter ve gerek kosul déniisii-
miin verilen bir (her) simplektik tabani yine bir simplektik taba-
na gotiirmesidir. Gosteriniz. Ayrica simplektik dontigiimler GL(V)
icinde bir alt grup olugturur.

Her w €V wvektori igin,
Ty: V=V, u— Ty(u) =u+ Blu,w) w, u eV,

ile tamimlanan dogrusal fonksiyona bir transveksiyon denir. Trans-
veksiyonlarin simplektik doniisiimler oldugunu gosteriniz. Bu aligtir-
manin geri kalaninda her simplektik doéniigiimiin transveksiyonlarin
sonlu bir ¢arpimi (bilegkesi) oldugunu gorecegiz. Bunu verilen her-
hangi bir diger simplektik tabani uygun transveksiyonlarla degisti-
rip B tabanim elde ederek yapacagiz.
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B’ bilineer formun bir bagka simplektik tabani olsun. Bu tabanin
her elemam ) . (ase; +b;fi), ai,b; € Fo = {0, 1}, seklinde olacaktur.
Bu tabanin i¢inde e; terimini igeren bir eleman vardir (neden?).
Bagka bir deyisle, a; = 1 olacak sekilde bir taban elemani var-
dir. Bu eleman i¢in ayn1 zamanda b; =1 ise [ tabanma T,
transveksiyonunu uygulayalim. T, (e1+ f1) = e1 olacag i¢in iginde
e1+ f1 toplami olan taban elemaninin goriintisii e; elemanini ice-
rip (a1 = 1) f1 elemanini igermeyen (b; = 0) bir eleman olacaktir.
Bu elemani w olarak adlandiralim.

Daha sonra elde ettigimiz taban (muhtemelen T, (8') tabani) icin-
den B(u,v) =1 olacak sekilde bir v taban elemani secelim (taban
simplektik oldugunu igin bu gekilde tek bir eleman vardir). Bu v
elemani 8 tabanina gore yazildiginda f; elemanini icermek zorun-
dadir. Eger v elemam ayni zamanda e;’i de igeriyorsa bu tabana
Te, o Ty, carpimim uygulayalim:

Ty, .,

el — e1+fi — N
Tf1 Teq

e1r+fi — el — e

oldugu igin {u,v} kiimesinin transveksiyonlar altindaki goriintii-
stiniin {e; + v/, fi + v’} kiimesi oldugunu kabul edebiliriz, 6yle ki,
u' ve v vektorleri ne e; ne de f; terimini icerirler. Ayrica,
B(u,v) =1 oldugu i¢in B(u/,v") =0 olmaldur.

Son olarak bu tabana
Te]_ @] T81+U/ o Tfl @] Tf1+ul
carpimini uygularsak elde edilen simplektik taban

{el,fl,u1,'l)1, o 7un—lvvn—1}

seklinde olur, 6yle ki hi¢cbir wu;,v; ne e; nede fi terimini igerir.

B formunun {uj,v1, - ,up—1,vp—1} kiimesinin gerdigi alt uza-
va kisitlamasi da simplektik olacaktir. Dolayisiyla, tiimevarim me-
toduyla, B’ tabanina sonlu tane transveksiyon uygulayarak (3 =
{e1, f1,-++ ,en, fn} tabamm elde ederiz.

Verilen herhangi bir simplektik tabani, bu tabana sonlu tane trans-
veksiyon uygulayarak [ tabanina doniigtiirme igleminin bir al-
goritmasi oldugunu gordiik. Dolayisiyla, sirali simplektik tabanlar
ile simplektik matrisler arasinda bire bir egleme olduguna gore veri-
len herhangi bir simplektik matrisi transveksiyonlarin sonlu ¢arpimi
seklinde yazmanin bir algoritmasini yazabiliriz.

Su ifadeleri kanitlayimniz: Her transveksiyonun karesi birim doénii-
gimdiir. Sifirdan farkli her vektorii elemani olarak kabul eden bir
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simplektik taban vardir. Dolayisiyla, tiim transveksiyonlar, simp-
lektik grup icinde, birbirine egleniktir. Simplektik grubun herhangi
bir transveksiyon iceren tek normal alt grubu kendisidir. Bu grubun
yvapisit hakkinda neler sdyleyebilirsiniz? Kiicilik bir iiretec listesi nasil
kurulabilir?

19. Bir 6nceki aligtirmanin gosterimi kullanarak devam edelim. @ : V — Fy
yozlagmamig kuadratik formunun Arf degismezi B :V xV — Fy formu
yardimiyla su gekilde tammlamr: 8 = {e1, f1, -+ ,en, fn} kilmesi B i¢in
simplektik bir taban olmak iizere

AWQiZQwQW-

(a) Ilk 6nce degismezin iyi tamml oldugunu gérelim. Bunun icin B
formunun bir bagka 8 = {uj,v1, - ,un, vy} simplektik tabanim
alalim. Bu durumda,

ZQ& (f) = Qw) Qv)

esitligini kanitlamaliyiz. Bir onceki aligtirmadan dolay1 bazi1 ¢ € V
icin ' = T,(8) oldugunu kabul edebiliriz. Bagka bir deyisle, her
1=1,---,n icin,

u; = Ty(e;) = e; + Blei,q) ¢ ve vy =Ty(fi) = fi + B(fi,q) q

olur. O halde,
Q(wi) e; + B(ei, q) q)

e;) + Q(B(ei, q) q) + Blei, B(ei, q) q)

i) + (B(ei, ) Qq) + (B(ei, )

ei) + (1+Q(q)) (Blei, q))?

®

Q(
Q(
Q(
Q(

ve ayni sekilde Q(v;) = Q(f;) + (1 +Q(q)) (B(fi,q))? elde ederiz.
Dolaysiyla, eger Q(q) = 1 ise bu adimin kaniti tamamlanir. O

halde, Q(q) =0 oldugunu kabul edelim. Eger ¢ =), (aie; + b; f;)
ise Qu;) = Qe;) +b? ve Q(vi) = Q(fi) +a? olarak hesaplanir.
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Buradan dogrudan hesap yaparak,

Z O0(w) Qu) = 2} (@) + 1) (QUfi) +a?)
_ ﬁ; Qe)Q(fi) + a7Q(es) + b7Q(fi) + agb?
- Zl Qe)QUf) + a2Qer) + BEQUS) + aid
_ Z Qe)QU) + Qares + bf)
- Z Q(ei)Q(fz-)Jij; Qlasei + bif)

ve son olarak >, Q(aiei+b;fi) = Q(q) =0 oldugunu kullanarak
degigmezin iyi tamimli oldugunu gdstermis oluruz.

Simdi de Arf degigmezinin denk kuadratik formlar igin aym kaldigim
gorelim: Q1 ve Q2 ayni V vektdr uzay: {izerinde iki denk form
olsun. Dolayisiyla, ¢yle bir L : V — V dogrusal izomorfizmasi
vardir ki, her v € igin Q2(v) = Q1(L(v)) esitligi saglanir. Bu
durumda bu iki forma kargilik gelen simplektik formlar igin

Bs(u,v) = Bi1(L(u), L(v)) , u,v €'V,

esitligi saglanir. Dolayisiyla, eger 5 = {ey, f1, - ,en, fn} DBi icin
bir simplektik taban ise

B'=L7YB) ={L " (e1), L7 (f1), -, L (en), L7 (fa)}

kiimesi de B igin bir simplektik taban olugturur. O halde,
Arf(Q2) = > Qa(LM(es) Qa(L7'(f:))
i=1
= > QuLL™N(e) QuILTN (i)
i=1

= Z Q1(e;) Q1(fi)

i=1

= Arf(Q1)

Yukarida verdigimiz sonucun tersi de dogrudur: V' vektdér uzayi
iizerinde verilen ve Arf degismezleri ayni olan Q1 ve Qo kuadratik
formlarimin denk olduklarinin gosterilmesini size birakiyoruz.
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20. Bu aligtirmada adimlar halinde diigiimler icin Arf degigmezini tanim-
layacagiz. Ilk adim yiizeylerin birinci tekil homolojisinin alternatif bir
tanimini vermek olacak. Daha sonra ii¢c boyutlu Oklit uzayimnda verilen
bir diigiimiin herhangi bir Seifert ylizeyinin Arf degigmezini tamimlaya-
cagiz. Son olarak da bu degigmezin Seifert yilizeyinden bagimsiz oldugunu
ve dolayisiyla sadece diiglim tarafindan belirlendigini gosterecegiz.

(a) S =3%,1 CR3 cinsi g ve bir sinir bilegeni olan yénlendirilebilir
yiizey olsun. Ornek 5.2.11°den dolayr a; ve f;, i = 1,---,g,
alt manifoldlarinin Poincaré dualleri a; = D(ay), ve b; = D(5;),
olmak iizere birinci kohomoloji vektér uzayimin

Hhp(S) =< ai,b; |i=1,---,g>

tabani ile verildigini biliyoruz. Bunun kaniti sinir1 olmayan yiizey-
den bir disk cikartilarak Mayer-Vietoris dizisi yardimiyla kolayca
yapilabilir.

Sekil 5.8: Ug boyutlu Oklit uzay: iginde dis normal vektor ile yonlendirilmis cinsi g
olan bir sinar bilesenli yizey. Int(cy, B;) = 65, 4,j=1,---,9.

Diizlemdeki S! birim cemberini saat yoniiniin tersi ile yonlen-
direlim ve L ile bu ¢emberden S yiizeyine giden tiim gémme
fonksiyonlarimin kiimesini gosterelim:

L={f:8"—= S| f bir gsmme fonksiyonudur.}.
Ayrica H ile tabami £ olan serbest degismeli grubunu gosterelim:
H=< > nifilm€Z, ficl, i=1--k 1<kel
i=1,k

‘H grubu iizerinde ~ denklik bagintisi gu gekilde tanimlansin:

§ n; fi ~ § m;g;
=1l

i=1,k
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(3
; (W) = ; * Lo(9).
i:;’km /Sl 1 (w) j:;%m] /S1 g](w), Yw € Hpp(S)

Simdi kesigim sayilart n; = Int(f,a;) ve m; = Int(g,[;) olan
herhangi bir f € £ gémme fonksiyonunun

E miog — 1B
=1,

g

elemanina denk oldugunu gosteriniz. Bu sonucu kullanarak H/ ~
bélim grubunun tabam {«a;,5; | ¢ =1,---,g} olan serbest degis-
meli grup oldugunu gosteriniz (H grubunun elemanlar: ile bu ele-
manlarin denklik simiflar igin ayni gosterimi kullaniyoruz). Ranki
2g olan H/ ~ boliim grubuna yiizeyin tam say1 katsayili birinci te-
kil homoloji grubu denir ve Hy(S,Z) ile gosterilir. Ayrica, ylizeyin
Zo katsayili birinci tekil homoloji grubu da

Hl(S7 Z2> = 21211(5; ZZ))

ile tamimlanan 2¢g boyutlu Zo vektor uzayidir.

H{(S,Z2) vektor uzaymin her elemamni temsil eden bir f € £
gomme fonksiyonu oldugunu gosteriniz.

Yukarida tanimladigimiz her iki homoloji grubu {izerinde kesigim
formu tanimlayabiliriz. Kesigim formu taban elemanlar icin

(aiaaj) =0= (/817/8]) ve (alaﬂj) = 51], her 1 < Z?] < g9, i(;in,

seklinde ve diger elemanlar icin de dogrusallik kullanilarak tanim-
lanir.

Simdi herhangi iki f,g € £ gtmmesi alahm. Eger bu elemanlarin
homoloji simflar sirasiyla hy ve hy ise

Int(f,g) = (hfv hg)

oldugunu gosteriniz. Dolayisiyla, f gdmme fonksiyonunun homoloji
sinifini da f ile gbstermek herhangi bir karisiklhiga yol agmayacaktir.

Yiizey iizerinde bir f € £, f : S' = S, gémme fonksiyonu
alalim. Fonksiyonu yiizeyin yonlendirmesini veren N vektor alani
boyunca iterek bir f: St — R3 gémme fonksiyonu elde ederiz. Itme
miktarini sifirdan biiyiik ama yeterince kiiciik segerek f(Sl) ns =
() olmasim saglayabiliriz. Bu fonksiyonun f(S 1y gériintiisiiniin

gecisme formunu Wy ile gosterelim.
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Simdi g € £ bir bagka gdmme fonksiyonu ise bu f ile g’nin

(F.o)= [wp= [ o)

gecisme sayisinin bir tam say1 oldugunu biliyoruz. Bu sayimin (mod
2) degerini yine [(f,g) ile gosterelim. Bu saymin fonksiyonlarin
homotopileri altinda degismedigini gésteriniz. Dolayisiyla, f ve g
fonksiyonlarinin ¢apraz kesigtigini kabul edebiliriz. Bu durumda

1(f,9) =13, f)+ Int(f,g) (mod 2),

oldugunu gosteriniz.

Simdi aym (mod 2) homoloji simfim temsil eden iki f,g € L
fonksiyonu icin  I(f,f) = 1(g,9) oldugunu gosteriniz. O halde,
Q : Hi(S,Z2) = Zo , Q(x) = l(z,z) fonksiyonu iyi tammhdir.
Eger = homoloji sinifin1 temsil eden gémiilmiig bir cemberi de x
ile gosterirsek Q(z) sayisi x egrisi boyunca yiizeyin kendi etrafinda
kag tur (mod 2) dondiigiinii gostermektedir.

Bu fonksiyonun her z,y € Hy(S,Zs)

Q(z +y) = Q(z) + Q(y) + Int(z,y)

esitligini sagladiginmi ve dolayisiyla bir kuadratik form oldugunu kanit-
layalim:

Qz+y) = /Hywxﬁ:y

- /OJ%—F/ x-‘ry
@ y
= / wx+1nt(:r—|—y,:c)+/ wy + Int(xz +y,y)
T4y

Wz

81

+/ wy+ Int(x +y,x +y)

+/ wy+0
e e
y y

= + Qy) + Int(z,y).

O halde, R? icinde verilen her tek sinir bilesenli yonlendirilmisg
yizeyin Arf degismezini Arf(Q) olarak tanimlayabiliriz.

Son olarak Arf(Q) degismezinin yiizeyin yonlendirmesinden ba-
gimsiz oldugunu gosteriniz (genelde [ (f, g) yonlendirmeden bagim-
s1z degildir!).
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(a) R® igine gomiilmiis tek simar bi- (b) «a1,B1,a2,B82  egrileri ylizeyin
legsenli yonlendirilebilir cinsi iki olan birinci homolojisinin simplektik bir
yiizey, ¥3. tabaniny verir,

(c) Yizeyin siniry olan K  digiminin Arf dejis-

mezi Arf(K) = Q(a1)Q(f1) + Q(a2)Q(f2) =
0-0+1-1=1 olur.

Sekil 5.9: Arf Degigmezi bir olan diigiim 6rnegi
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(d) Simdi de R? icinde verilen yonlendirilmis bir K diigiimiiniin
Arf degigsmezini tammlayalim (bkz. Sekil 5.9). Bunun i¢in ilk 6n-
ce bu digiimii sinirt olarak kabul eden yonlendirilmig bir S yi-
zeyi alalim. Bu yiizeye diigiimiin bir Seifert yiizeyi denir. Seifert
yiizeyinin varhgimin kanitin size birakiyoruz (ayrica bkz. [22], s.16).
K digiimiiniin Arf degismezi Seifert ylizeyin Arf degigmezi olarak
tanimlanir:

Arf(K) = Arf(Q).

Son olarak bu sayinin digiimi sinirlayan Seifert yiizeyinin secimin-
den bagimsiz oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in K diiglimiinii
simirlayan iki Seifert ylizeyi alalim: S1 ve Se, 951 = K = 995s.
Bu yiizeylerin iizerindeki kuadratik formlarimiz da sirasiyla Q1 ve
Q2 olsun. O halde, Arf(Q1)= Arf(Q2) oldugunu gostermeliyiz.

Ik 6nce bu iki yiizeyin sadece K diigiimii boyunca kesistigini kabul
edelim. Dolayisiyla, 3, = S1U—S2 smir1 olmayan yonlendirilebilir
tikiz ¢ cinsli bir ylzeydir. Bu aligtirmada tek sinir bilegenli yiizeyler
igin elde ettigimiz tiim sonuclar sinirt olmayan tikiz yiizeyler igin
de gegerlidir. Ayrica Y, yiizeyinin {izerindeki kesisim formu ile
kuadratik form bilegenlerinin formlarinin toplamidir: @ = Q1 @ Qs.
O halde, Arf(Q) =0 oldugunu gérmeliyiz.

Bunu gérmek icin ilk énce yiizeyin R? icinde ii¢c boyutlu tikiz bir
V' manifoldunu sinirladigini goézlemleyiniz (bkz. Teorem 4.3.19):
0V = ¥4 Buradan ¢ : X, — V igerme fonksiyonu olmak iize-
re i* : Hhp(V) = H}p(¥,) homomorfizmasinm sifir oldugunu
goriiriz. Bunu kullanarak su ifadeyi kamtlaymiz: >, yiizeyinin
kesigim formunun &yle bir

{alvﬁlv to 7ag>ﬁg} - Hl(zgsz)

simplektik tabani vardir ki, her 7 =1, ---,¢ icin,

/ i*(a) = 0, her a € H},x(V) icin,
o
veya
/ i*(a) = 0, her a € Hhr(V) icin,
B.
onermesi dogrudur. Dolayisiyla, bu simplektik taban

Q(aj)Q(BJ) = 07 her j = 17' Y, i(;il’l,

kosulunu saglar. Bagka bir deyisle, 3, yiizeyinin Arf(Q) degis-
mezi sifirdir.
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Bunu kanitlamak igin yiizeyi X, C R® C S? olarak ele alalm ve
S3—%, =U,UUz, 90U, =73, olarak yazahm. Mayer-Vietoris
dizisinden

0 — Hpr(U1) ® Hpg(Us) = Hpp(Ee) — 0

izomorfizmasin elde ederiz. Ayrica, 9U; = ¥, kogulundan dolay
ji + g — U; igerme fonksiyonu olmak iizere her a,b € H},5(U;)
igin jf(a)ji(b) =0 € H}p(%,) ve dolayisiyla dim(H},(U;)) =g
elde ederiz. Yiizeyler icin yaptigimiz homoloji tanimi1 U; icin de
gegerlidir ve j; : ¥, — U; icerme fonksiyonu bize homoloji gruplar
arasinda homomorfizma verir. Sonug olarak

ji* : Zgg ~ Hl(zg,Zg) — Hl(Ui,Zg) ~ Z‘g

orten homomorfizmalarini elde ederiz, dyle ki ker(j1,)Nker(ja2,) =0
dolayisiyla

H(Xy,Zy) ~ H\(Uy, Z2) ® H1(Us, Zo)
olur. Bu ise ayni zamanda
Hl(Eg, Zg) = ker(jl*) ] ker(jg*)

anlamina gelir. Eger «, 8 € ker(j1,) C Hi(Xy,Z2) ve Int(o,3) =1
ise OFf =a ve 0Fy, =pj, Fy, F, C U; olacak sekilde iki yiizey
secelim! Bu iki ylizey dik gekilde sonlu tane ayrik egri boyunca ke-
sigsecektir. Egrilerin u¢ noktalarinin sayis: ¢ift say1 olacaktir. Fakat
bu say1 (mod 2)’de Int(a,) = 1 sayisina denk olacag icin bir
celigki elde ederiz. Son olarak, ker(ji,) ve ker(ja,) vektor uzayla-
rinin birer {ey,---,eq} ve {fi,---,fy} tabanini alalim. Dolay:-
siyla, her 4,5 = 1---,g icin Int(e;,e;) = 0 = Int(fi, f;) ola-
caktir. Simdi kesigim formunun yozlagmamig oldugunu kullanarak
Algtirma 18'de yaptigumiza benzer sekilde ve sadece {fi,- -, fg}
tabaninin elemanlarini dogrusal toplamlar: ile degistirerek 6yle bir
{fi,--+, fy} tabam buluruz ki, her 4,j =1---,¢ icin Int(e;, e;j) =
0 = Int(fi, f;) ve Int(e;, f;) = ;5 olur. Bu X, yiizeyinin Arf(Q)
degigmezinin sifir oldugunu kanitlar.

Simdi de 57 ve Sy yiizeylerinin K d{igiiminiin digindaki nok-
talarda da kesistigi durumu ele alalim. Tk énce Sy yiizeyinin y6niinii
ters cevirelim. Kesigimin ¢apraz oldugunu kabul ederek kesigimin
K diginda sonlu tane ¢emberden olugtugunu goriiriiz. Glinki bir
boyutlu tikiz tek manifold ¢emberdir. K digindaki tiim ¢emberleri
her iki yilizeyden de ¢ikartalim ve kalan yiizey parcalarini birbiri ile
kesismeyen kapali yilizeyler olugturacak gekilde tekrar yapigtiralim,
6yle ki yiizey parcalarinin kesme isleminden 6nceki yonlendirmeleri
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S

Sekil 5.10: Yiizeylerin kesistikleri ¢cemberler boyunca kesilip farkl sekilde yapagtiril-
mast ile ayrk kapaly yiizeylerin olusturulmasimin bir digik boyutlu temsili resmi.

ile yapigtirdiktan sonraki yonlendirmeleri aynm olsun. (Dolayisiyla,
her kesigim ¢emberi boyunca yiizeyleri tekrar yapigtirmanin tek bir
yolu vardir!)

Elimizde sonlu sayida tikiz ve sinir1 olmayan ayrik yiizey olacaktir.
Bu yiizeyler R? icinde oturduklar icin yonlendirilebilir yiizeylerdir
(bkz. Alstirma 16). Bagka bir deyigle, S; yiizeyinin ¢emberler
cgikartildiktan sonraki her pargasi Se yiizeyini hep ayni taraftan
kesmektedir; ya hep icinden ya da hep disindan.

Sekil 5.11: Cinsi 8 olan mavi yiizeyin kwrmaz kollar, cinsi bir olan sar yizeyi hem
icinden hem de disindan kesmektedir. Yukaridaki paragrafta bahsettigimiz yiizeyler bu
sekilde kesismezler.

Kesme ve yapigtirma iglemleri sonucunda olugan yonlendirilebilir
yiizeylerden (sadece) bir tanesi, diyelim ki FyUFy, F; C S;, i = 1,2,
K diigiimiinii igerecektir. 0F; = KUC1U- - -UC,, olsun. C1U- - -UC),
birlesimi Sy yiizeyini Fy ve F3 = S5—Fy olmak iizere iki parcaya
béler. F} yiizeyini S] yiizeyinin normal vektorli boyunca ylizeyin
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digina, F3 ylizeyini de, Fy yiizeyinin Se yiizeyini C; U---UCy,
birlesimi boyunca i¢inden mi yoksa digindan mi kestigine gore, So
yiizeyinin normal vektorii boyunca yiizeyin igine ya da digina dogru
hafifce itelim ve elde ettigimiz yiizeyleri sinirlar1 boyunca yapisti-
ralim. Bu iglem sonucunda elde edilen yiizey, diyelim ki S35 olsun,
K digiimiiniin bir bagka (yonlendirilebilir) Seifert yiizeyi olacak-
tir. Ayrica kurulusu geregi S3 Seifert ylizeyi 51 ve So Seifert
yiizeylerini sadece K diigiimii boyunca keser. Dolayisiyla,

Arf(Q1) = Arf(Qs3) = Arf(Q2)

olur ve bdylece kamt tamamlanir.



“Yanhs bir nota ¢almak onemsizdir, tutkusuz
calmak ise affedilemez.”

-Ludwig van Beethoven

Karakteristik Siniflar

Bu iinitede ilk énce Euler sinifinin geometrik bir tanimini verecegiz. Daha sonra
Euler sinifim kullanarak karmagik vektor demetlerinin Chern siniflar1 tanim-
lay1p temel baz1 6rnekleri inceleyecegiz. Son olarak Chern simiflar1 yardimiyla
gercel vektor demetlerinin Pontryagin siniflarimi tanmimlayip bu simflarin to-
polojik ¢zelliklerine dair 6rnekler ve Milnor’un 7-boyutlu egzotik kiireleri ile
iiniteyi bitirecegiz.

6.1 Fuler Karakteristik Sinifi

Bir 6nceki iinitede Euler sinifinin yonlendirilebilir vektor demetlerinin bir degis-
mezi oldugunu goérmiigtiik. Simdi de vektor demetleri iizerine koydugumuz
baglant1 formlarimin egriligini tanimlayacagiz. Daha sonra egrilik yardimiyla
vektor demetlerinin karakteristik simiflarini ele alacagiz.

E" — M bir vektor demeti ve V:T(E) - T'(E® T*M) bu demet iizerinde
bir baglant1 olsun. Ayrica X, Y manifold iizerinde vektor alanlari ve s
vektor demetinin bir kesiti olsun. Son olarak f: M — R manifold iizerinde
tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

R(X,Y)(fs) = (VxVy = VyVx — Vixy])(fs)

ifadesini hesaplayalim:

VxVy(fs) Vx(fVys+Y(f)s)

= [VxVys+ X(f)Vys+ X(Y(f))s +Y(f)Vxs .

305
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Buradan da
(VxVy = VyVx)(fs) = f(VxVy —VyVx)s+ [X(Y(f)) -Y(X(f))]s
= f(VXVy — Vyvx S) + [X, Y](f) S

elde ederiz. Ayrica,

Vixy)(fs) = fVixy)(s) + [ X, Y](f) s

oldugundan
(VxVy = VyVx = Vixy)(fs) = f(VxVy = VyVx = Vix y))(s)

buluruz ki, bu bize R(X,Y) : I'(E) — TI'(E) fonksiyonun bir tensor ol-
dugunu gosterir. Bu tensore V baglantisinin egrilik tensorid denir.  §imdi
de egrilik tensoriiniin bilegenlerini egriligin Christoffel sembolleri cinsinden
hesaplayalim: Vektor demetinin, manifoldun bir U agik kiimesi tizerindeki
1, -+, Ty koordinat sisteminde verilen bir s1,---,s, catisim alalim. Bu du-

rumda e;(p) = vektor alanlari ve baglantinin I‘fj Christoffel sembolleri

icin '
Ve,sp =T s
esitligi saglanir. Ayrica R(e;,e;)(sg) = Y -y Rk” s; esitlikleri ile tanimlanan

RkZ].U—HR

fonksiyonlarina egrilik tensdrindn bilesenleri denir. Bu bilegenleri Christoffel
sembolleri cinsinden hesaplamak icin ilk énce

(Ve,Ve,)si = Zvel I Sm)

= Z(ei(ij) $m + Tk Ve,sm)

8I‘;’}€

= 28 sm—i-ZF

tiirevini buluruz. Son olarak, [e;,e;] =0 esitligini kullanarak,

81“;7;;

orm - .
R(ei,ej)si = Z ( Or: 81;?) Sm+z (T'7% r., —om Fém) s
m ‘ ml
ort,  or
_ jk ik m ol m
B Z((al’z _8qjj>+;(jkrim_ ikrjm)> Sl

l

elde ederiz. Bagka bir deyisle, egriligin bilegenleri

ort 8Fl
l _ k Y ik !
Rl = ( 5 ;l + E U
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ifadesiyle verilir. Egrilik tensorii tanimi geregi ters simetriktir:
R}, = —R
kij = —Llgi -

Dolayisiyla, egrilik tensoriinii kesitler uzayinin endomorfizmalarinda deger alan
bir 2-form olarak gorebiliriz:

R:T(E) - T(Q*(M)®E), s—Q®s .
Bu durumda,

R(Sk) = Z Q% & s;
l

seklinde yazarsak

1
l E l
4,3

elde ederiz.
Egrilik tensoriiniin bu ifadesini Uyari 3.3.8’in sonucu ile birlegtirerek, w
baglanti formu olmak {izere,

D=dw+wAw

esitligini elde ederiz. Bunu gérmek i¢in ilk 6nce
wfc = Z Fék dx;

baglanti formunun dig tiirevini hesaplayalim.

dwl, d (Z T, dxi>
= Y d(Ty, da;)

l
= g (arik dxj Ada:i)
E)xj

i,J
= ;2 ( Oz, — a.’I}j dz; /\d.%’j .

Diger taraftan w Aw terimi w = [w}] matris degerli 2-formun kendisi ile
matris carpimidir. Matrislerin bilesenleri form dig carpimu ile ¢arpilir:

1
W

b
W

W
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matris carpiminin bilesenleri

(wAw)l = Z wh Awm
m

= > (Z r da:i> AT day
i J

m

1
= iz (T, T = T Th,) dag A da
iym

olarak bulunur.

Uyanr1 6.1.1. 1) Baz yazarlar w 1-formlar matrisini bizim kullandigimaz
formun devrigi olarak alwr (bkz. Milnor-Stasheff [29], ve Madsen-Tornehave
[24]). Bu durumda

(w/\w)izz Wi Awt

m

ve dolayiswyla
D=dw—-—wAw

olur.

2) Tanwmandan dolayr egrilik tensori vektor alanlar bilesenlerine gore ters
simetriklir:
R(X,Y)s =—R(Y,X)s.

Dolaysiyla R(X,X)s = 0 oldugundan bir boyutlu manifoldlar izerindeki
vektdr demetlerinin egrilik tensorleri her zaman sifirdir.

3) Yine aym nedenden dolayr iki boyutlu bir manifold igin egrilik tenséri,
tensorin Rfm terimleri ile tamamen belirlenir.

Ornek 6.1.2. Karmasik projektif dogru tzerindeki
O(k)=CxCUCXC /(z,v) ~(1)z,0/2"),

(z,v) € C—{0} x C karmagik dogru demetini yonlendirilmis dizlem demeti
olarak gorelim ve bu demet tzerine koyacagimuz bir metrigin egriligini hesap-
layalvm. Yukaridaki her iki yerel ¢carpym dizerine de

Re(u*v)

9(2)(u,v) = m

metrigini koyalim (Hermityan metrigin gercel kisminy Riemann metrik olarak

alworuz). Bu metrik
) =g (1) (L. 2)
g ) - z Zka’ Zk
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kosulunu sagladigindan vektér demeti dizerinde bir i¢ carpim verir. Metrigin
bilesenleri

1
9112922:( ve g2 =921 =0

14 22 4 32)*
oldugundan metrikten elde edilen baglantr formunun katsayilar: da asagrdaki
gibidir:

ve
1 1 i 2 2 922
=15 = Ev [y =T%
olur. Dogrudan hesap yaparak baglants matrisinin elemanlaring asagidaks gibi
—kzx —ky

]_—|—:E2—|—y2, 1+1}2+y2 olmak uzere

hesaplariz: A =

wi = T} de+T) dy=Adx+ Bdy
w? = T3 de+T3, dy=—-Bdx+Ady
ws = Tl dr+Ti dy=Bdr—Ady
ws = T3, dr+T3 dy=Adx+ B dy

olarak hesaplanir. O halde, egrilik formu
Qb ol
0= 2 ) = dw+wAw
( o 03

B (By — Ay) de Ndy —(Ay + By) dz Ndy
N (Ag + By) de Ndy (B — Ay) de Ady

_ 0 ety 4o A dy
olarak hesaplanir. Ejer
Fe—(Ay+B) dendy = —2F _ dqund
= «+ Dy) ax y_(1+w2+y2)2 rAaY
e F ik (dzNdz
B k(2 NdZ) g epy

2 27 (14 2%2)?

kapals formumu} CP' zerindeki integrali k tam sayisina esittir (bkz. s.
118). O halde, Ornek 5.3.2.2’den dolays bu form O(k) — CP yonlendirilmis
ki boyutluy vektor demetinin Fuler sinsfiny temsil eder.

Yo6nlendirilmig bir vektor demetinin Euler sinifinin, vektér demeti tizerindeki
bir baglant1 formunun egrilik tensorii ile temsil edilmesi karakteristik siniflar
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teorisinin temel &gelerinden birisidir. Yukaridaki érnekte buldugumuz € for-
mu boyut kogullarindan dolay1 kapalidir. Sonraki kisimlarda vektor demetleri
icin olugturacagimiz benzeri formlarin kapal oldugunu ve bu formlarin temsil
ettigi kohomoloji simifinin da vektdér demeti tizerinde segilen baglanti formun-
dan bagimsiz oldugunu gosterecegiz.

Baglant1 formunun, demetin gatis1 s; = g s;- ile degistigi zaman

1

w’:g*cug#—gf1 dg

bagintisi ile degigtigini biliyoruz. Asagidaki 6nerme baglanti egriliginin nasil
degistigini gostermektedir.

Onerme 6.1.3. Bir baglantinan egrilik formunun yerel gésterimi ¢atinin dei-
simi altinda asagrdaki gibi davranar:

V=¢g1Qg.

1

Kamit : g-lg=1d = gg~! esitliklerinin tiirevlerini alarak

dglg+g 'dg=0=dgg ' +gdg!

1

esitliklerini elde ederiz. Diger taraftan, w’ = g 'wg+ ¢~! dg oldugundan

VAW = g lwgAhglwg g lwAadg 4 g dg A g wg

+ g 'dgngldg
= g lwgg ' Awg+g lwAdg+gldg g twg
— dg ' gngldyg

= g lwrwg+glondg+gtdgng?

wg —dg~ ' Adyg

elde ederiz. Benzer gekilde,

1

do' = dg'wg+gldwg—glwAdg+dgTt Ndg

olur. Dolayisiyla,

O = JAY Fd

YwAaw)g+gldgng lwg+dgtAhwg+gtdog
"whrw) g+ (g ldgg HAwgtdg ' Awg+g " duyg
YwArw)g—dg ' Awg+dg ' hwgtgldoyg
"wAw+dw) g

= g 'Qy

1

g

g
=49
=49

bulunur. O
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Onerme 6.1.4. Yukaridaki vektor demetinin ortonormal yerel bir catist {sq}
ise bu catrya karsilik gelen Christoffel sembolleri, baglant: ve egrilik formu i¢cin

Do =T, wi=—w§ 00 =03
egitlikleri saglanar.
Kamit : Cat1 ortonormal oldugundan (sa,sg) = dq olur. Buradan,
0 = Vg (5q,53)
= (Ve;8a, Sg) + (Sas Ve;58)

> T, (sy.58) + T (sars5)
v

= Fz'ﬂa + anﬂ

ve dolayisiyla, Ff o = —I'i5 elde ederiz. Kanitin geri kalani egriligin ifadesinden
kolayca goriiliir. O

Bu &nermenin sonucu olarak egrilik formunun ortonormal bir ¢atida ma-
nifold {izerindeki 2-formlarin ters simetrik matrisi oldugunu goriiriiz. Derecesi
¢ift say1 olan formlar degigmeli bir halka olugturdugundan bu matrisin determi-
nant: iyi tammlidir. Iki ortonormal cat1 arasindaki ¢ taban degistirme matrisi
ortogonaldir. Ayrica g¢atilar, yonlendirilmig bir demetin yonlendirilmig c¢atilar:
ise her z € M igin, g(x) € SO(r) olacaktur.

Ters Simetrik Matrislerin Pfaffian1: Ornek 6.1.2'deki F 2-formu (
egrilik tensoriiniin yukaridaki yerel ¢ati seciminden bagimsiz olan bir degisme-
zidir. Aslinda F, Q egrilik formunun Pfaffian’ olarak bilinen bir degismezi-
dir. §imdi bunu biraz daha detayli olarak gorelim: = [w;;] ters simetrik bir
matris ise Pfaff(Q) ters simetrik matrisin bilegenlerinin bir polinomudur.
Kabaca det(Q)'nin karekokiidiir: (Pfaff(Q))? = det(Q). Tek boyutlu ters
simetrik bir matrisin determinanti sifir oldugundan Pfaffian’y da sifir olarak
tammlamr (A (2r — 1) x (2r — 1)-boyutlu ters simetrik bir matris olmak iizere
det(A) = det(A”) = det(—A) = (—1)>"! det(A) = —det(A4) oldugundan
det(A) =0 olur).

A (2n x 2n)-lik ters simetrik bir matris olsun. Bu matrisin bir A karmagik
6zdegerini ve bu dzdegere ait bir v 6zvektoriini alahm: Av = Av. Diger
taraftan, A gercel katsayili bir matris oldugundan Ao = Ao olur. Ayrica A
ters simetrik oldugundan her 6zdeger tamamen sanal bir sayidir:

A<v,v> = < Av,v>

= < Av,v>
< v, A%v >
<wv,—Av >
< v, —Av >

= —5\<U,v>
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oldugundan A+ X =0 elde ederiz. O halde, A € Ri olmaldir. Diger taraftan,
yine A ters simetrik oldugundan farkh dzdegerlere ait 6zvektorler birbirine dik
olacaktir:

)\1 <,V > = < )\1111,1}2 >

< Avi,vg >
< vy, A%y >

< vy, —Avy >

< v, — AU >
= —5\2 <v1,V9 >
= A< U1, V2 >

elde ederiz. Son olarak, Ay # Ay ise < vj,v2 >= 0 olmalhdir. Benzer bir
sekilde, A matrisinin, C" vektor uzay: icinde {vj,ve} vektorlerinin gerdigi
uzayin dik tiimleyeni iizerinde bir operator tanimladigini goriiriiz. Buradan
tiimevarim yontemiyle A matrisini kdgegen hale getirebiliriz. Herhangi bir v
karmasgik 6zvektoriiniin gercel ve sanal kisimlart v = & +1inp ve A = ia ise
Av = Av denkleminden

—an+ia & =ia(§ +in) = A +in) = A +iAn

elde ederiz. O halde, A¢ = —an ve An = a€ olur. Son olarak, A matrisinin
{&1,m, - , &} gercel tabanindaki gosterimi

0 aa 0 -+ 0
—a; 0 0 -+ 0
o --- 0 0 an
o --- 0 —a, O

ters simetrik matrisi olur. Bu durumda A matrisinin Pfaffian a; - - - a,, gercel
say1is1 olarak tanimlanir.

Uyar:1 6.1.5. Ornejin, A = < 0 a ) ters simetrik matrisinin Pfaffian’

—a 0
a’dir ve bu Pfaff(A) =a seklinde yazilir. Genel olarak A = [aijlorxor ters
simetrik bir matris ve w = ZK]- a;j e;Nej ({er, - ,ea} herhangi bir vektor
uzayrman bir tabani olmak dzere) ise Pfaff(A) asagidaki esitlik yardimayla
da tamsmlanar:

%wT:Pfaff(A) (eg A=+ Aegp).

Ters simetrik bir matrisin Pfaffian’s, karest determinant polinomu olan bir bas-
ka polinomdur. Bunu gérmek icin aymi satwr ve sttun islemlering yaparak matri-
sin aia = —ao1 bilesenleri harig¢ ilk iki satir ve siitunu tamamen sifir yapalim.
Elde edilen matris yine ters simetrik olacaktir. Simdi timevarim metodunu
kullanarak kanitr bitirebiliriz (bkz. Aligtirma 1).
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Q= [ka] ortonormal bir ¢atida yazilan egrilik formu olsun. Ayni tensorii
bir bagka ortogonal gatida yazarsak elde edilen matris,

g: M — SO(r)
tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere,
Q=g

olacagindan Pfaff(Y) = Pfaff(Q) elde ederiz. Bagka bir deyisle, Pfaf f ()

yerel ortonormal ¢atinin se¢iminden bagimsizdir.

Ornek 6.1.6. O(k;) — CP', i=1,--- ,n wvektor demetlerini
B:M:CPIX"'X(CPI*)CP% (pla"'vpn)}_)pia

izdigim fonksiyonlary ile geri cekelim: L; = P*(O(k;)). Karmasik yapilar
g0z ardy edersek, EE = L1 ®---@® Ly, — M rankt 2n olan yénlendirilmis
(karmagik yonlendirme ile) bir gercel vektor demeti olur. Her i = 1,--- n
i¢in, s; : CP1 — O(k;) demetin sifir kesiti ile ¢apraz kesisen bir kesiti ise
s = (81, ,8,) : M — E fonksiyonu da sifir kesiti ile dik kesisen bir kesit
verir ve dolaypsiyla E — M demetinin Euler saypist ky---ky,  ¢arpimadir.
Diger taraftan, Ornek 6.1.2°de verilen metrigin uygun carpimine E  iizeri-
ne koyalim. Metrik carpim seklinde oldugundan baglantt formu ve egriligi de
carpim seklinde olacaktur:

Pfaff(Qr) = Pfaff(Qow,)) N ANPfaff(Qow,)) -
Yine Ornek 6.1.2°den dolay:

1

(3:) [ Pross@e)=w-ws,

olacaktir.

Egrilikle ilgili caligmamizi biraz daha ilerletelim: £ — M rank: iki olan
yonlendirilmig bir vektor demeti olsun. Demet {izerine bir i¢ carpim ve bununla
uyumlu bir baglanti formu koyalim. Yerel bir koordinat sistemi {izerinde segilen
ortonormal bir ¢atida baglant: matrisi ve egrilik matrisi agagidaki gibidir:

(Y N _ [ 0 Q) _ (0 duwy
Q_<Q% 2 )=\ - o =dwt+wAw= —dwl 0 .

Dolayisiyla, Pfaff(Qg) = dwl formu kapali bir formdur. (Bu form, her
kapali form gibi, yerel olarak tamdir. Diger taraftan, énceki 6rnekte bu formun
tam olmayabilecegini gordiik.)
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Simdi agagidaki teoremi kanitlamak i¢in son bir hazirlik yapacagiz. Yukari-
da elde ettigimiz  =dw +w Aw esitligin dig tiirevini alalim

dQ=d*w+dwAw —wAdw=dwAw—w A dw
ve burada dw yerine
dw=Q—-—wAw
koyalim. Boylece agagidaki sonucu kanitlamig olduk.

Teorem 6.1.7 (Bianchi Ozdesligi).

dA=QANw—wA.

Simdi bu bolimiin, Genellegtirilmig Gauss-Bonnet Teoremi ya da Chern-
Gauss-Bonnet Teoremi olarak bilinen, ana sonucunu verebiliriz.

Teorem 6.1.8 (Genellestirilmis Gauss-Bonnet Teoremi). E — M tirevlene-
bilir bir manifold tdzerinde yonlendirilmis r-boyutlu bir vektér demeti olsun. Q
vektor demeti lzerinde verilen herhangi bir metrik ile uyumlu bir baglants for-
munun ortonormal bir tabandaki egrilik formu olmak izere Pfaff(Q) kapals
bir formdur ve vektor demetinin Euler sinifs

«5) = (=) [Prasse)

ile temsil edilir.

Kanat : Kaniti iic adimda yapacagiz.

Adim 1) Once Milnor-Stasheff’in sunumunu takip ederek Pfaff(Q2) formu-
nun kapali oldugunu gosterecegiz. Gosterimi basitlegtirmek icin, herhangi bir
A=[AL] € M(r,Q3(M)) matrisi igin Pfaff([A}]) ifadesini kisaca P([AL])
olarak yazalim. Bu ifadenin kismi tiirevlerinden olugan matrisin devrigini su
sekilde gosterelim:

P'(A) = [P’l _or ]T

b 9AL
Dogrudan hesap yaparak
oP
dP([QL]) = —— ) AdQL
0 =3 (557

esitligini buluruz. Dolayisiyla, dP(Q) = Tr(P'(2) A d2) matris ¢arpiminin
izine esittir (bkz. Alistirma 2). Bu sonucu Bianchi Ozdesligi ile birlestirirsek

dP(Q)=Tr(P'(Q) AQAw—P(Q)AwAQ), (%)
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esitligini elde ederiz. Simdi de QA P'(Q) = P'(2) AQ oldugunu gosterecegiz.
Bunun igin ilk énce, F} = [Ez] | = [6ir051] matrisini tammlayalim (diger bir
deyisle, [F}] ile Iinci satir ve k’inci siitundaki elemani bire egit olan ve diger
tiim elemanlar sifir olan matrisi gésteriyoruz). (I + tF}) matrisinin yeterince
kiiciik £ € R degerleri icin tersi oldugundan

P((I +tF)Q) = P(QI +tF}))

egitligi saglanir. O halde, bu egitligin t’ye gore tiirevini alip ¢t = 0 degerini
verine koyarsak
Tr(P'(Q) A FIQ) = Tr(P'(Q) A QF})

elde ederiz. Acik bir gekilde yazmak gerekirse, izlerini aldigimiz matrisler gu
sekilde olacaktir: P'(Q) A FL Q carpimi

Pl ... P 0 --- 0 o o0l
PQ)AFLQ = Do Lo S
p7{1 N 0 --- 0 Qr O
PLOF .. 0
0o - PLQF

olur. Dolayisiyla,
Tr(P'(Q)AF Q) =Y P af

elde ederiz. Benzer sekilde ikinci terimini de hesaplayarak

iWW=iW%
i=1 i=1
egitligini elde ederiz. Bu ise tam olarak
QAP(Q)=P(Q)AQ
ozdegligine denktir. Son olarak eger X = P’(Q) A w olarak tammlanirsa yu-

karidaki (%) egitliginden

dP(Q) = Tr(PP(QO)AQAw—-P Q) AwAQ)
= Tr(QAP(QAw—-P(Q)AwAQ)
= Tr(QANX —-XAQ)
= > O AXF-XFAQ
k,l

= 0
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elde ederiz (en son egitlik Qfg’nin 2-form olmasimdan elde edilmigtir). Boylece
bu adimin kaniti tamamlanmig oldu.

Adim 2) Pfaff(Q) kapali formunun kohomoloji sinifi vektor demeti {izerinde
secgilen metrikten bagimsizdir: Bunu gormek igin, E — M iizerinde g;, ¢ =
0, 1, gibi iki metrik ve bu metrikler ile uyumlu baglantilar alahm (Sonug 3.3.13).
Bu baglantilarin egrilik tensérleri de, sirasiyla, Qp ve € olsun. Tk dnce

P:Mx(-1,2) - M, (p,t)—p,
fonksiyonu yardimiyla vektér demetini geri ¢ekelim:
F=P(FE)—> Mx(-1,2).
M x (—-1,2) carpin manifoldunun U = M x (=1,3/4), V. = M x (1/4,2)

acik ortiisii ile uyumlu bir py, py  birimin ayrigimini alalim. Simdi bunu
kullanarak F — M x (—1,2) demeti lizerine agagidaki i¢ ¢carpimi koyalim:

g(p;t) = pu(p;t) go(p) + pv(p;t) g1(p) -

Bu metrik M x (—1,1/4) iizerinde gy ve M x (3/4,2) iizerinde de ¢ ile
verilecektir. F' — M X (—1,2) demeti iizerindeki bu metrigin egrilik formunu
da € ile gosterelim. Son olarak i : M — M x (—1,2), p — (p,0) ve
i1: M - M x (-1,2), p— (p,1) fonksiyonlar1 homotopik ve Pfaff(Q)
kapali oldugundan

[Pfaff(§o)] =ip([Pfaff(Q)]) = ii([Pfaff(Q)]) = [Pfaf ()]

elde ederiz ve boylece bu adimin kanit1 tamamlanir.

Adim 3)

v~ () Press@)

olsun. Demetin sifir kesiti ile dik kesigen bir s : M — FE kesitini alahm ve
N™ = s71(0) € M alt manifoldu olarak tanimlansin. O halde, teoremin
kanitin1 tamamlamak icin, [v] kohomoloji smifinin N alt manifoldunun
Poincaré duali oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin herhangi bir r-boyutlu
yonlendirilmis tikiz K manifoldu ve N manifoldu ile ¢apraz kesigen bir
1 : K — M tirevlenebilir fonksiyonu alalim. Bu durumda, Uyar 5.2.7’den
dolay1 kanit1 tamamlamak icin

Int(N,i(K)) :/ v

K
oldugunu gostermeliyiz. i: K — M fonksiyonu ile vektor demetini ve lizerin-
deki yapilar geri ¢ekelim. O halde, i*(E) — K vektor demetinin egrilik formu
i*(2), ve dolaysiyla da

() = (\%) Pfaff(i*(2)
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olmaldir. Ayrica, E — M demetini i*(F) — K ile degigtirerek m = r
oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda N = s~(0) C M sonlu sayida igaretli
noktadan olusacaktir. m = r sayisinin tek olmast durumunda kanitlamak
istedigimiz egitligin her iki tarafi da sifir oldugundan m = r sayisiin ¢ift
oldugunu kabul edecegiz. Demetin Euler sayis1 e(E) olsun.

Simdi bir p € DY* € M disk komgulugu secelim &yle ki, disk {izerinde
kesitin sifir1 olmasin ve vektér demeti digsk tizerinde ¢arpim geklinde verilsin.
Simdi bu disk iizerinde bir homotopi kullanarak metrigi standart metrik ha-
line getirelim. Ayrica yine metrikle uyumlu olacak gekilde baglanti formunu
bu disk {izerinde degigtirelim &yle ki, diskin sinirindan merkeze olan uzakligin
varisina gelene kadar baglant: formu da tiirevlenebilir bir gekilde sifira déniis-
siin (Sonu¢ 3.3.13’un sabit katsayih metrik i¢in vermig oldugu baglanti sifir
baglantisidir). Baglant1 formunun sifir oldugu diskin iizerinde v formu da
sifir olacaktir. Ayrica bu disk lizerinde kesitin sifirt olmadigindan, diskin simni-
rina kisitlandiginda, kesiti homotopi ile sabit bir fonksiyona doniigtiirebiliriz
(Onerme 4.3.31).

Simdi de Ornek 6.1.6’da olusturdugumuz

Ey— S = (CPhHy™/?

vektor demetini ele alahm: ky = e(E), k2 = --+ = ky,)p = 1 olarak segilsin.
Bu manifold iizerinde de yukaridaki paragraftaki gibi bir ¢ € Dy* C S diski
alalim. Bu disk iizerinde baglant: formunun sifir oldugunu kabul edelim. Her
iki vektor demeti de bu diskler {izerinde

D" xR™ — D™ | (z,v) — z,

agikar carpim seklindedir. Bu iki diskin i¢ noktalar: iizerindeki (merkez nok-
talarini atalim) lifleri agagidaki gibi birbirine yapigtiralim:

Int(DY* — {p}) x R™ U Int(D3" —{q}) x R™/(z,v) ~ (6(x),v) ,

Oyle ki, uygun oteleme fonksiyonlar: yardimiyla p = ¢ = 0 oldugunu kabul
ederek ¢ : Int(D" —{0}) — Int(D5* — {0}) asagidaki bileske fonksiyonu

olarak tanimlansin,

Int(D* — {0}) — R™ — {0} — R™ — {0} — Int(D3' — {0}) ,

x . vy z
—— z= "= w = .
1—lz| lyl1? 1+ =]l
O halde, —S ile S manifoldunun ters yénlendirilmisgini gésterirsek bu yapigtir-
ma fonksiyonu bize Mg — S toplam manifoldu iizerinde bir £ — Mf — S
vektor demeti verecektir. Bu demetin M — D; iizerine kisitlamisi E  ve
S — Dy {izerine kisitlanigi ise Fy olacaktir. Ayrica, her iki manifold izerindeki
kesitleri yapigtirarak elde edilen kesitin sifirlarinin cebirsel toplami sifir olacak-
tir, ¢iinkii = — ¢(x) yapigtirma fonksiyonu yonii ters ¢evirir. Simdi sifirlar

T =y =
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ayr1 ayri iceren kiiciik diskler alalim ve daha sonra bu diskleri birbirine ince
tiiplerle baglayarak yeni bir disk elde edelim. Diskin iizerinde vektor demeti-
ni bir ¢arpim seklinde yazalim. Daha sonra diskin her bir noktasindaki lifini
diskin sectigimiz bir noktasindaki lifi ile egleyelim. Disk kesitin tiim sifirlarin
igerdigi i¢in, diskin simirinda kesiti kiireden kiireye derecesi sifir olan bir fonk-
siyon olarak gorebiliriz (Onerme 4.3.29). Bu fonksiyon bir sabite homotopik
oldugundan vektdr demetinin hi¢ sifinn olmayan bir kesitini elde etmis oluruz
(Onerme 4.3.31). Bu kesit demetin biri agikar dogru demeti olmak fizere iki
vektor demetinin toplami seklinde yazlabilmesi anlamina gelir. Bunu gérmek
icin vektor demeti iizerinde herhangi bir i¢ carpim alalim ve demeti hi¢ sifiri
olmayan kesitin gerdigi dogru demeti ile bu kesite dik vektorlerden olugan de-
metin direkt toplami olarak yazalim. Bu toplam demetin iizerinde sectigimiz ic
carpima karsilik gelen egrilik her bir toplamin egriligini ifade eden matrislerin
direkt toplami olacaktir. Fakat (agikar) bir dogru demetinin egriligi her zaman
sifirdir. Bu durumda egrilik matrisinin Pfaffian’i da sifir olacaktir. Dolayisiy-
la, toplam vektor demeti izerinde birbirine yapigtirilarak elde edilen baglant:
formunun egriliginin verdigi m-formunun integrali sifir olmalidir. O halde,

1 T
0 = /Mﬁs <m> Pfaff(Q)my-s

) e ()

_ /M (\/127) Praff(Q (1%) Pfaff()s
-/ (\%) Pfaf f(Q)u — e(E)

elde edilir ve kamit tamamlanir. En son adimdaki

[(G) prossns o

esitligi Eg — S = (CPY)™/? vektor demetinin seciminin bir sonucudur. O

Uyar1 6.1.9. Euler simifinein dnceki bolimde verilen topolojik tamsmindan ya
da yukaridaki teoremin kanitinda kullamilan fikirlerden yararlanarak asagidaki
sonug¢lary kolayca kanitlayabiliriz.

1) E; = M, i=1,2, yonlendirilmis vektor demetleri ise
e(E1 D Eg) = 6(E1> €<E2)

olur.
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2) f: M — N tirevlenebilir bir fonksiyon ve E — N yonlendirilmis bir
vektor demeti ise e(f*(E)) = f*(e(E)) olur. Buradan, M 2n-boyutlu yon-
lendirilebilir t1kiz bir manifold olmak dizere, her k tam sayist igin, derecesi k
olan tirevlenebilir bir f : M — S?"  fonksiyonun bulundugu gercegini kulla-
narak (Ornek 4.3.26.2) su ilging sonucu elde ederiz: e(T,S%") =2 oldugundan

fH(T.58%") = M
vektor demetinin Fuler sayisy 2k dur.
3) Herhangi bir yonlendirilmis E — M wvektor demetinin duali E* ise
e(E*) — (_1)ro‘mk(E)/2 e(E)
olur (rank(E) nin tek sayr olmast durumunda her iki Euler sayisy da sifirdir).

4) Herhangi bir yonlendirilmis E — M vektor demetinin ters yonlisti —F
15€
e(-E) = —e(E)

olur. Yénlendirilebilir bir manifoldun Fuler sinaft manifoldun ydnlendirmesine
duyarl oldugu halde Euler sayist yonlendirmeden bagimsizdir:

| emamy= [ eenan = [ —eman= [ eman.

Ricci Egriligi ve Sayisal Egrilik: Riemann tensoriinden bagka tensor-
ler elde edebiliriz. Bunlardan birincisi Ricci egrilik tensoriidiir ve su gekilde
tanimlanir:

Ric = ZRU dzr; ® d:L‘j, Rij = ZRfkj
ij k
Bu tensor simetriktir. Bu tensoriin metrik izi gu gekilde tanimlanir ve Riemann
manifoldunun sayisal egriligi adini alir:
§=1Try Ric= Zginij .
]

Ornek 6.1.10. ¥ C R® yiizeyi yerel olarak tirevlenebilir bir f : U — R
fonksiyonun grafigi olsun:

X =A{(zy, f(z,9) | (z,y) €U} .

Bu durumda yiizeyin tejet demeti iizerinde R®  Oklit uzayindan gelen metrik

g:<1+ﬁ foly )
fofy 14 f2
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matrisi ile verilir. Dogrudan hesap yaparak Christoffel sembolleri asadidaki gibi
elde edilir:

Fl — fxfwx F2 — fyfa::v
R R AR R R
Fl — fzfyy F2 — fyfyy
R R A P
Fl — Fl — fa:facy 7 F2 — FQ — fyfa:y )
12 21 ]-+fz-2+f5 12 21 ]-+f1-2+f§

Buradan Ricci egrilik tensériini hesaplayabiliriz:

fmxfyy - fxzy
A+ f2+ 15

olmak tizere

Ri1 = Riyq + Riy = Ry = k(14 f7)

Riz = Riyy + Ry = Riyp = K(fufy)

Ro1 = Rayy + Ry = Rioy = K(fufy)

Ry = Ryjg + Rigy = Ryjp = k(1 + fyz) :

Son olarak sayisal egrilik
SZZQU Rij = 2K
]

olarak elde edilir. Ashinda, r yiizeyin Gauss edriligidir ve dolayisiyla yizeyler
igin, saysal egrilik Gauss egriliginin tam olarak iki katudir (bkz. Alstirma 4).

Eger tejet demeti i¢in {eq = (1,0, fz),e2 = (0,1, fy)} catisine segersek egrilik
tensdri asagidaki gibi olur:

Ql Ql ff 1+f2
(ﬂ% Q%) vrwhe “<—<1+f§> —fzfy) e

Bu ¢atuyr a =1+ f2+ fj olmak tizere

fye_fxe fze+ fy6
Ja—1" \/a—12’ \/a2—a1 @2 —a

ortonormal ¢atisy ile degistirirsek yeni egrilik formu

g_ng—\/&/i< _01 é) dx A dy

ile verilir. Dolaypswyla, yiizeyin teget demetinin Euler sinifi

fwxfyy - f:%y
2m (14 f2+ f2)3/2

o(T.) = o Pfaf flg~'0g) = dx A dy
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(a) Yukaridaki tek kulplu kirenin,
diger bir deyisle torusun yizeyinin
biyik bolimiinde egrilik pozitif ol-
dugu halde, Gauss-Bonnet Teore-
mi’ne gore egriligin yizey tuzerin-
deki integrali sifirdur.

(b) Diizlemin tzerindeki standart
Riemann metrigi otelemeler altin-
da korundugu i¢in T? = R? /72 bé-
lim uzayr uzerinde, Gauss egriligi
her noktada sifur olan bir Riemann
metrigi verir. Fakat bu metrigi
torusun tzerine yukaridaki gekil-
de gosterilen yontemle koyamayiz!
(Bkz. Alistirma 7 ve Aligtirma 8)

Sekil 6.1

le temsil edilir.
Bu yiizeyin Gauss egriliginin

o fwwfyy - mey
A+ S22

tle verildiging séylemistik. Aslinda dogrudan hesap yaparak,

0:U =R —{(0,0,0)} , o(x,y) = (fo fy: ~1)
yiizeyin Gauss gonderimi ve dS = \/1+ f2 + fg de Ndy yiizeyin ¢ boyutly
uzaydan aldifs alan formu (bkz. Ornek 3.2.16) olmak itizere

w_mdy/\dz+y dz Ndx + z dx N\ dy
- (:c2—|—y2—|—z2)3/2

€ P2(R3 - {(0,0,0)})

kapaly 2-formu i¢in

o (w) =k dS

elde edilir (bkz. Alistirma 5). Diger taraftan, ejer 3, Euler sayisi e(X) = 2—2g
olan tikiz bir yiizey ise (bkz. Ornek 5.2.11) bir onceki ornek bize Gauss-Bonnet
Teorems olarak bilinen sonucu verir.

Sonug 6.1.11 (Gauss-Bonnet Teoremi).

Lﬁdszzwxc»=4ﬂ1—m.
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Simdi yukarida verdigimiz sonucun degigik fikirler iceren bir bagka kanitini
verecegiz.

Kanat : Kanit dort adimdan olugmaktadir.

Adim 1) Yukaridaki gosterimi kullanarak devam edelim. Aligtirma 5’ten do-
lay:
o :U =R —{(0,0,0)}, o(,9) = (far fy. 1)

yiizeyin Gauss génderimi, dS = (/14 f2+ f2 dx A dy yiizeyin {i¢ boyutlu

uzaydan aldigi alan formu ve

_xdyNdz+ydzNdr+zde ANdy P
W= (332+y2+z2)3/2 GQ (R _{(07070)})

kapali 2-formu olmak iizere yiizeyin Gauss egriligi igin
o*(w) =k dS
oldugunu biliyoruz.

Adim 2) Uzaydaki ¥ C R?® yiizeyinin o : ¥ — R3 — {(0,0,0)} Gauss
génderimini yiizeyin her noktasina o noktadaki teget uzayini karsilik getiren
gonderim olarak gorebiliriz. o(p) vektorini boyuna bélersek Gauss génderimi

oY — 82

seklinde de ifade edebiliriz. Aslinda ii¢ boyutlu uzaydaki yonlendirilmisg diiz-
lemleri, yonlendirilmis normal vektérleri ile esleyerek, S? kiiresini {ic boyutlu
uzaydaki yonlendirilmig diizlemlerin uzay: olarak gorebiliriz. Grg(n,2) ile R™
i¢cindeki yonlendirilmig diizlemlerin uzayimi gosterelim (bkz. Sayfa 169). Bu
durumda Grg(3,2) = S? = CP! olur. Kolayca goriilecegi iizere

Grr(n,2) = {(u,v) € "1 x "7 | ulov}/ ~,
boliim kiimesi olarak yazilabilir. Buradaki ~ bagintisi

ug = cosf uy —sinf vy

. feR
v9 =sinf uy +cosf v’ ’

(ul,vl) ~ ('LLQ,UQ) <~ {

ile verilir. Grg(n,2) boyutu 2(n —2) olan tiirevlenebilir bir manifolddur.
Bu manifolddan (n — 1)-boyutlu karmagik projektif uzaya dogal bir fonksiyon
vardir:

®:Grr(n,2) = C" = {0}/ ~=CP" 1| [(u,v)] — [u+iv] .

Bu fonksiyonun iyi tamml oldugu kolayca goriiliir. Gériintiisi CP™ ! icinde
22 + ...+ 22 = 0 denklemiyle verilen kuadratik hiperyiizeydir. Ayrica &
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fonksiyonu goriintiisiine bir difeomorfizmadir. Dolayisiyla, n = 3 oldugunda
CP? igindeki bu kuadratik egri S? kiiresidir.
Simdi, F':X x [0,1] = R™ tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun, 6yle ki, her
t €10,1] icin
fi=F(—t): 2= R", p— F(p,t),
bir daldirma fonksiyonu olsun. Dolayisiyla, bu fonksiyon > yiizeyinin R™

igine daldirmalarinin tiirevlenebilir bir ailesidir. f; daldirmasimin Gauss gon-
derimini o; ile gosterirsek

or: X x [0,1] - Grr(n,2)
tiirevlenebilir homotopisini elde ederiz. Bu fonksiyonun & ile bilegkesinden
dooy: ¥ x[0,1] - CP* !

homotopisini elde ederiz. a € HIQ) R(CP”_I) karmasgik dogru iizerindeki integ-
rali 1/2 (CP? igindeki kuadratik egri bir dogru ile iki noktada kesisir ve bu
yiizden dogru iizerindeki integrali 1/2 olan formun kuadratik egri iizerindeki
integrali birdir) olan 2-form ve ¥ C R?® birinci adimdaki yiizey ise

Kk dS =o%(w) =4n(P o 0p)*(a)

(fo =id oldugunu kabul ediyoruz) olur. Dolaysiyla, her ¢ € [0,1] igin

/214 dS:/Ea*(w):/zélw(@oot)*(a)
olur.

Sonug olarak, Y yiizeyinin R™ igine iki farkli batirilmasi homotopik ise
bu farkhi daldirmalara karsilik gelecek olan

/ndS
b

integrali degigmeyecektir. Bir sonraki adimda herhangi iki daldirmanin her
zaman homotopik oldugunu gorecegiz (igine batirilan uzaym boyutunun arti-
rilmasina izin verilmesi kaydiyla).

Bu adimda ele aldigimiz iki ayr1 Gauss géonderiminin n = 3 durumunda
ayni oldugunun ve & fonksiyonun bahsi gecen 6zelliklerinin kanitlanmasin
okuyucuya birakiyoruz. Ayrica bkz. 7] s. 25.

Adim 3) Bu adimda {i¢ boyutlu uzaydan yedi veya daha biiyiik boyutlu
Oklit uzayna derecesi en fazla d > 1 olan polinom daldirmalarin olusturdugu
uzayin (yol) baglantili oldugunu gosterecegiz. Derecesi en fazla d > 1 olan iig
degigkenli polinomlarin olugturdugu vektér uzayimin boyutu

()
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sayisidir. Aslinda bu sayi derecesi d olan dort degigkenli monomiyallerin
sayisidir. Dolayisiyla, derecesi en fazla d olan iig¢ degigkenli bir polinomu R?®
icinde bir nokta olarak gorebiliriz. Simdi bir P = (z0,y0, 20) € R® noktas:
alalhm. (z,y,z) koordinat sistemini (x — xg,y — yo,2 — 20) ile degistirerek
P =(0,0,0) € R® oldugunu kabul edebiliriz. fi,---, fer3 € R® (k + 3)-tane
polinom olsun. Bu durumda, P = (0,0,0) noktasinin

QS:(fla'” )fk+3):R3_>Rk+3

fonksiyonu i¢in bir kritik nokta olup olmamasi bu polinomlarin sadece dogru-
sal terimleri ile belirlenir. Kritik nokta olma kosulu polinomlarin katsayilar:
tizerine (k + 1)-tane dogrusal bagimsiz kogul koyar. Dolayisiyla, bu noktay:
kritik nokta kabul eden (f1,---, frr3) fonksiyonlarin olugturdugu alt uzaym
R5(+3) icindeki ters boyutu k41 olur. Eger,

E= {((xvyaz)afla' o 7f/€+3) € R3 X Rs(k—‘rfﬂ) |

Tk(D(fla t ,f/c+3)(z,y,z)) < 2}

olarak tamimlanirsa

W:E%Rg s ((xayaz)afla"' 7fk+3) = (fE,y,Z)

izdiigiim fonksiyonu ortendir. Biitiin lifler egyapilidir ve ters boyutlarnn k +
1 olan < K ;— 3 )—tane dogrusal alt uzaym birlesimidir. Dolayisiyla, R®’iin

herhangi bir noktasini kritik nokta olarak kabul eden tiim

QS:(fla'” 7fk+3):]R3_>Rk+3

fonksiyonlarinin olusturdugu kiimenin Rs(*+3)  jcindeki ters boyutu (k +
1) =3 =k —2 olur. O halde, eger k > 4 ise R?® uzaymin R icine
polinom daldirmalarinin olugturdugu acik kiime yol baglantilidir. Dolayisiyla,
R3 uzaymin R” icine tiim polinom daldirmalarimin olusturdugu uzay yol
baglantilidir.

¥ C R? agagidaki yiizey olsun. m : E — R? lif demetini ¥ yiizeyine
kisitlayarak

M ) =2, (#,9,2), f1, s fess) = (2,9, 2)

lif demetini elde ederiz. Bu durumda, yiizey iki boyutlu oldugu i¢in yukarida
soylediklerimizden dolay1, bu yiizeyin RS icine tiim polinom daldirmalarinin
olusturdugu uzayin yol baglantili oldugunu séyleyebiliriz. Herhangi iki f; :
¥ = R™ ¢=1,2, daldirma fonksiyonu alalm. n = max{6,m} olmak iizere
R™ C R™ bir alt uzay olarak diigiinelim ((z1,- -+, Zm) — (X1, ,Zm,0,---,0)
icermesiyle). Stone-Weierstrass Yaklagim Teoremi’nden bu iki daldirma fonk-
siyonuna istenildigi kadar (C?)-yakin g¢; : ¥ — R", i = 1,2, polinom daldir-
malar bulabiliriz, dyle ki, her t € [0,1] i¢in, (1 —¢)f; + tg; fonksiyonu da
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yiizeyin bir daldirmasi olur. Bu iki homotopi sayesinde f; yerine ¢; polinom
daldirmalariyla galisabiliriz. Son olarak g¢g; ve g¢o polinom daldirmalar: da
homotopiktir. Bagka bir deyigle, bu adimi tamamlamig olduk.

Adim 4) Bu adimda ise ¥ yiizeyinin {i¢ boyutlu uzaya 6zel bir gémiilmesi

icin
/ Kk dS
by

integralini hesaplayacagiz. Bu 0zel gomiilmenin goriintiisiinii Y, ile gosterelim.

: 1
. ‘-" 0] p —
; N

i
1\
\

V‘.
=g

Sekil 6.2: 0=1(p) ters gérintiisii g+ 1 noktadan olusmaktadar.

H?,(5?) =R oldugu i¢in sadece p = (0,1,0) € S? noktas: etrafindaki kiigiik
p € U C §% komsulugunda desteklenen ve [w] = [v] kosulunu saglayan bir
v € Q%(S?) formu segebiliriz. Bu durumda ¢*(v) formu

ViUu--- UV €%

agik kiimesinde desteklenen bir form olacaktir. Her bir o) : V; — U kisitlanigi-
nin bir difeomorfizma oldugu kolayca goriiliir. Ayrica bu difeomorfizmalardan
sadece birincisi yon koruyandir ve diger ¢ tanesi ise yoni ters cevirir (bkz.

Alistirma 6).
/an*«u) - /Eoo*@

Dolayisiyisla,

g1
= ZZ;/Vio*l/)
g
S
= 4n(l-g)

elde ederiz. Bdylece kanit tamamlanir. O

Gauss-Bonnet Teoremi’nin farkh kamitlar: i¢in [10], [4] ve [24] numarali refe-
ranslara da bakabilirsiniz. Ozellikle ilk iki kaynak cok daha geometrik kanitlar
sunmaktadir.
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©) c(b)

G(a)
U U ‘

Sekil 6.3: Sekildeki dort yiizey pargast da pozitif z-ekseni ile yonlendirilmistir. o :
Vi = U 1 ve 2 numaraly egrileri yine ayne yonli 1 ve 2 numaraly egrilere gonderdigi
i¢in yon koruyandur. Diger taraftan, i > 2 i¢in, o) : V; — U 2 numaraly egrinin
yonini korurken 1 numarali egrinin yonini ters ¢eviriyor. Dolayisiyla, © > 2 igin,
o1: Vi = U yoni ters gevirir.

6.2 Chern Karakteristik Siniflari

Chern siniflarint tanimlamanin birden fazla yontemi vardir. Biz Bott ve Tu'nun
Differential Forms in Algebraic Topology adli kitabindaki yaklasimi kullanaca-
g1z ([5]). Kullanacagimiz yontem Leray-Hirsch Teoremi'nden yararlanmaktadir.
m: FE — M tirevlenebilir bir M manifoldu iizerinde rank: r olan karmagik
bir vektdr demeti olsun. Bu demetin Chern siniflarini Euler sinifi yardimiyla
tanimlayacagiz. Uyar1 3.3.2’de bir manifold iizerindeki karmagik dogru de-
metleri ile yonlendirilmis R? demetleri arasinda bire bir esleme oldugunu
gormiigtiik. Eger » =1 ise vektor demeti aslinda bir L — M karmasgik dogru
demetidir. Bu karmagik dogru demetinin birinci Chern sinifi bu yénlendirilmig
gercel diizlem demetinin Euler sinifi olarak tanimlanir ve

c1(L) = e(Lg)

ile gosterilir.

Verilen bir 7 : L — M"™ karmagik dogru demetinin, herhangi iki tanesi
birbiri ile ¢apraz kesigen sg,--- , s, kesitlerini alahm. Dolayisiyla, eger 2(k +
1) > n ise bu kesitlerin ortak sifir1 yoktur. Bagka bir deyisle,

f:M = CP* pes f(p) = [s0(p) = sk()],
iyi tanimh bir fonksiyondur. Ayrica, her i =0,--- ,k i¢in
Ui={pe M| sip) # 0}

agik kiimeleri M manifoldunu 6rter. Bu kesitler L), — U; kisitlanigini U; xC
carpimi seklinde yazabilmemize olanak verir. Kesitleri bu carpim ilizerinde de
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yine s;: U; = U; x C olarak ifade edelim. Demetin her bir U; acik kiimesine
kisitlanig: tizerinde

Ly, = Ui x C— C*' — {0},

(p,v) = <80(p) . si-1(p) 1 siv1(p) 5k(P)>

silp)” 7 osilp) T osilp) T sip)
ile tamimlanan fonksiyonlar tiim demet iizerinde iyi taniml bir
®:L— f"(&)

karmagik dogru demeti izomorfizmasi verecektir. Burada &, — CP* karmagik
projektif uzay tizerinde

gk:{([zoz”':zk]a(z[)f”7Zk)) ‘(207”'7zk)€(ck+1_(07'”70)}
ile tamimlanan kanonik karmagik dogru demetidir (demetin izdiigiim fonksiyonu
([z0 : -t zk), (20, -+ y2K)) = [20 : -+ @ 2] ile verilmektedir). Dolayisiyla, M

manifoldu iizerindeki her karmagik dogru demeti, kesitleri yardimiyla tanimla-
nan f: M — CP* fonksiyonu ile tamamen belirlenmektedir. Bu fonksiyona
7 : L — M" demetinin bir stniflandirma fonksiyonu, CP* uzaymna ise kar-
magik dogru demetlerinin bir siniflandirma uzayr denir.

Diger taraftan, [zg:---:xy] € CP*, [yo:---:yl € CP! olmak iizere

=0 1=0 1=0
polinom esitligi yardimiyla tanimlanan
¢ : CP* x CP' - cp+t,

([o: el yo:---w]) = [20 0 - ¢ 2],

fonksiyonu ele alahm. Sifirdan farkl iki polinomun carpimi da sifirdan farkh
olacagi i¢in bu fonksiyon iyi tamimhdir.

CP* - CP* x CP', [o:- ] ([wo: - xg)y[1:0:---:0]),
gémme fonksiyonunun ¢ ile bilegkesini alirsak

CPF - CP* | [zg:--rap] = ([wo:---tap:0:---:0]),

gémme fonksiyonunu elde ederiz. O halde, her a € H} R((CP’“” ) kohomoloji
elemani igin ¢*(a) = a® 1+ 1®a € Hya(CPY x CP') elde edilir (bkz.
Sonug 5.3.5).

Eger J: M — M x M, p+— (p,p),p € M, seklinde verilen igerme
fonksiyonu ise, her w,v € Hhp(M) igin, J* : Hhp(M x M) — Hbp(M)
kohomoloji homomorfizmas: olmak {izere,

J(ul+1®v)=u+v
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esitligi saglanir.

Simdi M manifoldu iizerinde Ly, — M ve Ly — M gibi iki karmagik
dogru demeti alalim. Eger s; : M — L;, ¢ = 1,2, bu demetlerin birer kesiti
ise

s: M — Ly ® Lo, pr s1(p)sa(p)
fonksiyonu karmagik dogru demetlerinin tensor ¢arpiminin bir kesiti olacaktir.
Dolaywsiyla, L; — M, i = 1,2, karmagik dogru demetlerinin siniflandirma
fonksiyonlar1, sirasiyla, f: M — CP* ve g: M — CP! ise ¢o (f,g)oJ
M — CP* fonksiyonu da L; ® Lo tensér carpiminin bir simflandirma
fonksiyonu olur.

Son olarak =z = c¢1(&) = e(&) kohomoloji simfi & — CP" kanonik
demetin birinci Chern sinifi ise Chern (Euler) simfinin dogallhigindan dolay:

a(li®La) = (¢o(f,g)0J) (x)
= (JTo(f%97)(¢"(x))
(J*o(f"g))(z®l1+1®))
*( *($)®1+1®g( )

Il
<

I

*
('3
/-\
o
By
~—
~—
/\

c1(&1))
f (ﬁk))JrCl( (&)
L)+ c1(Lo)

Il
5
A

(
(
elde edilir.
Uyar1 6.2.1. L; - M, s;: M — L;, i=1,2, ve

s: M — L1 ® La, p+ s1(p)s2(p),

yukaridaki gibi olsun. Ejer bu kesitler hem sifir kesitine hem de birbirlerine dik
iseler s71(0) = s71(0) U sy *(0) alt manifoldlarn birlesimlerinin Poincaré
duali her iki parcanin Poincaré duallerinin toplam: olacaktir. Baska bir deyisle
herhangi bir alt manifoldun bu iki alt manifoldun birlesimai ile kesigimi ayrs ayrs
kesigimlerinin birlesimidir. Bu ise, c¢1(L1®Lg) = e(L1®Lg) = e(L1)+e(L2) =
c1(L1) +c1(Le) esitliginin daha geometrik bir a¢iklamasidir. Ayrica L ve L*
demetlerinin gegis fonksiyonlary siraswyla pop ve o5 ise L@ L* tensor
carpimanan gegis fonksiyonu pap - Pop  gercel ve pozitif dejerli bir fonksiyon
olacaktir. Bu durumda LR L* agikar karmagik dojru demeti olur. Dolayisiyla,
L(M) ile M idizerindeki karmasik dogru demetlerinin izomorfizma sinaflarinin
olusturdugu degismeli grubu gdsterirsek

c1: L(M) = Hbp(M), [L] — (L) ,

bir grup homomorfizmast olur. Ayrica bu grup icinde L elemanimn tersi L*
ile verilir.
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Onerme 6.2.2. Ejer k,n pozitif tam saylarr 2(k +1) > n+ 1 kosulunu
saglworsa n-boyutlu M manifoldu tizerindeki karmagik dogru demetlerinin izo-
morfizma sinaflarimn olusturdugu L(M) degismeli grubu, M manifoldundan
CP*  karmasik projektif uzayma giden fonksiyonlarim homotopi siniflarinin
olusturdugu gruba izomorfiktir:

[M,CP*) — £(M) , [f: M — CP*] — f*(&) .

[M, (CPk] homotopi siniflarinin bir grup olugturdugunun kaniti, bu énermenin
kanitiyla birlikte Aligtirma 9’da yapilacaktir.

Simdi tiim diger Chern simiflarini tamimlayabiliriz. Bunun i¢in 1 < -
boyutlu bir 7#°: E — M vektor demeti alalim ve bu demetin projektiviza-

syonunu
CP ! = P(E)—>M

olusturalim (bkz. Sonug 5.3.8 ve {izerindeki paragraf). 7 : P(FE) — M izdiigiim
fonksiyonu yardimiyla vektor demetini geri ¢ekelim: Her p € M igin, E, =
(7°)~1(p) vektdr uzay: olmak iizere

7 (E) = {(p,v) € P(E) x E | n°(v) =p, p € M, Iy € E, —{0}/(C")}

!
P(E) .

Bu r-boyutlu karmagik vektor demetinin dogal bir alt dogru demeti vardir:
L={(lyv)ern*(E)|vel}.

Son olarak (r — 1)-boyutlu @ — M karmasik vektor demetini asagidaki
béliim demeti olarak tanimlayalim:

0—>L—7"(FE)—>Q—0.

Simdi a € H,(P(E)) smifi asagidaki dogru demetinin birinci Chern sinifi

olarak tamimlansin:
a=c (L") .

Euler smifinin ve dolayisiyla birinci Chern smifinin dogalliginin bir sonucu
olarak L dogru demetinin P(E,) lifine kisitlamginin birinci Chern sifi
—a kohomoloji siufinin P(E),) lifine kisitlanigi olacaktir. Diger taraftan,
{1,a,---,a" '} C Hjp(P(E)) smflarmn her P(E,) lifine kisitlamsglar bu
lifin kohomolojisinin bir vektdr uzay: tabanini verdigi icin {1,a,--- ,a" 1} kii-
mesi Hjp(P(E)) cebirinin bir H})p(M)-modiil tabanini verir (Sonug 5.3.8).
Dolayisiyla, a" € Hj)p(P(E)) smifi, bazi ¢i(E), -+ ,¢.(E) € Hyp(M) ko-
homoloji siniflar i¢in,

a4+ (B 4 (B 4 4 (B)=0
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olmak iizere tek bir sekilde ifade edilir. Bu gekilde ¢;(F) smiflarini tanimlamig
olduk. P(FE), L ve @ demetleri dogal gekilde elde edildiginden Chern simiflar:
iyl tanimlanmigtir. Sadece r = 1 durumunda birinci Chern sinifi igin vermig
oldugumuz iki tanimin denk oldugunu gérmeliyiz: £ — M bir karmasik dogru
demeti ise P(E) = M olacaktir. Buradan yine 7*(F) = FE = L elde ederiz.
O halde,
a=e((L")r) = —e(Lr) = —e(ER)
ve buradan da
a+e(Egr)=0

denklemini buluruz. O halde, ikinci tanimimizdan yine
C1 (E) = e(ER)
buluruz.

Uyar1 6.2.3. Ejer E — M agikar bir karmasik vektor demeti ise P(E) =
M x CP™ Y olur ve dolayiswyla da o” = 0 elde edilir. O halde, agikar bir
vektor demetinin tiim Chern sinaflars suferdur.

6.2.1 Chern Smiflarinin Ozellikleri

Bu béliimde ilk énce toplam Chern sinifini tanmimlayacagiz. Verilen herhangi
bir E" — M karmagik r-boyutlu vektdr demetinin sifirnci Chern sinifi her
zaman

co(E) =1¢€ HY (M)

olarak (manifoldun her noktasinda 1 degerini alan sabit fonksiyon) ve toplam
Chern sinifi ise agagidaki gekilde tanimlanir:

¢(E)=cy(E)+ - +c(E) e Hhp(M) .

Onerme 6.2.4. Chern siniflars dogal kohomologi siniflaridur. Baska bir deyisle,
f: M — N tirevlenebilir bir fonksiyon ve E — N karmasek bir vektdr demets
olmak tzere, her i € N i¢in, ¢;(f*(E)) = f*(ci(E)) esitligi saglanar.

Bu dnermenin kaniti okuyucuya ahgtirma olarak birakilmigtir (bkz. Aligtir-
ma 11). Bir sonraki teorem Ayrisum Ilkesi (Splitting Principle) olarak bilinen
ve kanitlarda oldukga kolaylik saglayan bir sonuctur.

Teorem 6.2.5 (Ayrigim Ilkesi). Her m: E — M r-boyutlu karmagik bir vektor
demeti i¢in asaqudaki ézelliklere sahip bir tirevlenebilir F(E) manifoldu ve
¢: F(FE)— M tirevlenebilir fonksiyonu vardur:

1. E — M demetinin F(FE) dzerine geri ¢ekilmesi karmasik bazi dogru
demetlerinin toplams olarak yazilabilir:

(E)Y=L1® - DL, ;
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2. ¢* : Hyp(M) — Hp,p(F(E)) homomorfizmast bire birdir.

Chern siiflarmim dogalligi ve Ayrisim Tlkesi sayesinde Chern simiflariin poli-
nomlariyla ilgili bir ifadeyi kanitlamak istersek ele aldigimiz vektér demetinin
karmasgik dogru demetlerinin bir toplami oldugunu kabul edebiliriz. Yukaridaki
teorem tam olarak bu sebepten dolay1 Ayrisum llkesi (Splitting Principle) adim
alir. Bu teoremin kaniti icin gerekli alt yapiy1 olusturmus durumdayiz. Kanit
aligtirma olarak okuyucuya birakilmigtir (bkz. Aligtirma 12).

Teorem 6.2.6 (Whitney Carpim Formiilt). E; — M, i=1,---,r karmagk
vektdr demetleri olmak iizere her zaman

c(E1®---®E)=c(Ey)-c(Ey)
esitligi saglanar.

Kanit : Teoremi ilk dnce her bir E;’nin bir karmagik dogru demeti oldugu
durumda kanitlayalim. O halde, £ = L1&®---®L,, dogru demetlerinin toplami
olsun. 7 : P(E) — M projektivizasyon izdiisiimi olmak iizere yine

E = 1(E) = {(ly,v) € P(E) x E | x°(0) = p, p € M, I, € E, — {0}/(C")}

!
P(E)7

L={(lp,v) e m™(E)|vel,} CFE ve L =x*(L;) olsun. Ayrica s;: L — L;
#inci koordinata izdiisiim fonksiyonunu gostersin. O halde, s; € hom(L, L;) =
L* ® L; demetinin bir kesiti olacaktir. Bu kesitin sifirdan farkli oldugu acik
kiimeyi V; ile gdsterelim:

Vi={q€ P(E) | si(q) #0} .

L — P(E) dogru demeti £ = L;®---® L, demetinin bir boyutlu alt demeti
oldugundan her ¢ € P(E) noktasi i¢in en az bir s;(q) # 0 olacaktir. Bagka
bir deyigle {Vi,---,V;} kiimesi P(F) manifoldu i¢in bir agk ortii olacaktir.
Simdi

L*'@E=(L"0L)® &L ®L,)

karmagik demetini yonlendirilmis (karmagik yapisi yardimiyla) gercel bir vektor
demeti olarak gorelim. O halde,

s:P(E) > L*® E, s(q) = (s1(q), -+ ,sr(q)),
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bu gercel demetin hichir noktada sifir degerini almayan bir kesiti olacaktir.
Bagka bir deyisgle, bu demetin Euler sinifi sifirdir. O halde,

0 = e((L*®E)g) i
= e((LF ®L1)R@ & (L @iLr)R)
= e((L*®Ly)r) -+ e((L* ® L))

(

= a(L*®L)-a(l*®L,)
e (L )+01(L1))"'(01(L*) + (L))
a+cl(E1)) (a+cl(I: )

o~ o~

elde edilir. Burada yine a = ¢1(L*) simifini gostermektedir. Bu esitlik dogallik-
tan dolay1 Hj p(M) halkas: icinde

0= (a+ Cl(Ll)) S ((I+ Cl(LT))

haline doéniigecektir. Simdi Chern simiflarinin taniminm hatirlarsak bu son egit-
ligin tam olarak
C(E) =1II; (1 + Cl(Li)) =1II; C(LZ)

ifadesi oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla, bu 6zel halin kanitini bitirmis olduk.

Simdi de genel durumu kanitlayalim. Ashnda, sadece E = E; & Es duru-
munu kanitlamak yeterlidir. Bu iki demetin boyutlar: sirasiyla k& ve [ olsun.
Ayrisim Ilkesi uyarinca

EFi=L1®---®L, ve EQZL{[@@LE
oldugunu kabul edebiliriz. O halde,
c(BE1®E)) = c¢(l1® DL ®Ly @ ® L)
= (I o(Li)) (I (L))
= c(L1® & Ly) c ’1@...@[/;)
= c¢(E1) c(Es)

elde ederiz ve boylece kanit tamamlanir. O

6.2.2 Uygulamalar

Tk 6nce Ayrigim Tlkesi ile Whitney Carpim Kuralimin bir sonucunu verelim:
Eger bir karmagik vektér demeti

E=0L1&---®L,

seklinde karmagik dogru demetlerinin direkt toplami olarak yazilabiliyorsa bu
vektor demetinin ¢’inci Chern simfi ¢;(L;)’lerin ¢’inci elementer simetrik po-
linomu olur:

ci(E) = oi(er(La), -+ ea(Ly)) -
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Dolayisiyla,
ci(E) =c1(Ly) +-- +c(Ly),

E)=> a(L)

i<j

ve son olarak
e (B) = ei(Ln) -+ er(Ly)
olur.

Whitney Carpim Kurali'nin bir diger uygulamasi da su gekildedir:

Onerme 6.2.7. E — M r-boyutlu bir karmasik vektor demeti olmak dzere
cr(E) = e(Er) esitligi vardir. Bagka bir deyisle, bir karmasik vektor deme-
tinin en yiiksek dereceli Chern sinafi demetin gercel vektor demeti olarak ele
alindigindaki Fuler sinifina esittir.

Kanit : Hem Chern siniflar1 hem de Euler sinifi dogal oldugundan vektor
demetinin baz1 dogru demetlerinin bir direkt toplami oldugunu kabul edebiliriz:

E=0L® L, .
Bu durumda, Whitney Carpim Kurali’'n1 kullanarak

o(E) = a(li) -a(Lly)
(L1)-- ( k)
= e(L1® & Ly)
(E

N

@

elde edilir ve boylece kanit tamamlanir. O

Ranki r > 0 olan bir £ — M karmasik vektor demeti alalim. Bu demetin
vap : Ua NUg = GL(r,C) gecis fonksiyonlarinin

Pap : UaNUp = GL(r,C) , $o5(p) = ¢ap(p) ,

karmagik eglenikleri alinarak elde edilen vektér demetine E — M demetinin
eslenigi denir ve E — M ile gdsterilir.

Onerme 6.2.8. E — M r-boyutlu bir karmasik vektor demeti ve E — M
bu demetin eslenigi olsun. O halde, her i >0 i¢in,

e(E) = (~1)1 ci(E)

esitligi saglanar.
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Kanat : Sonucun ilk 6nce herhangi bir F = L karmagik dogru demeti
icin dogru oldugunu gérelim. L = L* oldugundan ci(L) = —c1(L) oldugu
aciktir. Genel durumda ise Ayrisim Ilkesi’ni kullanarak vektdr demetinin baz
dogru demetlerinin bir direkt toplami oldugunu kabul edebiliriz:

E=0L1® --®L, .

Bu durumda, o; ¢’inci elementer simetrik polinom olmak tizere

CZ(E) = "'@Er)

©®

(L1),--- se1(Ly))
ci(L1), -+, —ci(Lr))
(—1)’: ai(cr(Ln), -+ ei(Ly))
(~1) &Ly ®--- & L)
(1) ci(E)

elde ederiz ve boylece kamti tamamlariz. O

1

Ci(7
O'Z'(Cl
O'i(—

Ornek 5.2.11.2°de karmagik projektif uzaym kohomolojisini hesaplamistik:
H = {z) =0} CP" karmagik projektif uzaymmin 2n — 2 boyutlu alt mani-
foldunu ve a € H3,(CP™) bu alt manifoldun Poincaré dualini gostersin. Bu
durumda, [a]® € H&,(CP™) ~ R kohomoloji grubunun bir iiretecidir. Diger
bir deyisle, kohomoloji cebiri

Hpp(CP") = R[a]/(a"")
(degismeli) polinom cebirine izomorfiktir.

Onerme 6.2.9. Yukaridaki gosterimi kabul edersek, CP™ karmagik projektif
uzayin toplam Chern sinafi

¢(T.CP") = (1 4+ a)"™?
‘ o T n+1 i .
ile verilir. Dolayiswyla, c;(T*CP") = ; a® kohomoloji sinifodar.

Kanit : Kamti n  {izerinden tiimevarim yontemiyle yapalim: n = 1 du-
rumunda ¢ (T,CPY) = e(T.S?) = 2a oldugundan sonu¢ dogrudur. Simdi
c(TL.CP™) = (1 + a)"*! oldugunu kabul edelim. O halde, kanit1 tamamla-
mak icin ¢(T,CP" ) = (1 4+ a)"? esitligini gostermemiz gerekiyor. Bunun
icin, CP™! icinde z,19 =0 denklemi ile verilen CP" alt manifoldunu ele
alalim. Alt manifoldun normal demeti N ile gésterilsin; bu bir karmagik dogru
demetidir. Normal demetin birinci Chern sinifi demetin FEuler sinifi olacaktir.
Dolayisiyla, bu Chern sinifi alt manifoldun kendisi ile dik kesigiminin Poincaré
duali olacaktir. CP™ alt manifoldunun kendisi ile kesigimi H = {zp = 0} alt
manifoldu olarak alinabilir ve buradan da ¢;(N) = a elde edilir.
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Diger taraftan, T,CP"*! teget demetinin bu alt manifolda kisitlanigini

T.cpntl =N@T,CP"

lcpn

seklinde yazabiliriz. O halde, i : CP® — CP™"! icerme fonksiyonu olmak
izere

i*(c(TLCP™™)) = ¢(T,CP"™) ¢(N) = (1 + a)"*?

egitligini elde ederiz. Dolayisiyla, *

dugundan, her 0 <k <n+1 igin,

Ck(T*(CPn—I—l) _ ( n-ll-2 >ak

kohomoloji homomorfizmasi bire bir ol-

oldugunu gostermig olduk. Kanitin tamamlanabilmesi icin, son olarak
o1 (T.CP™Y) = (n +2) o™

egitligini gostermeliyiz. Fakat yine en yiiksek dereceli Chern sinifi Euler sinifina
esit olacagindan

o1 (T,CP" ™) = ¢(T,CP" ™) = x(CP™™) ¢ = (n +2) a"!
buluruz. Béylece kanit1 tamamlariz. O

Ornek 6.2.10 (Yanyana Gelme Esitligi). Ornek 5.2.11°de karmagik projektif
uzay i¢inde derecesi d > 1 olan bir karmasik C = {f = 0} C CP? egrisi
alalim. Yukaridaki teoremin kamitina benzer sekilde

T.CP?*_ =N®T.C

ayrisymang dugtinelim. N normal demeti bir karmagik dogru demeti oldugundan
c1(N) = e(Ngr) bulunur. Buradan

/Ccl(N):/Ce(NR):C’mC:cF

elde edilir. (C izerinde karmasik yonlendirme alarak integrali hesapliyoruz;
ayrica kohomoloji simafinan integroli ile bu simafan bir temsilcisinin integraling
kastediyoruz). Benzer sekilde ejrinin tejet demetinin birinci Chern sinyfinin
egri tzerindeki integrali, g > 0 C  egrisinin cinsi olmak iizere,

/ a(T.0) :/ e(T.C)=x(C)=2—-2¢g
c c

elde edilir. Dijger taraftan karmasik projektif dizlemin tejet demetinin birinci
Chern sinafinan egri dzerindeki integrali

/Ccl(T*CP2):/C3a:3/ca:3(C’th):3d
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olarak hesaplanir. Son olarak, Whitney Carpim Formiiline gore
c1(T.CP? ) = c1(N) + 1 (T3.0)
olacagindan
3d=d*+2—2g
esitligi elde edilir. Bu iki egitlik de Yanyana Gelme Fgitiligi olarak da bilinir.

Buradan egrinin cinsinin derecesi ile ifade edildigi

(d—-1)(d-2)
9=y

Derece Cins Formiili elde edilir.

Benzer bir formiil CP' x CPY igindeki cebirsel egriler i¢in de dojrudur:
Ikili derecesi (dy,dz) olan bir f € Clzg,21,wo,w1] polinomu alalim (f
polinomunun z; degiskenlerine gore derecesi dy, w; degiskenlerine gore
derecesi ise dg’dir), oyle ki

C = {([20, 21, [wo, w1]) € cpP!' x CP! | f(20,21,wo,w1) = 0}

karmagik cebirsel egrisinin tekil noktas: olmasin.
7 : CPL x CP' = CP', i=1,2, koordinat izdiisim fonksiyonlar, olmak
lzere

T.(CP! x CP') = 7} (T,CP') @ n3(T,CPY)
oldugu aciktrr. O halde, Chern stniflarinin dogalligindan dolays
c1(T.(CPt x CPY)) = 7i(c1(T.CPY)) + 73 (cy (T, CPY))

= 2(mi(a) + m3(a))
= 2a1 + 2a9

elde edilir. Poincaré dual
{po} x CP* c CP' x CP!

(po € CPY herhangi bir nokta olmak iizere) alt manifoldu olan de Rham ko-
homoloji sinsfinan a1 oldugu kolayca gérilir. Benzer sekilde, ao de Rham
kohomologi sinaife da

CP!' x {po} C CP! x CP?

alt manifoldunun Poincaré dualidir. O halde,
/alzCrh{po}x(CPlzdg
C

ve benzer gekilde

/ang’rh(CPlx{po}:dl
C
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bulunur. Dolayisiyla,
/ c1(T.(CP* x CPY)) = 2(dy + dy)
C

olur.
Diger taraftan yukaridoki drneje benzer sekilde

T.(CP' x CPY),=Na&T.C

ayrgimang diginelim. N normal (karmasik dogru) demeti i¢in yine c1(N) =
e(Ngr) oldugundan

/ Cl(N) :/ G(NR) = C rh C = 2d1d2

C C

elde ederiz. Yine yukaridaki ornege benzer sekilde
c1(To(CP' x CPY)) = c1(N) + 1 (T2.C)

olacagindan
2(d1 + dg) = 2d1ds + 2 — 2g

esitliging buluruz. O halde, ejrinin cinsi
g=(d—1)(d2 = 1)

olur. (Detaylar i¢in Alistirma 13’e bakiniz.)

Derece-Cins Formiiliiniin Bir Bagka Kaniti: Bu béliimde Derece-Cins
Formiilleri’ni hesaplamanin bir bagka yontemine ayiracagiz. Bunu yapmak icin
karmagik projektif diizlem icinde derecesi d > 0 olan biitiin cebirsel egrilerin
uzayini inceleyecegiz. Bu sayede ayni dereceye sahip egrilerden tiirevlenebilir
olanlarin birbirine difeomorfik oldugu gosterecegiz. Daha sonra 6zel bir egrinin
cinsini Riemann-Hurwitz formiilii ile hesaplayarak Derece-Cins formiiliinii elde
edecegiz.

Derecesi d > 0 olan f(z,21,22) homojen polinomlarimin olugturdugu
vektor uzayinin boyutunun
n+k—1
v (")

oldugunu biliyoruz. Bir polinomu sifirdan farkh bir sayiyla ¢arpmak polinomun
sifir kiimesini degistirmediginden CP? icindeki derecesi d olan her egriyi
B = CPN~! projektif uzay icinde bir nokta olarak gérebiliriz. Her bir cebirsel
egriyi denklemiyle beraber yazarsak

E={(f,]20: 21 :2)]) € BxCP?| f(2,21,2) =0}
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cebirsel kiimesini elde ederiz. 7w : E — B ilk koordinata izdiigiim fonksiyonu ise
her f € B polinomunun ters goriintlisii bu polinomun projektif diizlem iginde
belirledigi 7~ 1(f) = {f(z) = 0} C CP? egrisidir. Bu egrinin tekil noktasinin
varhigl egriyi veren homojen polinomun katsayilarinin bir polinom denklem
sisteminin ¢oziimii olmasina denktir (bkz. Aligtirma 15). O halde, B iginde
en az bir tekil noktasi olan egrilerin olugturdugu A C B alt kiimesi cebirseldir
ve dolayisiyla A’nin karmagik boyutu B’nin karmagik boyutundan diigiik olan
alt manifoldlarin bir birlegimidir. O halde, B — A kiimesi baglantili ve acik
bir alt manifolddur (cebirsel kiimeler denklem sistemlerinin ¢oziim kiimeleri
olduklar1 i¢in kapalidirlar).

B — A iginden herhangi iki fo, fi noktasi segelim. O halde, ¥; = {f; =
0}, @ = 0,1, cebirsel egrilerinin tekil noktalar1 yoktur. Bagka bir deyisle bu
cebirsel egriler tiirevlenebilir ve yonlendirilebilir yiizeylerdir. Bu iki noktay:
tiirevlenebilir bir, f;, t € [0,1], egrisi ile birlegtirelim. Bu egrinin tegetleri-
nin olugturdugu vektor alanini egrinin bir tiip komsguluguna tagiyip ve vektor
alanini manifoldun geri kalanina sifir olarak genigleterek manifold iizerinde ti-
kiz destekli bir X (f) vektor alan elde edelim. X (f) vektor alanimin akigim
o(t, f) ile gosterirsek ¢(0, fo) = fo ve ¢(1, fo) = f1 olur.

Simdi Eo = 7~ }(B — A) tiirevlenebilir manifoldu iizerine bir Riemann
metrigi koyalim ve her noktasindaki teget uzayn

T(yp)yEo = ker(Dm(y )« Tig.p)Eo = TyB) & Hyp)

dik ayrigimim diisiinelim. Dy dogrusal fonksiyonunun H;,) vyatay bi-
legenine kisitlanigi bir izomorfizma oldugundan D7,y (Xo(f)) = X(f,p) ola-
cak sekilde FEy fizerinde bir Xy vektor alani vardir. 1zd1’j§ijm fonksiyonu
diizgiin oldugundan X, vektor alani da tikiz desteklidir. Bu vektor alani-
nin akigint - ®(¢, (f,p)) ile gosterelim. Her (f,p) € Ey ve t € R igin,
w(®(t, (f,p))) = ¢(t, f) olacagindan &(1,%p) = ¥; elde ederiz. Sonug ola-
rak, Xg ve X yiizeylerinin difeomorfik olduklarim kanitladik. Bagka bir
deyigle, f € B—A olmak tizere ¥y = {f = 0} yiizeylerinin topolojisi yiizeyi
tanimlayan polinomdan bagimsizdir. O halde, 6zel bir polinom i¢in bu yiizeyin
cinsini belirlersek kanit1 bitirmig olacagiz.
Yg = {28+ 2§ — 2§ =0} Fermat egrisinin cinsini hesaplayalim.

P:Zd—>(CP1, [2’0:2’1 :Zg]'—)[Zg:Zl] s
izdiigiim fonksiyonu, & € C, 1’in d’inci dereceden ilkel bir kokii olmak {izere,
Z={[z0: 2] €CP" | 2§ +2{ =0} = {[L: ¢, [L: €71}

kiimesi diginda d : 1 tipinde bir fonksiyondur. Ayrica, her p € Z icin,
P~Y(p) tek noktadan olusur. O halde, Riemann-Hurwitz formiiliinii kullana-
rak, g(X4) = ¢ olmak iizere,

(2-29)—d=4d (2-d)
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ve buradan da

elde ederiz.

Derece-Cins formiilii cebirsel egri ve yiizeylerin topolojileri ile bu egri ve
yiizeyleri ifade eden polinomlarin dereceleri arasindaki iligkinin tipik bir 6r-
negidir. Bu konuda daha kapsaml bilgi edinmek icin [1], [15] ve 18] numaral:
referanslara bakabilirsiniz.

6.3 Pontryagin Karakteristik Siniflari

Tiirevlenebilir bir manifold {izerindeki gercel bir E — M vektdr demeti-
nin Pontryagin siniflar1 bu demetin kompleksifikasyonun Chern simiflari olarak
tanimlanir. £ — M ranki k> 0 olan gercel bir demet ise bu demetin agikar
karmagik dogru demeti ile tensor carpimi F' = F ®r C — M karmagik rank:
k olan bir karmagik vektor demeti olur. ¥ demetinin

Yap : Us NUs — GL(k,R) C GL(k,C)

gecis fonksiyonlar: gercel degerli oldugundan, E, F karmagik ve F eglenik
demetlerinin yap1 fonksiyonlar: ayni olacaktir. Dolayisiyla, F ve F karmagik
vektor demetleri izomorfiktir. Bu durumda,

coip1(F) = coip1(F) = (=1)*Fegia (F) = —cgipa (F)

olacagindan c¢g;+1(F) De Rham kohomoloji simifinin sifir oldugu goriiliir.
Dolayisiyla, F demetinin sadece ¢ift Chern siniflar sifirdan farkli olabilir.
E — M demetinin ¢’inci Pontryagin ssmfi FF = F ®r C — M karmask
demetinin 2i’inci Chern siifinin (—1)° kat1 olarak tanimlanir:

pi(E) = (-1)" e2i(E @R C) .

GL(r,C) C GL(2r,R) bir alt grup oldugundan her karmagik vektér deme-
tini gergel bir demet olarak gorebiliriz: Acikca sdylemek gerekirse eger £ — M
karmagik ranki r > 0 olan bir vektor demeti ise bu demetin Fr — M gercel
kargiligi boyutu 2r olan gercel bir demettir. Er — M gercel demetinin Pon-
tryagin siniflart £ — M karmagik demetinin Chern siniflar1 cinsinden ifade
edilebilir. Bunun i¢in ilk 6nce agagidaki sonucu kanitlamaliyiz:

Onerme 6.3.1. E — M r-boyutly bir karmagik vektor demeti ise bu demetin
gercel karsiliinin kompleksifikasyonu karmasik vektor demeti olarak E ve E
demetlerinin direkt toplamina izomorfiktir:

ErerC~E®E.
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Kamit : C" karmagik vektor uzayin, (ug, vg gergel sayilar olmak iizere)
w = (ul +7;”U1,"‘ , Ur +ivr) = (uluvla‘ T 7u1”7/U7“)

doniigiimiini kullanarak gercel Cp = R?" uzay: olarak gorelim. Karmagsik w
vektoriinii bir z = re ile carpmak her bir (uy,vy) gercel ikilisini

A — cosf) —sind

= sinf  cosf
matrisi ile carpmaya kargilik gelir. Bu matrisin 6zdegerleri z ve Z karmagik
sayilaridir. Dolayisiyla, A, matrisini ancak Cp®@rC karmasik vektor uzayinda

kogegenlestirebiliriz. Bu durumda bu &6zdegerlere karsilik gelen 6zaltuzaylarin
tabanlari

ﬁ:{el_ifla"' 767‘_7:f7“} VeB:{el+ifla"' 76T+ifr}

olur (burada {er, fi,--- ,er, fr} ile Ci vektor uzaymin standart sirali tabani-
n1 gosteriyoruz). Diger taraftan, z karmasik sayisi degistikce A, matrisinin
ozdegerleri degigse de 6zaltuzaylar degismemektedir, ¢iinkii {A.}.cc matris
ailesi degigmeli matrislerden olugmaktadir.

FRRC~<B>® < B>

ayrigiminda sol taraftaki uzayin bir vektoriinii karmagik 4 sayisi ile carpmak
bu vektoriin sag taraftaki iki bilegenini sirasiyla ¢ ve —i ile carpmaya denk
geldiginden bu ayrigim

CrorC~C &C
olarak yazilir. Bir noktadaki lifte yaptigimiz bu ayrigimin demet tizerindeki
karmagik yapi kullanilarak tiim demet iizerinde de yapilabilecegi aciktir. Do-
layisiyla kamt tamamlamir. O

Her karmagik vektor demetinin sifirinci Chern sinifi 1 olarak tanimlandig
icin po(E) =1 olur. Chern smifinda oldugu gibi toplam Pontryagin sinifi

p(E) =Y pi(E)
i>0

ile tanimlanir. Eger

B(E) =3 (~1) pi(E)

i>0

seklinde tanimlanirsa agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonuc 6.3.2. Her E — M karmasik vektér demeti icin

P(ERr) = ¢(E) ¢(E)

esitligi saglanar.
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Ornek 6.3.3. M Earmasik boyutu 2 olan tkvz bir manifold olsun. c;(M)
pi(M)  swraswyla bu manifoldun teget demetinin Chern ve Pontryagin sinaflar
olmak tizere

1—pi(M) = (M) (M) = (1 + c1(M) + c2(M))(1 — c1(M) + c2(M))
elde edilir. Dolaysiyla,
p1(M) = c}(M) — 2¢2(M) = ¢i (M) — 2e(M)

olarak hesaplanar. Ornek olarak, M = CP? alirsak, bir onceki bolimiin so-
nu¢larindan,

p1(CP?) = 2(CP?) — 2¢(CP?) = 9a® — 6a? = 3a?

bulunur (burada a € H%p(CP?) simafs yine CP'  alt manifoldunun Poincaré
dualidir).

Chern siniflart dogal olduklar: i¢in Pontryagin siniflar1 da dogaldir ve Whit-
ney Carpim Kurali'na uyarlar:

Onerme 6.3.4. f : M — N tirevlenebilir manifoldlarin tirevlenebilir bir
fonksiyonu olsun. Bu durumda her E — N gercel vektér demeti icin

p(f*(E)) = [*(p(E))
esitligi saglanar. Ayrica By, — M, i = 1,2, gercel vektor demetleri ise
p(E1 ® E2) = p(E1) p(E?)
olur.

Uyari 6.3.5. Yonlendirilmis bir gercel vektor demetinin Euler ve Pontryagin
stnaflars ya da karmasik bir demetin Chern sinaflary aslinda tam sayr katsaysl
tekil kohomolojinin elemanlaridir (bkz. [19, 28, 6, 5]). Bir X topolojik uzays-
nin tam sayr katsayuly tekil kohomolojisi degismeli bir gruptur ve H;(X,Z)
ile gosterilir. Degismeli bir grup mertebesi sonlu elemanlar icerebilir. Aslinda
Euler sinsfi veya Chern siniflary mertebesi sonlu kohomoloji elemanlari olan
vektor demetleri vardir. Mertebesi sonlu elemanlarin yaratabilecedi karisiklikla-
ra bir érnek olarak sunu verebiliriz: Tekil kohomolojinin elemanlar olarak ele
alindiginda yukarida verdigimiz Whitney Carpwm Kurali ancak

2p(E1 @ E2) = 2p(E1) p(E»)

seklinde yazldiginda dogru olur.
Tirevlenebilir bir M manifoldunun tekil kohomolojisi ile De Rham koho-
molojisi arasindaki iliski De Rham Teoremi olarak bilinen

Hpr(M) ~ Hi(X,Z) @7 R



342 Karakteristik Siniflar

womorfizmast ile verilir. Bu tnitede ele aldigimiz karakteristik sinfliar bu tekil
kohomoloji grubunun elemanlary olarak tanimlanan siniflarin De Rham izomor-
fizmast altindaki gorintileridir. Dolaysiyla, bizim inceledigimiz karakteristik
stnaflarin mertebesi sonlu olan kisimlar: kwrpimastir ve muhtemel bir bilgi kay-
b1 mevcuttur.

Simdi bu énermenin bir uygulamasini verelim. M™ C R™ bir alt manifold
olsun. Bu alt manifoldun normal demetini N ile gistererek,

T.R' =T.M &N

vektor demet toplaminin toplam Pontryagin sinifini hesaplayalim: Sol taraftaki
demet asikar oldugundan

1 =p(T.R}},) = p(M) p(N)

elde edilir. Bagka bir deyisle, H},p(M) halkasiicinde p(M) ve p(N) eleman-
lar1 birbirinin ¢arpmaya gore tersidir. Bunu kullanarak normal demet hakkinda
oldukga fazla bilgi edinebiliriz. Bunu bir 6érnek {izerinde aciklayalim.

Ornek 6.3.6. Onceki ornekte py(CP?) = 3a? oldugunu gérmiistik. O halde,
ejer CP? C R"’nin bir alt manifoldu ise normal demetin Pontryagin sinifinen
H55(CP?) = Rla]/(a®) halkas: icinde su esitligi sagladigame goriiriz: 1 =
(1 + 3a?) p(N). Baska bir deyisle, p(N) # 1 olmahdir. Diger taraftan, ejer
n=>5 olsaydi N demeti bir boyutlu yonlendirilebilir bir vektér demeti olurdu.
Fakat boyle bir demet asikar olacagindan p(N) = 1 elde ederdik. O halde,
n > 6 olmahdwr. Ahstirma 16 karmasik projektif dizlemin RS igcine bir
gomiilmesini vermektedir.

Tamamen benzer bir sekilde, CP* manifoldunu alt manifold olarak ka-
bul eden bir R™ Oklit uzayimin en az 12-boyutly oldugu gosterilebilir (bkz.
Alistarma 18).

Bir sonraki énerme Pontryagin siniflarinin bazilarinin Euler sinifindan dog-
rudan hesaplanabilecegini gostermektedir.

Onerme 6.3.7. Rank: 2k olan bir E — M yénlendirilmis gercel vektor
demeti i¢in pp(E) = e(E)? esitligi saglanar.

Kanit : E ® C (karmagsik) vektor demetinin gercel vektdr demeti ola-
rak E ® FE demetine izomorfik oldugu aciktir. Fakat yonlendirmeyi hesaba
katmak icin yerel catilarla ¢aligalim. Yonlendirilmig E gergel demetinin y6n-
lendirmeyi veren sirali bir yerel {ei,---,egr} catisini alalm. Bu durumda
E ® C karmagik vektor demetinin kanonik yonlendirmesini veren gercel cati
{e1,ieq, -+ ,eop, e} olacaktir (bkz. Ornek 2.3.9). Bu catiy1 yonlendirilmis
E @ E demetinin ¢atist olan {ey,--- ,eq,ie1,--- ,iegr} ile kargilagtirirsak
yonlendirmeler arasindaki fark (—1)F¢=1) = (=1)* olur. Dolaysiyla, yonlii
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gercel vektdr demetleri olarak su egitlik saglanir: F ® C ~ (—1)"“'E @ F. Bu
durumda tanimlardan ve Uyar1 6.1.9’dan

pe(E) = (—1)f ca(E®C)
= (-DFe(E®C)
(—D)* e((-1)*E® E)

e(EdE)
= e(E)e(F)

elde edilir ve boylece kanit tamamlanir. O

Bu boliimii Pontryagin sayilari ile bitirecegiz. Yonlendirilmig tikiz 4n-
boyutlu bir M manifoldu alahm. Eger ki, ko,---,k, > 0 tam sayilan
k14 2kg - - -+ rk, = n kogulunu sagliyorsa

D o o (M) = /M PR (M) (M) - plr (M)

integrali ile tanimlanan sayiya manifoldun bir Pontryagin sayisi denir. Pontrya-
gin sayilar1 Euler sayisi gibi birer tam sayidir (bkz. Algtirma 17). Simdi bu
manifoldun (4n + 1)-boyutlu yonlendirilmig tikiz bir W manifoldunun sinir
oldugunu kabul edelim: M = 0W. & — M bir boyutlu agikar gercel vektor
demeti olmak iizere T.W|, =T.M @ ¢ oldugundan, p;(W),,, =pi(M) (W
manifoldunun karakteristik simifinin icerme fonksiyonu ile M manifolduna
geri ¢ekilmesi) olacaktir. Bu durumda Stokes teoreminden

Py g e (M) = / P ALY ph2 (M) - phr (M)
M=0W

- / P W) (W) - (W)
M=0W

- /W Al (M) ph2(M) - phr (M)

_ /Wo

= 0

elde ederiz. Bagka bir deyigle, yénlendirilmig tikiz bir manifoldun simnir1 olan
bir manifoldun tiim Pontryagin sayilar sifirdir. Aslinda bu teoremin tersi de
dogrudur. Fakat kanitin icerigi bu kitabin kapsamini agtigi icin, burada ver-
meyecegiz (bkz. [29], 5.217).

Teorem 6.3.8 (René Thom). M yonlendirilmis tikiz 4An-boyutlu bir manifold
olsun. Bu manifoldun tim Pontryagin sayilars sifar ise sinars, M manifoldu-
nun sonlu sayidaki kopyasiman ayrik birlesimi olan, tikiz yonlendirilmis bir W
manifoldu varder.

Karakteristik siniflar hakkinda yazilmig ve en fazla kabul gérmiig kaynaklar
[29] ve [5] numarali referanslardir.
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6.4 7-Boyutlu Egzotik Kiireler

Kitabin son boliimiinii Milnor’un iinlii 7-boyutlu egzotik kiirelerine ayiracagiz.
Milnor 1956 yayinladigi [27] numarali makalesinde 7-boyutlu standart kiireye
homeomorfik olan ama difeomorfik olmayan manifoldlarin varhgimi kanmtladi ve
bu kiireleri egzotik olarak adlandirdi (bu kiirelerden tam olarak 27 tane oldugu
Michel Kervaire ile beraber yaptig: 1963 tarihli bir bagka makalede gosterildi).
Milnor’a Fields Madalyasi kazandiran bu caligma diferansiyel topolojinin de
dogumu olarak kabul edilir.

Bu béliimiin tamaminda M = M7 tiirevlenebilir yonlendirilmis 7-boyutlu
tikiz ve sinirt olmayan bir manifoldu gésterecek. Bu manifoldun

Hip (M) = 0 = Hb(M)

kogulunu sagladigini kabul edecegiz. Ayrica eger 9B® = M7 olacak sekilde
tiirevlenebilir ve yonlendirilebilir bir tikiz B® manifoldu varsa bu manifoldun
sinirindaki yonlendirme ile uyumlu olacak sekilde yonlendirilmis oldugunu ka-
bul edecegiz. Milnor inga ettigi kiirelerin birbirlerine difeomorfik olmadiklarini
tanimlamig oldugu A(M) degismezi yardimiyla gostermistir.

Yardimci Teorem 6.4.1. M wve B yukaridaki gibi olmak tizere
H%R(B) —R ) [Oé] ’_>/ Ck2 ) [Oé] € HéR(B)7
B

kuadratik formu, [a] kohomoloji sinifinu temsil eden kapaly formun se¢iminden
bagimsizdir ve dolayisiyla iyi tansmiidar.

U=B - (M x [1/2,1])

Sekil 6.4: Tikiz destekli Mayer-Vietoris kohomoloji dizisinin acik kiimeleri

Kanat : Kanit ii¢ adimdan olugsmaktadir. Kanitin ana hatlarini yazip bos-
luklar1 okuyucuya birakacagiz:



7-Boyutlu Egzotik Kiireler 345

Adim 1) [a] = [o/] € HLx(B) olmak iizere o — o' = dB, B € Q3(B),
seklinde yazalim. O halde,

[a= [

B B

egitligini gostermeliyiz. Simdi Stokes Teoremi’ni kullanarak

/BOzQ—/Bo/Z:/M(%/—i-dB)/\B

oldugunu kolayca gosterilir. Bu durumda yardimeci teoremin kanitim tamam-
lamak i¢in B formunun M iizerinde sifir oldugunu gostermek yeterlidir.

Adim 2) B manifolduna tikiz destekli kohomoloji Mayer-Vietoris dizisini
uygulamak i¢in yukaridaki sekilde goriildugi tizere U ve V. = M x (0,1]
segelim. O halde, UNV = M x(0,1/2) olur. Simdi Teorem 4.3.14’{1 kullanarak

HE(U N V) = BE(M x (0,1/2)) = HE' (M) = Hly (M)

elde ederiz. Ayrica, H¥({U UV) = H¥(B) = H§,(B) ve HEU) ~ HE(B -
M) oldugu agiktir. (Ashinda sonuncu esitlik i¢cin U ile B — M arasinda
diizgiin bir difeomorfizma oldugunun gosterilmesi gerekir. Bu detay okuyucuya
birakilmigtir.) Simdi de Teorem 4.3.18’1 kullanarak

HE(V,V — M) ~ HE(M) = Hpp(M)

oldugunu gozlemleyiniz.

Tikiz destekli kohomoloji i¢in bagil kohomoloji dizisini (bkz. sayfa 228)
(V,V — M) ikilisi igin yazalm ve yine HE(V — M) ~ HEZ (M) oldugunu
kullanarak HY(V) =0 sonucuna ulagalim.

Adim 3) Bu adimda ise tikiz destekli kohomoloji Mayer-Vietoris dizisini (bkz.
sayfa 231) B =U UV birlegimi i¢gin yazalim ve daha 6nceki adimlarda elde
ettigimiz sonuclar: kullanarak

o= Hpp(M) — Hg(B — M) = Hpp(B) = Hpp(M) = -+

tam dizisini elde edelim. Simdi Hp (M) =0 = Hpp(M) kosulunu kullanirsak
H}(B—M) ~ H}(B) izomorfizmasin elde ederiz. Bu izomorfizma sayesinde
birinci adimda ele aldigimiz tiim tiirevlenebilir formlarin M = 0B smirina
kisitlamglarinin sifir oldugunu kabul edebiliriz. Son olarak, birinci adimdan
dolayr kamit tamamlanir. O

B = B® manifoldu iizerinde tanimladigimiz bu formun endeksini 7(B)
ile gosterecegiz. Kuadratik formun endeksini gu gekilde hesaplayabiliriz. Bu
form bize Hf) r(B) gercel vektor uzay: lizerinde agagidaki esitlik yardimiy-

la tamimlanan bir simetrik bilineer form verir: < [a],[] >= | a A [ ve

Q([a]) =< [a], [a] > olmak iizere

Q([a] +[8]) = Q([a]) + QA]) +2 < [a], [A] > .
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Bu simetrik formun herhangi bir dik tabandaki matris gdsterimi simetrik ola-
cagindan gercel sayilar lizerinde kogegenlestirilebilir. Bu durumda formun en-
deksi, 7(B), elde edilen kdsegen matrisin pozitif 6zdegerlerinin sayisi ile negatif
ozdegerlerinin sayisinin fark: olarak tamimlamir. Tanimi geregi 7(B) bir tam
sayidir ve manifoldun yonlendirmesine duyarhdir:

7(—=B) = —7(B) .

Yine aymi kuadratik form kullanilarak B manifoldunun Pontryagin sayis
su sekilde tanimlanir:

4(B) = Qi (B)) = /B P(B) .

(Hem birinci Pontryagin sinifini hem de bu smifi temsil eden kapali formu
p1(M) ile gosteriyoruz.) Sonug 6.4.7’den dolay1 ¢(B) bir tam sayidir. Mil-
nor'un A(M) degigmezi agagidaki teorem sayesinde 2¢(B) — 7(B) tam say1-
simin (mod 7) denklik sinifi olarak tanimlanir:

AM) =2¢(B) —7(B) (mod 7) .

Teorem 6.4.2. 2¢(B) — 7(B) tam sayissman (mod 7) denklik sinifs B ma-
nifoldunun seciminden bagimsizdir ve sadece M ile belirlenir. Dolayiswyla,
ANM) degismezi iyi tanimldar.

Teoremin kamitina gegmeden once iki 6nemli sonucunu ele alalim. Diyelim
ki M dordiincii Betti sayis1 sifir olan tiirevlenebilir yonlendirilmis tikiz bir
B manifoldunun st olsun: M = 0B ve Hjp(B) = 0. Bu durumda
2¢(B) — 7(B) tam saywsi sifir olacagindan A(M) = 0 elde edilir. O halde,
agagidaki sonucu kanitlamig olduk.

Sonug 6.4.3. Eger A(M) degismezi sifirdan farkl ise M manifoldu dérdin-
cti Betti sayist sifor olan tirevlenebilir yonlendirilmis tikiz bir B manifoldunun
sty olamaz.

B manifoldunun (ya da smuri olan M manifoldunun) yonlendirmesini
degistirirsek, 7(M) degismezine benzer gsekilde, A\(M) degismezinin de igare-
tinin degigecegi agiktir: A(—M) = —A(M). Bagka bir deyisle agagidaki sonucu
elde etmis olduk.

Sonug 6.4.4. Eger \NM) degismezi sifirdan farkly ise M manifoldundan
kendine yoni dedistiren bir difeomorfizma yoktur.

Teorem 6.4.2in Kansti: Kanit iki adimdan olugmaktadir.

Adim 1) B? ve BS yonlendirilmis sinirlart M7 olan tiirevlenebilir yonlen-
dirilmig tikiz manifoldlar olsunlar. Bo manifoldunun yoniinii ters cevirip bu
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iki manifoldu ortak sinirlari boyunca yapigtirarak tiirevlenebilir tikiz ve siniri
olmayan C' = B;Ug— B> manifoldunu elde edelim. Bu manifoldun kesigim for-
munun endeksi manifoldun Pontryagin sayilar cinsinden gu sekilde ifade edilir
(bu formtliin kanit1 kitabimizin kapsamini oldukca agmaktadir; bkz. [20], s. 12,
86):
() =5 [ m(O)-RC).
C

Buradan
457(C) + q(C) = 457(C) + /Cp%(()’) = 7/0172(0) =0 (mod 7) .

En sondaki denklik Pontryagin sayilarinin tam say1 olmasinin sonucudur. Oner-
me 6.2.7°den dolayr p2(C) = c4(TxC ® C) = e((TxC ® C)g) olur. Bagka bir
deyisle, bu Pontryagin sayisi gercel bir demetin Euler sayisidir ve her Euler
say1st bir alt manifold kesigimine egit oldugu icin tam sayidir. Diger Pontrya-
gin sayis1 p3(C) igin ise bir sonraki paragrafta kamitlayacagimiz p3(C) =
p3(B1) — p3(Ba) esitligini ve Sonug 6.4.7’yi kullanabiliriz. Son olarak, elde
ettigimiz 457(C) + q(C) =0 (mod 7) esitligini iki ile ¢carparak

2¢(C)—-7(C)=0 (mod 7)
esitligini elde ederiz.
Adim 2) Bu adimda yukarida ele aldigimiz manifoldlar igin
T(C) =7(B1) —7(B2) ve q(C)=q(B1)—q(B2)

oldugunu kanitlayacagiz. Bunun i¢in C' = B;U—By manifoldunun bilegenleri-
nin ortak siniri olan M = 0B; = —9dB5 alt manifoldunun bir tiip komgulugunu
N =M x (—1,1) elealalim ve U =BjUN, V =—-ByUN agk kiimeleri
i¢in tikiz destekli Mayer-Vietoris dizisini yazalim:

- > HYUNV) = HY U)o HFY (V) - HY(UUV) - B Y UNV) > - .

Simdi yine Yardimci Teorem 6.4.1'de oldugu gibi H¥(B;UN) ~ H*(B; — M),
i = 1,2, ve B; manifoldlarinin ii¢iincii ve dérdiincli De Rham kohomolojile-
rinin sifir oldugunu hatirlayarak agagidaki degismeli diyagram elde ederiz:

HYC) <+— H}B1—-M) © HXBy— M)
{ { {
H4DR(C) — HéR(Bl) D H?)R(Bﬂ

Bu diyagramdaki tiim oklar birer izomorfizmadir. Ashnda yukaridaki yatay
izomorfizmay1 yukaridaki Mayer-Vietoris dizisinden elde etmeyi size aligtirma
olarak birakiyoruz. Diger taraftan, soldaki diigsey izomorfizma ise bir egitliktir.
Son olarak, diger iki diigey izomorfizma da Yardimci Teorem 6.4.1’in kanitinin
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ticlincii adiminin bir sonucudur. Ayrica, yatay izomorfizmalar icerme fonksiyon-
lariin iirettigi homomorfizmalardir. Bu degismeli diyagram bize H},(C) =
H(C) icinden alacagimiz her o smifinin §; € H(B; — M), i = 1,2, olmak
tizere a = 1+ P2 olarak tek bir gekilde yazilabilecegini ve [; simflarini temsil
eden kapali formlarin desteklerinin birbirinden ayrik secilebilecegini géstermek-
tedir. Dolayisiyla, o? = 87 + 82 yazabiliriz. O halde, 7(C) = 7(By) — 7(Bs)
esitligi kanitlanmig oldu. ¢(C) = q(B1) — q(B2) esitligi icin ise ayrica Pontrya-
gin sinifinin dogal oldugunu kullanmaliyiz. Bagka bir degisle, p;(C) siifim
icerme fonksiyonu yardimi ile B; {izerine geri ¢ektigimizde pi(B;) simifim
elde ederiz. Sonug olarak, 2¢(By) — 7(B1) = 2¢(B2) — 7(B2) (mod 7), elde
ederiz. Boylece kanit tamamlanir. O

S* Kiiresi Uzerindeki R*-demetleri: Bu alt béliimde S* birim kiiresi
{izerinde, kuaterniyon carpimi yardimiyla tanimlayacagimiz R*-demetlerinin
Euler ve Pontryagin karakteristik siniflarini hesaplayacagiz. Bu ve bundan son-
raki boliimde H = R* ile kuaterniyonlar vektdr uzaymi (dogrusunu) goste-
recegiz. Bu uzay: standart yonlendirmesiyle diigiinelim: {e1,e2,e3,e4} veya
{1,4,4,k}. Bu dogrunun tipik bir elemam1 p = (a,b,c,d) = a + ib + jc +
kd, a,b,c,d € R geklinde olup R-vektoér uzayr yapisina sahiptir. Ashinda
kuaterniyonlar bir cebir olusturur. Iki kuaterniyonun carpimi
==k =—1veij=k, ji=—k, jk=1i, kj =—i, ki=j, ik =—},

carpim tablosu ile tanimlanir. Karmagik sayilarda oldugu gibi p = (a,b,¢,d) =
a+ib+ je+ kd kuaterniyonun eslenigi p = (a, —b, —¢, —d) = a —ib— jc—kd
ve boyu (uzunlugu veya normu) ||p|| = /pp = Va2 + b2+ c2+d? seklinde
tanmimlanir. Birim boylu karmasik sayilar S birim cemberini olustururken
birim uzunluga sahip kuaterniyonlarin kiimesi S birim kiiresidir. Sifirdan
farkl her kuaterniyonun ¢arpma iglemine gore tersi vardir ve

—1 1 Tj * -
R R
ile verilir. Ayrica, oldukc¢a kullanigh olan su egitligi de gorelim: Her p,q € H
i¢in, pg =79 p.

Dért boyutlu kiireyi iki kuaterniyon dogrunun birlesimi olarak gu gekilde
yazalim: S*=HUH/p ~ ¢(p) =1/p, p € H*. ¢ fonksiyonu yénii korudugu
icin kuaterniyonlar {izerine koydugumuz yonlendirme kiireyi de yonlendirecek-
tir. Ornek 2.1.10 icinde birim kiireyi

S2=CP'=CUC /z~¢(2)=1/z, z € C—{0},
ve teget demetini de

T.CP' = T.C U TLC /(z,w) ~ (#(2), ¢/ ()(w)) = (1/2, —w/2?),
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(z,w) € C—{0} x C = T,,(C — {0}), seklinde ifade etmistik. Dért boyutlu
kiirenin teget demeti igin yine ¢(p) = 1/p, fonksiyonun tiirevini hesaplayalim:
Sifirdan farkli bir p € H* noktasi ve herhangi bir v € T,H* ~ H teget vektorii
alalin. Islemler sirasinda kuaterniyon cebirinin degismeli olmadigim goz Gniine
alarak dikkatli olmaya calisacagiz. Bu durumda,

o(p+ hv) — ¢(p)

¢'(p)(v) = lim

h—0 h
= b 2 _ = 2
o @)/ llp -+ bl = B/l
h—0 h
1
= lim ———— @+ h0) [|]pl]|> = (p+h)p| ——
M or e @+ [PIE = P
1
= 1 2 2_h7 -
fim e 0l — gl = hep] g
1 1
= lim —UD) ——=
i i TP
) -1 1
= lim —
h=0p+hv p
1 1
= —_— U —
p p
elde ederiz. O halde, teget demetini
. . 11 1 .
T.S*=THUTH /(p,v)~ | -,—v -] , p€H,
pp Pp

seklinde yazabiliriz (tiirevin ¢niindeki eksi isaretini kaldirdigimizda yine aym
demeti elde ettigimizi gozlemleyiniz; ¢iinkii H* icinde 1 ve —1 noktalarim
birbirine baglayan bir egri vardir).

Simdi Milnor’un S* iizerinde ele aldig §hj — S4 demetinin tanimini
verebiliriz: Herhangi iki h,j tam sayisi icin

chiHXHUHXH/(p,U)N(l/p,phvpj) , p € H.

Bu durumda T,S* = €_1-1 demetidir (bizim tanimlarimiz ve gosterimimiz
Milnor’un orijinal makalesindekilerden biraz farklidir fakat bu durum herhangi
bir karigikhga yol a¢mayacaktir). Hem lif hem de taban kuaterniyon vektor
uzayim standart yonlendirmesiyle diigiinelim.

Uyar1 6.4.5. Eger h+ 75 <0 ise, her iki yerel koordinat sisteminde de,
si:H—TH, p— (p,1+p "), i=1,2,

ifadesi ile verilen yerel kesitler p'si(p)p" = s2(1/p) esitligini sagladujs igin
&ny demetinin bir kesiting verir. Bu kesiti ve Alistirma 20’nin sonucunu kulla-
narak demetin Euler sayisimin —(h+j) oldugunun gésterilmesini size aligtor-
ma olarak birakworuz (bkz. Ahstirma 22). Bu sonucun e(S*) =2 gercejiyle
wyumlu oldugunu gézlemleyiniz.
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Diger taraftan, h + j > 0 durumunda ise kiicik bir hileye basvurmak
yardimer olabilir. &, ;  demetini belirleyen (p,v) — (1/p,pvp?)  yapistirma
fonksiyonu

1 p" v
(tv (p7v)) = (7 v - , b€ [0, 1],
plt+ 1 =tlpll" ¢+ (1—)lpll
. 1 ph .
homotopisi yardvmiyla (p,v) — [ —, I HhUH 7 yapistirma fonkstyonuna
p |Ip p

homotopiktir. Homotopik yapistirma fonksiyonlarimn izomorfik demetler ver-
digi kolayca gosterilebilir. (Alistirma 9, Adwm 2 istenilen izomorfizmanin nasil
kurulacagunan ip uclarina verir; alistirmadaki manifoldu M = S*  almak an-
lamak i¢in yeterli olacaktir. Ayrica sayfa 169°de bulunan Fuvrensel Demetler
baslhigs altindaki a¢iklamaya da bakiniz.) Yapistirma fonksiyonunu bu sekilde
segmek bize p kuaterniyonunun birim vektor alinabilmesi avantajini vere-
cektir. Simdi her bir lifin tzerindeki yonlendirmeyi v — u = v  koordinat
degisikligiyle tersine cevirelim. Artik p birim boylu olduju icin p~' =7 ve
phopd = p~Iop™"  esitlikleri saglanar. Dolayswyla, vektor demetinin (sadece
liflerin) yoniini ters ¢evirmek yapistirma fonksiyonunu

(p,w) = (1/p,pTup™™)

fonksiyonuna homotopik yapacaktir. Baska bir deyisle, &, ; demetinin yoniini
degistirince {_; _p, demetini elde ederiz: —&,j = &5 . O halde, h+3 >0
durumunda da demetin Euler sayist yine

e(6n,j) = —e(—&nj) = —e(§—j—n) = —(h +j)
olur.

Yukaridaki uyarida kullandigimiz teknigi bu sefer hem taban manifoldu
S%’iin hem de lifin yoniinii degistirerek tekrar uygulayalim. Bu durumda, (p,v) €
H* x H degiskenlerini (q,v) = (p,v) degiskenleri ile degistirmek, &, ; deme-
tini belirleyen (p,v) — (1/p,p vp?) yapistirma fonksiyonunu, & n demeti-
ni belirleyen (q,%) — (1/q,¢’9¢") yapistirma fonksiyonuna homotopik olan
bir fonksiyona déniigtiirecektir. Dolayisiyla, hem tabanin hem de lifin yoniini
degistirmek &, ; demetini &;j’ye doniigtiiriir. Simdi de bu degigimin p; ka-
rakteristik sinifin1 nasil etkiledigini gorelim. H = R* lifinin y6niinii degistirmek
bu lifin karmagik sayilarla tensor carpiminin dogal yonlendirmesini degistirmez
(bkz. Ornek 2.3.9). Dolayisiyla, &, ; ®gr C — S* demetini

fiS'=HUH/~— HUH/~=S*, p—p,

fonksiyonu ile geri gekersek ¢;; @r C — S* demetini elde ederiz. Dogrudan
hesap yaparak f* : H}x(S?) — Hpp(SY) , f*(a) = —a oldugu kolayca
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goriilebilir (f*(dx1 A dxg A dxs A dxy) = —dxy A dxg A dxs A dxy  oldugunu
gozlemlemek yeterlidir). O halde,

p1(&in) = p1(f*(Eny)) = FF(P1(nj)) = —P1(6ny)
elde ederiz.

Sonug 6.4.6. Her k € Z tam sayise icin p1(§gx) = 0 olur. Dolayisiyla,
p1(S*) = pi(é—1,—1) = 07dur.

Ashinda yukarida yaptiklarimizi bir adim daha ileri gétiirebiliriz: Her p,q €
H icin, pg = ¢ p oldugundan sabit bir p # 0 degeri icin, agagidaki gibi
tanimlanan
v R*=H—->H=R*, v vp,

ve
Yo  R*Y=H—-H=R*, v—~p=p7,

fonksiyonlar: dogrusal izomorfizmalar uzay iginde homotopik olmasalar da (de-
terminantlarinin igaretleri terstir) bu dogrusal fonksiyonlarin kompleksifikas-
yonlari

V1 Qide :C*=HerC —-H®rC=C*, v~ vp,

ve
Yy @ide :C'=H®RrC > HRrC=C*, v—>Tp=77,

karmagik dogrusal izomorfizmalar uzay1 icinde homotopik olacaklardir, ¢iin-
kii C* iginde 1 noktasimmi —1 noktasina baglayan bir egri vardir (bu egri
kullanilarak homotopi yazilabilir). O halde, idc ile tensor edildikten sonra,
(p,v) = (1/p,p"vp) yapistrma fonksiyonu (p,v) — (1/p,||p|[>p"~'op’~")
ve dolaysiyla  (p,v) +— (1/p,p"'op’~1) yapistirma fonksiyonuna homoto-
pik olacaktir. Ayrica, demetin herhangi bir yarisinda lifin yoniinii degigtirmek
kompleksifikasyonu degistirmeyecegi icin, bu yapigtirma fonksiyonu da (idc ile
tensor edildikten sonra)

(p,v) = (1/p,p" o)
yapistirma fonksiyonuna homotopik olacaktir. Bagka bir deyisle,
p1(&n,j) = p1(n—1,-1)

olur. Son olarak bu formiilii defalarca uygulayarak pi(&p ;) = p1(§h—j0) elde
ederiz. Isimizi bir parca daha kolaylagtirmak icin derecesi h olan

g :S*=HUH/~ — HUH/~=5%, p—p",

fonksiyonu i¢in g5 (£1,0) ~ &no oldugunu gozlemleyiniz (bkz. Ahigtirma 21). Bu

durumda, p1(&n0) = p1(g;(€1,0)) = 95 (P1(§1,0)) = deg(gn)p1(&1,0) = hp1(§1,0)
elde ederiz.



352 Karakteristik Siniflar

Simdi, p1(&1,0) snifini hesaplamak icin yine kiiciik bir hileye bagvuracagiz.
Genelde &, ; — S* demetleri karmagik yap1 kabul etmeseler de (bkz. Aligtir-
ma 22) &0 — S demeti iizerinde karmagik yapt vardir. Bunu gérmek icin
p,v € H kuarterniyonlarini

p=a+ib+jc+kd=A+jB, A=a+1ib, B=c—di ve

v=e+if+jg+kh=C+jD, C=e+if, B=g— hi,

seklinde C? icinde karmasgik vektorler olarak yazalhm. O halde, p-v kuater-

niyon ¢arpimi
L[4 -Bl[C
prv B 4 ||D

karmagik matris carpimina doniisecektir. Bu durumda demetin vektorleri {izerin-
deki karmagik yapi

(U,Z)H{g}z:[gz] zeC,

skaler carpimu ile verilebilir. S* kiiresi {izerinde integrali bire egit olan bir 4-
formun sinifin1 v ile gésterelim. O halde, bu karmagik vektér demetinin birinci
Pontryagin simfi  pi(&10) = —2e(§10) = 2v  olacaktir (bkz. Sonug 6.3.2).
Dolayisiyla, &, ; demetinin birinci Pontryagin smifi ise

p1(&nj) = p1(€n—jo) = 2(h — j)v
olarak hesaplanir.

Sonug 6.4.7. Taban ve lifler yukaridaki sekilde yonlendirildiginde

p1(&ny) =2(h —j)v  wve e(&nj)=—(h+jv olur

Milnor’un Egzotik Kiireleri: Verilen herhangi bir k tek tam sayist icin
h+j = —1 ve h—j = k olacak sekilde, h, j tam sayilar segelim. &, ; — S4 de-
metinin kuaterniyonik birim disk demetinin tiim uzayin B = By ve bu mani-
foldun smirini olusturan S® demetinin tiim uzaym da M = M,Z = aBg — 64
ile gosterelim. Her iki demet daha 6nce ele aldigimiz gekilde yonlendirilmis ol-
sunlar. Bu durumda, M} manifoldunun X\ degigmezi agagidaki gibidir:

Yardimci Teorem 6.4.8. Yukaridaki gosterimi kullanirsak
MM =k* -1 (mod 7)

olur.
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Kanmt : Herhangi bir vektér demetinin tiim uzayinin bir noktasindaki teget
uzayl o noktayi igeren lifin teget uzay1 ile o noktanin tizerinde bulundugu
taban noktasinin teget uzaylarinin direkt toplamidir. Dolayisiyla, herhangi bir
(p, [v]) € By mnoktast igin Ti, [,)) = 1,5 @ Ty (§n,j)p olur. Bagka bir deyisle,
7 : By — S* demet projeksiyonu olmak {izere

T.By = 7" (T.S*) @ 7 (&n5) -
O halde, Whitney Carpim Kurali’'ndan, o = 7*(v) olmak iizere,
p1(Bi) = 7 (p1(T5") + 7* (p1(€nj)) = 0+ 2(h — j)a = 2ka

olarak hesaplanir. Diger taraftan, h+ j = —1 oldugundan ¢, ; demetinin
Euler simfi —(h + j)v = v olur.
Iddia: / o? =1.
B
Iddiaran kanite: 7 @ Hy p(S*) — H},»(By) homomorfizmas: bir izomorfizma

oldugu i¢cin o € H}»(By) kohomolojinin bir iiretecidir. Bu disk demetinin
sifir kesitini S* C By ile gosterelim. Bu alt manifoldun Poincaré duali ise
B € H}p(Bg) olsun. O halde, 8 = a a olacak sekilde bir a € R sayist
vardir. 7 : By, — S* demetinin Euler sayist 1 oldugu icin bu kesit kendisini
bir noktada keser. Bagka bir deyisle

1:S4m54=/ B=[ p?
S4

By,

olur. Diger taraftan, tanimi geregi / a =1 oldugundan 8 = « ve dolayisiyla
S4

/ a? =1 elde ederiz. O
By,

Bu durumda, 7(Bg) = 1, ¢(Bx) = / pi(By) = 4k* ve dolayisiyla
By

ANMy,) = 2q(By) — 7(Bg) = 8k* =1 = k> — 1 (mod 7) elde edilir ve kanit
tamamlanir. O
Artik ana sonucu vererek bu boliimii bitirebiliriz.

Teorem 6.4.9. Her tek k € Z tam sayst igin My  manifoldu standart
S7  kiresine homeomorfiktir. Dijer taraftan, ejer k € 7 tam saypst k% —
1 # 0 (mod 7), kosulunu saghyorsa M manifoldu standart S* kiiresine
difeomorfik degildir.

Kanat : M}, manifoldu, &, ; demetinin i¢indeki birim kiire demetinin tiim
uzay1 oldugu icin

: 11 : \
Mk:HxSBUHxS3/(p,U)~<p,thvp7> » p €M7,
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seklinde ifade edilebilir. Fakat bizim durumumuzda h+ j = —1 oldugundan
denklik bagintis1 (p,v) ~ (¢,u) = (1/p,||p|| p"vp’) halini alir. Milnor manifold

R
tizerinde F : My — R fonksiyonunu gdyle tanimliyor: (p,v) — 1e(|1)|)H2
+lip
ve diger koordinat sisteminde ise
1 1 i 1
w=q—=—|]pl| P ", |Jwl| =
uop Il
olmak {izere
/2] —
Re (021
Re(w) B 6( P Pup
2 I
T+ vl L
[Ipl|
|Ipl| Re (”' i vph>
_ p
1+ lpl?
e (774 77)

Bu fonksiyonun sadece iki tane ve yozlagmamig kritik noktasinin oldugunun
kanitini size birakiyoruz. O halde, Unite 3’teki Ahstirma 8, M), manifoldunun
ST kiiresine homeomorfik oldugunu kanitlar.

Teoremin ikinci kismi icin su sekilde ilerleyecegiz. S kiiresi birim diskin
sinir1 oldugu icin Sonug 6.4.3’den dolayr A(S7) = 0’dir. Diger taraftan, yukari-
daki yardimci teoremden A(Mjy) # 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, kanit
tamamlanir. O

6.5 Alistirmalar

1. Uyar1 6.1.5’in son kisminda bulunan tiimevarim adimini tamamlayiniz.
2. Teorem 6.1.8’in kanitinin birinci adimindaki

aP(oL) = 3 (5&) e

k.l
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esitligini kanitlayiniz.

3. Herhangi bir ¥ yonlendirilebilir yiizeyi iizerinde verilen (z1,z2) siral
koordinat sisteminde ifade edilen bir ¢ Riemann metrigi alalim ve Ffj
bu metrigin Christoffel sembollerini géstersin. Bu durumda yiizeyin Euler
sinifi

F 1 [ori, ori,
2 2

— d d
(91‘1 (91‘2 ) o A 2

ile verilir. Hiperbolik yar1 diizlem ve Poincaré Diski icin yukaridaki for-
mu hesaplayiniz. Simdi cinsi iki olan tikiz ve ydnlendirilebilir bir yiizey
alalim. Bu yiizeyi Poincaré Diski’nin icinde merkezi diskin merkezinde
ve kenarlari jeodezikler olan egkenar bir sekizgenin boliim uzay1 olarak
gorebiliriz. Bunun icin sekizgenin biiyiikliigiinii 6yle ayarlayalim ki i¢ agi-
larinin toplami 27 olsun. Bu durumda kenarlar: oklarin gosterdigi yon-
de yapigtirirsak sekizgenin kogeleri bize yiizey iizerinde bir i¢ nokta verir.
Unite 3, Aligtirma 10 ve 11 bize yiizeyin Euler sayismm 2 — 2g = —2
oldugunu styler. Bu &rnegi hangi tikiz yiizeylere genigletebilirsiniz?

Sekil 6.5: Poincaré Diski’nin i¢inde her bir i¢ agisy /4 radyan olan dizgiin sekizgen;
ayney harflerle gdsterilen kenarlary oklar yéninde yapisturirsak cinsi iki olan yiizeyi
elde ederiz. Sekizgenin alani 4m dir!

Aslinda bu yaklagim Gauss-Bonnet Teoremi’nin bir bagka kanitim verir:
Bunun igin iki sonuca ihtiyacimiz var. Birincisi Unite 3, Alistirma 11°de
ozel bir metrik icin verilen agi-alan iligkisinin her Riemann metrigi igin
dogru oldugunu styleyen ve Gauss tarafindan kanitlanan teorem. Digeri
ise her yiizeyin bir iiggenleme kabul ettigini s6yleyen ve Radé ([31]) tara-
findan 1925 yilinda kanitlanan sonug. Manifoldlarin iiggenlemesi iizerine
kapsamli bir ¢aligma icin [25] numarali makaleye bakabilirsiniz.
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Sekil 6.6: Torus kenarlar oklar yéniinde yapistirilan dikdortgenin bélim uzayrder.
Dikdértgenden disk ¢ikartmak torustan disk ¢ikartmaya karsilik gelir.

(a) Iki dikdértgenden birer disk
gikartilarak olusan bélgelerin, (e)

ile gosterilen simarlary  boyunca (b) Sekizgenin kenarlar: oklar
yaprstiridmasiyla elde edilen sekiz- yontinde yapistirilinea elde edilen
gen. cinsi ikt yizey.

Sekil 6.7

4. Yiizeyler i¢in sayisal egriligin Gauss egriliginin iki kat1 oldugunu gosteri-
niz.

5. Ornek 6.1.10’un icinde yer alan
o*(w) =k dS
egitligini kanitlayiniz.

6. Sonug 6.1.11°in kanitinin 4. adimindaki Gauss génderiminin yerel olarak
yonii korumasi veya yonii degistirmesi ile ilgili iddiay: kanitlayiniz.

7. Uc¢ boyutlu Oklit uzayma gémiilmiis her tikiz yiizeyin Gauss egriligi po-
zitif olan bir noktas: mutlaka vardir, kanitlayiniz.
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8. P: M — N tiirevlenebilir manifoldlarin bir 6rtii uzayi olsun. Eger N
iizerinde bir Riemann metrigi varsa bu metrigi P yerel difeomorfizmast ile
M {zerine cekebiliriz. Bu durumda P bir yerel izometri olur. Gauss-
Bonnet Teoremi'ni kullanarak iki boyutlu kiire veya torusun herhangi
sonlu bir ortii uzaymnin yine kiire veya torus oldugunu gosteriniz. Diger
taraftan, h > 2 olmak iizere P : ¥, — Y; yonlendirilmis tikiz yii-
zeylerin derecesi deg(P) = n olan bir 6rtii uzay1 olsun. Aligtirma 3’de
onerildigi gibi Y iizerine egriligi her noktada —1 olan hiperbolik
metrik koyahm. P : X, — X, yerel difeomorfizmasim kullanarak 3,
iizerinde de egriligi ker noktada —1 olan metrigi olugturalim. O halde,
Gauss-Bonnet Teoremi’nden dolay:

1 1 1
2—2h = X(Eh) = 271'/ Ry, dSEh = —/ dSEh = —% Alan(Eh)
Xn

S 2
ve
1 1 1
2-29=x(%g) = o L dSs, = —5— g dSs, = —o— Alan(%,)
g g

elde ederiz. Ayrica, yukaridaki metrik agagidan P ile geri ¢ekilen metrik
oldugundan, P yerel difeomorfizmasi alan koruyandir. Son olarak, X
icinde alinan yeterince kiiciik her diskin tizerinde aymi alana sahip tam
olarak deg(P) =n tane disk olacagindan Alan(X,) = n Alan(X;) elde
edilir. Bu durumda, daha 6nce elde ettigimiz

2—2g=n(2—2h) yada g=14+n(h-1)

formiiliini tekrar elde etmis olduk.

Simdi M iizerinde bir G-grup etkisi oldugunu ve értii uzayimin bir béliim
uzay1 oldugunu kabul edelim:

P:M—M/G=N .

Bu durumda N izerindeki her metrik M {izerinde G-grubunu izo-
metrilerinin bir alt grubu kabul eden bir metrik verir. Diger taraftan,
M iizerindeki bir metrik G-grubu altinda degigsmez ise N iizerinde bir
metrik verir, dyle ki bu metrigi tekrar M iizerine ¢ekersek yine M
tizerindeki metrigi elde ederiz.

Son olarak, G-grubunun sonlu olmasi durumunda M iizerindeki her
metrigin G-etkisi altinda ortalamasini alarak M iizerinde G-degismez
bir metrik bulabiliriz. Ashnda R(M) ile M manifoldu iizerindeki
tiim Riemann metriklerinin uzaymi ve R(M)% ile de bu metriklerden
G-grubunu izometrileri olarak kabul edenleri gosterirsek

R(M) — R(M)E | g s r(l;| S 6.(9), g € R(M),
oeG
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gonderimi bir kii¢iiltme fonksiyonudur (R(M), M iizerinde tanimli Rie-
mann metrikler kiimesinin uygun bir topoloji ile donatildigimi kabul edi-
yoruz).

¢:CP"xCP* - CP"™" ve J: M — Mx M, pw (p,p),p € M,
sayfa 327 ve sonrasinda tanimlanan fonksiyonlar olsun.

CP* =1limCP" =U,CP"
r>0

sonsuz birlesimi gostersin. Burada limiti dogal CP" — CP"™™! icerme
fonksiyonlar: yardimiyla kuruyoruz (bkz. Unite 1, Aligtirma 1). Eger f :
M — CP" CCP*® ve g: M — CP® C CP* iki fonksiyon ise bu iki
fonksiyonun ¢arpimi

ile tammmlanir. Yine n = dimM ve s,r < k olsun. Bu durumda,
f-g carpim fonksiyonu Onerme 6.2.2'nin 2(k + 1) > n + 1 kosulun-
dan dolay1 CP* icine giden bir fonksiyona homotopiktir; kamitlayimniz.
Bu iglemin homotopi siniflar1 {izerinde degismeli bir grup olusturdugu-
nu gosteriniz. [f : M — CP°] homotopi simfinin grup islemine gore
tersi [f : M — CP*] eslenik fonksiyonunun homotopi sinifi ile verilir.
Son olarak Onerme 6.2.2'yi asagida verilen adimlari izleyerek kanitlayimiz
(ayrica bkz. sayfa 169):

Adim 1) f: M — CPY | p = f(p) = [so(p) : --- : sn(p)] ve g :
M — CPN | pr g(p) = [ro(p) : -+~ : rn(p)], verilen bir 7: L — M™
karmagik dogru demetinin iki siniflandirma fonksiyonunu olsun. Demeti

L‘Ui EUiX(C

yerel carpimlan geklinde yazalim. Kesitleri s; : U; — C seklinde fonk-
siyonlar olarak gorelim.

¢r:U; = CNTL—{0}, p (s0(p), - ,sn(p)), p€ Ui, ve

¢g : UZ — (CN+1 - {O} ) p’_> (To(p)a‘ o 7TN(p))7 p S Ui7

fonksiyonlarimin dogrusal homotopisi, ¢¢(p) = —¢4(p) esitliginin saglan-
dig1 noktalarda iyi taniml olmayacaktir. Bu zorlugu agmak icin simiflan-
dirma fonksiyonlarini sifir kesitleriyle genigletelim:

FiM TP s f(p) = [so(p) s sn(p) 1055 0)
ve

g: M = CP*N*p s g(p) = [ro(p) s -+ i rnv(p) s 05 -2 0]
Ayrica

h:M—CP ML ps f(p)=[0:---:0:50(p):--: sn(p)]



Abhgtirmalar 359

10.

11.

siniflandirma fonksiyonunu tanmimlayalim. Simdi ¢, fonksiyonunun hem
¢y fonksiyonuna hem de ¢, fonksiyonuna homotopik oldugu agiktir.
Son olarak bu homotopilerin &n4+1 — CP2N*1 demet, izdiigim fonk-
siyonu ile bilegkesini alarak f ve ¢ fonksiyonlarini birbirine baglayan
homotopiyi elde ederiz. Dolayisiyla, her bir karmagik dogru demeti tek
bir (siuflandirma fonksiyonu) homotopi smufi belirler.

Adim 2) Homotopik f: M — CPY ve g: M — CP" fonksiyonlarimin
belirledigi f*({n) ve ¢*(En) demetlerinin izomorfik oldugunu gorelim.
Homotopiyi

fe: M —CPYN | (p,t) — [so(p,t) : -+ :sn(p,t)],

fo=f, fi =g seklinde yazahm. Ilk énce M manifoldunun tikiz
oldugunu kabul edelim. Manifold tikiz oldugu i¢in [0,1] araligmi son-
lu sayidaki [a;,b;] araliklarimn birlesimi olarak yazabiliriz, Gyle ki bu
araliklardan herhangi birisi i¢in

M x [a,b] = U; U; % [a,b],

seklinde yazilir ve her (p,t) € U; x [a,b] igin s;(p,t) # 0 esitsizligi
saglamr. Kamti bitirmek icin  f;({n) ve f;({n) demetlerinin izomorfik
oldugunu gostermek yeterlidir. Bu iki demet arasindaki izomorfizmay:
her bir U; acik kiimesi iizerinde su sekilde tanimlayalim:

Vip) : Fa(6n), = FE(En), s v wip) (v) = Ef.?’”) v

Diger taraftan herhangi bir ¢ € [a,b] degeri igin, f;({x) demetinin
Ui x {t} ve U; x {t} acik kiimelerine kisitlamslar1 arasindaki gecis
fonksiyonu

. si(pt)
V= wij(pvt)(v) - Si(p,t) v
ile verilir. Son olarak
510, )0)) = 20 = D)) 0)

oldugundan kanit tamamlanir. Manifoldun tikiz olmadigr durumun kani-
tim okuyucuya birakiyoruz.

Yukaridaki ahigtirmay1 gercel projektif uzay igin tekrar ediniz. Bu durum-
da RP™> uzay1 gercel dogru demetlerinin siniflandirma uzay olacaktir.
[M,RP*°] homotopi simiflarimin kiimesi bir 2-grup olugturur. Bagka bir
deyisle birim eleman digindaki her elemanin mertebesi ikidir.

Onerme 6.2.47i kanitlayimiz.
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Teorem 6.2.5’1 kanitlayiniz. Bunun icin ilk énce sayfa 329’de olugturdugu-
mugz yapilar hatirlayalim: 7°: F — M 1 < r-boyutlu bir vektér demeti
olmak {izere ve bu demetin projektivizasyonunu

CP!' - P(E) - M

ile gosterelim. Ayrica 7 : P(FE) — M izdiigiim fonksiyonu yardimiyla
7°: E — M vektor demetinin geri ¢gekmesinin

0—-L -7 (E)— Q1 —0
seklinde bir tam diziye oturdugunu gormiistiik. Bagka bir deyisle,
" (E)~ L1 &

karmagik vektor demeti izomorfizmasini elde ederiz. Burada @ rank:
r—1 olan bir karmagik vektor demetidir. Ayrica 7 : P(E) — M izdiigiim
fonksiyonunun kohomolojide verdigi bire bir

m : Hpp(M) — Hpp(P(E))

homomorfizmasi yardimiyla H7,p(P(FE)) cebirinin bir serbest H7,p(M)-
modilii oldugunu gérmiistiik. Simdi de m : P(Q1) — P(F) projekti-
vizasyonunu kullanarak benzer gekilde

(mom )" (E) ~ 7 (L1 ® Q1) ~7(L1) ® La ® Q2

ayrigimini elde ederiz. Ayni nedenlerden dolayr kohomoloji diizeyindeki
(mom)* : Hyp(M) = Hp)p(P(Q1)) homomorfizmasinin bire bir oldugu
aciktir. Bu sekilde ilerleyerek elde edecegimiz (r—1 manifoldu 7° :
E — M demetini dogru demetleri toplamina doniigtiirecek aradigimiz
uzay olacaktir: ¢ =mo---om, k=1,--- ,r—1, olmak iizere

(mo¢r1)"(E) = ¢j_1(L1) ® ¢y _5(L2) © -+ @ ¢1(Lr—1) © Ly

Ornek 6.2.10'"da CP! x CP! icindeki cebirsel egriler icin verilen Derece-
Cins Formiilii'ni kanitlayiniz.

Bu aligtirmada su ana kadar iki farkli kamitim1 sundugumuz Derece-Cins
Formiilii’'niin bir diger kamtinin ana hatlarini gorecegiz. Jekil 6.8a’daki
dort dogrunun denklemleri [;(x,y), i = 1,2,3,4 olsun. Bu durumda
aym gekildeki dért dogru,

f(xay) = ll(iﬁ,y) l2<l’,y) l3(xay) l4(.1‘,y)

¢arpim polinomu olmak iizere f(z,y) = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesidir.
Bu polinomu aym zamanda f : R? — R fonksiyonu olarak gorelim ve
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2
3 4
5 6
(a) R2 ¢ C? C CP? (z,9) — (b) R? ¢ C*> ¢ CP' x CP' ,
(,y) = [z :y : 1], iginde rastge- (z,y) = (z,y) = ([z : 1], [y : 1]),
le dort dogrudan olusan dejenere iginde ikili derecesi (4,3) olan de-
kuartik egri. jenere eqgri.
Sekil 6.8

Sard Teoremi'ni kullanarak bu fonksiyon icin bir € > 0 diizgiin degeri
secelim. O halde, f(z,y) — € = 0 denkleminin ¢6ziimii bir boyutlu
tiirevlenebilir bir manifold olacaktir. Simdi bu polinomun homojen hali

F(z0,21,22) = 23 f(20/22,21/22) — €23

olarak yazilir. Hemen hemen her € > 0 igin, F'(29,21,22) = 0 egri-
sinin CP? karmagik projektif diizlemi icinde tiirevlenebilir bir yiizey
oldugunu gosteriniz. Diger taraftan, z3f(z0/29,21/22) = 0 dort kar-
magik dogrunun birlesimidir. Bu dogrular R? ¢ RP? ¢ CP? icinde
yukaridaki gekilde kesigirler. Sekildeki dejenere egriyi tiirevlenebilir yap-
mak icin kullandigimiz € > 0 sayisiu yeterince kiigiik segerek egrinin
tekil noktalarinin kiiciik bir komsulugu diginda degismedigini kabul ede-
biliriz. Diger taraftan, sadece kesigim noktalarindan olusan tekilliklerin
hepsi denklemin yerel olarak

2021:0'—>Zozlz€l#o

geklinde degigmesi ile yok olurlar. Egrinin topolojisi su gekilde degigir:
Her kesigim noktasinin her iki kiireden birer disk komsgulugu cikarilir ve
olugan iki simir gemberi bir silindir (29 21 = ¢ denklemi karmagik diizlem
icinde bir silindir belirler) ile birbirine baglanir. Bagka bir deyigle, Se-
kil 6.8a’daki dort kiire (gercel dogrularin karmagik projektivizasyonlar:)
kesigim noktalar1 yakininda birbirine tiiplerle baglanir. Olusan yeni yi-
zeyin cinsi ti¢ olan yiizey oldugu agiktir! Ashinda Euler sayisi hesabindan
da olusan yiizeyin cinsinin {i¢ oldugu goriilebilir. Doért kiirenin birlegimin-
den tekil noktalarin kiiciik komguluklarin atarsak geriye her biri {i¢ sinir
bilegenine sahip dort ayrik kiire kalir ve bu topolojik uzayin Euler sayisi
4-(2—3) = —4 olur. Silindirin Euler sayist sifir oldugu i¢in bu delik-
li kiireleri tiiplerle baglamak Euler sayisini degistirmeyecektir. O halde,
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deformasyon sonucunda olugan yiizeyin Euler sayis1 —4 ve dolayisiyla
cinsi —4 = 2 — 2g denkleminden ¢ =3 olarak bulunur.

Hesaplamis oldugumuz ¢ = 3 sayisinin l1,0s,l3 ve Iy dogrulari-
nin diizlemde ayirmig olduklar: sinirhi bélgelerin sayisi olduguna dikkat
ediniz.

Sekil 6.8b’de ise R? ¢ CP! x CP! diizleminde koordinat eksenlerine pa-
ralel toplam yedi dogru verilmigtir. Dogrularin denklemlerinin carpimlari-
nin hafifce deforme edilmesi ile elde edilecek (ikili derecesi (m,n) = (4, 3)
olan) egrinin cinsi yine (m —1)(n —1) =6 olacaktir. Sekil 6.8a’dakine
benzer sekilde kanitlayiniz. Tahmin edeceginiz iizere egrinin cinsi bu
dogrularin diizlemde ayirdig: sinirli bélgelerin sayisina egittir.

Karmagik (projektif) diizlemde derecesi d > 1 olan genel bir egri denkle-
mi alalim. Bu egrinin tekil noktalari, egriyi veren polinomun katsayilarini
degigken olarak kabul eden bir polinom denklem sisteminin ¢éziimiidiir.
Kanitlayimniz.

Karmagik projektif diizlemin, CP?, alt: boyutlu RS Oklit uzayma go-
miilebilecegini gosteriniz. Bunun i¢in karmagik projektif diizlemin

CP? = §°/ ~={(20,21,22) € C* | Y |ai|* =1}/ ~

((20, 21, 22) ~ A(20, 21, 22), A € S') béliim uzayr modelini kullanabiliriz.
Ik énce ifadesi agagida verilen F': S° — RS,

F(Z[), 21, 22) = (‘Zo|2, ‘Zl|2, RG(Z(]Zl), Im(zoél), Re(zlzg), Im(zl,ZQ)),

fonksiyonunun kiirenin her (zo, 21, 22) noktasinda

F(z0,21,22) = F([20 : 21 : 22])

esitligini saglayan bir F : CP? — RS fonksiyonu verdigini gozlemleyi-
niz. Daha sonra bu fonksiyonun bire bir daldirma fonksiyonu oldugunu
kanitlayiniz.

M?" tikiz yonlendirilmis bir manifold ve E — M karmagik bir vektor
demeti olsun. Pontryagin sayilarina benzer gekilde ki,ko,--- ,k, > 0
tam sayilart ki + 2ko - -+ + rk, = n kogulunu sagliyorsa

ks opo i (E) = /M M (E) 2(E) - (B)

integrali ile tanimlanan sayiya F — M demetinin bir Chern sayisi denir.
Dolayisiyla, Pontryagin sayilar1 o manifoldun teget demetinin karmagik
cisim ile tenstr carpiminin Chern sayilarindan bagka bir sey degildir.
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Uzerinde karmagik yap: bulunan cesitli vektér demetlerinin Chern sayi-
larini hesaplayiniz.

Chern sayilarinin birer tam say1 oldugu bilinmektedir. Bazi Chern sayi-
larinin tam say1 oldugu aciktir; 6rnegin karmagik dogru demetlerinin top-
lami olan demetlerin Chern siniflar1 ashinda Euler simiflarinin bir polino-
mudur ve dolayisiyla bu demetlerin Chern sayilar1 birer kesigim sayisi
olarak hesaplanabilir. Bagka hangi demetler i¢in Chern sayilarinin tam
say1 oldugu kolayca gosterilebilir?

CP* karmagik manifoldunu bir alt manifold olarak kabul eden bir R”
Oklit uzaymm en az 12-boyutlu oldugunu gésteriniz.

Bu algtirmada SO(3) ve SO(4) gruplarmm topolojisine dair basit
gézlemleri sunacagiz. Tlk iki ik icin [5] (s.195) numaral kaynaktan ya-
rarlandim.

(a) Bir A € SO(3) matrisi alalim. Matrisin satirlarim Ry, Ro, R3 ile
gosterelim. Matrisin determinanti 1 oldugundan Rz = R; X Ra
dig carpimina esittir. Dolayisiyla, matris R; ve Ro ile tamamen
belirlenir. R; vektoriinii S? iizerinde bir nokta olarak alirsak,
buna dik olan Rs vektdriinii kiirenin R; noktasindaki teget uzayda
birim uzunlukta bir vektor olarak diiglinebiliriz. Bagka bir deyigle,
kiirenin teget uzayinm birim vektor demetinin tiim uzayr SO(3)
manifoldudur:

U(T.S?) = {(p,v) € S* xT,5% | ||v]| = 1}
= {(p,v) eR¥*xR* | ||p||=1=|]v]|, p-v=0}
{(p,v,p xv) € (R*? | |]pl|=1=|lv||, p-v=0}

Dolayisiyla, SO(3) manifoldunun RS icine bir gémiilmesini elde
etmig olduk.

(b) Her A € SO(3) doénme hareketi merkezden gecen bir dogrunun
etrafinda olur. Bu dogrunun etrafindaki dénme a¢isim1 dogrunun
iizerindeki noktalarin merkeze olan uzaklig: ile belirleyelim. Dolayi-
siyla, dogrunun iizerinde alinan [—7, 7] araligi, bu dogruyu eksen
olarak kabul eden tiim dénmeleri verecektir. Aslinda, aralik fizerin-
deki herhangi bir noktaya kargilik gelen dénme gu gekilde belirlenir:
Alinan noktanin merkeze olan uzakhg 6 € [0,7] ise bu noktay:
merkeze baglayan 1gin etrafinda ve saat yoniiniin tersi istikametinde
0 radyanlk dénme aradigimiz dénmedir. Boylece m-yaricaph kii-
renin i¢ bolgesinde kalan her nokta tek bir dénme belirler. Ayrica,
bu kiirenin {izerindeki —m ve 7 ile verilen karsilikli noktalar ayni
dénmeyi verir. Bagka bir deyigle, SO(3) ile

D¥/(p~—p, p€dD?
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béliim uzay: arasinda bire bir egleme vardir. Fakat bu boliim uzay:
RP? gercel projektif uzayidir. Bu iglemin bir ¢ : SO(3) — RP?
difeomorfizmas: belirledigini gosteriniz.

S3 kiiresini birim kuaterniyonlar uzay1 olarak ele alalim. Bu durum-
da f:8% — SO(3) fonksiyonu su seklide tanimlansin: Herhangi
bir v = (a,b,c) € R? vektoriinii gercel kismi sifir olan bir birim
kuaterniyon olarak v = ai+bj+ck seklinde yazalim. Bu durumda,
p € 8% birim kuaterniyon olmak iizere f(p) rotasyon matrisi

F(p)(w) =pvp™*
ile tamimlansin. Bunun gekirdegi ker(f) = {£1} olan iyi tanmimh
bir grup homomorfizmasi oldugunu gosteriniz. Ayrica

g:8> >RP3=83/p~—p, pe S3,

bolim uzayim gostermek iizere ¢ o f = ¢g oldugunu kanitlayiniz.
Bunun sonucu olarak, f:S% — SO(3) fonksiyonu derecesi iki olan
bir orti uzayidir.

Sayfa 351’da kuaterniyon ¢arpimini karmagik matris ¢arpimi olarak
yazmigtik. Bu bilgiyi kullanarak S% = SU(2) oldugunu gdsteriniz.

SO(4) grubunun herhangi bir A = [ Ch Cy C3 Cy ] elemanini
siitunlari ile ifade edelim. Bu durumda, v : SO(4) — S3, A
C1, iyi tanmimli 6rten bir tiirevlenebilir fonksiyondur. Ayrica, her
v € §% vektoriiniin ¢ ~!(v) ters goriintiisii bu vektére dik olan
iic boyutlu Oklit uzaydaki tiim sirali ortonormal catilardan olusur.
Dolaysiyla, 9 : SO(4) — S3 fonksiyonu her bir lifi SO(3) grubuna
izomorfik olan bir lif demetidir. Aslinda bu demet asikar demettir.
Bunu gérmek igin her bir C; = [a b e d]T siittununu a+ib+cj+dk

kuaterniyonu olarak gérelim. C; = a —ib— jc — kd kuaterniyonun
eslenigini gostermek {iizere

T : SO(4) — S x SO(3),
A=[C1 Cy C3 C4 ]~ (C1,[ C1Cy C1C3 C1Cy ),

istenilen demet izomorfizmasini verir. Burada C1Cs, s = 2,3,4,
kuaterniyon garpimlarinin gercel kisimlar sifirdir ve dolayisiyla bu
kuaterniyonlar: R? icinde birim vektdrler olarak gorebiliriz. Elde
edilen 3 x 3’'liik matrisin ortogonal oldugunun gésterilmesini, diger
detaylarla beraber, size birakiyoruz.

Yukaridaki (c) sikkinda ele aldigimiz f : % — SO(3) fonksiyonunu
kullanarak derecesi yine iki olan bir 6rtii uzay: yazabiliriz:

F:58%%x 8% 8% S03), (p,q)— (p,f(q) .

U—loF:83x 8% S0(4) fonksiyonunun acik ifadesini yaziniz.
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20.

21.

22.

23.

Karmagik sayilarda oldugu gibi kuaterniyon cebirinde tanimlanan
f-H—H, z— 2", zecH,

fonksiyonunun topolojik derecesinin n  oldugunu gosteriniz. Ashinda
bu sonug 1944 yilinda Eilenberg ve Niven tarafindan daha genel haliyle
kanitlanmigtir (bkz. [12]). Bunun igin ilk énce ¢ € H kuaterniyon sayi-
sinin bu fonksiyonun bir diizgiin degeri oldugunu ve ters gériintiisiiniin
tam olarak n noktadan olugtugunu gosteriniz. Daha sonra her bir ters
goriintii noktasinda fonksiyonun yon koruyan (Jakobiyen'in pozitif iga-
retli) oldugunu gosteriniz.

Eilenberg ve Niven bu sonucu su gekilde genelliyor: ag,--- ,a, € H* s1-
firdan farkli kuaterniyon sayilar olmak iizere

g:H—H, z+— apzay---za, + h(z), z € H,

fonksiyonunu diigtinelim Gyle ki, h(z) derecesi n’den kii¢iik monomiyal-
lerden olugsun. Bu fonksiyonun f fonksiyonuna diizgiin bir homotopi
yardimiyla homotopik oldugunu gostererek deg(f) = deg(g) = n esit-
ligini kanitlayiniz.

gn:S*=HUH — HUH = S*, p — p", fonksiyonu icin g1.(&1,0) ~ &no
oldugunu kanitlayiniz.

Dort boyutlu kiirenin teget demetinin iizerinde karmagik yap1 bulunma-
digim gosteriniz. Kiire iizerinde tammladigimiz &, ; demetinin Euler
sayisimin - —(h + j) oldugunu kamtlayimmiz. Bu demetlerden hangileri
iizerinde karmagik yapi olabilir?

Karmasgik projektif diizlemden 4-boyutlu kiireye agagidaki ifade ile tanim-
lanan ¢ :CP? — S,

2Z021 2zZpz0 |Z1’2 + ‘Z2|2 — |Zo‘2>
bl

E([z0: 21 : 22]) = <|Z|2’ ||z\|2’ IER

fonksiyonunu diigiinelim. Burada z = (20,21, 22) € C* karmasik vek-
toriiniin boyunu ||z||? = |20]® + |21|? + |22|? ile gdsteriyoruz. Ayrica
kiireyi agagidaki gibi ifade edecegiz:

st = {(w1,we,t) e Cx C xR | |w1|2 + ]w2]2 L2 1.

Fonksiyonun £([0 : 21 : 22]) = (0,0,1) kosulunu sagladigini ve de-
recesinin +1 oldugunu gosteriniz. Karmagik projektif diizlem iizerinde
verilen her n tam sayisini birinci Pontryagin sayisi olarak kabul eden bir
dort boyutlu gercel vektér demeti vardir, kanitlayiniz. Bu demetlerden
hangileri tizerinde karmagik yapi olabilir?
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24. Yukarida ele aldigimiz &1 — S* demetinin birinci Pontryagin sinifini

hesaplamak i¢in dogrudan tanimlar: kullanmay:1 deneyebiliriz. Herhangi
bir mp : E — S* R*demetinin birinci Pontryagin smifinin demetin
kompleksifikasyonunun, 7, : Ec — S84, ikinci Chern simifinm —1 kat:
oldugunu biliyoruz: p1(F) = —ce2(Ec) , Ec = F ®g C. Chern simflarin
hesaplamak icin ise ilk énce 71 : Ec — S* demetinin her bir lii CP3
olan projektivizasyonunu diisiinmeliyiz: 7 : P(E¢) — S*. Daha sonra
7 (Fc) demetinin L — P(Ec) kanonik alt dogru demetini olugturup,
bu demetin dualinin birinci Chern simfini @ = ¢;(L*) = —c¢1(L) €
HZQ)R(P(E@)) olarak yazalim. S* kiiresi iizerinde integrali bire esit olan
bir 4-formun smmifim 7 : P(Ec) — S* ile geri gekelim ve her iki sinifi da v
ile gosterelim. Leray-Hirsch Teoremi'nden H},,(P(Ec)) kohomolojisinin
agagidaki gekilde verildigini gdsteriniz:

H®n(P(Ec)) =<1>~R, Hyr(P(Eg)) =< a >~ R,
H}p(P(Eg)) =< a*, v >~R? | HYs(P(FEc)) =< a®, av >~ R?,
HYo(P(Ec)) =< a*v >~ R, HYs(P(Eg)) =< a’v >~ R.
Demetin Chern simiflar1 tamamen
a* + c1(Ec)a® + co(Ec)a® + e3(Ec)a + c4(Ec) =0

denklemiyle tek bir sekilde belirlenir. Taban manifoldu S* kiiresi ol-
dugundan c¢;(FE¢c) = c3(Ec) = c4(Ec) =0 ve dolayisiyla

at + ca(Ec)a® = 0

denklemini elde ederiz.

7*(ca(Ec)) = Av, A € R, olarak yazilsin. Eger a* =0 ise cy(Eg) =0
olmalidir. Diger taraftan, eger a # 0 ise ca(FEc) # 0 olur. Ayrica a3
sinifini temsil eden formu yine a ile gdsterirsek f(c p3 a® =1 oldugunu
biliyoruz. Son olarak a® = —co(Ec)a® = —Ava® # 0 denkleminden

A= —/ a’
P(Ec)

elde ederiz. Dolayisiyla,

olarak hesaplanir. Aslinda bu integrali hesaplamak yerine, daha geo-
metrik bir yaklagimla, a € H%p(P(Ec)) smfinin Poincaré dualinin
kendisi ile beg defa capraz kesigsimini hesaplamay: diiglinebiliriz. Bunun
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25.

icin agagidaki ifade ile verilen P(Eg¢) — CP” fonksiyonunun bu kar-
masik dogru demetinin bir siniflandirma fonksiyonu oldugunu gozlemle-
yiniz (bkz. Onerme 6.2.2):

1

(p; [v]) - [pivpk : WU]

! |

- gl
(g, [0]) — [0 Wq vq
I
o)
p?

]

Bunu gormek icin, ilk 6nce CPT uzaymun ikinci kohomolojisinin tireteci
olan bir sinifin Poincaré dualinin 2y = 0 denklemi ile verildigini goz-
lemleyiniz. O halde, bu kohomoloji sinifini ve Poincaré dualini geri cekip
P(Ec) — S* demetinin lifi olan CP? ile kesistirirsek bu lifin icindeki
v3 = 0 hiper diizlemini buluruz. Bagka bir deyigle, CP" uzaymin ikinci
kohomolojisinin iiretecini geri cekip CP? lifine kisitlarsak bu lifin ikinci
kohomolojisinin iireticini buluruz. Diger taraftan, P(E¢) uzaymin ikin-
ci kohomolojisinin her eleman herhangi bir life (dolayisiyla her bir life)
kisitlanigi ile tek bir gekilde belirlenir. Dolayisiyla, bu fonksiyon gercek-
ten de aradigimz simiflandirma fonksiyonudur. Simdi P(Fg) — CPT
siniflandirma fonksiyonunun bir gébmme fonksiyonu oldugunu gésteriniz.
Ayrica, bu durumda hesaplamak istedigimiz Pontryagin sayis1 bu fonk-
siyonun goriintiisii ile CP7 icindeki bir CP? diizleminin capraz kesisimi
olacaktir. Bu kesigimin +£2 oldugunu gosteriniz.

Gergel ve karmagik projektif uzaylar, iki boyutlu tikiz manifoldlar, kiire-
lerin birbirleriyle ¢arpimlari, iki boyutlu kiire tizerindeki karmagik dogru
demetlerinin birim cember demetleri gibi kitapta sikca adi gecen mani-
foldlar tlizerinde Morse fonksiyonlari bulunuz. Bu fonksiyonlarin kritik
noktalarmdaki Hessian matrislerinin endekslerini hesaplayiniz. Indeksler
ile manifoldun Betti sayilar1 arasinda bir iligki gorebiliyor musunuz?






1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

8]
9]
[10]
[11]

[12]

[13]

Kaynakca

Dimca Alexandru. Singularities and Topology of Hypersurfaces. Springer-
Verlag New York, Inc., 1992. Universitex Series.

Thierry Aubin. A Course in Differential Geometry. American Mathe-
matical Society, Providence, Rhode Island, 2000. Graduate Studies in
Mathematics, no. 27.

Thomas F. Banchoff. Triple points and surgery of immersed surfaces.
Proc. Amer. Math. Soc., 46(3):407-413, December 1974.

Ethan D. Bloch. A First Course in Geometric Topology and Differential
Geometry. Birkhauser, Boston, 1997.

Raoul Bott ve Loring W. Tu. Differential Forms in Algebraic Topology.
Springer-Verlag New York, Inc., 1986. Graduate Texts in Mathematics,
no. 82.

Glen E. Bredon. Topology and Geometry. Springer-Verlag New York, Inc.,
1995. Graduate Texts in Mathematics, no. 139.

S. Y. Cheng, P. Li ve G. Tian. A mathematician and his mathematical
work, Selected papers of S. S. Chern. World scientific series in 20th centruy
mathematics, World Scientific, Singapore, New Jersey, 1995, no.4.

Pierre E. Conner. Differentiable periodic maps. Lecture Notes in Math.,
Springer Berlin, 1979, no.738.

Manfredo P. do Carmo. Riemannian Geometry. Birkhduser, Boston, 1992.

Manfredo P. do Carmo. Diferansiyel Geometri: Egriler ve Yiizeyler. TU-
BA, Tiirkiye Bilimler Akademisi, Senol Form Matbaacilik, Ankara, 2012.
TUBA Ders Kitaplar1 no. 8, Birinci Baski, Ceviren: Belgin Korkmaz.

R. H. Dye. On the Arf invariant. J. Algebra, 53:36-39, 1978.

Samuel Eilenberg ve Ivan Niven. The fundamental theorem of algebra for
quaternions. Bull. Amer. Math. Soc., 50:246-248, 1944.

William Fulton. Algebraic Topology, A First Course. Springer-Verlag New
York, Inc., 1995. Graduate Texts in Mathematics, no. 153.

369



370

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

KAYNAKCA

Robert E. Gompf ve Andras 1. Stipsicz. 4-Manifolds and Kirby Calculus.
American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 1999. Gra-
duate Studies in Mathematics, no. 20.

Phillip Griffiths ve Joseph Harris. Principles of Algebraic Geometry. John
Wiley and Sons, Inc., New York, Chichester, Brisbane, Toronto, Singapo-
re, 1994.

Victor Guillemin ve Alan Pollack. Differential Topology. AMS Chelsa
Publishing, American Mathematical Society, Providence, Rhode Island,
2010.

S. M. Gusein-Zade. Integration with respect to the Euler characteristic
and its applications. Russian Math. Surveys, 65(3):399-432, 2010.

Robin Hartshorne. Algebraic Geometry. Springer-Verlag New York, Inc.,
1977. Graduate Texts in Mathematics, no. 52.

Allen Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2002.

Friederich Hirzebruch. Topological Methods in Algebraic Geometry. Clas-
sics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1995.
3. Edisyonun 2. diizeltilmis baskisi.

L. Christine Kinsey. Topology of Surfaces. Springer-Verlag New York,
Inc., 1997. Undergraduate Texts in Mathematics.

W. B. Raymond Lickorish. An Introduction to Knot Theory. Springer
New York, 1997. Graduate Texts in Mathematics, no. 175.

Alexander Lubotzky. Groups 93 Galway / St Andrews Galway 1993,
volume 2. London Mathematical Society Lecture Note Series, 1993.

Ib Madsen ve Jgrgen Tornehave. From Calculus to Cohomology, De Rham
cohomology and characteristic classes. Cambridge University Press, 1997.

Ciprian Manolescu. Pin(2)-equivariant Seiberg-Witten Floer homology
and the triangulation conjecture. J. Amer. Math. Soc., 29:147-176, 2016.

Dusa McDuff ve Dietmar Salamon. Introduction to Symplectic Topology.
Clarendon Press, Oxford, 1997.

John W. Milnor. On manifolds homeomorphic to the 7-sphere. Ann. of
Math., 64(2):399-405, September 1956.

John W. Milnor. Morse Theory. Princeton University Press, Princeton,
New Jersey, 1973. Annals of Mathematical Studies, no. 51.



KAYNAKCA 371

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

John W. Milnor ve James D. Stasheff. Characteristic Classes. Princeton
University Press and University of Tokyo Press, Princeton, New Jersey,
1974. Annals of Mathematical Studies, no. 76.

James R. Munkres. FElements of Algebraic Topology. Addison-Wesley
Publishing Company, Inc., 1984.

Tibor Radé. Uber den begriff der riemannschen flache. Acta Sci. Math.
(Szeged), 2:101-121, 1925.

Georges Reeb. Sur les points singuliers d’une forme de pfaff complétement
intégrable ou d’une fonction numérique. C. R. Acad. Sci. Paris, 222:847—
849, 1946.

Walter Rudin. Real and Complexr Analysis. McGraw-Hill, Inc., New York,
1987. McGraw-1Iill Series in Higher Mathematics, 3. Bask.

Michael Spivak. Calculus on Manifolds. Addison-Wesley Publishing Com-
pany, Inc., 1965.

Michael Spivak. Differential Geometry. Publish or Perish, Inc., Huston
Texas, 1970. 1. Cilt.

Michael Spivak. Differential Geometry. Publish or Perish, Inc., Huston
Texas, 1975. 2. Cilt.

Tosun Terzioglu. Fonksiyonel Analizin Yéntemleri. Matematik Vakfi:
ODTU, Ankara, 1998. no. 9.

Tosun Terzioglu. An Introduction to Real Analysis. Matematik Vakfi:
ODTU, Ankara, 2008. no. 3.

Sina Tiireli ve Ferit Oztiirk. Morse Kurami Ders notlar.. 2009
Matematik Koyt Yaz Okulu, (http://www.math.boun.edu, 2009.
tr/instructors/ozturk /acikders/morse.htm).

Oleg Y. Viro. Some integral calculus based on Euler characteristic. Lecture
Notes in Math., Springer Berlin, 1979, no. 1346, pages 127-138, 1988.

Julia Viro ve Oleg Y. Viro. Configurations of skew lines.  ar-
Xiv:math/0611374, 2006.

Frank W. Warner. Foundations of Differentiable Manifolds and Lie
Groups. Springer-Verlag New York, Inc., 1983. Graduate Texts in Mathe-
matics, no. 94.



372 KAYNAKCA



N N N N N N /N

EEEEEEE

S

=
%

)p, ®'(p), (d®),

z&ﬂvvzm
~ \/8
~ ~—
8
*

Semboller

zincir yapisi, 198

fonksiyonun noktadaki tiirevi, 69
Riemann manifoldu, 140

simplektik manifold, 140

Lie cebiri, 139

topolojik uzay, 3

metrik uzay, 10

de Rham zincir yapisi, 198

formun yildizi, 157

x-merkezli, r > 0 yarigapli yuvar, 3
aralikta taniml siirekli fonksiyonlar uzayi, 17
sonsuz tirevlenebilir fonksiyonlar, 16
k-nc1 tiirevi siirekli olan fonksiyonlar, 16
fonksiyonun tiirevi, 16

Poincaré Izomorfizmasi, 243
difeomorfizmalar grubu, 73

egrinin enerjisi, 140

vektor demetlerinin toplami, 164

vektor demetlerinin tensér carpimi, 165
iistel fonksiyon, 144

egrilik, 182

fonksiyonun tersi, 18

noktanin grup etkisi altindaki yoriingesi, 73
Grassmann manifoldu, 169

Tekil kohomoloji, 341

zincir yapisinin kohomolojisi, 198

k’inci de Rham kohomoloji, 198

tikiz destekli kohomoloji, 222

tikiz destekli bagil kohomoloji, 228

iki alt manifoldun kesigim sayisi, 261
vektor demeti iizerinde karmagik yapi, 167
m X m boyutunda Jordan blok matrisi, 43
egrinin uzunlugu, 140

Lens uzay1, 103

formun geri ¢cekmesi, 35

373



374 Semboller

MB Mobius seridi, 77

M ®r N R-modiillerin tensér ¢arpimi, 33

O(n) (n x n)-lik ortogonal matrisler uzayi, 80

P(E) vektor demetinin projektivizasyonu, 290

P EmtE 5 A vektor demeti, 162

Py(t) Poincaré serisi, 277

Pfaff(f) egrilik formunun Pfaffian’i, 311

R(X,Y) egrilik tensorii, 306

Rgcij egrilik tensoriiniin bilegenleri, 306

Ric Ricci egriligi, 319

Rot(7) dénme sayisi, 209

S(n) simetrik (n x n)-lik matrisler uzay1, 69

SL(n) 6zel dogrusal grup, 122

S™ n-boyutlu birim kiire, 64

Sk permiitasyon grubu, simetrik grup, 33

T(X,Y) burulma tensorii, 176

™M esteget demeti, 93

T.M teget demeti, 71

T,M bir noktadaki teget uzayi, 67

Tr(f*) f* dogrusal doniiglimiiniin izi, 281

Vv dual vektor uzayi, 34

X(p) teget vektor alani, 71

X/~ boliim kiimesi, 2

X/ ~ boliim uzayi, 4

X xY iki topolojik uzayin ¢arpimai, 4

Y -B iki kiimenin farki, 3

[X,Y] Lie kogeli parantezi, 134

[er] alt manifoldun Poincaré duali, 265

] alt manifoldun Poincaré duali, 262

I'E) vektor demetinin kesitleri, 163

Fz.l Christoffel sembolleri, 140

Ay fonksiyonun sabit noktalarimin (isaretli) sayi-
s1, 281

Qk(U) U fiizerindeki k-formlar uzayi, 90

Q) tikiz destekli k-formlar uzayi, 104

QL egrilik formu, 182

E karmasgik demetin eslenigi, 333

15} topolojinin taban, 4

X (M) Euler karakteristigi, 247

deg(f) diizgiin fonksiyonun derecesi, 231

deg(f)p, diizgiin fonksiyonun yerel derecesi, 232

) A matrisinin determinanti, 36
) — M vektor demetinin determinanti, 166



Semboller

dim(V)
0
8951- ’

hOITl(El, EQ) — M

hom(V, W)

fMW
K

ker T’
lim;ep X;
lim z,

Lx

S

AltR(V)
Hac (D"(r))
Hac (S™(r))
Sim* (V)
trA

\%

Vf

i=1,--,n

vektOr uzayinin boyutu, 36
teget vektorlerin taban vektorleri, 69

homomorfizmalar demeti, 165
Banach uzaylari arasindaki sinirli dogrusal
doniigiimler uzay1, 16

formun manifold tizerinde integrali, 105
Gauss egriligi, 320

homomorfizmanin ¢ekirdegi, 36
topolojik uzaylarin diiz limiti, 44

bir dizinin limiti, 7

Lie tiirevi, 132

sayisal egrilik, 319

degigmeli tensorler uzayi, 34

diskin hacmi, 113

kiirenin hacmi, 113

simetrik tensorler uzayi, 34

matrisin izi, 55

vektor demeti {izerinde baglanti, 175
fonksiyonun gradyan vektorii, 155

alt manifoldun normal demeti, 185
sartlma sayisi, 209

gecigme formu, 213, 288
Fubini-Study form, 118

manifoldun sinir1, 107

formun fonksiyon ile geri ¢ekilmesi, 91
bir topolojik uzay ailesinin carpimi, 4
Laplas operatori, 159

izotopi, 127

Betti sayisi, 247

toplam Chern sinifi, 330

Chern simifi, 330

Chern sayist, 362

iki nokta arasindaki uzaklik, 10
formun dig tiirevi, 94

vektor demeti iizerinde dig tiirev, 180
supremum metrigi, 14

hacim formu, 156

1-form, koordinatin diferansiyeli, 90
koordinat sisteminde k-form, 90
Euler karakteristik sinifi, 267
matrisin iistel fonksiyonu, 38
ramifikasyon endeksi, 283

375



376

fMmL

frhg

[(E) =M
fHU)

fa

Jio() N A Jig(k)
p(E)

pi(E)

Dk oo ey (M)
AltF(M)

(K, L)

cp»

C

D

Hn

Semboller

fonksiyon ve alt manifold gapraz kesigiyor, 258
capraz kesigen fonksiyonlar, 255

vektor demetinin geri gekmesi, 168

bir kiimenin ters goriintiisii, 3

A matrisinin karakteristik polinomu, 36
dig carpim, 35

toplam Pontryagin sinifi, 340
Pontryagin sinifi, 339

Pontryagin sayisi, 343

k-formlar demeti, 93

gecisme sayisi, 214, 288

karmagik projektif uzay, 65

karmagik sayilar cismi, 15

Poincaré Disk Modeli, 191

yar1 Oklit uzayi, 107

rasyonel sayilar cismi, 53

gercel projektif uzay, 65

gercel sayilar cismi, 2

tam sayilar halkasi, 2

fonksiyon tohumlarinin cebiri, 66



Acik
fonksiyon, 7, 46
kiime, 3
orti, 6
yuvar, 10
Akig
vektor alan, 128
Alan
isaretli, 32
vektdr, 128
Alexander Dualite Teoremi, 230
Al
manifold, 75
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yakinsak, 11
Alt kiime
tikiz, 6
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Annulusun kohomolojisi, 206
Ara Deger Teoremi, 9
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Arf, 293, 295
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Gauss-Bonnet Teoremi, 314, 321
Gegigme
formu, 103, 114, 123, 213, 288
say1s1, 208
Genel dogrusal grup, 145
Gergel
projektif diizlem, 270, 291
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lif boyunca, 273
sifir boyutlu manifold iizerinde, 106
vektor alaninin, 128
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Kitabin Yazimi ile Ilgili Notlar

Yaklagik yirmi yil once iilkemiz matematikcileri tarafindan da kullamilmaya
baglanan KTEXcok gelismis bir yazihim olmasina ragmen Tiirkce makale veya
kitap hazirlama konusunda halen ciddi eksikliklere sahiptir. Bu kitabin yazimi
sirasinda kargilagtiklarimdan bazilar: sunlardir:

1. Tirkce karakterlerin yazimi konusundaki zorluklar;

2. Tiirkce yazim hatalarinin yazihim tarafindan otomatik sekilde kontrol edi-
lememesi ve kelimelerin satir sonlarinda dogru sekilde boliinmemesi;

3. Tirkege karakterlerin alfabetik siralamada dogru yerde olmamasi nede-
niyle dizin hazirlama konusuna yaganan zorluklar;

4. Sekillerin kitaba yerlegtirilmesi.

Bilgisayarlar ve I{TEXalaninda yeterli bilgi ve beceriye sahip olmayan biri
olarak yukarida bahsettigim zorluklarin sistematik bicimde iistesinden gelme
konusunda fikir ortaya koyamam. Diger yandan, benzer zorluklarla kargilagan
meslektaglarima zaman kazandirabilir diigiincesiyle, uzun siiren ugraglar so-
nunda ulagtigim derme ¢atma ¢oziimlerden bahsedebilirim.

Aslinda birinci madde konusunda herhangi bir ¢oziimiim yok. Bir ciimle
icinde bile ii¢ bes defa klavyenin dilini Tiirkce’den Ingilizce’ye ya da Ingiliz-
ce’den Tiirkge’ye degistirerek yazmak elbette pek kolay olmadi. Benzer gekilde
ikinci madde icin de bir ¢6ziim bulamadim. Tiirkce kelimelerin dogru hecelen-
mesi icin hecelemeyi acikca yazmak disinda bir yol gériinmiiyor. Ornegin, satir
sonuna gelen ve dogru sekilde boliinmeyen “dosyanin” kelimesini “dos\ — ya\ —
nin” olarak yazmaliyiz. Ya da daha sistematik bir ¢oziim icin ana dosyanin
igine \begin{document} komutundan 6nce “\hyphenation{dos — ya — nin}”
komutunu koyabiliriz. Bu durumda biitiin dokiiman boyunca “dosyanin” keli-
mesi ancak gosterdigimiz yerlerden bdliinecektir. Bu igi kitabin en son halinin
¢giktisini almadan yapmakta fayda oldugu aciktir. Bu kitap i¢in hecelemesini
agikca yazmak zorunda kaldigim kelime sayisi yaklagik 150 oldu. Kitabin ya-
zimi tamamlandiktan sonra bazi editorlerin Tiirkce sozliik ile calisabildigini
6grendim. Bu sayede gozden kacan sayisiz yazim hatasini diizeltme firsatim
oldu.

Uciincii madde icin makul bir ¢éziim buldugumu séyleyebilirim. Burada

\inder{AQB}
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komutunu kullandim. Bu komut su gekilde calisiyor: Program ilk 6nce dizin
icinde Ingilizce karakterlerin alfabetik siralamasma gore (sadece Ingilizce ka-
rakterle yazilmig olan) A kelimesinin yerini buluyor ve daha sonra dizine A
kelimesi yerine B kelimesini yaziyor. Ornegin dizinde

Ters gortntii
ifadesinin dogru yerde gikmasi igin bu ifadenin gectigi yere
\index{Ters gozruzzntuzz@Ters gorintii}
yazabiliriz. Benzer gekilde dizin icinde
Bélim
* kiimesi
ifadesinin goziikmesi icin
\index{Bozluzzm@Boéliim!kuzzmesi@kiimesi }

yazariz. Fikir gercekten basit: Ornegin, dizine koymak istedigimiz bir kelimenin
icinde ¢ harfi geciyorsa bu harf yerine cz yaziyoruz ve boylece alfabetik
siralama yapilirken sira cz ikilisine gelince, program bu kelimeyi c¢ harfi
ile d harfinin arasina koyuyor. Ashinda agagidaki tablo B kelimesi icindeki
Tiirkce karakterlerin A iginde nasil yazilmas: gerektigini gosteriyor:

Dizin Yazma So6zligi
cz | gz | hz i 0z | Sz | uzz
G g 1 i 0 S i
CZ | GZ | HZ | HZZZ | OZ | SZ | UZZ
C| G |1 I O|s| U

w| > B >

Gerekirge harflerin sonuna eklenen z harflerinin sayisini artirabilirsiniz.

Biraz da gekillerden bahsedelim. Sekilleri herhangi bir programda cizebi-
lirsiniz. Internetten iicretsiz olarak indirip kullanabileceginiz bircok program
var. Ben Graph isimli programi kullandim. Lisansta 6grendiginiz analitik geo-
metriyi hatirlamak icin oldukga iyi bir firsat saghyor. Sekilleri ¢izdikten sonra
“ipeg” uzantisi ile kaydedebilirsiniz. Daha sonra bu dosyayi bir resim editorii ile
acip bog alanlari miimkiin oldugunca kirpmakta fayda var. Bu dosyay1 yine in-
ternet iizerinde iicretsiz bulunan “on line” programlar yardimiyla “eps” dosyasi-
na gevirmeniz gerekiyor. Sonugta, 6rnegin, “Figure3.5.jpeg” ve “Figure3.5.eps”
isimli iki gekliniz olacak. Son olarak bunlari kitabinizin INTEXdosyasini igeren
biiyiik dosyamn icine koyabilirsiniz. Program kitabin “pdf” ¢iktisi icin resimle-
rin “jpeg”, “dvi” ciktisi i¢in de “eps” dosyalarini kullanacaktir.

Kitabin icine sekil yerlegtirme konusunda da bir 6nerim olacak. Eger ki-
tap yerine makale yaziyorsaniz gekillerinizi istediginiz o6l¢ililerde metnin igine
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yerlegtirme konusunda bir zorluk ¢ekmeyeceksiniz. Diger taraftan dokiiman si-
mfiniz  {book} ise geklin boyutlarim ayarlamak miimkiin olmayacak, ¢iinkii
KTEXsekillerin altina yazilacak aciklamalarin hangi dilde yazlacagi bilgisini
isteyecektir. Bu problemi ¢ézmek icin dokiiman sinifim

\documentclass[11pt,adpaper,turkish|{book}

segebilirsiniz. Fakat N TEXprograminin Tiirkge yazim konusundaki yardimer un-
surlari igindeki baz1 problemlerden dolay: sistem yine hata mesaji verecektir.
Diger taraftan, dokiiman sinifini1 bagka bir dilde, 6rnegin

\documentclass[11pt,adpaper, kugdili]{book }

olarak secerseniz sistem hata vermeden caligacaktir. Fakat bu durumda da ge-
killerin altinda, 6rnegin, Sekil 3.2 yerine bunun Kusdili kargiligi olan Cikfig
3.2 yazacaktir. Bunu diizeltmek icin ise

\Miktex2.77\tex\generic\babel\kusgdili.ldf

veya
\Miktex2.77\tex\latex\babel-kugdili.ldf

dosyasini uygun bir editor ile agip Cikfig yerine Sekil yazmaniz gerekiyor.
Aym gekilde Kaynak¢a ve Semboller kelimelerini de Kusdili karsiliklari-
nin yerine yazmalisiniz. Bu degisgiklikleri yapabilmek icin bilgisayar oturumunu
“Administrator” olarak agmaniz gerekebilir.






