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Önsöz

E§riler ve yüzeyler tarih boyunca insanlar�n zihnini me³gul etmi³tir. Benzerleri
Neolitik ça§larda dahi bilinen Platonik cisimlerin s�n��and�r�lmas� Antik Yunan
uygarl�§�nda yap�lm�³t�. E§ri ve yüzeylerin modern anlamda tan�mlan�p temel
özelliklerinin ortaya konmas� ise Gauss ve Riemann gibi devleri bekledi. Rie-
mann Gauss'un yüzey ve e§riler üzerine yapt�§� çal�³malar� mükemmelle³tirip
yüksek boyutlara ta³�yarak bugün art�k diferansiyel geometri ve Riemann geo-
metrisi olarak bilinen alanlar�n temellerini att�. Poincaré topolojik uzaylar�n
teorisine temel grup ve homoloji gibi cebirsel nesneleri katarak geometri ve
topoloji çal�³malar�ndaki matematiksel kesinlik düzeyini art�rd�. Homoloji teo-
risi yüzeyler için bilinen Euler formülünün çok daha genel bir özellik oldu§unu
ortaya koydu. Yüzeylerin cebirsel topolojik ve diferansiyel geometrik özellikleri
aras�ndaki ili³ki, matematik tarihinin en güzel teoremlerinden biri olan Gauss-
Bonnet Teoremi'yle taçland�r�ld�. Günümüz modern geometri ve topolojisinin
Riemann-Roch ve Endeks Teoremleri gibi en güzel ve kuvvetli sonuçlar� Gauss-
Bonnet Teoremi'nin derinle³mi³ genellemeleri olarak görülebilir.

Bu kitab�n yaz�m� yazar�n Gauss-Bonnet Teoremi'nin anla³�labilir bir kan�-
t�n� fazlaca diferansiyel geometri kullanmadan sadece türevlenebilir manifoldlar
teorisi dilinde yazma arzusu ile 2010 y�l� Haziran ay�nda ba³lam�³t�r. �lk ba³ta
sadece yazar�n ODTÜ'de vermi³ oldu§u �Calculus on Manifolds� ve �Di�eren-
tiable Manifolds� derslerine ait notlar�n kapsaml� bir ³ekilde elden geçirilerek
yaz�lmas� amaçlanm�³t�. Daha sonra ise Gauss-Bonnet Teoremi'nin genel hali
ve bunu yapmak için gerekli teorilerin de kitaba dahil edilmesine karar verildi.
Olu³turulan bu teorilerin di§er birçok sonucunu da kitaba eklememek olmazd�.
Böylece kitap vektör demetlerinin karakteristik s�n��ar� ve çe³itli uygulama-
lar�yla son buldu. �unu belirtelim ki Guillemin ve Pollack'�n �Di�erential To-
pology� ([16]) adl� kitab� yazar�n model ald�§� kaynaklar�ndan biridir. Bu kitap
sadece içeri§i bak�m�ndan de§il yaz�m üslubu aç�s�ndan da vazgeçilmez. Özel-
likle birçok önemli teoremin kan�tlar�n�n küçük parçalar halinde okuyucuya
yapt�r�lmas� e§itsel aç�dan da çok do§ru bir yakla³�md�r.

Birinci ünite bu kitab� okuyabilmek için gerekli olan topoloji, analiz ve
do§rusal cebir konular�n�n bir özetini içermektedir. Her ne kadar bu konular�n
hemen hemen hepsi lisans derslerinde görülmü³ olsa da, ö§rencilerin lisans üstü
e§itime birçok eksikle ba³lad�§� göze çarpmaktad�r. Örne§in matematikteki en
önemli yap�lardan biri olan bölüm kümeleri, gruplar�, uzaylar� gibi çok temel
konular doktora ö§rencilerinin zihninde dahi tam oturmam�³ olabiliyor. Bunun
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yan�nda lisans e§itiminin ilk y�llar�nda görülen do§rusal cebir konular�n�n h�zl�-
ca gözden geçirilmesi yerinde olabilir. Kitab�n bütünlü§ünü korumak amac�yla
bu ünitede, Diferansiyel Denklemlerin Varl�k ve Teklik Teoremi, Ters Fonksiyon
Teoremi ve do§rusal operatörlerin temel formlar� kan�tlar�yla verilmi³tir. Ünite
içinde yer kalmad�§� için bahsedemedi§imiz baz� önemli detaylar ise al�³t�rma-
larda kar³�n�za ç�kacakt�r.

�kinci ünite ise kitab�n temel unsurlar� olan manifoldlar�n tan�m� ile ba³l�-
yor. Te§et vektör ve te§et vektör demetinin yap�s� verildikten sonra, manifold-
lar�n Öklit uzay�na gömülmesi için haz�rl�k yap�yoruz. Bu kapsamda sonraki
ünitelerde de sürekli yararlanaca§�m�z Sard Teoremi'ni kan�t� ile verece§iz. T�-
k�z manifoldlar�n gömülmesi konusunu bu ünite içinde i³lerken, t�k�z olmayan-
lar�n gömülmesi konusunu al�³t�rmalarda okuyucuya b�rakaca§�z. Bu i³lemler
için gerekli olan Birimin Ayr�³�m� Teoremi'ni de kan�t�yla sunaca§�z. Daha son-
ra manifoldlar üzerinde türevlenebilir formlar� ve Stokes' Teoremi'ni verece§iz.
Bunu yaparken vektör uzaylar�n�n ve manifoldlar�n yönlendirilmesi konusunu
son derece dikkatle yapmaya çal�³aca§�z. Bu ba§lamda karma³�k manifoldlar
üzerindeki do§al yönlendirmeden bahsedecek ve bu do§al yönlendirmenin çar-
p�c� sonuçlar�ndan bir iki örnek sunaca§�z. Öklit uzay� içindeki disk ve kürelerin
hacimlerini hesaplama i³ini de bu üniteye s�k�³t�raca§�z.

Üçüncü ünite manifoldlar�n Euler s�n�f�n�n manifold üzerindeki herhangi bir
Riemann metri§inin e§rili§i cinsinden ifade edilebilmesi için gerekli alt yap�y�
olu³turmak amac�yla yaz�lm�³t�r. �lk önce manifold üzerinde verilen bir vektör
alan�n�n integralinin varl�§�n� gösterdik. Daha sonra bunu kullanarak Lie tü-
revini tan�mlad�k ve Lie türevinin temel özelliklerini ç�kard�k. Di§er taraftan,
manifold üzerine Riemann metri§i koyduktan sonra jeodeziklerden bahsetme-
mek olmazd�. Jeodezik e§ri diferansiyel denkleminin Fourier Serileri yard�m�y-
la standart olmayan bir kan�t�n� da bu üniteye koyduk. Ayr�ca manifoldlar
üzerinde jeodezik-konveks kom³uluklar�n varl�§�n� Spivak'�n kitab�ndaki sunu-
mu ([35]) takip ederek yapt�k. Daha sonra vektör demetlerini ve demetlerin
cebirini tan�mlad�k. Te§et vektör demetinde oldu§u gibi bu demetler üzerine
de metrik koyarak demetlerin geometrisini ba§lant� ve e§rilik formlar� yard�-
m�yla anlamaya çal�³t�k. E§rilik formunu alt�nc� ünitede Euler s�n�f�n� tan�m-
lamak için kullanaca§�z. Bu ünite, Poincaré Yar� Düzlemi'nin jeodeziklerinin
belirlenmesi ve jeodeziklerin bir uygulamas� olan Tüp Kom³uluk Teoremi ile
sona erdi.

Dördüncü ünite De Rham Kohomolojisinin tan�m� ile ba³l�yor. Çemberin
kohomolojisini do§rudan hesaplad�ktan sonra bunun uygulamas� olarak sar�l-
ma, dönme ve geçi³me say�lar�n� tan�mlay�p çe³itli hesaplamalar yapaca§�z.
Daha sonra iki boyutlu kürenin kohomolojilerini do§rudan hesaplay�p burada
kullan�lan �kirleri homolojik cebirle birle³tirerek Mayer-Vietoris dizisini olu³tu-
raca§�z. Bu dizi yard�m�yla kürelerin ve baz� di§er manifoldlar�n kohomoloji
vektör uzaylar�n� belirledik. Poincaré izomor�zmas�n� kan�tlayabilmek için t�-
k�z destekli kohomolojiyi tan�mlayaca§�z ve bu kohomoloji teorisini kullanarak
manifoldlar aras�ndaki fonksiyonlar�n derecesini tan�mlay�p hesaplamalar ya-
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paca§�z. Bu hesaplamalardan birisi daha çok cebirsel topoloji kitaplar�nda bu-
lunan, bir küreden kendisine giden ve derecesi s�f�r olan fonksiyonlar�n sabite
homotopik oldu§unun kan�tlanmas�d�r. Bu kan�t oldukça teknik oldu§u için,
bu sonucun çemberler için olan özel hali, ayn� �kirler yard�m�yla al�³t�rmalar-
da kan�tlanmaktad�r. Bu ünite Poincaré �zomor�zmas� ve baz� uygulamalar� ile
bitecektir.

Be³inci ünite kesi³im teorisinin kurulu³u ile ba³layacakt�r. Daha sonra alt
manifoldlar�n Poincaré dualini tan�mlay�p, bunu alt manifoldlar�n kesi³imlerin-
den yararlanarak kohomoloji halkalar�n�n hesaplanmas�nda kullanaca§�z. Ayr�-
ca alt manifoldlar�n Poincaré dualini kullanarak Gysin Tam Dizisi'ni olu³tura-
ca§�z. Bu diziyi ise Leray-Hirsch ve Künneth teoremlerini kan�tlamakta kulla-
naca§�z. Bu ünitede ayr�ca Poincaré-Hopf Teoremi'ni ve Lefschetz Sabit Nokta
Teoremi'ni kan�tlayaca§�z. Temel baz� örneklerde alt manifoldlar�n kesi³imlerini
do§rudan hesaplayaca§�z. Bunlar�n içinde karma³�k projektif uzay içindeki alt
manifoldlar�n kesi³imleri ve gerçel projektif düzlemin karma³�k düzlem içinde
kendisi ile kesi³imi yer alacakt�r. Cebirsel e§riler teorisinin en temel sonuçlar�n-
dan olan Bezout Teoremi, Riemann-Hurwitz Teoremi ve Hurwitz Teoremi'nin
kan�tlar� ile bu üniteyi bitirece§iz. Cebirsel e§riler ve yüzeyler cebirsel geomet-
rinin yan� s�ra diferansiyel geometri ve topoloji aç�s�ndan da çok zengin bir
örnek kayna§�d�r. Bu ünitenin al�³t�rmalar� kuadratik formlar�n Arf de§i³me-
zinin ve bunun uygulamas� olan topolojik Arf de§i³mezinin bir sunumunu da
içermektedir.

Alt�nc� ve son ünite Euler karakteristik s�n�f�n�n kurulu³u ile ba³layacak.
Gauss-Bonnet Teoremi'nin kan�t�n� verdikten sonra karma³�k vektör demet-
lerinin Chern karakteristik s�n��ar�n� tan�mlayaca§�z. Chern s�n��ar�n�n bir
uygulamas� olarak �yan yana gelme e³itli§i�ni verece§iz. Buradan da Derece-
Cins formülünü elde edece§iz. Asl�nda de§i³ik �kirler içerdi§i için Derece-Cins
formülünün Chern karakteristik s�n��ar�n� kullanmayan bir ba³ka kan�t�n� da
sunaca§�z. Bu yakla³�m ayn� dereceye sahip tüm cebirsel e§rilerin olu³turdu-
§u uzay�n (bir çe³it Moduli Uzay�) incelenmesine dayan�r ve e§riler d�³�nda-
ki di§er cebirsel (yüzeyler veya yüksek boyutlu) nesnelere de uygulanabilir.
Son olarak türevlenebilir manifoldlar�n Pontryagin karakteristik s�n��ar�n� ve
say�lar�n� tan�mlay�p bu say�lar�n baz� topolojik uygulamalar�n� görece§iz. Bu
uygulamalardan en dikkat çekici olan� Milnor'un 1962 y�l�nda kendisine Fields
Madalyas� kazand�ran çal�³malar�ndan biri olan 7-boyutlu egzotik küreler ile
ilgili 1956 tarihli çal�³mas�d�r ([27]). Annals of Mathematics dergisinde yay�n-
lanan 6 sayfal�k makale son derece anla³�labilir olmakla beraber tekil homoloji
dilini kulland�§� için kitaba do§rudan konulamad�. Milnor'un makalesini takip
ederken tekil homoloji içeren bölümlerini kitab�n bütünlü§ünü korumak ad�na
De Rham Kohomolojisi ile de§i³tirece§iz.

Dikkatli okuyucular�m�z Gauss-Bonnet Teoremi'nin yayg�n olarak bilinen
ve Gauss'un jeodezik üçgenlerle ilgili sonucunu kullanan kan�t�n� vermedi§imi-
zi fark edeceklerdir. Bunun önemli bir nedeni bu kan�t�n t�k�z yüzeylerin bir
üçgenleme kabul etti§i gerçe§ini kullanmas�d�r. Bu sonuç ilk olarak 1925 y�l�n-
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da Radó [31] taraf�ndan kan�tlanm�³t�r. Fakat Radó'nun vermi³ oldu§u kan�t
oldukça zordur ve içerik olarak bu kitab�n alan�n�n d�³�nda kal�r. Bu kitab�n
ele ald�§� tüm konular klasik say�labilir. Bu nedenle kitab�n içindeki muhtemel
matematiksel hatalar ve yaz�m yanl�³lar� d�³�ndaki hiçbir ifadenin özgünlü§ü
iddia edilmemektedir.

Kitab� okumak isteyen veya derslerinde kullanmak isteyen akademisyenlere
faydal� olabilecek birkaç noktay� belirtmek istiyorum: Birinci ünite kitab� rahat
³ekilde takip edebilmek için gerekli alt yap�y� olu³turmak için yaz�lm�³t�r. Do-
lay�s�yla, gerekli alt yap�ya sahip okuyucular do§rudan bir sonraki üniteye geçe-
bilirler. Di§er taraftan lisans derslerinde pek zaman ayr�lamayan Ters Fonksi-
yon Teoremi ile Diferansiyel Denklemlerin Varl�k ve Teklik Teoremi'ni kan�t-
lar�yla sunuyoruz. Ayr�ca boyutu sonlu olan vektör uzaylar� üzerinde tan�ml�
do§rusal operatörlerin temel formlar� detaylar�yla okuyucuya sunulmu³tur.

Bir dönemlik türevlenebilir manifoldlar dersi için ³öyle bir yol izlenebilir:
Birinci ünitenin gerekli görülen yerleri h�zl�ca yap�ld�ktan sonra ikinci ünite
detaylar�yla yap�lmal�d�r. Üçüncü üniteden sadece 3.1 yap�larak yola devam
edilebilir. Dördüncü üniteden ise sadece 4.1, 4.2 ve 4.3.1 i³lenerek ders bitiri-
lebilir. Diferansiyel geometri derslerinden Gauss e§rili§ini görmü³ bir ö§renci
grubuna Sonuç 6.1.11 (Gauss-Bonnet Teoremi) ve bunu takip eden kan�t da
verilebilir.

E§er iki dönemlik bir plan yap�lmak isteniyorsa tüm kitap okunabilir. Yine
ö§rencilerin di§er derslerde görmü³ olduklar� konular h�zl� bir ³ekilde hat�rlat�-
larak geçilebilir. Bu kitab� çal�³an bir ö§renci türevlenebilir manifoldlar�n temel
özelliklerinin yan� s�ra vektör demetleri ve karakteristik s�n��ar konusunda da
temel bilgilere kavu³mu³ olacaklard�r. Ayr�ca cebirsel topolojinin konular� olan
t�k�z destekli kohomoloji, derece teorisi, Leray-Hirsch ve Künneth teoremlerini
de görmü³ olacaklard�r. Di§er taraftan, cebirsel topoloji derslerinde önemli bir
yer tutan Temel Grup ve Örtü Uzaylar� ise kitab�m�zda yer almamaktad�r.

Ülkemizdeki bir çok lisans üstü program cebir ve diferansiyel geometri alan-
lar�nda oldukça kuvvetlidir. Di§er taraftan, diferansiyel topoloji, cebirsel topo-
loji ve cebirsel geometri konular�nda büyük eksiklikler vard�r. Bu nedenle ilk
üç ünite birçok okulda h�zl� bir ³ekilde i³lenebilecekken kitab�n geri kalan�nda
daha yava³ ve dikkatli olunmal�d�r. Muhtemel zaman darl�klar�ndan dolay� baz�
teoremlerin kan�tlar� ö§rencilere b�rak�labilir. Ayr�ca al�³t�rmalar ö§rencilerin
en fazla zaman harcamas� gereken yerlerdir. Al�³t�rmalar ö§renci taraf�ndan
konular� özümsemek ad�na birer f�rsat olarak görülmelidir. Problem çözmeden
matematik ö§renmeyi beklemek, yüzmeyi veya bisiklete binmeyi iyi bilen bi-
rini seyrederek bunlar� ö§renmeyi beklemeye benzer. Bunun ise pek mümkün
olmad�§� tecrübelerimizle sabittir.

Kapak Sayfalar� Hakk�nda
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bulunmaktad�r. `Yok' isimli bu heykel 1982 y�l�nda Rolf Westphal taraf�ndan
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�Kendinizi bal�kç� de§il bahç�van olarak görün.
Bal�kç� bal�§� neyin çekece§ini bilir. Bahç�van
ise gerekli ortam� haz�rlar ve bitkilerin büyü-
mesini sa§lar. Matematik tak�m� kurarken en
iyi ö§rencileri al�p kazanmaya çal�³may�n; bu-
nun yerine alabildi§iniz kadar çok ö§renci al�p
onlar� matematikte daha iyi yapmak için eliniz-
den gelen her ³eyi yap�n.�

-Ashley Reiter

1
Yard�mc� Bilgiler

Bu ünitede türevlenebilir manifoldlar�n genel teorisini anlayabilmek için gerekli
olan temel bilgiler sunulacakt�r. S�ras�yla genel topoloji, analiz ve do§rusal cebir
ba³l�klar� alt�nda toplayaca§�m�z bu bilgilere hakim olan okuyucular do§rudan
bir sonraki üniteye geçebilirler. Bu ünitenin amac�, genel topoloji, analiz veya
do§rusal cebir konular�n� daha önceden görmemi³ olan okuyuculara ö§retmek
de§ildir. Tersine bu konular� daha önce çal�³m�³ olanlara biraz hat�rlatmak,
varsa eksik bilgilerini kapatabilmeleri için f�rsat sunmakt�r. Her matematik ders
kitab�nda oldu§u gibi al�³t�rmalar k�sm� ö§rencilerin en fazla zaman harcamas�
beklenen bölümdür. Genel topoloji ve analiz alanlar�nda daha kapsaml� ve
detayl� bilgi için [30, 33, 34, 37, 38] numaral� referanslara bakabilirsiniz.

1.1 Genel Topoloji

1.1.1 Kümeler

Topolojinin tan�m�n� vermeden önce kümeler ve fonksiyonlara dair baz� temel
bilgileri hat�rlayal�m. Bir X kümesi ve onun bir A ⊆ X alt kümesini alal�m.
X fark A kümesini X −A = {x ∈ X | x 6∈ A} olarak tan�mlayaca§�z.

E§er f : X → Y , X kümesinden Y kümesine bir fonksiyon ve B ⊆ Y
bir alt küme ise B alt kümesinin f fonksiyonu alt�ndaki ters görüntüsü
f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B} olarak tan�mlan�r.
{Aα}α∈Λ X kümesinin bir alt kümeler ailesi olsun. Bu durumda

f(∪α∈ΛAα) = ∪α∈Λf(Aα)

oldu§u halde, söz konusu alt kümelerin görüntülerinin ara kesitleri olunca sa-
dece f(∩α∈ΛAα) ⊆ ∩α∈Λf(Aα) içermesi do§rudur. Ba³ka bir deyi³le, bir alt

1
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kümeler ailesinin ara kesitlerinin görüntüsü görüntülerin ara kesitinin alt kü-
mesidir ve genelde bu iki küme farkl� olabilir. Ters görüntü alma i³lemi ise hem
arakesit hem de birle³im i³lemi ile yer de§i³tirebilir: {Bα}α∈Λ, Y kümesinin
bir alt kümeler ailesi olsun. Bu durumda,

f−1(∪α∈ΛBα) = ∪α∈Λf
−1(Bα) ve f−1(∩α∈ΛBα) = ∩α∈Λf

−1(Bα)

olur.
X bir küme ve ∼ bu küme üzerinde bir denklik ba§�nt�s� olsun. P : X →

X/ ∼ bölüm fonksiyonu olmak üzere her Y kümesi ve f : X → Y fonksiyonu
için f = f̃ ◦ P e³itli§ini sa§layacak ³ekilde bir f̃ : X/ ∼→ Y fonksiyonun
var olmas� için gerek ve yeter ko³ul her x, y ∈ X, x ∼ y, için f(x) = f(y)
olmas�d�r. Bu durumda f : X → Y fonksiyonu bölüm kümesinde tan�mlan�r
denir. f̃ : X/ ∼→ Y fonksiyonuna ise f : X → Y taraf�ndan belirlenen
fonksiyon diyece§iz.

Örnek 1.1.1. f : X → Y örten bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x, y ∈
X için x ∼ y ancak ve ancak f(x) = f(y) ³eklinde tan�mlanan ba§�nt�
bir denklik ba§�nt�s�d�r. Ayr�ca, f : X → Y fonksiyonu bu ba§�nt�n�n bölüm
kümesinden Y kümesine bire bir f̃ : X/ ∼→ Y e³lemesini verir.

Daha somut bir örnek için f : R → S1, f(t) = (cos 2πt, sin 2πt), t ∈ R,
fonksiyonunu dü³ünelim. Burada S1 düzlemdeki birim çemberi göstermekte-
dir. Bu örten fonksiyona kar³�l�k gelen ba§�nt�, her s, t ∈ R için s ∼ t ancak
ve ancak s − t ∈ Z ³eklinde tan�mlan�r. Asl�nda ayn� örnek bölüm gruplar�
konusunda da verilebilirdi: R kümesi toplama i³lemi ile de§i³meli bir grup
olu³turur. f : R → S1 fonksiyonu ise tam say�lar�n olu³turdu§u Z normal
alt grubuna kar³�l�k gelen bölüm homomor�zmas�d�r. Bölüm grubu, S1 bi-
rim çemberi, üzerindeki i³lemin karma³�k say�lar�n üzerindeki çarpma i³lemi
oldu§unun gösterilmesini okuyucuya b�rak�yoruz (bkz. �ekil 1.1).

t− 2 t− 1 t t+ 1

R S1 = R/t ∼ t+ 1

f

[t] = {t+ n : n ∈ Z}

f(t) = (cos 2πt, sin 2πt)

�ekil 1.1: Bölüm uzay�

1.1.2 Topolojik Uzaylar

Tan�m 1.1.2. X bir küme olmak üzere bu kümenin kuvvet kümesinin a³a§�daki
ko³ullar� sa§layan herhangi bir τ alt kümesine X üzerinde bir topolojidir denir:
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1. ∅ ∈ τ ve X ∈ τ ,

2. Λ bir endeks kümesi olmak üzere her α ∈ Λ için bir Oα ∈ τ var ise
∪α∈ΛOα ∈ τ ,

3. Her Oi ∈ τ , i = 1, . . . k, için ∩ki=1Oi ∈ τ .

Bu durumda (X, τ) ikilisine topolojik uzay, τ topolojisinin elemanlar�na
(bu topolojinin) aç�k kümeler, aç�k kümelerin tümleyenlerine de (bu topoloji-
nin) kapal� kümeler denir.

Bir küme üzerinde birden fazla topoloji tan�mlanabilece§i aç�kt�r. τ1 ve τ2

verilen bir X kümesi üzerinde iki topoloji olsun. E§er τ1 ⊆ τ2 ise τ2 topolojisine
τ1 topolojisinden daha ince ya da daha kuvvetli denir. Bu durumda τ2 topolojisi
τ1 topolojisinden daha zay�f ya da daha kaba da denir.

Topolojik uzaylar kategorisinin gönderimleri sürekli fonksiyonlard�r. Her-
hangi iki (X, τX) ve (Y, τY ) topolojik uzaylar� aras�nda herhangi bir

f : (X, τX)→ (Y, τY )

fonksiyonu alal�m. E§er her aç�k U ∈ τY kümesinin f alt�ndaki ters görüntüsü
X içinde aç�k bir küme ise (f−1(U) ∈ τX) f fonksiyonuna süreklidir denir.
E§er, sürekli f fonksiyonunun sürekli bir ters fonksiyonu varsa bu fonksiyona
bir homeomor�zma denir. Bu durumda (X, τX) ve (Y, τY ) topolojik uzaylar�na
homeomor�k uzaylar denir.

Uyar� 1.1.3. Süreklilik tan�m�ndaki `aç�k kümeler' ifadesi yerine `kapal� küme-
ler' yazarak süreklili§in bir ba³ka (denk) tan�m�n� elde ederiz, çünkü her B ⊆ Y
alt kümesi için X − f−1(B) = f−1(Y −B) dir.

Örnek 1.1.4. Rn, (n ≥ 0), üzerindeki standart topolojinin aç�k kümeleri
³u ³ekilde tan�mlan�r: Bir U ⊆ Rn alt küme olmak üzere her x ∈ U için
B(x, r) = {y ∈ Rn | ‖y − x‖ < r} ⊆ U olacak ³ekilde bir r > 0 gerçel say�s�
var ise U alt kümesine aç�kt�r denir. (‖x − y‖ = (

∑n
i=1(xi − yi)2)1/2 ifadesi

x = (x1, . . . , xn) ve y = (y1, . . . , yn) noktalar� aras�ndaki Öklit uzakl�§�n� gös-
termektedir). Aksi söylenmedi§i sürece Öklit uzay�n� her zaman bu topolojisi ile
beraber dü³ünece§iz.

Örnek 1.1.5. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X bir alt küme olsun. Bu
durumda τA = {U ∩ A | U ∈ τ} koleksiyonu A alt kümesi üzerinde bir topo-
loji belirler ve bu topolojiye alt uzay topolojisi veya (X, τ) uzay�ndan edinilen
topoloji denir.

Bu örnek elimizdeki bir topolojik uzaydan yeni topolojik uzaylar elde et-
menin bir yolu olarak da görülebilir.
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Verilen topolojik uzaylardan yeni bir topolojik uzay üretmenin bir yolu
çarp�m topolojisidir. Çarp�m topolojisini tan�mlamadan önce bir topolojinin
taban�ndan bahsedelim: (X, τ) bir topolojik uzay ve β ⊆ τ bir alt aile olsun.
E§er X = ∪U∈β U ve her V ∈ τ ve x ∈ V için x ∈ U ⊆ V olacak ³ekilde
bir U ∈ β aç�k kümesi varsa β ailesine bu topolojinin bir taban�d�r denir.

�imdi de β bir herhangi bir X kümesinin alt kümelerinin bir ailesi ol-
sun. Bu aileye X, ∅ ve β ailesinin sonlu say�daki elemanlar�n�n ara kesitlerinin
rastgele birle³imlerinden olu³an alt kümelerini de ekleyerek bir topoloji olu³tu-
rabiliriz. Bu topolojiye β taraf�ndan üretilen topoloji denir.

(X, τX) ve (Y, τY ) iki topolojik uzay olsun. β = τX × τY ailesinin X × Y
kümesi üzerinde üretti§i topolojiye bu iki uzay�n çarp�m topolojisi denir. Daha
genel olarak e§er {(Xi, τi)}i∈I bir topolojik uzaylar ailesi ise Ui ∈ τi ve I endeks
kümesinin sonlu say�da eleman� d�³�ndaki tüm elemanlar� için Ui = Xi olacak
³ekilde seçilen Ui aç�k kümelerinin

∏
Ui direk çarp�mlar�n�n olu³turdu§u β

ailesinin üretti§i topolojiye
∏
Xi çarp�m kümesi üzerindeki çarp�m topolojisi

denir.

Uyar� 1.1.6. 1) Çarp�m topolojisi, çarp�m kümesinden çarp�m� olu³turan uzay-
lara tan�mlanan her bir izdü³üm fonksiyonunu sürekli yapan en zay�f (kaba)
topolojidir.

2)Yukar�daki tan�mda topolojimizin taban�n� tüm
∏
Ui, Ui ∈ τi, çarp�mla-

r� da alabilirdik. Fakat bu durumda
∏
Xi çarp�m kümesi üzerinde elde edilecek

topoloji gere§inden fazla kuvvetli olaca§� için kullan�³l� olmayacakt�r. (Bkz. Al�³-
t�rma 5) Kutu topolojisi olarak adland�r�lan bu topoloji çarp�m kümesi üzerin-
deki her bir izdü³üm fonksiyonunu sürekli yapan en kuvvetli (ince) topolojidir.

3) Gerçel say�lar kümesi üzerindeki standart topolojinin aç�k kümeleri say�-
labilir çoklukta ayr�k aç�k aral�§�n birle³imidir (Ba§lant�l� uzaylar bölümüne
bak�n�z). Dolay�s�yla, bu ³ekildeki iki aç�k kümenin çarp�m� da düzlemde yine
say�labilir çoklukta ayr�k aç�k dikdörtgen bölgenin birle³imi olacakt�r. Bu ne-
denle düzlemdeki bir çok aç�k küme, örne§in yuvarlar, gerçel say�lar kümesinin
aç�klar�n�n bir çarp�m� olamazlar. Di§er taraftan, düzlemdeki her aç�k küme
say�labilir çoklukta aç�k dikdörtgen bölgenin birle³imi (genelde ayr�k olmayan)
olarak yaz�labilir.

Yeni topolojik uzaylar elde etmenin bir di§er yolu ise bölüm uzaylar�d�r:
f : X → Y örten bir küme fonksiyonu ve τX X üzerinde bir topoloji olsun.
f : X → Y örten fonksiyonunun vermi³ oldu§u P : X → X/ ∼ bölüm kümesini
ve f̃ : X/ ∼→ Y bire bir e³lemesini dü³ünelim (bkz. Örnek 1.1.1). X/ ∼ bölüm
kümesi üzerine koyabilece§imiz ve P bölüm fonksiyonunu sürekli yapacak en
kuvvetli topolojiye bölüm topolojisi denir. Benzer ³ekilde Y kümesi üzerinde
f fonksiyonunu sürekli yapan en kuvvetli topolojiyi τY ile gösterelim. Bu
durumda f̃ : X/ ∼→ Y fonksiyonu bir homeomor�zma olur.

Önerme 1.1.7. P : X → X/ ∼ bir bölüm uzay�, f : X → Y ve f̃ : X/ ∼→
Y , f = f̃ ◦ P , ko³ulunu sa§layan fonksiyonlar olsun. Bu durumda f : X →
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Y fonksiyonunun sürekli olmas� için gerek ve yeter ko³ul f̃ : X/ ∼→ Y
fonksiyonunun sürekli olmas�d�r.

Örnek 1.1.8. Bir önceki bölümde ele ald�§�m�z

f : R→ S1 , f(t) = (cos 2πt, sin 2πt) , t ∈ R,

fonksiyonu bize f̃ : R/ ∼→ S1 homeomo�zmas�n� verecektir. Burada R/ ∼
ve dolay�s�yla S1 üzerindeki topoloji bölüm uzay� topolojisidir. S1 üzerindeki
bu topoloji ile S1'in düzlemden edindi§i alt uzay topolojisinin ayn� oldu§unun
gösterilmesini okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz.

Bir (X, τ) topolojik uzay olsun. E§er her x, y ∈ X için x ∈ U , y ∈ V ve
U ∩V = ∅ olacak ³ekilde U ve V aç�k kümeleri varsa bu uzaya Hausdor� (veya
T2 uzay�) denir.

Rn standart topolojisiyle bir Hausdor� uzayd�r. Hausdor� uzaylar�n Kar-
tezyen çarp�mlar� da Hausdor� uzaylard�r. Bir Hausdor� uzay�n tüm alt uzay-
lar� da benzer ³ekilde Hausdor�'tur. Di§er taraftan Hausdor� olma özelli§i
bölüm uzaylar�na geçmeyebilir.

Örnek 1.1.9. X = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ R, y ∈ {−1, 1}} alt uzay�n� dü³üne-
lim. R2 üzerindeki standart topoloji Hausdor� oldu§u için X uzay� da Haus-
dor�'tur. X üzerinde bir ∼ denklik ba§�nt�s� tan�mlayal�m:

(x1, y1) ∼ (x2, y2)

ancak ve ancak (x1 = x2 ve y1 = y2) veya (x1 = x2 6= 0). Bu denklik ba§�n-
t�s�ndan elde edilen bölüm uzay� Hausdor� de§ildir. Bunu görmek için bölüm
uzay�nda (0, 1) ve (0,−1) noktalar�n�n denklik s�n��ar�n�n farkl� olduklar�n�
fakat bu iki noktay� ayr� ayr� içeren herhangi iki aç�k kümenin ayr�k olamaya-
ca§�n� görmek yeterlidir.

A³a§�da bir topolojik uzay için Hausdor� olman�n kullan�³l� bir karakteri-
zasyonunu verece§iz.

Önerme 1.1.10. X topolojik uzay�n�n Hausdor� olmas� için gerek ve yeter
ko³ul 4 = {(x, x) | x ∈ X} kö³egen alt kümesinin X ×X çarp�m uzay� içinde
kapal� olmas�d�r.

Kan�t : �lk önce 4 = {(x, x) | x ∈ X} kö³egen alt kümesinin X×X çarp�m
uzay� içinde kapal� oldu§unu kabul edelim. x, y ∈ X ve x 6= y olacak ³ekilde
iki nokta alal�m. O halde (x, y) 6∈ 4 olur. 4 kapal� bir alt küme oldu§u için
X içinde x ∈ U , y ∈ V ve (U × V ) ∩ 4 = ∅ olacak ³ekilde U ve V aç�k alt
kümeleri bulabiliriz. Fakat (U × V ) ∩ 4 = ∅ tam olarak U ∩ V = ∅ anlam�na
gelir. O halde, X uzay� Hausdor�'tur. Bu kan�t�n tüm ad�mlar� kolayca ters
çevrilebilece§i için di§er yönün kan�t�n� okuyucuya b�rakaca§�z. 2
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1.1.3 T�k�z, Ba§lant�l� Uzaylar

(X, τ) bir topolojik uzay olsun. X = ∪i∈IUi olacak ³ekilde X uzay�n�n aç�k
kümelerinden olu³an bir {Ui}i∈I ailesine X'in bir aç�k örtüsü denir.

Tan�m 1.1.11. Bir (X, τ) topolojik uzay�n�n her aç�k örtüsünün sonlu bir alt
örtüsü varsa bu uzaya t�k�zd�r denir.

X bir topolojik uzay ve A ⊆ X bir alt uzay olsun. E§er A alt uzay� t�k�z
ise A'ya X'in t�k�z bir alt kümesidir denir.

Örnek 1.1.12. 1) Gerçel say�lar kümesi (standart topolojisi ile) t�k�z de§ildir
çünkü {(n− 1, n+ 1)}n∈Z aç�k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü yoktur.

2) Benzer ³ekilde (0, 1] ⊆ R aral�§� t�k�z de§ildir çünkü {(1/n, 1]}n∈Z+ aç�k
örtüsünün sonlu bir alt örtüsü yoktur.

3) X = {x ∈ R | x = 0 veya x = 1/n, n ∈ Z+} alt kümesi t�k�zd�r çünkü
0 noktas�n� içeren her aç�k küme bu kümenin sadece sonlu eleman�n� d�³ar�da
b�rak�r (lim 1/n = 0 oldu§undan dolay�) ve bu sebepten dolay� bu kümenin her
aç�k örtüsünün bir sonlu alt örtüsü vard�r.

Yukar�daki örnekler Öklit uzay�n�n bir alt kümesinin t�k�z olmas� için bu
alt kümenin s�n�rl� ve kapal� olmas� (y�§�lma noktalar�n� içermesi) gerekti§i-
ni vurgulamaktad�r. Heine-Borel Teoremi de asl�nda tam olarak bunu ifade
etmektedir.

Teorem 1.1.13 (Heine-Borel Teoremi). X ⊆ Rn olsun. X alt kümesinin Öklit
uzay�ndan gelen topolojisi ile t�k�z bir uzay olmas� için gerek ve yeter ko³ul X
alt kümesinin s�n�rl� ve kapal� olmas�d�r.

A³a§�daki önermelerin kan�tlar� okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�lm�³t�r.

Önerme 1.1.14. T�k�z bir uzay�n her kapal� alt kümesi t�k�zd�r. Di§er taraftan,
Hausdor� bir uzay�n her t�k�z alt kümesi kapal�d�r.

Önerme 1.1.15. f : X → Y t�k�z bir X uzay�ndan Y uzay�na sürekli bir
fonksiyon ise f(X) ⊆ Y alt kümesi de t�k�zd�r.

Bu sonucu Heine-Borel teoremi ile birle³tirirsek ³u sonucu buluruz.

Sonuç 1.1.16. T�k�z bir X uzay�nda tan�ml� her gerçel say� de§erli f : X → R
sürekli fonksiyonunun en büyük (maksimum) ve en küçük (minimum) de§eri
vard�r.

A³a§�daki örnek bire bir, örten ve sürekli bir fonksiyonun homeomor�zma
olmas�n�n gerekmedi§ini göstermektedir.

Örnek 1.1.17. τ1 ile R üzerindeki standart topolojiyi, τ2 ile de taban� a³a§�-
daki aile olan topolojiyi gösterelim:

β = {(a, b) | a, b ∈ R, ab > 0} ∪ {(a, b) ∪ (c,∞) | a, b, c ∈ R, a < 0 < b}.
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�imdi f : (R, τ1) → (R, τ2), f(x) = x, x ∈ R, fonksiyonunu dü³ünelim. f 'in
bire bir ve örten oldu§u aç�kt�r. β ⊆ τ1 oldu§undan dolay� f süreklidir. Di§er
taraftan (−1, 1) ∈ τ1 ve (−1, 1) 6∈ τ2 oldu§undan f 'in tersi sürekli de§ildir.

Di§er taraftan a³a§�daki sonuç baz� durumlarda ters fonksiyonun da sürekli
olaca§�n� gösteriyor.

Önerme 1.1.18. X, Y topolojik uzaylar ve f : X → Y bire bir sürekli bir fonk-
siyon olsun. E§er X t�k�z ve Y Hausdor� ise f fonksiyonu görüntüsü üzerine
bir homeomor�zmad�r.

Kan�t : A = f(X) ile f 'in görüntüsünü ifade edersek tek yapmam�z gereken
f−1 : A → X ters fonksiyonunun sürekli oldu§unu göstermektir. O halde, bir
kapal� C ⊆ X alt kümesi alal�m. X t�k�z ve C de kapal� küme oldu§undan
C kümesi de t�k�z olur. f sürekli oldu§u için (f−1)−1(C) = f(C) kümesi Y
Hausdor� uzay� içinde t�k�z ve dolay�s�yla kapal� bir küme olur. O halde, f−1

ters fonksiyonu süreklidir. 2
E§er bir f : X → Y fonksiyonu görüntüsü üzerine bir homeomor�zma ise

f 'ye topolojik gömme fonksiyonu denir.

Örnek 1.1.19. X = R3 − {(0, 0, 0)} uzay� (Öklit topolojisi ile) olsun ve X
üzerinde ∼ denklik ba§�nt�s� ³u ³ekilde tan�mlans�n: (x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3)
ancak ve ancak (y1, y2, y3) = λ(x1, x2, x3) olacak ³ekilde bir λ ∈ R+ say�s�
vard�r. X uzay�ndan iki boyutlu birim küreye, S2, tan�mlanan F (x) = x/‖x‖,
x ∈ X, ‖x‖2 = x2

1 + x2
2 + x2

3, fonksiyonu bölüm uzay�na inerek F̃ : X/ ∼→ S2

fonksiyonunu verecektir. Bu fonksiyonun bire bir ve örten oldu§u aç�kt�r. Her
bir koordinat fonksiyonu sürekli oldu§u için F ve dolay�s�yla F̃ süreklidir. P :
X → X/ ∼ bölüm fonksiyonu olsun. P (X) = P (S2) oldu§u için X/ ∼= P (S2)
bölüm uzay� t�k�zd�r. O halde, yukar�daki önerme gere§ince F̃ : X/ ∼→ S2

fonksiyonu bir homeomor�zmad�r (asl�nda bölüm uzay�n�n R3'e bir gömülme-
sini verir; bkz. Al�³t�rma 13).

f : X → Y topolojik uzaylar�n sürekli bir fonksiyonu olmak üzere e§er her
t�k�z C ⊆ Y alt kümesi için f−1(C) ters görüntüsü de t�k�z oluyorsa f 'ye düzgün
bir fonksiyondur denir. Di§er taraftan, e§er her aç�k (kapal�) U ⊂ X alt kümesi
için f(U) kümesi aç�k (kapal�) ise f fonksiyonuna aç�k (kapal�) fonksiyon denir.
Düzgün fonksiyonlar�n en önemli özelliklerinden biri a³a§�daki sonuçtur.

Önerme 1.1.20. X bir Hausdor� topolojik uzay ve f : X → Rn düzgün ve
sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman f kapal� bir fonksiyondur. E§er f ayr�ca
bire bir ise f : X → Rn bir topolojik gömme fonksiyonudur.

Kan�t : A ⊆ X içinde kapal� bir alt küme olsun. f(A) alt kümesinin ka-
pan�³�nda bir y0 ∈ f(A) ⊆ Rn noktas� alal�m. O halde, f(A) içinde y0 nok-
tas�na yak�nsayan bir (yn), (n > 0), dizisi vard�r. Örnek 1.1.12(3)'den dolay�
C = {yn | n = 0, 1, · · · } alt kümesi t�k�zd�r. O halde f−1(C) ve dolay�s�yla
f−1(C) ∩ A alt kümesi X içinde t�k�zd�r. Bu durumda (yn), (n > 0), dizisi
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f(f−1(C) ∩ A) t�k�z kümesinin içindedir. Bu t�k�z küme ayn� zamanda kapal�
oldu§undan dolay� y0 = lim yn ∈ f(A) sonucunu elde ederiz. Di§er bir deyi³le
f(A) kapal�d�r.

�kinci k�sm�n kan�t� f 'nin kapal� bir fonksiyon olmas�ndan kolayca elde edi-
lir. 2

Tan�m 1.1.21. Bir (X, τ) topolojik uzay� bo³ olmayan iki aç�k alt kümesinin
ayr�k birle³imi olarak yaz�lam�yorsa bu uzaya ba§lant�l�d�r denir. Ba§lant�l� ol-
mayan uzaylara ba§lant�s�z uzaylar denir.

(X, τ) topolojik uzay�n�n verilen her iki x, y ∈ X noktas� için γ(a) = x,
γ(b) = y olacak ³ekilde sürekli bir γ : [a, b]→ X fonksiyonu varsa bu uzaya yol
ba§lant�l�d�r denir.

X bir topolojik uzay veA ⊆ X bir alt uzay olsun. E§erA alt uzay� ba§lant�l�
ise A'ya X'in ba§lant�l� bir alt kümesidir denir.

X bir topolojik uzay olmak üzere X üzerinde ∼ denklik ba§�nt�s�n� ³u ³e-
kilde tan�mlayal�m: x ∼ y ancak ve ancak x ve y noktalar�n�n her ikisini birden
içeren bir ba§lant�l� C ⊆ X alt kümesi vard�r. (Asl�nda bu ba§�nt�n�n geçi³me
özelli§i oldu§unu göstermek için Örnek 1.1.25'in ilk k�sm�n� kullanmam�z ge-
rekir.) Bu ba§lant�n�n denklik s�n��ar�na X uzay�n�n topolojik ya da ba§lant�l�
bile³enleri denir. Her denklik s�n�f�, X uzay�n�n, bu denklik s�n�f�n�n herhangi
bir noktas�n� içeren en büyük ba§lant�l� alt kümesidir.

Örnek 1.1.22. 1) Gerçel say�lar (standart topolojisi ile) uzay�n�n her aral�§�
ba§lant�l�d�r. Örnek olarak X = [0, 1] aral�§�n�n ba§lant�l� oldu§unu gösterelim.
X içinde U 6= ∅ 6= V , U ∩ V = ∅ ve X = U ∪ V olacak ³ekilde aç�k kümelerin
var oldu§unu kabul edelim. 0 ∈ U olsun ve a = sup{x | [0, x] ⊆ U} say�s�n�
göstersin. a ∈ (0, 1) oldu§u kolayca görülür. E§er a ∈ U ise U aç�k bir küme
oldu§u için a ∈ (a− ε, a+ ε) ⊆ U olacak ³ekilde pozitif ε gerçel say�s� vard�r. O
halde, a+ε/2 ∈ U olacakt�r ve bu a say�s�n�n seçimiyle çeli³ir. E§er a 6∈ U ise
a ∈ V olur ve yine V aç�k bir küme oldu§u için a− ε/2 ∈ V olacak ³ekilde bir
(ba³ka) pozitif ε say�s� vard�r. Fakat bu durum da tekrar a say�s�n�n seçimi ile
çeli³ir. O halde en ba³ta yapt�§�m�z kabul yanl�³t�r ve dolay�s�yla [0, 1] aral�§�
ba§lant�l�d�r.

2) A ⊆ R bo³ kümeden farkl� bir alt küme olsun. E§er A bir aral�k de§ilse
öyle bir a ∈ R − A say�s� vard�r ki A ∩ (−∞, a) 6= ∅ 6= (a,∞) ∩ A olur ve
dolay�s�yla A ba§lant�l� bir küme olamaz. O halde, R'nin ba§lant�l� alt kümeleri
sadece aral�klard�r.

Yukar�daki örne§in ilk k�sm�n� kullanarak yol ba§lant�l� bir uzay�n ayn�
zamanda ba§lant�l� oldu§unu görebiliriz (bkz. Al�³t�rma 14).

T�k�zl�k konusunda oldu§u gibi kan�tlar� al�³t�rma niteli§inde olan a³a§�daki
sonuçlar�n kan�tlar�n� okuyucuya b�rak�yoruz.

Önerme 1.1.23. Ba§lant�l� bir uzay�n sürekli bir fonksiyon alt�ndaki görüntüsü
de ba§lant�l�d�r.
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Teorem 1.1.24 (Ara de§er teoremi). f : X → R ba§lant�l� bir X uzay�nda
tan�mlanan gerçel say� de§erli sürekli bir fonksiyon olsun. E§er f(x) < c <
f(y) olacak ³ekilde x, y ∈ X elemanlar� ve c ∈ R gerçel say�s� varsa, c = f(z)
olacak ³ekilde en az bir z ∈ X eleman� vard�r.

Örnek 1.1.25. 1) {Eλ}λ∈Λ, Eλ ⊆ X ba§lant�l� alt kümelerin olu³turdu§u bir
aile olsun. E§er ∩λEλ 6= ∅ ise ∪λEλ ba§lant�l� bir kümedir.

Ba§lant�l� alt kümelerin ortak bir elemanlar� varsa bu alt kümelerin birle³i-
mi de ba§lant�l�d�r.

2) E ⊆ X ba§lant�l� bir alt küme ve E ⊆ F ⊆ E ise F alt kümesi de
ba§lant�l�d�r.

3) A topolojik X uzay�n�n ba§lant�l� bir alt kümesi olmak üzere, A ⊆ B ⊆ Ā
ko³ulunu sa§layan her B alt kümesi de ba§lant�l�d�r (kan�t� okuyucuya b�rak�l-
m�³t�r). Topolojicinin sinüs e§risi olarak bilinen

S = {(x, sin(1/x)) ∈ R2 | x > 0}

e§risi yol ba§lant�l� oldu§u için düzlemin ba§lant�l� bir alt kümesidir. Bu kü-
menin kapan�³� {(0, y) | − 1 ≤ y ≤ 1} kümesini içerdi§i için S e§risinin
y-ekseni ile birle³iminden olu³an alt uzay, S̃, ba§lant�l�d�r ama yol ba§lant�l�
de§ildir. Bunu ³u ³ekilde görebiliriz.

x

y = sin(1/x), x > 0

�ekil 1.2: Topolojicinin Sinüs E§risi.

Diyelim ki, S̃ = {(x, sin(1/x)) ∈ R2 | x > 0} ∪ {(0, y) ∈ R2 | y ∈ [−1, 1]}
kümesi yol ba§lant�l� olsun. γ(0) = (0, 0) ve γ(1) = (1/π, 0) olacak ³ekilde
sürekli bir γ : [0, 1]→ S̃, t 7→ γ(t) = (x(t), y(t)), e§risi alal�m. x(t) sürekli
fonksiyonu için, x(0) = 0 ve x(1) = 1/π oldu§undan x−1((0,∞)) aç�k ters
görüntü kümesinin 1 noktas�n� içeren bile³eni (a, 1], 1 > a ≥ 0, ³eklinde bir
aral�kt�r. Ayr�ca, x(a) = 0 olmal�d�r çünkü a 6∈ x−1((0,∞)) olacak ³ekilde
seçilmi³tir. Ancak her t ∈ (a, 1) için x(t) > 0 oldu§undan

y(a) = lim
t→a+

y(t) = lim
t→a+

sin(1/x(t)) = lim
x→0+

sin(1/x)

elde ederiz. Fakat en son yazd�§�m�z limitin de§eri yoktur, dolay�s�yla bu bir
çeli³kidir.
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Önerme 1.1.26. X bir topolojik uzay olmak üzere, X'in topolojik bile³enleri
birer kapal� alt kümedir. Di§er taraftan, bu uzay�n hem aç�k hem de kapal�
her alt kümesi bir topolojik bile³endir. Ayr�ca, X uzay� topolojik bile³enlerinin
ayr�k birle³imi olarak tek bir ³ekilde yaz�labilir. Son olarak, e§er X sonlu say�da
topolojik bile³enden olu³uyorsa her bile³en ayn� zamanda aç�k bir alt kümedir.

Örnek 1.1.27. X topolojik uzay�nda gerçel say� de§erli bir f : X → R fonk-
siyonu alal�m. E§er her x ∈ X için, f(x) = f(y), her y ∈ Ux için, olacak
³ekilde bir x ∈ Ux ⊆ X aç�k kümesi varsa bu fonksiyona yerel olarak sabit
fonksiyon denir. E§er fonksiyon sürekli ve yerel sabit ise X'in her ba§lant�l�
bile³eninde sabit olmal�d�r. Bunu ³u ³ekilde görebiliriz: a ∈ R alal�m. {a} ⊆ R
kümesi kapal� oldu§undan f−1(a) ⊆ X kapal�d�r. Di§er taraftan yerel olarak
sabit fonksiyon olman�n tan�m�ndan f−1(a) ⊆ X alt kümesi aç�k bir küme-
dir. O halde f−1(a) ⊆ X alt kümesi X uzay�n�n topolojik bile³enlerinin bir
birle³imidir. Buna göre ∼ ayn� topolojik bile³enin içinde olma ba§�nt�s� ise
(Önerme 1.1.26'in öncesindeki paragrafa bak�n�z) f : X → R fonksiyonu bize
sürekli bir f̃ : X/ ∼→ R sürekli fonksiyonu verecektir.

1.1.4 Metriklenebilir Uzaylar

Bo³ olmayan bir X kümesi üzerinde a³a§�daki ko³ullar� sa§layan bir d : X ×
X → R fonksiyonu alal�m: Her x, y, z ∈ X için

1. d(x, y) = d(y, x);

2. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z);

3. d(x, y) ≥ 0 d�r ve e³itlik ancak ve ancak x = y durumunda sa§lan�r.

Bu durumda d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine ise metrik
uzay denir. E§er her x, y ∈ X için, d(x, y) ≤ C olacak ³ekilde bir C > 0 gerçel
say�s� varsa bu metri§e s�n�rl�d�r denir. (X, d) bir metrik uzay, x ∈ X bir
nokta ve r pozitif bir gerçel say� olsun. B(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) < r}
alt kümesine x merkezli ve r yar�çapl� yuvar denir. Bir metrik uzay�n tüm
aç�k yuvarlar�n�n üretti§i topolojiye metrik uzay topolojisi denir. X kümesi
üzerindeki bir τ topolojisi bu küme üzerindeki bir metrik taraf�ndan üretilen
topoloji ise (X, τ) topolojisine metriklenebilir topoloji denir.

d1 ve d2 bir X kümesi üzerinde tan�mlanan metrikler olmak üzere her
x, y ∈ X için

m d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤M d1(x, y) ,

ko³ulunu sa§layan m,M > 0 gerçel say�lar� varsa bu iki metri§e denk metrikler
denir. Denk metriklerin ayn� topolojiyi ürettiklerinin gösterilmesini al�³t�rma-
lara b�rak�yoruz.

Örnek 1.1.28. Daha önce ele ald�§�m�z, Rn üzerindeki Öklit topolojisi Öklit
metri§i taraf�ndan üretilen topolojidir.
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(X, d) bir metrik uzay, y ∈ X bir nokta ve (xn) bu uzay içinde bir dizi
olsun. E§er verilen her ε > 0 gerçel say�s� için, ( n ≥ N ⇒ d(xn, y) < ε ) olacak
³ekilde bir N do§al say�s� varsa (xn) dizisi y noktas�na yak�ns�yor denir ve
limxn = y olarak yaz�l�r. E§er verilen her ε > 0 gerçel say�s� için (m,n ≥ N ⇒
d(xm, xn) < ε) olacak ³ekilde bir N do§al say�s� varsa (xn) dizisine Cauchy
dizisi denir. Kolayca görülece§i gibi her yak�nsak dizi bir Cauchy dizisidir.
(X, d) metrik uzay�ndaki her Cauchy dizisi ayn� zamanda yak�nsak ise bu uzaya
tam uzay denir.

Topolojik özellikler metrik uzaylarda sadece diziler yard�m� ile ifade edile-
bilir. A³a§�daki ifadelerin kan�tlar�n� okuyucuya b�rak�yoruz.

Önerme 1.1.29. 1. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X bir alt küme olsun. A
alt kümesinin kapal� olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'n�n içindeki her
yak�nsak dizinin limitinin de A'n�n içinde olmas�d�r.

2. (X, d) tam bir metrik uzay ve A ⊆ X olsun. Bu durumda A alt kümesi
kapal�d�r ancak ve ancak A alt uzay� da tam bir metrik uzayd�r.

3. Metrik uzaylar aras�ndaki bir f : (X, dX) → (Y, dY ) fonksiyonun sürekli
olmas� için gerek ve yeter ko³ul X içindeki her yak�nsak (xn) dizisi için
(f(xn)) dizisinin (Y, dY ) içinde yak�nsak olmas�d�r.

(X, d) metrik uzay� içindeki her dizinin yak�nsak bir alt dizisi varsa bu
metrik uzaya dizisel t�k�z metrik uzay denir.

Teorem 1.1.30. (X, d) bir metrik uzay olsun.

A) (X, d) dizisel t�k�z bir uzay ise s�n�rl� ve tamd�r.

B) (X, d) metrik uzay�n�n t�k�z olmas� için gerek ve yeter ko³ul bu uzay�n
dizisel t�k�z olmas�d�r.

Bu teoremin kan�t�n� topolojik ve metrik uzaylara ait bir çok �kri ve tekni§i
içerdi§i için burada verece§iz.

Kan�t : A) X dizisel t�k�z bir uzay olsun. E§er X s�n�rl� de§il ise her x ∈ X
ve n ∈ N için B(x, n) 6= X olacakt�r. Buna göre sabit bir x ∈ X için xn ∈ X−
B(x, n) olacak ³ekilde seçilen (xn) dizisinin yak�nsak alt dizisi olmayacakt�r.
Çünkü limiti z0 olan yak�nsak bir (zn) dizisi için limn→∞ d(zn, x) = d(z0, x)
olacakt�r fakat bizim durumumuzda d(xn, x) ≥ n'dir. O halde X metrik uzay�
s�n�rl�d�r.

�imdi de X metrik uzay�n�n tam oldu§unu görelim. X uzay� içinde bir
(xn) Cauchy dizisi alal�m. X dizisel t�k�z oldu§undan bu dizinin yak�nsak bir
(xkn) alt dizisi vard�r. limxkn = x0 olsun. Buna göre verilen her ε > 0 gerçel
say�s� için, öyle bir n0 do§al say�s� vard�r ki, her m,n ≥ n0 tam say�lar� için
d(xm, xn) < ε/2 ve d(xkn , x0) < ε/2 e³itsizlikleri sa§lan�r. Son olarak üçgen
e³itsizli§ini kullanarak d(xn, x0) ≤ d(xn, xkn) + d(xkn , x0) < ε, n ≥ n0, elde
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ederiz. O halde, (xn) dizisi de x0 noktas�na yak�nsamaktad�r ve dolay�s�yla
(X, d) metrik uzay� tam bir uzayd�r.

B) �lk önce (X, d) uzay�n�n t�k�z oldu§unu kabul edelim ve bu uzay�n dizisel
t�k�z oldu§unu gösterelim. X içinde bir (xn) dizisi alal�m. �imdilik her x ∈ X
eleman� için, {n ∈ N | xn ∈ B(x, rx)} kümesi sonlu bir küme olacak ³ekilde
bir rx > 0 gerçel say�s�n�n varl�§�n� kabul edelim. {B(x, rx)}x∈X ailesi X t�k�z
uzay�n�n aç�k bir örtüsü oldu§u için bu ailenin sonlu say�da eleman� da X
uzay�n� örtecektir. Bu ise do§al say�lar kümesinin sonlu olmas� çeli³kisine yol
açacakt�r. O halde, X öyle bir x0 ∈ X noktas� vard�r ki, her r > 0 gerçel say�s�
için {n ∈ N | xn ∈ B(x, r)} kümesi sonsuzdur. Bu durumda (xn) dizisinin x0

noktas�na yak�nsayan bir alt dizisi vard�r. Ba³ka bir deyi³le (X, d) metrik uzay�
dizisel t�k�zd�r.

�imdi de (X, d) metrik uzay�n�n dizisel t�k�z oldu§unu kabul edelim ve bu
topolojik uzay�n t�k�z oldu§unu gösterelim. Diyelim ki, X t�k�z olmas�n. O
halde, X uzay�n�n sonlu alt örtüsü olmayan bir {Uα} örtüsü vard�r. X uzay�
dizisel t�k�z oldu§u için X tam ve s�n�rl�d�r. X s�n�rl� oldu§u için X ⊆ B(x,R)
olacak ³ekilde x ∈ X noktas� ve R > 0 gerçel say�s� vard�r. O halde,

A = {r > 0 | baz� x1, · · · , xk ∈ X için X ⊆ B(x1, r) ∪ · · · ∪B(xk, r)}

gerçel say�lar�n bo³ olmayan alttan s�n�rl� bir alt kümesidir.
δ = inf A olsun. E§er δ 6= 0 olsayd� hiçbir alt dizisi Cauchy dizisi olmayan

bir diziyi ³u ³ekilde kurabilirdik: ε = δ/2 alal�m. Buna göre ε 6∈ A olur. x1 ∈ X
alal�m ve B(x1, ε) yuvar�n� dü³ünelim. ε 6∈ A oldu§u için X−B(x1, ε) 6= ∅ olur.
O halde x2 ∈ X − B(x1, ε) seçebiliriz. Benzer ³ekilde x3 ∈ X − (B(x1, ε) ∪
B(x2, ε)) ve tümevar�m metodu ile xn ∈ X − (B(x1, ε) ∪ · · · ∪ B(xn−1, ε))
seçebiliriz. Her m 6= n do§al say� çifti için d(xn, xm) > ε oldu§udan dolay�
bu dizinin hiçbir alt dizisi Cauchy de§ildir. Fakat bu durum da (X, d) metrik
uzay�n�n dizisel t�k�z olmas� ile çeli³ir. O halde, δ = 0 olmal�d�r.

�lk önce r = 1 alal�m. O halde X ⊆ B(x1, 1) ∪ · · · ∪ B(xk, 1) olacak ³e-
kilde baz� x1, · · · , xk ∈ X noktalar� vard�r. {Uα} örtüsünün hiçbir sonlu alt
örtüsü X'i örtemedi§i için bir birim yar�çapl� bu yuvarlardan birini de örte-
meyecektir. Diyelim ki bu yuvar B(x1, 1) olsun. �imdi r = 1/2 alal�m. Bu
durumda B(x1, 1) ⊆ B(y1, 1/2) ∪ · · · ∪ B(yl, 1/2) olacak ³ekilde y1, · · · , yl ∈
X noktalar� vard�r. Benzer ³ekilde B(yi, 1/2) yuvarlar�ndan birisi, diyelim ki
B(y1, 1/2), {Uα} örtüsünün hiçbir sonlu alt örtüsü taraf�ndan örtülemeyecektir
ve B(x1, 1) ∩ B(y1, 1/2) 6= ∅ olacakt�r. Bu durumda üçgen e³itsizli§ini kulla-
narak d(x1, y1) ≤ 1 + 1/2 = 3/2 e³itsizli§ini elde ederiz. Daha sonra r = 1/4
alarak bir z1 ∈ X noktas� bulabiliriz, öyleki B(z1, 1/4) yuvar� {Uα} örtüsünün
hiçbir sonlu alt örtüsü taraf�ndan örtülemez ve B(y1, 1/2) ∩ B(z1, 1/4) 6= ∅.
Dolay�s�yla d(y1, z1) ≤ 1/2 + 1/4 = 3/4 olur. Bu i³leme devam ederek ve elde
etti§imiz dizinin terimlerinin gerekirse isimlerini de§i³tirerek a³a§�daki özellik-
lere sahip bir (xn) dizisi elde ederiz:

1) B(xi, 1/2
i) yuvar� {Uα} örtüsünün hiç bir sonlu alt örtüsü taraf�ndan örtü-
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lemez;
2) Her i için, d(xi, xi+1) < 1/2i−1 + 1/2i < 1/2i−2 olur.

Üçgen e³itsizli§ini kullanarak her n < m için, d(xn, xm) < 1/2n−3 ol-
du§unu kolayca görebiliriz. O halde, (xn) dizisi Cauchy'dir. Dizisel t�k�zl�k
tam uzay olmay� gerektirdi§i için bu dizinin x0 gibi bir limiti olacakt�r.

Son olarak, x0 ∈ Uα0 olacak ³ekilde bir α0 seçelim. Uα0 aç�k bir küme oldu§u
için B(x0, ρ) ⊂ Uα0 olacak ³ekilde bir ρ > 0 gerçel say�s� bulabiliriz. Yeterince
büyük bir n do§al say�s� için d(xn, x0) < ρ/2 ve 1/2n < ρ/2 e³itsizliklerini elde
ederiz. Fakat bu bize B(xn, 1/2

n) ⊆ B(x0, ρ) ⊆ Uα0 çeli³kisini verecektir. Bu
çeli³ki kan�t� tamamlar. 2

Örnek 1.1.31 (Lebesgue say�s�). {Uα}α∈Λ t�k�z (X, d) metrik uzay�n�n bir
aç�k örtüsü olsun. Her x ∈ X için B(x, rx) ⊆ Uαx olacak ³ekilde rx > 0
ve αx ∈ Λ seçelim. X uzay� t�k�z oldu§u için {(B(x, rx/2)}x∈X aç�k örtü-
sünün, {B(xi, rxi/2)}ni=1 gibi sonlu bir alt örtüsü X uzay�n� örtecektir. δ =
min{rxi/2 | i = 1, . . . , n} olsun. �imdi herhangi bir y ∈ X için B(y, δ) yuvar�n�
ele alal�m. �lk önce, d(xi, y) < rxi/2 olacak ³ekilde bir i ∈ {1, . . . , n} vard�r. Bu-
na göre her z ∈ B(y, δ) için üçgen e³itsizli§inden d(z, xi) ≤ d(z, y)+d(y, xi) <
δ + rxi/2 ≤ rxi elde ederiz. O halde, z ∈ B(xi, rxi) ⊆ Uαxi ve dolay�s�yla
B(y, δ) ⊆ Uαxi olur. Ba³ka bir deyi³le rastgele bir noktan�n etraf�na çizilebile-
cek δ yar�çapl� yuvar aç�k örtünün elemanlar�n�n birinin içinde kalacakt�r. Bu
say�ya aç�k {Uα}α∈Λ örtüsünün bir Lebesgue say�s� denir.

Lebesgue say�s�n�n bir uygulamas� olarak a³a§�daki önermeyi kan�tlayal�m.

Önerme 1.1.32. T�k�z bir metrik uzaydan ba³ka bir metrik uzaya giden her
sürekli fonksiyon düzgün süreklidir.

Kan�t: (X, d1) t�k�z bir uzay olmak üzere sürekli bir f : (X, d1)→ (Y, d2)
fonksiyonu alal�m. Bir ε > 0 say�s� verilsin. Bu durumda her x ∈ X noktas�
için,

d1(x, y) < δx ⇒ d2(f(x), f(y)) < ε/2

olacak ³ekilde bir pozitif δx > 0 gerçel say�s� vard�r. T�k�z (X, d1) uzay�n�n
{B(x, δx) | x ∈ X} aç�k örtüsünün bir Lebesgue say�s� λ > 0 olsun. �imdi
d1(x, y) < λ olacak ³ekilde herhangi iki nokta alal�m. O halde, y ∈ B(x, λ) ⊆
B(z, δz) olacak ³ekilde bir z ∈ X noktas� bulabiliriz. Son olarak, x, y ∈
B(z, δz) oldu§undan

d2(f(x), f(y)) ≤ d2(f(x), f(z)) + d2(f(z), f(y)) < ε/2 + ε/2 = ε

elde ederiz. 2

Tan�m 1.1.33. (X, d) metrik uzay ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Her
x, y ∈ X için d(f(x), f(y)) ≤ λ d(x, y) olacak ³ekilde bir 1 > λ ≥ 0 gerçel
say�s� varsa f fonksiyonuna bir daraltma fonksiyonu, λ katsay�s�na ise daraltma
katsay�s� denir.
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Bir daraltma fonksiyonunun sürekli oldu§u aç�kt�r.

Teorem 1.1.34 (Banach Daraltma �lkesi). (X, d) tam bir metrik uzay ve f :
X → X bir daraltma fonksiyonu ise f fonksiyonunun bir ve tek bir sabit noktas�
vard�r.

Kan�t: Bu teorem üçgen e³itsizli§inin basit bir uygulamas�d�r. Herhangi bir
x1 ∈ X noktas� seçelim ve xn+1 = f(xn), n ≥ 1, ile tan�mlanan diziyi göz
önüne alal�m. 0 ≤ λ < 1 gerçel say�s� f fonksiyonunun daraltma sabiti ise, her
n ≥ 1 tam say�s� için

d(xn, xn−1) ≤ λ d(xn−1, xn−2) ≤ · · · ≤ λn−2 d(x2, x1)

elde edilir. Di§er taraftan, üçgen e³itsizli§ini kullanarak, her n ≥ 1 tam say�s�
için

d(xn, x1) ≤ d(xn, xn−1) + d(xn−1, xn−2) + · · ·+ d(x2, x1)

ve dolay�s�yla

d(xn, x1) ≤ (λn−2 + λn−3 + · · ·+ 1) d(x2, x1) ≤ 1

1− λ
d(x2, x1)

buluruz. Son olarak her m > n ≥ 1 tam say� çifti için,

d(xm, xn) ≤ λ d(xm−1, xn−1) ≤ · · ·

≤ λn−1 d(xm−n+1, x1) ≤ λn−1

1− λ
d(x2, x1)

elde edilir. Son e³itsizlik ve 0 ≤ λ < 1 olmas� (xn)'nin bir Cauchy dizisi ol-
du§unu gösterir. (X, d) tam bir metrik uzay oldu§u için (xn) Cauchy dizisinin
x0 gibi bir limit noktas� vard�r: limxn = x0. f : X → X sürekli oldu§u için
f(x0) = f(limxn) = lim f(xn) = limxn+1 = x0 elde ederiz. Dolay�s�yla, x0

noktas� f : X → X fonksiyonunun bir sabit noktas�d�r.
Son olarak, e§er f : X → X fonksiyonunun y0 6= x0 ∈ X gibi bir ba³ka sabit

noktas� daha olsayd� 0 < d(x0, y0) = d(f(x0), f(y0)) ≤ λd(x0, y0) < d(x0, y0)
çeli³kisini elde ederdik. Dolay�s�yla, f fonksiyonunun sadece tek bir sabit
noktas� vard�r. 2

Uyar� 1.1.35. Yukar�daki kan�t tekni§i ayn� zamanda sabit noktan�n nas�l
bulunaca§�n� da gösteriyor. �stedi§iniz x1 ∈ X noktas�ndan ba³layarak xn+1 =
f(xn), n > 1, formülü ile tan�mlad�§�m�z (xn) dizisi varl�§�n� ve tekli§ini
kan�tlad�§�m�z sabit noktaya yak�nsayacakt�r.

Banach Daraltma �lkesi bir metrik uzay üzerinde tan�mlanan denklemleri
çözmek için kullan�labilir. Bu i³ için ilk önce uygun metrik uzaylar�n kurulmas�
gerekmektedir. (X, d) bir metrik uzay olmak üzereB(X) ileX uzay�nda tan�ml�
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gerçel (veya karma³�k) say� de§erli s�n�rl� fonksiyonlar kümesini dü³ünelim. Bu
küme üzerindeki supremum metri§i ³u ³ekilde tan�mlan�r: f, g ∈ B(X) ise

dsup(f, g) = sup{ ‖f(x)− g(x)‖ | x ∈ X}.

B(X) kümesi bu metrik ile tam metrik uzay olur. Ayr�ca, B(X) içindeki sürekli
fonksiyonlar alt kümesi, C(X) ∩ B(X), bu uzay�n kapal� bir alt kümesidir ve
dolay�s�yla da tam bir metrik uzay olu³turur. E§er X uzay� t�k�z ise C(X) ⊆
B(X) (Sonuç 1.1.16) olaca§�ndan C(X) alt uzay�n�n kendisi tam bir metrik
uzayd�r. Bu paragraftaki iddialar�n kan�tlar� okuyucuya b�rak�lm�³t�r.

Örnek 1.1.36. (an), an ≥ 0, toplam� α =
∑∞

n=0 an < 1 olan yak�nsak bir dizi
olsun. Supremum metrik ile donat�lm�³ olan B(N) tam metrik uzay� üzerinde,
her (xn) ∈ B(N) için,

Θ((xn))(m) = 1 +

∞∑
k=m+1

ak−1 · xk ,

ile tan�mlanan Θ : B(N)→ B(N) fonksiyonunu dü³ünelim.

dsup(Θ((xn)),Θ((yn))) = sup
m∈N

{∣∣∣∣∣
∞∑

k=m+1

ak−1 · (xk − yk)

∣∣∣∣∣
}

≤ α dsup((xn), (yn)).

oldu§undan bu bir daraltma fonksiyonudur. O halde, Banach Daraltma �lke-
si'nden, her n ≥ 0 için, xn = 1 +

∑∞
k=n+1 ak−1 · xk ko³ulunu sa§layan tek bir

(xn) dizisinin var oldu§unu görürüz. Di§er taraftan, bu örne§i biraz de§i³tire-
rek, her n ≥ 0 için,

xn = 1 +
∞∑

k=n+1

ak−1 · x(n+1)k

ko³ulunu sa§layan tek bir (xn) dizisinin varl�§�n� kan�tlayabiliriz. Bu dizinin
varl�§�n� Banach daraltma teoremini kullanmadan kan�tlamay� deneyiniz!

1.2 Analiz

1.2.1 Türevlenebilme

Türevlenebilir bir manifold yerel olarak (herhangi bir noktas�n�n bir kom³u-
lu§u) Öklit uzay�na homeomor�ktir. Dolay�s�yla, Öklit uzaylar�na dair tüm
kavram ve bilgilerimizi manifoldlara ta³�may� dü³ünebiliriz. Öklit uzay� üzerin-
de analiz yaparken kullan�lan en önemli kavramlardan ikisi türev ve integraldir.
Bu iki kavram� manifoldlara ta³�yabilmek için gerekli olan alt yap�y� bu bölüm-
de sunmaya çal�³aca§�z.
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V ve W ile gerçel ya da karma³�k say� cismi üzerinde tan�ml� Banach
uzaylar�n� (tam normlu vektör uzay�) gösterelim. Sonlu boyutlu olmas� du-
rumunda bu uzaylar� do§rudan Rn veya Cn (Öklit veya Hermityan normuyla
beraber) alaca§�z.

Tan�m 1.2.1. V ve W Banach uzaylar�, x0 ∈ V bir nokta ve F : V → W
bir fonksiyon olsun. L : V → W sürekli (s�n�rl�) bir do§rusal dönü³üm olmak
üzere her h ∈ V için

F (x0 + h) = F (x0) + L(h) + ‖h‖ a(x0, h)

ve lim
h→0

a(x0, h) = 0 olacak ³ekilde bir a(x0, h) ∈ W varsa F fonksiyonuna x0

noktas�nda türevlenebilir denir. Bu durumda L : V →W do§rusal dönü³ümüne
de F 'nin x0 noktas�ndaki türevi denir ve DF (x0) veya F ′(x0) ile gösterilir.

Uyar� 1.2.2. E§er bir fonksiyonun türevi varsa tekdir. Bunu görmek için, her
h ∈ V için

F (x0 + h) = F (x0) + L0(h) + ‖h‖ b(x0, h)

e³itli§ini sa§layan L0 : V → W sürekli (s�n�rl�) bir do§rusal dönü³üm ve
lim
h→0

b(x0, h) = 0 olacak ³ekilde bir b(x0, h) ∈ W fonksiyonun varl�§�n� kabul

edelim. Bu durumda, her v ∈ V ve t ∈ R için,

L(tv) + ‖tv‖ a(x0, tv) = L0(tv) + ‖tv‖ b(x0, tv)

ve buradan da, t > 0 olmak üzere, L(v) + ‖v‖ a(x0, tv) = L0(v) + ‖v‖ b(x0, tv)
elde ederiz. Son olarak, e³itli§in t s�f�ra giderken limitini al�rsak L(v) = L0(v)
ve dolay�s�yla L = L0 buluruz.

Yukar�daki tan�m�n gösterimini kullanarak her noktada türevlenebilir bir
F : V →W fonksiyonu bize, her x0 ∈ V için, DF (x0)(h) ile tan�mlanan

DF : V → hom(V,W )

türev fonksiyonunu verir (burada hom(V,W ) ile Banach uzaylar� aras�ndaki
s�n�rl� do§rusal dönü³ümlerin olu³turdu§u Banach uzay�n� kastediyoruz). E§er
bu fonksiyon sürekli ise F ∈ C1(V,W ) diye yazar�z ve F C1'dir diye okuruz.
Benzer ³ekilde, e§er DF ∈ Ck(V,hom(V,W )), k ∈ N, ise F ∈ Ck+1(V,W )
diye yazar�z. E§er, her k ∈ N için F ∈ Ck(V,W ) ise F ∈ C∞(V,W ) diye
yazar�z ve F sonsuz türevlenebilirdir deriz.

Banach uzaylar� aras�nda tan�ml� bir fonksiyonun türevi ayn� uzaylar ara-
s�nda tan�ml� sürekli bir do§rusal dönü³ümdür. Asl�nda a³a§�da görece§imiz
gibi bir fonksiyonun türevi, e§er varsa, kendisine en yak�n (sürekli) do§rusal
dönü³ümdür.
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Uyar� 1.2.3. 1) E§er F : V → W do§rusal sürekli bir fonksiyon ise L = F
ve a(x0, v) = 0 alarak F fonksiyonunun türevlenebilir oldu§unu ve türevinin
kendisine e³it oldu§unu görürüz. Ba³ka bir deyi³le do§rusal bir F dönü³ümüne
en yak�n do§rusal dönü³üm yine kendisidir.

2) E§er F : V → W bir x0 noktas�nda türevlenebilirse F fonksiyonu x0

noktas�nda süreklidir:

lim
h→0
‖F (x0 + h)− F (x0)‖ ≤ lim

h→0
‖L(h)‖+ lim

h→0
‖h‖‖a(x0, h)‖ = 0.

Örnek 1.2.4. 1) f : R → R, f(x) = x2, ile verilen fonksiyonun herhangi bir
x0 ∈ R noktas�nda türevlenebilir oldu§unu görelim:

f(x0 + h) = f(x0) + 2x0h+ h2

oldu§undan L : R → R, L(h) = 2x0h, h ∈ R, do§rusal dönü³ümü ve
a(x0, h) = |h| fonksiyonu alarak f 'nin türevlenebilir oldu§unu görürüz.

2) Benzer ³ekilde g : R2 → R, g(x, y) = x2 + 3xy + 5y − 6 ifadesi ile veri-
len fonksiyonun herhangi bir (x0, y0) ∈ R2 noktas�nda türevlenebilir oldu§unu
görebiliriz: L : R2 → R,

L(h1, h2) = (2x0 + 3y0)h1 + (3x0 + 5)h2, (h1, h2) ∈ R2

do§rusal dönü³ümü ve

a((x0, y0), (h1, h2)) =


h2

1 + 3h1h2

‖(h1, h2)‖
, (h1, h2) 6= (0, 0)

0 , (h1, h2) = (0, 0) ,

fonksiyonu olmak üzere

g(x0 + h1, y0 + h2) = g(x0, y0) + L(h1, h2) + ‖(h1, h2)‖a((x0, y0), (h1, h2))

olur ve dolay�s�yla g'nin türevlenebilir oldu§unu görürüz.
3) Supremum normu ile donat�lm�³, [0, 1] aral�§�nda tan�ml� gerçel de§erli

sürekli fonksiyonlar�n olu³turdu§u B = C0([0, 1]) Banach uzay� üzerinde, her
f ∈ B için Φ(f) = f2 ile tan�mlanan Φ : B → B fonksiyonunu dü³ünelim.
Bir f0 ∈ B fonksiyonu alal�m. Yukar�daki örne§e benzer ³ekilde L : B →
B, L(h) = 2f0h, h ∈ B, do§rusal dönü³ümü s�n�rl� ve dolay�s�yla süreklidir.
Asl�nda ‖L(h)‖ ≤ 2‖f0‖‖h‖ olur. Yine benzer ³ekilde

a(f0, h) =


h2

‖h‖
, h 6= 0

0 , h = 0

sürekli dönü³ümünü alarak Φ fonksiyonunun f0 ∈ B noktas�nda türevlene-
bilir oldu§unu görürüz.
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4) f : B1 → B2, g : B2 → B3, Banach uzaylar� aras�nda fonksiyonlar
olsun ve x0 ∈ B1 olsun. E§er f fonksiyonu x0 ve g fonksiyonu da
y0 = f(x0) noktas�nda türevlenebilir ise g ◦ f : B1 → B3 fonksiyonu da x0

noktas�nda türevlenebilirdir ve türevi

D(g ◦ f) : B1 → B3, D(g ◦ f) = Dg(y0) ◦Df(x0) ,

bile³ke fonksiyonudur: Bunu görmek için ilk önce tan�m� kullanarak

f(x0 + h1) = f(x0) +Dfx0(h1) + ‖h1‖ a(x0, h1) ve

g(y0 + h2) = g(y0) +Dgy0(h2) + ‖h2‖ b(y0, h2) ,

yazal�m. O halde, bile³ke fonksiyon için

(g ◦ f)(x0 + h1) = (g ◦ f)(x0) +Dgy0(Dfx0(h1) + ‖h1‖ a(x0, h1))

+‖Dfx0(h1) + ‖h1‖ a(x0, h1)‖ b(y0, Dfx0(h1) + ‖h1‖ a(x0, h1))

= (g ◦ f)(x0) + (Dgy0 ◦Dfx0)(h1) + ‖h1‖ c(x0, h1)

elde ederiz, öyle ki, hata terimi (h1 6= 0 için)

c(x0, h1) = Dgy0(a(x0, h1)) + ‖Dfx0(h1/‖h1‖) + a(x0, h1)‖

b(y0, Dfx0(h1) + ‖h1‖ a(x0, h1))

ile verilir. Son olarak, Dfx0 do§rusal dönü³ümü s�n�rl� oldu§undan kolayca
lim
h1→0

c(x0, h1) = 0 e³itli§i elde edilir.

Uyar� 1.2.5. E§er F : Rn → Rm herhangi bir x0 noktas�nda türevlenebilir bir
fonksiyon ise DF (x0) : Rn → Rm türev fonksiyonunun standart tabanlardaki
matris gösterimi F fonksiyonunun x0 noktas�ndaki Jakobiyen matrisi olacakt�r.
Bunun kan�t�n� okuyucuya b�rak�yoruz.

Sayfa 68'de manifoldlar aras�nda tan�ml� fonksiyonlar�n türevini ele ala-
ca§�z.

1.2.2 Ters Fonksiyon Teoremi

U ⊆ B1, V ⊆ B2 Banach uzaylar� içinde aç�k kümeler ve F : U → V bire
bir örten ve sonsuz kere türevlenebilir bir fonksiyon olsun. E§er F−1 : V →
U fonksiyonu da sonsuz defa türevlenebilirse F : U → V fonksiyonu bir
difeomor�zmad�r denir.

Analizin en temel sonuçlar�ndan biri olarak kabul edilen Ters Fonksiyon
Teoremi türevlenebilir bir fonksiyonun türevinin bir izomor�zma olmas� duru-
munda fonksiyonun kendisinin de, en az�ndan yerel olarak, bir difeomor�zma
oldu§unu göstermektedir. Bu teoremi vermeden önce kan�t içinde kullanaca§�-
m�z ³u sonucu kan�tlayal�m. B1, B2 Banach uzaylar� ve T : B1 → B2 do§rusal
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bir dönü³üm olsun. E§er ‖T (v)‖B2 ≤ M ‖v‖B1 , her v ∈ B1 için, olacak ³e-
kilde pozitif bir M gerçel say�s� varsa T operatörüne s�n�rl�d�r denir. Ayr�ca,
T dönü³ümü s�n�rl� ise

inf{M ≥ 0 | ‖T (v)‖B2 ≤M ‖v‖B1 , v ∈ B1}

gerçel say�s�na dönü³ümün normu denir ve ‖T‖ ile gösterilir.

Önerme 1.2.6. B bir Banach uzay� ve T : B → B s�n�rl� do§rusal bir
operatör olsun. E§er, ‖T‖ = λ < 1 ise IdB − T : B → B operatörünün
s�n�rl� bir tersi vard�r. Dolay�s�yla, s�n�rl� ve tersi olan operatörlerin, tüm s�n�rl�
operatörler uzay� içinde olu³turdu§u U alt kümesi aç�kt�r.

Ayr�ca, φ : U → U , T 7→ T−1, sonsuz kere türevlenebilir bir fonksiyondur.

Kan�t : Tn = T · · ·T operatörünün normu ‖Tn‖ ≤ λn e³itsizli§ini
sa§lad�§�ndan

L : B → B, x 7→
∞∑
n=0

Tn(x)

operatörü iyi tan�ml�d�r ve s�n�rl�d�r: ‖L‖ ≤
∑∞

n=0 λ
n = 1/(1 − λ). Di§er

taraftan,
L(IdB − T ) = IdB = (IdB − T )L

oldu§u kolayca görülür. �kinci iddian�n kan�t� ilk ad�mdan ³u ³ekilde elde edilir:
T0 s�n�rl� ve tersi de s�n�rl� olan bir operatör olsun. Bu durumda, h : B → B
normu yeterince küçük bir operatör olmak üzere T = T0 + h operatörünü
T = T0(IdB + T−1

0 h) ³eklinde yazal�m. Seçimi gere§i λ = ‖T−1
0 h‖ < 1

oldu§unu kabul edebiliriz. O halde, IdB+T−1
0 h ve dolay�s�yla T operatörünün

s�n�rl� tersi vard�r.
φ fonksiyonunun tersi kendisine e³it oldu§undan bu fonksiyon ayn� za-

manda bire bir ve örtendir. O halde, kan�t� tamamlamak için bu fonksiyonun
sonsuz kere türevlenebilir oldu§unu söylemek yeterlidir. T : B → B tersi olan
bir operatör ise normu yeterince küçük bir h : B → B operatörü için

φ(T + h) = φ(T (IdB + T−1h))

= (IdB + T−1h)−1 T−1

=
[
IdB − (T−1h) + (T−1h)2 − (T−1h)3 + · · ·

]
T−1

= T−1 − (T−1h) T−1 + (T−1h)2 T−1 − (T−1h)3 T−1 + · · ·
= φ(T )− (T−1h) T−1 + (T−1h)2 T−1 − (T−1h)3 T−1 + · · ·

elde edilir. O halde, LT : B → B , LT (h) = −T−1 h T−1, ve

a(T, h) =


(T−1h)2 T−1 − (T−1h)3 T−1 + · · ·

‖h‖
, h 6= 0

0 , h = 0
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alarak φ : U → U fonksiyonunun T operatöründe türevli oldu§unu görürüz
(limh→0 a(T, h) = 0 oldu§unun gösterilmesini okuyucuya b�rak�yoruz). (E§er
operatörler yer de§i³tirilebilseydi LT (h) = −T−2 h olurdu. Bunu f(x) = 1/x
fonksiyonunun türeviyle kar³�la³t�r�n!) φ'nin ikinci kez türevlenebilir oldu§unu
görmek için

Dφ : U → hom(hom(B,B), hom(B,B)) ,

Dφ(T ) = LT : hom(B,B)→ hom(B,B) , LT (h) = −T−1 h T−1

dönü³ümünün türevlenebilir oldu§unu görmeliyiz. Do§rudan hesap yaparak bu-
nun türevinin

D2φ : U → hom(hom2(B,B),hom(B,B)),

D2φT (h, k) = T−1h(T−1k)T−1 + (T−1k)T−1hT−1

= T−1(hT−1k + kT−1h)T−1

oldu§unu görürüz. Burada hom2(B,B) ile hom(B,B)×hom(B,B) kartezyen
çarp�m�n� gösteriyoruz. Kan�t�n geri kalan�n� okuyucuya b�rak�yoruz. 2

Uyar� 1.2.7. E§er B Banach uzay� sonlu boyutlu ise yukar�da ele ald�§�m�z
φ(T ) = T−1 fonksiyonu Kramer kural�ndan dolay� T 'nin matris gösteriminin
elemanlar�n�n rasyonel bir ifadesidir ve dolay�s�yla sonsuz kere türevlenebilir
oldu§u aç�kt�r.

Teorem 1.2.8 (Ters Fonksiyon Teoremi). B1, B2 Banach uzaylar�, x0 ∈ B1

bir nokta ve F : B1 → B2 bir Ck, k > 0, fonksiyon olsun. E§er DF (x0) : B1 →
B2 bir izomor�zma ise x0 ∈ U ⊆ B1, y0 = F (x0) ∈ V ⊆ B2 olmak üzere öyle
aç�k kümeler vard�r ki, F fonksiyonunun U kümesine k�s�tlan�³�n�n tersi vard�r
ve F−1 : V → U ters fonksiyonu da Ck s�n�f�ndand�r.

Kan�t : T1 : B1 → B1, T1(x) = x + x0 ve T2 : B2 → B2, T2(x) = y − y0

a�n öteleme fonksiyonlar� olmak üzere F fonksiyonunu T2 ◦F ◦T1 bile³ke fonk-
siyonu ile de§i³tirerek, genellikten bir ³ey kaybetmeden (T1 ve T2 fonksiyonlar�
difeomor�zma olduklar�ndan dolay�), x0 = 0 ve y0 = 0 oldu§unu kabul edebi-
liriz. Benzer ³ekilde L = DF (x0) : B1 → B2 de bir difeomor�zma oldu§u için
teoremi F yerine L−1 ◦ F : B1 → B1 bile³ke fonksiyonu için kan�tlamak yeter-
li olacakt�r. Bu bile³ke fonksiyonun türevini x0 noktas�nda zincir kural�ndan
hesaplarsak B1 Banach uzay�n�n birim fonksiyonunu buluruz. O halde, teoremi
F (0) = 0 ve DF (0) = IB1 ko³ullar�n� sa§layan bir F : B1 → B1 fonksiyonu
için kan�tlamak yeterlidir.

DF (0) = IB1 oldu§undan, her x ∈ B[0, r1] için, F (x) = x + ‖x‖ a(x) ve
‖a(x)‖ ≤ 1/2 olacak ³ekilde bir r1 > 0 gerçel say�s� ve a : B[0, r1] → B1

fonksiyonu bulabiliriz. Ayr�ca yine DF (0) = IB1 oldu§u için, gerekirse r1 >
0 say�s�n� küçülterek, her x ∈ B[0, r1] için ‖IB1 − DF (x)‖ ≤ 1/2 oldu§unu
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kabul edebiliriz (burada ‖IB1 −DF (x)‖ ile Banach uzay�ndan kendisine giden
IB1 −DF (x) do§rusal operatörünün normunu kastediyoruz).

�imdi y ∈ B[0, r1/2] olmak üzere y = F (x) = x + ‖x‖ a(x) denklemini
göz önüne alal�m. �lk önce bu denklemin her y ∈ B[0, r1/2] için sadece tek
bir x ∈ B[0, r1] çözümü oldu§unu gösterece§iz: Bunun için bir y ∈ B[0, r1/2]
noktas� sabitleyelim ve θ(x)

.
= y+x−F (x) = y−‖x‖ a(x) ifadesini dü³ünelim.

Bu durumda, her x ∈ B[0, r1] için

‖θ(x)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x‖‖a(x)‖ ≤ r1/2 + r1/2 = r1 (*)

olur ve dolay�s�yla θ'y� B[0, r1] yuvar�ndan kendisine bir fonksiyon olarak dü³ü-
nebiliriz.

�imdi de bu fonksiyonun bir daraltma fonksiyonu oldu§unu görelim. θ(x) =
y + x − F (x) fonksiyonu tan�m� gere§i türevlenebilirdir ve türevi Dθ(x0) =
IB1 − DF (x0) olur. r1 > 0 gerçel say�s�n�n seçiminden dolay� ‖Dθ(x0)‖ ≤
1/2'dir. Son olarak x1, x2 ∈ B[0, r1] alal�m ve γ(t) = (1− t)x2 + tx1 bu yuvar�n
içinde kalan do§ru parças� olmak üzere h(t)

.
= θ(γ(t)) olarak tan�mlanan h :

[0, 1] → B1 fonksiyonunu dü³ünelim. Zincir kural�ndan h′(t) = Dθ(γ(t))(x1 −
x2) yazabiliriz. Analizin Temel Teoremi'ni kullanarak

θ(x1)− θ(x2) = h(1)− h(0) =

∫ 1

0
h′(t) dt

ve buradan da

‖θ(x1)− θ(x2)‖ ≤
∫ 1

0
‖Dθ(γ(t))‖ ‖x1 − x2‖ dt ≤

‖x1 − x2‖
2

e³itsizli§ini buluruz. O halde, θ bir daraltma fonksiyonudur. Bir daraltma
fonksiyonunun sadece bir sabit noktas� oldu§undan, her y ∈ B[0, r1/2] için
y = F (x) olacak ³ekilde tek bir x ∈ B[0, r1] noktas� vard�r. Asl�nda yukar�-
daki (∗) e³itsizli§ine tekrar dönersek, her ‖y‖ < r2 < r1/2 için y = F (x)
denklemini çözen x noktas�n�n ‖x‖ ≤ r2 + r1/2 < r1 e³itsizli§ini sa§lad�§�n�
görürüz. Dolay�s�yla, V = B(0, r1/2) ve U = B(0, r1) ∩ F−1(V ) aç�k kümeleri
için F : U → V bire bir ve örten bir Ck fonksiyon olur.

Kan�t�n bitmesi için son olarak F−1 : V → U ters fonksiyonunun da Ck

oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için kan�t�n ba³�nda yazd�§�m�z y = x+‖x‖ a(x)
denklemine dönelim. Biliyoruz ki her ‖y‖ < r1/2 için bu denklemi sa§layan
sadece tek bir ‖x‖ < r1 vard�r. Ayr�ca bu iki nokta için y = F (x) ve x = F−1(y)
dir. O halde, x = y + x− F (x) = y − ‖x‖ a(x) denklemini kullanarak

‖x‖ ≤ ‖y‖+ ‖x‖‖a(x)‖ ≤ ‖y‖+
‖x‖
2

ve buradan da
1

2
‖x‖ ≤ ‖y‖
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elde ederiz. Ayr�ca, y = F (x) = x+ ‖x‖ a(x) denkleminden

‖y‖ ≤ ‖x‖+
‖x‖
2

=
3‖x‖

2

buluruz. Buna göre
1) x = 0 d�r ancak ve ancak y = 0'd�r;
2) x→ 0 ancak ve ancak y → 0;

3) E§er x 6= 0 6= y ise,
2

3
≤ ‖x‖
‖y‖
≤ 2 ve

1

2
≤ ‖y‖
‖x‖
≤ 3

2
olur.

�imdi

b(0, y) =


−a(x)‖x‖
‖y‖

, y 6= 0

0 , y = 0

fonksiyonunu dü³ünelim (x = F−1(y) oldu§undan bu ifade gerçekten y'nin
bir fonksiyonudur). (1), (2) ve (3)'ü kullanarak kolayca b(0, y) fonksiyonunun
y = 0 noktas�nda sürekli oldu§unu görebiliriz. Bu fonksiyonun tan�m�ndan

x = y + ‖y‖ b(0, y)

elde ederiz. O halde, F−1 ters fonksiyonu y = 0 noktas�nda türevlidir.
Her x ∈ B[0, r1] için ‖IB1−DF (x)‖ ≤ 1/2 oldu§undan U kümesinin her

noktas�nda DF 'nin izomor�zma oldu§unu biliyoruz (bkz. Önerme 1.2.6). Do-
lay�s�yla ayn� kan�t F−1 ters fonksiyonunun V üzerinde türevlenebilir oldu§unu
gösterecektir. Son olarak, zincir kural�n� F (F−1(y)) = y, y ∈ V , e³itli§ine uy-
gulayarak

DF−1(y) = (DF (F−1(y)))−1

elde ederiz. Buradan kolayca F−1 ters fonksiyonunun da Ck oldu§unu görürüz,
çünkü yukar�daki ifadenin sa§ taraf� türevlenebilir üç fonksiyonun, DF , F−1

ve T 7→ T−1, bile³kesidir. Sonuncu fonksiyon tersi var olan operatörler aç�k
alt uzay�nda, sonsuz kez türevlenebilir, tersini alma i³lemi fonksiyondur (bkz.
Önerme 1.2.6). 2

Uyar� 1.2.9. F : Cn → Cn türevlenebilir (analitik) bir fonksiyon ve z0 ∈ Cn
bir nokta olsun. E§er DF (z0) : Cn → Cn türev fonksiyonun tersi varsa F
analitik fonksiyonunun yine analitik yerel bir tersi oldu§unu görürüz.

A³a§�da verece§imiz Kapal� Fonksiyon Teoremi Ters Fonksiyon Teoremi'nin
bir sonucudur (asl�nda bu iki teorem birbirine denktir! Bkz. Al�³t�rma 26):

Sonuç 1.2.10 (Kapal� Fonksiyon Teoremi). B1, B2 Banach uzaylar� (x0, y0) ∈
B1×B2 çarp�m uzay� içinde nokta ve F : B1×B2 → B2 türevlenebilir ve türevi
sürekli olan bir fonksiyon olsun. F (x0, y0) = 0 oldu§unu kabul edelim. E§er bu
noktada F 'nin ikinci de§i³kene göre türevi

∂F

∂y
(x0, y0) : {0} ×B2 → B2
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bir izomor�zma ise x0 ∈ U ⊆ B1 olacak ³ekilde bir aç�k küme ve bu küme
üzerinde tan�ml� bir φ : U → B2 fonksiyonu vard�r; öyle ki,

1) φ(x0) = y0 ve
2) her x ∈ U için F (x, φ(x)) = 0

olur. Ba³ka bir deyi³le, (x0, y0) noktas�n�n bir kom³ulu§unda F (x, y) = 0
denkleminin y = φ(x) gibi bir çözümü vard�r.

Kan�t : G : B1 × B2 → B1 × B2, (x, y) 7→ (x, F (x, y)), fonksiyonunun
(x0, y0) noktas�ndaki türevi

DG(x0, y0) : B1 ×B2 → B1 ×B2

her (u, v) ∈ B1 ×B2 için,

DG(x0, y0)(u, v) =

(
u,
∂F

∂x
(x0, y0)(u) +

∂F

∂y
(x0, y0)(v)

)
ile verilmektedir. Buna göre, e§er bir (u, v) ∈ B1 ×B2 vektörü için

DG(x0, y0)(u, v) = 0

ise u = 0 ve dolay�s�yla da

∂F

∂y
(x0, y0)(v) = 0

olmal�d�r. Di§er taraftan,

∂F

∂y
(x0, y0) : {0} ×B2 → B2

bir izomor�zma oldu§undan v = 0 olmal�d�r. Ba³ka bir deyi³le, DG(x0, y0) bir
izomor�zmad�r. O halde, Ters Fonksiyon Teoremi'nden G'nin C1 s�n�f�ndan
yerel bir ters fonksiyonu vard�r:

G−1 : U × V →W

((x0, 0) ∈ U × V ). G−1(x, y) = (Ψ(x, y),Φ(x, y)) olsun. Her (x, y) ∈W için

(x, y) = G(G−1(x, y)) = G(Ψ(x, y),Φ(x, y)) = (Ψ(x, y), F (Ψ(x, y),Φ(x, y)))

oldu§undan Ψ(x, y) = x ve y = F (x,Φ(x, y)) elde ederiz. �imdi y = 0 alarak
her x ∈ U için F (x,Φ(x, 0)) = 0 oldu§unu görürüz. O halde φ(x) = Φ(x, 0)
olarak tan�mlan�rsa her x ∈ U için F (x, φ(x)) = 0 olur. Ayr�ca (x0, y0) =
G−1(x0, 0) = (x0,Φ(x0, 0)) = (x0, φ(x0)) oldu§u için y0 = φ(x0) elde edilir. 2

Bu bölümü daha sonra bir çok defa kullanaca§�m�z Taylor Teoremi ile bitirelim.
f : Rn → R çok de§i³kenli bir fonksiyon x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn ve α =
(α1, · · · , αn) ∈ Nn olmak üzere,

Dαf
.
=

∂|α| f

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n
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k�smi türevini,
xα

.
= xα1

1 · · ·x
αn
n ,

α!
.
= α1! · · · αn!

çarp�mlar�n� ve son olarak

|α| .= α1 + · · ·+ αn

toplam�n� göstersin.

Teorem 1.2.11 (Taylor Teoremi). I ⊆ R aç�k bir aral�k ve f : I → R,
(k+1)'inci dereceden türevi sürekli olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her,
x, x0 ∈ I için,

f(x) = f(x0) + (x− x0) f ′(x0) + · · ·+ (x− x0)k f (k)(x0)

k!
+Rk(x)

olur. Burada Rk(x) a³a§�daki formülle verilir:

Rk(x) =

∫ x

x0

(x− t)k f (k+1)(t) dt

k!
.

U ⊆ Rn konveks bir küme olmak üzere, f : U → R, (k + 1) sürekli
türevlenebilir bir fonksiyon ise, her x, x0 ∈ U için,

f(x) =
k∑
|α|=0

(x− x0)α (Dαf)(x0)

α!
+

∑
|β|=k+1

Rβ(x) (x− x0)β

olur. Yine burada

Rβ(x) =
|β|
β!

∫ 1

0
(Dβf)(x0 + t(x− x0)) (1− t)|β|−1 dt

ile verilir.
Dolay�s�yla, Rk(x) ve Rβ(x) kalan fonksiyonlar� (x, x0) ikilisinin sürekli

fonksiyonlar�d�r.

Teoremin ilk k�sm�n�n kan�t� tümevar�m yöntemiyle yap�l�r. Tümevar�m�n geçi³
ad�m� kalan terime k�smi integral uygulayarak tamamlanabilir. Teoremin ikinci
k�sm�n�n kan�t� için ise

g : [0, 1]→ R , g(t) = f(tx+ (1− t)x0)

fonksiyonuna teoremin ilk k�sm�n� uygulamak yeterlidir.
Son olarak kalan terim için a³a§�daki sonucu verece§iz:
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Önerme 1.2.12. Rk(x) yukar�da tek de§i³kenli fonksiyonlar için verilen Tay-
lor aç�l�m�n�n kalan terimi olmak üzere, sürekli bir C(x) ≥ 0 fonksiyonu
için

|Rk(x)| ≤ C(x) |x− x0|k+1

e³itsizli§i sa§lan�r.
Benzer ³ekilde çok de§i³kenli fonksiyonlar�n k'�nc� dereceden Taylor aç�l�-

m�n�n kalan� için,∣∣∣∣∣∣
∑
|β|=k+1

Rβ(x) (x− x0)β

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(x) ‖x− x0‖k+1

e³itsizli§ini sa§layan sürekli bir C(x) ≥ 0 fonksiyonu vard�r.

Kan�t : Sadece ilk k�sm�n kan�t�n� verece§iz. �kinci k�sm�n kan�t�n� al�³t�rma
olarak size b�rak�yoruz.

Rk(x) =

∫ x

x0

(x− t)k f (k+1)(t) dt

k!

olmak üzere C(x) fonksiyonu a³a§�daki fonksiyonun mutlak de§eri olarak
tan�mlans�n:

C̃(x) =


Rk(x)

(x− x0)k+1
, x 6= x0

f (k+1)(x0)

(k + 1)!
, x = x0.

f (k+1) : I → R fonksiyonu sürekli oldu§undan (Taylor Teoremi'nin hipotezine
bak�n�z) C(x) fonksiyonunun x 6= x0 durumunda sürekli oldu§u aç�kt�r. O
halde, kan�t� tamamlamak için a³a§�daki limiti hesaplamal�y�z:

lim
x→x0

Rk(x)

(x− x0)k+1
= lim

x→x0

∫ x
x0

(x− t)k f (k+1)(t) dt

k! (x− x0)k+1
.

Limit 0/0 belirsizlik durumunda oldu§undan L'Hopital kural�n� kullanabiliriz.
Bunun için ilk önce pay�n türevini hesaplamal�y�z. Fonksiyonu iki de§i³kenli
fonksiyon gibi görerek türevini alabiliriz:

g(x, y) =

∫ y

x0

(x− t)k f (k+1)(t) dt

k!

olmak üzere Rk(x) = g(x, x) olacakt�r. �imdi y = y(x) = x alarak türevi
hesaplayal�m. E§er k ≥ 1 ise

R′k(x) =
d

dx
g(x, y(x))

= gx(x, x) + gy(x, x) y′(x)

=

∫ x

x0

(x− t)k−1 f (k+1)(t) dt

(k − 1)!



26 Yard�mc� Bilgiler

olarak hesaplan�r, çünkü ikinci terim s�f�rd�r. �imdi L'Hopital kural�n� (k+ 1)
defa ard� ard�na kullanarak (Eagles'�n söyledi§i gibi:

https://www.youtube.com/watch?v=FY5_krxYPeY)

lim
x→x0

Rk(x)

(x− x0)k+1
= lim

x→x0

∫ x
x0

(x− t)k f (k+1)(t) dt

k! (x− x0)k+1

= lim
x→x0

f (k+1)(x)

(k + 1)!

=
f (k+1)(x0)

(k + 1)!

buluruz. Böylece kan�t tamamlan�r. 2

1.2.3 Diferansiyel Denklemlerin Varl�k ve Teklik Teoremi

Bu bölümde ba³lang�ç de§er problemlerinin çözümlerinin varl�§� ve tekli§i ve
ba³lang�ç de§erlerine ba§l�l�§� üzerine sonuçlar elde edece§iz. Bir önceki bölüm-
de oldu§u gibi yine Banach Daraltma Prensibi'ni kullanaca§�z.

B bir Banach uzay�, U ⊆ B bir aç�k alt küme ve f : U → B bir fonksiyon
olsun. E§er her x, y ∈ U için ‖f(x) − f(y)‖ ≤ λ ‖x − y‖ olacak ³ekilde bir
λ > 0 sabiti varsa f fonksiyonuna bir Lipschitz fonksiyonu ve λ'ya da Lipschitz
sabiti denir.

Teorem 1.2.13. B bir Banach uzay�, I ⊆ R aç�k bir aral�k ve f : I ×B → B
sürekli ve ikinci de§i³kene göre Lipschitz olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
her t0 ∈ I ve y0 ∈ B için,

y′(t) = f(t, y) , y(t0) = y0

ba³lang�ç de§er probleminin t0 noktas�n� içeren bir (t0−ε, t0+ε) ⊆ I alt aral�§�n-
da tan�ml� tek bir çözümü vard�r. Ayr�ca e§er f fonksiyonu Ck s�n�f�ndan ise
çözüm fonksiyonu Ck+1 s�n�f�ndand�r.

Kan�t : y′(t) = f(t, y), y(t0) = y0 ba³lang�ç de§er problemi

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds

integral denklemine denk oldu§undan bundan sonra bu integral denkleminin
üzerinde çal�³aca§�z. λ > 0 ile f fonksiyonun Lipschitz sabitini gösterelim.
Ayr�ca, ελ = α < 1 olacak ³ekilde bir ε > 0 gerçel say�s� seçelim. Bu durumda
[t0− ε, t0 + ε] aral�§�nda tan�ml� B Banach uzay� de§erli s�n�rl� ve sürekli fonk-
siyonlar uzay� B1 = C0([t0 − ε, t0 + ε], B) (supremum normu ile beraber) yine
bir Banach uzay�d�r.
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�imdi B1 Banach uzay� üzerinde ³u fonksiyonu tan�mlayal�m:

Θ : B1 → B1 , Θ(y)(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds, y(t) ∈ B1.

Asl�nda Θ bir daraltma fonksiyonudur:

‖Θ(y1)(t)−Θ(y2)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

t0

(f(s, y1(s))− f(s, y2(s))) ds

∥∥∥∥
≤ |t− t0| ‖f(s, y1(s))− f(s, y2(s))‖
≤ ελ ‖y1(t)− y2(t)‖
≤ α ‖y1(t)− y2(t)‖

Bu daraltma fonksiyonunun sabit noktas� olan fonksiyon aranan çözüm ola-
cakt�r.

Son olarak, e§er f fonksiyonu Ck s�n�f�ndan ise y′(t) = f(t, y) ba§�nt�s�n-
dan çözüm fonksiyonunun Ck+1 s�n�f�ndan oldu§unu görürüz. 2

Yukar�daki teoremin ifadesinde verilen I aç�k aral�§�n� yeterince küçük seçe-
rek verilen her (t1, y1) ∈ I×B ba³lang�ç de§er ko³ulu için elde edilen çözümün
B1 = C0([t0−ε, t0 +ε], B) Banach uzay� içinde kald�§�n� kabul edebiliriz. �imdi
(t0, y0), (t0+h1, y0+h2) ∈ I×B gibi iki ba³lang�ç de§er ko³uluna kar³�l�k gelen
y0 ve yh çözümlerinin aras�ndaki fark� inceleyelim. Asl�nda, Ψ : I ×B → B1,
(t1, y1) 7→ Ψ(t1, y1) ifadesi (t1, y1) noktas�ndaki ba³lang�ç de§er ko³uluna kar³�-
l�k gelen çözümü veren fonksiyonu gösterirse bu fonksiyonun sürekli oldu§unu
görebiliriz: �lk önce f fonksiyonun normunun sonlu oldu§unu kabul edelim
(örne§in, e§er B Banach uzay� t�k�z ise bu ko³ul aç�k ³ekilde sa§lan�r).

‖Ψ(t0 + h1, y0 + h2)−Ψ(t0, y0)‖ = ‖yh − y0‖
= ‖Θ(yh)−Θ(y0)‖

= ‖h2 +

∫ t0+h1

t0

f(s, y0(s)) ds

−
∫ t

t0+h1

(f(s, yh(s))− f(s, y0(s))) ds ‖

≤ ‖h2‖+ |h1| ‖f‖+ α ‖yh − y0‖

ve buradan da

‖yh − y0‖ ≤ ‖h2‖+ |h1| ‖f‖
1− α

elde ederiz. O halde, Ψ fonksiyonu ba³lang�ç de§er ko³ullar�na göre düzgün
süreklidir. �imdi de f fonksiyonun s�n�rl� olmad�§�n� dü³ünelim. Bu durumda,
f(s, y0(s)) fonksiyonu I t�k�z aral�§�nda s�n�rl� olaca§�ndan∫ t0+h1

t0

f(s, y0(s)) ds
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integralinin mutlak de§eri yine M |h1| gibi pozitif bir say�dan küçük olacakt�r.
Ba³ka bir deyi³le, Ψ fonksiyonu (t0, y0) noktas�nda süreklidir.

Uyar� 1.2.14. 1) Teoremin kan�t�ndan elde edilen çözümün tan�ml� oldu§u
aral�§�n boyunun, 2ε, tamamen λ Lipschitz sabiti ile belirlendi§ini gördük. Do-
lay�s�yla varl�k teklik teoremini arka arkaya kullanarak çözümün I aral�§�n�n
tamam�nda tan�ml� oldu§unu görürüz.

2) f = f(x, y) : Rl × Rk → Rk sürekli bir fonksiyon olsun. E§er bu fonk-
siyonun ikinci de§i³kene göre türevi de sürekli ise f fonksiyonu her s�n�rl�
bölgede ikinci de§i³kene göre Lipschitz fonksiyon olacakt�r.

Örnek 1.2.15. Bu teoremin bir uygulamas� olarak gerçel say�lardan gerçel
say�lara giden fonksiyonlar için ters görüntü teoreminin (biraz zay�f bir hali-
nin) bir ba³ka kan�t�n� verelim: f : R→ R Ck, k ≥ 2, s�n�f�ndan bir fonksiyon
ve a ∈ R, f ′(a) 6= 0, ko³ulunu sa§layan bir nokta olsun. Bu durumda x = a
noktas�n�n aç�k bir kom³ulu§unda fonksiyonumuz hep artan veya hep azalan
olacakt�r. Ba³ka bir deyi³le f fonksiyonu x = a noktas�n�n aç�k bir kom³u-
lu§undan f(a) noktas�n�n aç�k bir kom³ulu§una bire bir örten bir fonksiyon
verir (bkz. Al�³t�rma 25). �imdi bu ters fonksiyonun türevlenebilir oldu§unu
görelim. Bunun için a³a§�daki ba³lang�ç de§er problemini dü³ünelim: b = f(a)
olmak üzere

y′(x) =
1

f ′(y(x))
, y(b) = a.

f ∈ Ck, k ≥ 2 ve f ′(a) 6= 0 oldu§u için 1/f ′(x) fonksiyonunun türevi x = a
noktas�n�n kapal� bir kom³ulu§unda sürekli olacakt�r. Dolay�s�yla, 1/f ′(x) fonk-
siyonu bu aral�kta Lipschitz olur. O halde, yukar�daki ba³lang�ç de§er proble-
minin b noktas� etraf�nda tan�ml� tek bir y = y(x) yerel çözümü vard�r. Di§er
taraftan, diferansiyel denklemi y′(x)f ′(y(x)) = 1 veya (f(y(x)))′ = 1 diye
yazarak f(y(x)) = x + C çözümünü buluruz. Ayr�ca y(b) = a ba³lang�ç ko³u-
lundan b = f(a) = f(y(b)) = b + C e³itli§i ve buradan da C = 0 bulunur. O
halde, x = b noktas�n�n aç�k bir kom³ulu§undaki her x de§eri için f(y(x)) = x
elde edilir. Ba³ka bir deyi³le x = b noktas� etraf�nda f fonksiyonunun türev-
lenebilir yerel bir tersi vard�r. Son olarak, y′(x) = 1/f ′(y(x)) denkleminin
türevini alarak (ve tümevar�m metodunu kullanarak) f−1 fonksiyonunun da
Ck s�n�f�ndan oldu§unu görürüz.

1.3 Do§rusal Cebir

1.3.1 Determinant Fonksiyonu

Bir koordinat düzleminde verilen iki vektörün belirledi§i paralelkenar�n alan�n�
bulmaya çal�³al�m: A : R2 × R2 → R fonksiyonu u = (x1, y1) ve v = (x2, y2)
düzlemde vektörler olmak üzere

A(u, v) = �u ve v vektörlerinin belirledi§i paralelkenar�n alan��
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(a) �ki vektörün belirledi§i paralel-
kenar�n alan�: A(u, v)

(b) Dejenere paralelkenar�n alan�
s�f�rd�r: A(u, u) = 0

�ekil 1.3

olarak tan�mlans�n (�ekil 1.3a).
Bu tür bir fonksiyonun sa§lamas�n� bekledi§imiz birkaç özelli§i s�ralayal�m:
1) Ayn� iki vektörün belirledi§i paralelkenar asl�nda bir do§runun içinde

kalaca§�ndan paralelkenar�n alan� s�f�r olsun: Di§er bir deyi³le her u ∈ R2 için
A(u, u) = 0 olsun (�ekil 1.3b).

2) Bir paralelkenar�n kenarlar�ndan birinin uzunlu§unu λ ∈ R kat�na ç�-
kar�rsak alan� da ayn� oranda de§i³sin: A(λu, v) = λA(u, v) = A(u, λv) (�e-
kil 1.4).

�ekil 1.4: Bir kenar�n skaler ile çarp�m�: A(λu, v) = λA(u, v)

Bu fonksiyonun sa§lamas�n� istedi§imiz bir di§er özellik ise ³udur:
3) Verilen iki u ve v vektörleri ile belirlenen paralelkenar�n kenarlar�ndan

birinin herhangi bir λ ∈ R kat�n� di§erine eklersek bu paralelkenar�n yüksekli§i
de§i³meyece§inden alan� da de§i³meyecektir: A(u, v + λu) = A(u, v) = A(u+
λv, v) (�ekil 1.5).

�imdi de birer kenarlar� ortak iki paralelkenar alal�m: (u, v1) ve (u, v2).
Her ikisinin de yüksekliklerini (dolay�s�yla alanlar�n�) de§i³tirmeden bu pa-
ralelkenarlar� dikdörtgen haline getirelim. Bunu yapmak için vi vektörlerinden
u vektörünün bunlar üzerine izdü³ümlerini ç�kartmak yeterlidir. Elde edilen
dikdörtgen bölgeler (u, v1−λ1u) ve (u, v2−λ2u) vektör çiftleriyle verilsin (�e-
kil 1.6). Bu iki dikdörtgeni üst üste koyarak alanlar� toplam�ndan
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�ekil 1.5: Bir kenar�n skaler kat�n�n di§erine eklenmesi: A(u, v) = A(u, v + λu)

�ekil 1.6: Paralelkenar ile e³it alana sahip dikdörtgen: A(u, v) = A(u, v − λu)

A(u, v1) +A(u, v2) = A(u, v1 − λ1u) +A(u, v2 − λ2u)

= A(u, v1 + v2 − (λ1 + λ2)u) = A(u, v1 + v2)

sonucunu elde ederiz (�ekil 1.7). (Yukar�daki son e³itlik (3) numaral� özelli§in
sonucudur.) O halde düzlemde verilen herhangi u, v1 ve v2 vektörleri için

�ekil 1.7: Ortak kenarl� iki paralelkenar�n toplam�:
A(u, v1) +A(u, v2) = A(u, v1 + v2)

A(u, v1 + v2) = A(u, v1) +A(u, v2)

olmal�d�r. Benzer ³ekilde u1, u2 ve v vektörleri için

A(u1 + u2, v) = A(u1, v) +A(u2, v)

oldu§u görülür. Bunu (2) ile birle³tirirsek A : R2 × R2 → R fonksiyonun
her iki de§i³kene göre de do§rusal (bilineer) oldu§u sonucuna var�r�z: Her



Do§rusal Cebir 31

u, u1, u2, v, v1, v2 vektörleri ve λ ∈ R gerçel say�s� için

A(u1 + λu2, v) = A(u1, v) + λA(u2, v)

ve
A(u, v1 + λv2) = A(u, v1) + λA(u, v2)

e³itlikleri do§rudur. Di§er taraftan (2) numaral� özellikten

0 = A(u+ v, u+ v)

= A(u, u) +A(u, v) +A(v, u) +A(v, v)

= A(u, v) +A(v, u)

ve dolay�s�yla A(u, v) = −A(v, u) elde ederiz. Bu son e³itli§i sa§layan bilineer
fonksiyonlara de§i³meli fonksiyonlar denir. Asl�nda s�ralad�§�m�z di§er bütün
özellikler bu iki özellikten türetilebilir.

�imdi e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) olmak üzere u = (a, b) = ae1 + be2 ve
v = (c, d) = ce1 + de2 gibi iki vektörün belirledi§i paralelkenar�n alan�n� he-
saplayal�m:

A(u, v) = A(ae1 + be2, ce1 + de2)

= ad A(e1, e2) + bc A(e2, e1) + ac A(e1, e1) + bd A(e2, e2)

= (ad− bc) A(e1, e2)

olarak elde ederiz. O halde bu paralelkenar�n alan� birim karenin alan�n�n (ad−
bc) kat�d�r.

E§er birim karenin alan�n� bir birim olarak al�rsak, A(e1, e2) = 1, A(u, v) =
ad− bc olur. Dikkat edersek bu say�, sat�rlar� u ve v vektörlerinin β = {e1, e2}
s�ral� taban�na göre koordinat vektörlerinden olu³an(

a b
c d

)
matrisinin determinant�ndan ba³ka bir ³ey de§ildir.

Ba³ka bir deyi³le, birim karenin alan�n�n ne oldu§una karar verdikten son-
ra her paralelkenar�n alan�n� hesaplayabiliriz. Paralelkenar�n alan� birim kare-
nin alan� ile sat�rlar�, paralelkenar�n kenarlar�n� olu³turan vektörlerin standart
tabandaki koordinat vektörleri olan matrisin determinant�n�n çarp�m�d�r.

Uyar� 1.3.1. Alan hesab�n� yukar�daki gibi aksiyomatik bir ³ekilde yapman�n
bir bedeli olarak baz� paralelkenarlar�n alanlar� negatif olacakt�r. Di§er taraftan,
A(u, v) = −A(v, u) e³itli§i bize alan hesab� yaparken kenarlar�n s�ralamas�n�n
önemli oldu§unu göstermektedir. A(u, v) say�s� ilk kenar� u ikinci kenar� v olan
paralelkenar�n i³aretli alan� olacakt�r. Kenarlar� s�ralama (veya numaraland�r-
ma) i³lemine yönlendirme diyece§iz. Buna göre kenarlar� u, v olarak s�ralanm�³
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paralelkenar ile v, u olarak s�ralanm�³ paralelkenarlar farkl� yönlendirilmi³ pa-
ralelkenarlard�r.

�³aretli uzunluk, i³aretli alan veya hacim, i³aretsiz olanlara göre daha kul-
lan�³l� ve do§al olanlar�d�r. Bu temay� bütün kitap boyunca s�k s�k görece§iz.

�imdi de Rn içinden rastgele al�nan v1, · · · , vn vektörlerinin belirledi§i
paralel yüzlünün hacmini hesaplayal�m:

β = {e1, · · · , en} , ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) ,

s�ral� taban�nda bu vi vektörünün koordinat vektörü [ai1, · · · , ain] olsun. O
halde, her i = 1, · · · , n için vi = ai1e1+· · ·+ainen olur. Düzlemde yapt�§�m�z
geometrik analiz tamam�yla bu durumda da geçerli olacakt�r ve dolay�s�yla e§er
A : Rn × Rn → R bir hacim fonksiyonu ise A n-do§rusal (her de§i³kene göre
do§rusal) ve de§i³meli olacakt�r. Bu iki özelli§i defalarca kullanarak

A(v1, · · · , vi, · · · , vn) = A

∑
j

a1jej , · · · ,
∑
j

aijej , · · · ,
∑
j

anjej


=

(∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n)

)
A(e1, · · · , ei, · · · , en)

elde edilir. Burada Sn n-elemanl� {1, · · · , n} kümesinin tüm permütasyonlar�-
n�n olu³turdu§u grubu ve sgn(σ) ise σ ∈ Sn permütasyonunun i³aretini gös-
termektedir. O halde, yine birim küpün hacminin ne olaca§�na karar verirsek
her paralel yüzlünün hacmini hesaplayabiliriz.

A(e1, · · · , ei, · · · , en) = 1

ko³ulunu sa§layan forma Rn üzerindeki determinant fonksiyonu denir. Buna
göre Rn üzerinde tan�ml� her de§i³meli n-do§rusal form determinant fonksiyo-
nunun bir kat� olacakt�r.

Rn üzerinde tan�ml� de§i³meli n-do§rusal formlar�n determinant ve bunun
katlar� oldu§unu gördük. Di§er taraftan R3 üzerinde (de§i³meli) 2-form var
m� diye sorabiliriz. Bu sorunun cevab�n� vermek için önce tensörleri tan�mla-
mal�y�z.

1.3.2 Tensörler

R de§i³meli bir halka, M , N , P bu halka üzerinde tan�ml� modüller ve F :
M ×N → P bilineer bir fonksiyon olsun. F : M ×N → P bilineer fonksiyonu
M × N çarp�m kümesi üzerindeki çarp�m modül yap�s�yla bir modül homo-
mor�zmas� de§ildir. Çünkü e§er öyle olsayd� her (m,n) ∈ M × N ve r ∈ R
için rf(m,n) = f(rm, rn) = rf(m, rn) = r2f(m,n) olurdu ki bunun genelde
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do§ru olamayaca§� aç�kt�r. Di§er taraftan f(rm, n) = rf(m,n) = f(m, rn)
olur. Benzer ³ekilde f(m1 + m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n) dir. Bu durumda
istenilen modül yap�s�n� bir bölüm modülü olarak kurabiliriz: M ×N çarp�m
kümesini taban olarak kabul eden serbest

F (M ×N) =

{
n∑
i=1

αi(mi, ni) | n ∈ N, αi ∈ R, mi ∈M, ni ∈ N

}

R-modülü üzerinde bir ∼ denklik ba§�nt�s� tan�mlayal�m. Bunun için ilk önce,
a³a§�da tan�mlanan ∼0 ba§�nt�s�n� ele alal�m.

1. Her (m,n) ∈M ×N ve r ∈ R için

(rm, n) ∼0 r(m,n) ∼0 (m, rn);

2. Her m, m1, m2 ∈M ve n, n1, n2 ∈ N için

(m1 +m2, n) ∼0 (m1, n) + (m2, n) ve (m,n1 + n2) ∼0 (m,n1) + (m,n2).

�imdi ∼ ba§�nt�s�n� ∼0'� içeren en küçük denklik ba§�nt�s� olarak tan�mla-
yal�m. Çarp�m modülünü bu denklik ba§�nt�s�na (ba§�nt�n�n üretti§i alt modü-
le) bölerek istedi§imiz modül yap�s�n� elde ederiz:

F (M ×N)/ ∼ .

Bu R-modül M ve N R-modüllerinin R-tensör çarp�m� diye adland�r�l�r ve
M ⊗R N ile gösterilir. Benzer ³ekilde (m,n) ∈ M × N eleman�n�n denklik
s�n�f�n� m⊗ n ile gösterece§iz. Bu durumda

r(m⊗ n) = (rm)⊗ n = m⊗ (rn),

(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n

ve
m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2

olur. Ayn� ³ekilde sonlu say�da R-modülün

M1 ⊗R · · · ⊗RMn

tensör çarp�m� tan�mlanabilir. Al�³t�rma 30 ise tensör çarp�m�n�n uygun bir
evrensel özellik yard�m�yla tan�mlanabilece§ini göstermektedir.

V bir F cismi üzerinde tan�ml� n-boyutlu bir vektör uzay� olsun. V ⊗k, (k ≤
n), ile V 'nin kendisi ile k defa tensör çarp�m�n� gösterelim. β = {e1, · · · , en}
V 'nin bir taban� ise 1 ≤ i1, · · · , ik ≤ n olmak üzere

Ti1,··· ,ik = ei1 ⊗ · · · ⊗ eik
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tensörü olsun. Bu durumda V ⊗k vektör uzay� da sonlu boyutludur ve

{Ti1,··· ,ik | 1 ≤ i1, · · · , ik ≤ n}

bu vektör uzay�n�n bir taban�d�r. Dolay�s�yla, V ⊗k'n�n boyutu nk'd�r.
{1, · · · , k} kümesinin permütasyonlar�n�n olu³turdu§u Sk grubu V ⊗k vektör

uzay� üzerine etki eder: Taban elemanlar� üzerindeki etki, σ ∈ Sk için,

σ(Ti1,··· ,ik) = Tiσ(1),··· ,iσ(k)

olarak tan�mlan�r ve do§rusal bir ³ekilde tüm vektör uzay�na geni³letilir. Bu
etkinin alt�nda de§i³mez olan tensörlere simetrik k-tensörler denir. Simetrik
tensörlerin olu³turdu§u Simk(V ) vektör uzay�n�n boyutu n+k−1 elemanl� bir
kümenin k elemanl� alt kümelerinin say�s�na e³ittir:(

n+ k − 1
k

)
.

En az simetrik tensörler kadar önemli olan bir di§er tensör tipi, önceden
de görmü³ oldu§umuz de§i³meli tensörlerdir: a ∈ V ⊗k olmak üzere, e§er her
σ ∈ Sk için σ(a) = sgn(σ) a oluyorsa, a tensörüne de§i³meli k-tensörü de-
nir (burada sgn(σ) ile σ permütasyonun i³areti gösterilmi³tir). De§i³meli k-
tensörlerin olu³turdu§u Altk(V ) vektör uzay�n�n boyutunun da(

n
k

)
say�s� oldu§u kolayca görülür. De§i³meli k-tensörlere k-form da denir.

Asl�nda a³a§�da verilen do§rusal fonksiyonlar�n birer izdü³üm dönü³ümü
(karesi kendisine e³it olan bir dönü³üm) oldu§u kolayca gösterilir:

1) Sim : V ⊗k → V ⊗k, her v ∈ V ⊗k için,

v 7→ 1

k!

∑
σ∈Sk

σ(v)

olarak tan�mlanan do§rusal fonksiyon bir izdü³üm dönü³ümüdür ve görüntüsü
Sim(V ⊗k) = Simk(V )'d�r.

2) Benzer ³ekilde Alt : V ⊗k → V ⊗k, her v ∈ V ⊗k için,

v 7→ 1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ) σ(v)

olarak tan�mlanan do§rusal fonksiyon yine bir izdü³üm dönü³ümüdür ve görün-
tüsü Alt(V ⊗k) = Altk(V ) alt uzay�d�r.
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V vektör uzay�n�n dualini V ∗ = hom(V,F) ile gösterelim. E§er

β = {e1, · · · , en}

taban�n�n dual taban� da β∗ = {f1, · · · , fn} ise, her 1 ≤ i, j ≤ n için, fi(ej) =
δij olur. fi1 ⊗ · · · ⊗ fik tensörünün k! Alt operatörü alt�ndaki görüntüsünü

fi1 ∧ · · · ∧ fik = k! Alt(fi1 ⊗ · · · ⊗ fik) =
∑
σ∈Sk

sgn(σ) fiσ(1) ⊗ · · · ⊗ fiσ(k)

ile gösterece§iz.

Uyar� 1.3.2. E§er vs =
∑

j asj ej, s = 1, · · · , k, V içinde vektörler ise

(fi1 ∧ · · · ∧ fik)(v1, · · · , vk) = det((asil)s, l=1,··· ,k)

olur.

Yaz�m konusunda büyük kolayl�k sa§layan bu gösterim ³ekli de§i³meli ten-
sörlerin d�³ çarp�m�n�n tan�mlanabilmesi için de olanak sa§lar: fi1 ∧ · · · ∧ fik
ve fj1 ∧ · · · ∧ fjl gibi iki taban eleman�n�n d�³ çarp�m�

(fi1 ∧ · · · ∧ fik) ∧ (fj1 ∧ · · · ∧ fjl) = fi1 ∧ · · · ∧ fik ∧ fj1 ∧ · · · ∧ fjl
olarak tan�mlan�r. Bu tan�m� do§rusal bir ³ekilde tüm ⊕k∈NAlt(V ⊗k) vektör
uzay�na geni³leterek bu vektör uzay�n� bir F-cebiri yapabiliriz. Bu cebire V
vektör uzay�na ait d�³ cebir ad� verilir ve Λ(V ) ile gösterilir. Bu cebirin ele-
manlar�na d�³ form da denir. Burada Alt(V ⊗0) ile F cismi gösterilmektedir.

A³a§�daki özelliklerin kan�tlar� okuyucuya b�rak�lm�³t�r:

1. Yukar�da tan�mlad�§�m�z d�³ cebir bir cebirdir.

2. ω bir k-form ve ν bir l-form ise ω ∧ ν = (−1)klν ∧ ω olur.

3. ω bir k-form ve ν bir l-form ise ω ∧ ν =
(k + l)!

k! l!
Alt(ω ⊗ ν) olur.

4. L : V → W F-vektör uzaylar� aras�nda do§rusal bir fonksiyon ve L∗ :
W ∗ → V ∗ ise bu fonksiyonun duali olsun. Bu durumda dual fonksiyon
d�³ cebirler aras�nda do§al bir do§rusal fonksiyon verir:

L∗ : Λ(W )→ Λ(V ) , ω 7→ L∗(ω)

öyle ki her v1, · · · , vk ∈ V için,

L∗(ω)(v1, · · · , vk) = ω(L(v1), · · · , L(vk))

olur. L∗(ω) d�³ formuna ω'n�n L ile geri çekilmesi denir. Geri çekme i³lemi
d�³ çarp�m ile yer de§i³tirebilir ve dolay�s�yla bir cebir homomor�zmas�-
d�r:

L∗(ω ∧ ν) = L∗(ω) ∧ L∗(ν).

L örten (bire bir) ise L∗'�n bire bir (benzer ³ekilde, örten) oldu§unun
gösterilmesini de okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz.
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1.3.3 Temel Formlar ve Baz� Uygulamalar�

Temel formlar�n en yayg�n kullan�lan� kö³egenle³tirmedir. Operatörlerin veya
matrislerin kö³egenle³tirilmesinin neden önemli oldu§unu anlamak için a³a§�da
verilen matrisin kuvvetlerini hesaplamaya çal�³al�m:

A =

[
0 1
1 1

]
, A2 =

[
1 1
1 2

]
, A3 =

[
1 2
2 3

]
, A4 =

[
2 3
3 5

]
· · ·

bu i³lemi on, yüz veya milyon kez yapmak bilgisayar yard�m�yla bile oldukça
zor olabilir. Örnek vermek gerekirse, A100 matrisinin baz� bile³enleri 21 ba-
samakl� say�lard�r. Benzer ³ekilde, An matrisini sadece n de§i³keninin aç�k bir
fonksiyonu ile ifade edebilir miyiz? Di§er taraftan, A kö³egen bir matris olsayd�
bu i³lem çok kolay olurdu:

A =

[
λ1 0
0 λ2

]
, An =

[
λn1 0

0 λn2

]
.

Sonlu bir vektör uzay� üzerinde tan�ml� her operatör uzay�n bir taban� veril-
di§inde kare bir matris ile ifade edilebilir. Bu sebepten sadece matrislerin kö³e-
genle³tirilmesi üzerinde duraca§�z. Katsay�lar� F cisminden seçilmi³ n × n'lik
bir A matrisi alal�m. E§er s�f�rdan farkl� bir v ∈ Fn vektörü ve bir λ ∈ F için
Av = λv oluyorsa λ say�s�na A matrisinin bir özde§eri ve v ∈ Fn vektörüne
de bu özde§ere kar³�l�k gelen bir özvektör denir. E§er Fn vektör uzay�n�n A
matrisinin özvektörlerinden olu³an bir β = {v1, · · · , vn} taban� varsa, öyle
ki her i için Avi = λivi, sa§lan�yorsa, A matrisine kö³egenle³tirilebilir matris
denir. Bu durumda e§er P sütunlar� v1, · · · , vn vektörlerinden olu³an (taban
de§i³tirme) matris ise P−1AP çarp�m�

P−1AP = D =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


kö³egen matrisini verir.

Devam etmeden önce çok s�k kullan�lan ve kan�t�n� okuyucuya b�rakaca§�-
m�z bir sonucu hat�rlatmak istiyoruz:

Teorem 1.3.3. 1) T : V →W vektör uzaylar� aras�nda do§rusal bir dönü³üm
olsun. E§er V sonlu boyutlu bir uzay ise dim(V ) = dim(kerT ) + dim(T (V ));
ba³ka bir deyi³le V 'nin boyutu do§rusal fonksiyonun çekirde§inin ve görüntü-
sünün boyutlar� toplam�na e³ittir.

2) A ∈M(n, n) olmak üzere A : Fn → Fn, v 7→ Av, v ∈ Fn, ile tan�mlanan
do§rusal fonksiyon için a³a§�daki ko³ullar birbirine denktir:

• det(A) 6= 0,
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• A : Fn → Fn bir izomor�zmad�r,

• ker(A) = {0}.

Av = λv denklemini (λIn − A)v = 0 olarak yazarsak, v 6= 0 olmas�ndan
det(λIn − A) = 0 denklemini elde ederiz. O halde, A matrisinin özde§erleri
fA(λ) = det(λIn − A) polinomunun kökleridir. Derecesi n olan bu polinoma
A matrisinin karakteristik polinomu denir. Cayley-Hamilton Teoremi'ne göre
fA(A) = 0 olur (bkz. Al�³t�rma 35)). P (A) = 0 ko³ulunu sa§layan en küçük
dereceli monik P (x) ∈ F[x] polinomuna A matrisinin minimal polinomu denir
(bkz. Sonuç 1.3.5).

Örnek 1.3.4. Bu bölümün ba³�nda ele ald�§�m�z A =

[
0 1
1 1

]
matrisine tek-

rar dönelim. fA(λ) = λ2 − λ − 1 oldu§undan özde§erler λ1,2 =
1±
√

5

2
olarak

bulunur. Avi = λivi denkleminden özvektörler

v1 =

[
1

1+
√

5
2

]
ve v2 =

[
1

1−
√

5
2

]
olarak bulunur. O halde,

P =

[
1 1

1+
√

5
2

1−
√

5
2

]
ve

P−1AP =

[
1+
√

5
2 0

0 1−
√

5
2

]
olur. Son olarak

P−1AnP = (P−1AP )n =

[
(1+
√

5
2 )n 0

0 (1−
√

5
2 )n

]
ve buradan da

An = P

[
(1+
√

5
2 )n 0

0 (1−
√

5
2 )n

]
P−1

elde edilir.

Bu bölümde ³imdi de matrislerin üstel fonksiyonundan bahsedece§iz. Üstel
matrisler do§rusal türevlenebilir denklem sistemleri teorisindeki kullan�l�³lar�-
n�n yan� s�ra, geometri ve topolojinin de vazgeçilmez konular�ndan biri olan
Lie gruplar� ve Lie cebirleri konusuna da giri³ yapma imkan� vermektedir. Her
x ∈ R için,

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · =

∞∑
k=0

xk

k!



38 Yard�mc� Bilgiler

seri aç�l�m� yard�m�yla da tan�mlanan üstel fonksiyonu matrisler üzerinde de
tan�mlayabiliriz: F gerçel veya karma³�k say� cismini ve M(m,n) bu cisim
üzerinde tan�ml� (m × n)-lik matrislerin vektör uzay�n� göstersin. Her A ∈
M(n, n) matrisi ve t ∈ F say�s� için,

‖(tA)k‖
k!

≤ (|t| ‖A‖)k

k!

oldu§u aç�kt�r. Di§er taraftan,

e‖tA‖ =
∞∑
k=0

(|t| ‖A‖)k

k!

gerçel say� serisi yak�nsak oldu§undan Weierstrass M -testini kullanarak

In +
tA

1!
+

(tA)2

2!
+

(tA)3

3!
+ · · · =

∞∑
k=0

(tA)k

k!

serisinin de düzgün yak�nsak oldu§unu görürüz. Fakat,

D =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


kö³egen matrisi için kolayca

etD =


eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · eλnt


oldu§unu görürüz. Dolay�s�yla A kö³egenle³tirilebilir bir matris ise

etA = eP (tD)P−1
= PetDP−1

elde ederiz (yukar�daki ikinci e³itlik, üstel fonksiyonun seri aç�l�m�ndan kolayca
görülür).

Bu seri sayesinde exp : R → M(n, n), t 7→ etA, ³eklinde tan�mlanan fonk-
siyon asl�nda C∞ s�n�f�ndan bir fonksiyondur ve türevi t 7→ AetA, ile verilir.

1.3.4 Örnek Kan�tlar

Bu bölümde yukar�da bahsetti§imiz kanonik formlar�n teorisine dair baz� basit
gözlemlerde bulunaca§�z. Ba³lang�ç olarak a³a§�daki sabit katsay�l� do§rusal
denklem sistemini dü³ünelim:
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 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 x
y
z

 =

 0
0
0

.
Al�³t�rma 33 içinde tan�mlanan Ri ↔ Rj , sat�r de§i³tirme ve Rj ↔ rRi +Rj
bir sat�r�n herhangi bir kat�n� di§erine ekleme i³lemleri, Gauss yok etme meto-
dundaki sat�r i³lemlerinden ikisine kar³�l�k gelir. Ayn� i³lemlerin sütunlara uy-
gulanmas� ise de§i³kenlerin do§rusal bir izomor�zma ile de§i³tirilmesine denk
olacakt�r. Örne§in, (C1 ↔ C1+3C2) i³lemi (x, y, z) de§i³kenlerinin (x, y+3x, z)
de§i³kenleriyle de§i³tirilmesine kar³�l�k gelir. E§er amac�m�z çözüm uzay�n� bul-
mak de§il de sadece boyutunu hesaplamak ise de§i³kenlerin nas�l de§i³ti§inin
takip edilmesine bile gerek yoktur.

�imdi genel bir A kare matrisi için (λIn − A)v = 0 özde§er-özvektör
problemini dü³ünelim:

λIn −A =


λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...
−an1 −an2 · · · λ− ann

 (∗)

sistemini yukar�da bahsetti§imiz sat�r ve sütun i³lemleri yaparak çözmeye ça-
l�³al�m. Bu matrisi F[λ] polinom halkas� (esas ideal bölgesi) üzerinde dü³ünüp
sat�r ve sütun i³lemleri yaparak d1 | d2 | · · · | dn olacak ³ekilde baz� di ∈ F[λ]
polinomlar� için

D =


d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · dn

 (∗∗)

matrisine dönü³türebiliriz. Bu matrise λIn − A matrisinin Smith Normal
Form'u denir. Uygulad�§�m�z sat�r ve sütun i³lemleri en fazla determinant�n
i³aretini de§i³tirece§i için

d1d2 · · · dn = ±det(λIn −A) = ±fA(λ)

karakteristik polinomu olacakt�r. O halde hiçbir di s�f�r polinomu de§ildir.
d1d2 · · · dn = ±det(λIn − A) = ±fA(λ) ve d1 | d2 | · · · | dn oldu§undan
fA(λ) ile dn polinomlar� ayn� asal çarpanlara sahiptirler. Asl�nda tüm di
polinomlar�n� monik seçerek

d1d2 · · · dn = det(λIn −A) = fA(λ)

elde ederiz. Bu durumda di polinomlar�na A matrisinin de§i³mez çarpanlar�
denir.



40 Yard�mc� Bilgiler

Yukar�da elde etti§imiz

D =


d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · dn


matrisine A matrisinin temel formu denir. �lk önce her matrisin sadece bir ta-
ne temel formu oldu§unu görelim (di polinomlar�n� monik seçmek kayd�yla):
Bunun için, ∆i ile λIn−A matrisinin tüm i× i'lik alt matrislerinin determi-
nantlar�ndan olu³an F[λ] içindeki idealin monik üretecini gösterelim. Boyutlar�
i × i olan bir matrisin determinant�n� bir sat�r veya sütuna göre açt�§�m�zda
(i−1)× (i−1)'lik alt matrislerinin determinantlar�n�n bir do§rusal birle³imini
elde edece§imizden, her i = 1, · · · , n için, ∆i−1 | ∆i olmal�d�r.

Di§er yandan yukar�da kulland�§�m�z sat�r ve sütun i³lemleri sadece alt
matrislerin yerlerini de§i³tirece§inden bu sat�r ve sütun i³lemleri ∆i polinom-
lar�n� de§i³tirmeyecektir. O halde λIn − A ve D matrisi için ayn� ∆i'ler
elde edilecektir. Fakat D matrisi için ∆i = d1 · · · di oldu§u kolayl�kla görülür.
Buna göre di = ∆i/∆i−1 olur. Ba³ka bir deyi³le, ∆i'ler tamamen A matrisi ile
tek bir ³ekilde belirlendi§i için A matrisinin bir ve sadece tek bir temel formu
vard�r.

�imdi i 6= j için λi 6= λj olmak üzere, dn = (λ − λ1) · · · (λ − λk) farkl�
do§rusal terimlerin çarp�m� oldu§unu kabul edelim. Bu durumda her di farkl�
do§rusal terimlerin çarp�m� olmal�d�r. Ayr�ca karakteristik polinomun derecesi
n oldu§undan r1 + · · · + rk = n olacak ³ekilde baz� pozitif ri tam say�lar�
için

fA(λ) = (λ− λ1)r1 · · · (λ− λk)rk

olacakt�r. Buna göre her bir i = 1, · · · , k, için tam olarak ri tane farkl�
dj1 , · · · , djri polinomu (λ − λi) do§rusal terimini içerecektir. (∗) ve (∗∗)
denklem sistemleri birbirine denk oldu§u için (∗) sisteminde λ yerine λi
koyarak λi özde§erine kar³�l�k gelen özvektör uzay�n�n boyutunun tam olarak
ri oldu§unu görürüz. Son olarak, r1 + · · ·+ rk = n oldu§undan A matrisinin
özvektörleri Fn vektör uzay� için bir taban olu³turur ve dolay�s�yla A matrisi
kö³egenle³tirilebilir.

Di§er taraftan, e§er A kö³egenle³tirilebilir bir matris ise bu ad�mlar� ters-
ten giderek dn polinomunun farkl� do§rusal terimlerin bir çarp�m� oldu§unu
görürüz. O halde, a³a§�daki sonucu kan�tlam�³ olduk:

Sonuç 1.3.5. A kare matrisinin kö³egenle³tirilebilmesi için gerek ve yeter ko³ul
dn polinomunun farkl� do§rusal terimlerin bir çarp�m� olmas�d�r.

Asl�nda biraz daha dikkatli ilerleyerek kanonik formlar�n teorisini kurabiliriz.
F bir cisim ve V = Fn olmak üzere

T : V → V, v 7→ T (v)
.
= Av, v ∈ V ,
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dönü³ümünü ele alal�m. V vektör uzay� do§al bir biçimde bir R = F[x]
modülü olarak görülebilir:

R× V → V, (f(x), v) 7→ f(x) · v .
= f(T )(v), (f(x), v) ∈ R× V.

�imdi

φ : Rn → V, eRi = (0, · · · , 1, · · · 0) 7→ ei = (0, · · · , 1, · · · 0), i = 1, · · · , n ,

ile tan�mlanan örten R-modül homomor�zmas� bize Rn/ kerφ ∼= V izomor-
�zmas�n� verir. Bu homomor�zmay� genel bir eleman üzerinde hesaplarsak

φ(p1(x), · · · , pn(x)) = p1(T )(e1) + · · ·+ pn(T )(en)

elde ederiz. Ayr�ca, V üzerinde seçti§imiz modül yap�s�ndan dolay� izomor-
�zman�n sol taraf�nda bölüm polinom halkas�n�n bir eleman�n� x ile çarpmak
sa§ tarafta bir vektöre T ile etki etmeye denk gelecektir:

x ·m = T (φ(m)), m = (p1(x), · · · , pn(x)) ∈ Rn/ kerφ.

Dolay�s�yla, T operatörünün V üzerindeki etkisini anlamak için bölüm
halkas�nda x ile çarpmay� anlamak yeterli olacakt�r.

Bu i³e giri³meden önce kerφ alt modülünün oldukça tan�d�k bir nesne
oldu§unu görelim.

Önerme 1.3.6. kerφ alt halkas� xIn − A karakteristik matrisinin sütunlar�
taraf�ndan üretilir.

Kan�t : Her i = 1, · · · , n için, T (ei) =
∑

j ajiej , oldu§undan

(−a1i,−a2i, · · · , x− aii, · · · ,−ani) ∈ kerφ

elde edilir. Dolay�s�yla, xIn −A karakteristik matrisinin sütunlar� kerφ alt
modülünün içinde kal�r. Yukar�da oldu§u gibi, xIn −A karakteristik matrisi-
nin Smith normal formunu kö³egen Kö³e(d1(x), · · · , dn(x)) matrisi ile göste-
relim. Bu durumda, kerφ alt modülünün her (0, · · · , di(x), · · · , 0) eleman�n�
içerdi§ini kabul edebiliriz. O halde, W , (0, · · · , di(x), · · · , 0) elemanlar�n�n
üretti§i alt modül olmak üzere, çekirde§i kerφ/W olan, örten bir

ψ : Rn/ kerφ→ Rn/W

R-modül, dolay�s�yla da F-vektör uzay�, homomor�zmas�n� elde ederiz. Yu-
kar�daki paragra�ardan dolay�, Rn/ kerφ F-vektör uzay�n�n V = Fn vektör
uzay�na izomor�k oldu§unu biliyoruz. Di§er taraftan, Rn/W R-modülü (F-
vektör uzay�) için ise

Rn/W ∼= ⊕ni=1R/Rdi(x) = ⊕ni=1F[x]/(di(x)) ∼= ⊕ni=1Fdeg(di(x))
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yazabiliriz. Son olarak,

d1d2 · · · dn = det(λIn −A) = fA(λ)

karakteristik polinomu oldu§undan

⊕ni=1Fdeg(di(x)) ∼= F
∑
i deg(di(x)) ∼= Fn

elde ederiz. Buradan, örten

ψ : Fn ∼= Rn/ kerφ→ Rn/W ∼= Fn

F-vektör uzay� homomor�zmas�n�n bir izomor�zma oldu§unu görürüz. O halde,
kerψ = kerφ/W = 0 olmal�d�r. Böylece kan�t tamamlan�r. 2

Bu iddian�n bir sonucu olarak

V ∼= Rn/ kerφ ∼= ⊕ni=1R/Rdi(x)

yazabiliriz. Ayr�ca, her bir di(x) = d(x) = pn1
1 (x) · · · pnkk (x) polinomunu asal

çarpanlar�na ay�r�rsak

R/d(x) ∼= ⊕kj=1F[x]/p
nj
j (x)

ayr�³�m�n� elde ederiz. Ayr�ca, p
nj
j (x) = b(x) = b0 + · · · + bm−1x

m−1 + xm

ise F[x]/p
nj
j (x) =

〈
1, x, · · · , xm−1

〉
F vektör uzay� üzerinde x ile çarpma

operatörünün bu tabandaki matris gösterimi olarak p
nj
j (x) polinomunun e³

matrisi olan

Cb(x) =


0 0 · · · −b0
1 0 · · · −b1
... 1

. . .
...

0 0 · · · 1 −bm−1


matrisini elde ederiz. E§er, deg(pj(x)) > 1 ise bu matris T operatörünün
rasyonel kanonik formunu verir. Di§er taraftan, e§er deg(pj) = 1 ise, ba³ka
bir deyi³le b(x) = (x− λ)m ise x ile çarpma operatörünün{

1, x− λ, · · · , (x− λ)m−1
}

s�ral� taban�ndaki matris gösterimi

J(λ)m =


λ 0 · · · · · · 0
1 λ 0 · · · 0
0 1 λ · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · 1 λ


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Jordan formu olur.

Yukar�da elde ettiklerimizden faydalanarak kanonik formlar�n temel özel-
liklerini kolayca görebiliriz.
1) E§er F-cismi cebirsel kapal� ise her kare matrisin Jordan formu vard�r:
Asl�nda e§er fA polinomu do§rusal çarpanlara ayr�labiliyorsa uygun bir taban
de§i³tirme sonunda

P−1AP =


Jm1 0 · · · 0

0 Jm2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 0 Jmr


Jordan bloklar�n�n bir kö³egen matrisi ³eklinde yaz�labildi§ini gördük. Burada
Jm'ler Jordan blok matrislerini göstermektedir,

Jm = J(λi)m =


λi 0 · · · 0
1 λi · · · 0
...

. . . . . .
...

0 0 1 λi

.

Teorik önemlerinin yan� s�ra kö³egen matrisler kadar olmasa da Jordan
bloklar�n kuvvetlerini veya üstel fonksiyonunu hesaplamak kolayd�r ve bu se-
beple oldukça kullan�³l�d�r. Örne§in 2 × 2'lik bir Jordan blok matrisinin kuv-
vetleri a³a§�daki gibidir:

J =

[
λ 0
1 λ

]
, J2 =

[
λ2 0
2λ λ2

]
, · · · , Jn =

[
λn 0

nλn−1 λn

]
.

Genelde ise Jordan matrisin n'inci kuvveti ³öyledir:

Jnm = Jn(λi)m =



λni 0 · · · 0(
n
1

)
λn−1
i λni · · · 0

...
... · · ·

...(
n

r − 1

)
λn−r+1
i

(
n

r − 2

)
λn−r+2
i · · · λni


.

2) A ve B benzer iki matris olsun. O halde tersi olan bir P matrisi için,
B = P−1AP ve λIn − B = P−1(λIn − A)P olur ve dolay�s�yla λIn − B
matrisi λIn−A matrisinden sat�r ve sütun i³lemleriyle elde edilir. Bu durumda,
bu iki matrisin temel formlar� ayn� olacakt�r. (Asl�nda bir sat�r veya sütunu
bir say� ile çarpmak determinant� da ayn� say�yla çarpmak anlam�na gelir,
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fakat ∆i'yi monik polinom olarak seçti§imiz için bu durum bir soruna neden
olmayacakt�r.)

Di§er taraftan, bu iddian�n tersi de do§rudur: Temel formlar� ayn� olan iki
kare matris benzerdir; ba³ka bir deyi³le, iki matrisin benzer olmas� için gerek
ve yeter ko³ul bu matrislerin temel formlar�n�n ayn� olmas�d�r. Bunu görmek
için temel formlar� ayn� olan iki matrisin ayn� operatörün farkl� iki bazdaki
temsilleri oldu§unu fark etmek yeterlidir. Bu ise yukar�da kan�tlad�§�m�z

V ∼= Rn/ kerφ ∼= ⊕ni=1R/Rdi(x)

izomor�zmas�n�n aç�k bir sonucudur.

3) Yine
V ∼= Rn/ kerφ ∼= ⊕ni=1R/Rdi(x)

izomor�zmas�n� dü³ünelim. fA(λ) = det(λIn − A) = d1d2 · · · dn karakteristik
polinomu fA(x) · (⊕ni=1R/Rdi(x)) = 0 e³itli§ini sa§lad�§� için fA(A) =
0 sonucuna var�r�z. Bu ise Cayley-Hamilton Teoremi'dir. Di§er taraftan her
di(x) | dn(x) oldu§undan

dn(x) · (⊕ni=1R/Rdi(x)) = 0

elde ederiz. Buradan dn polinomunun A matrisinin minimal polinomu ol-
du§unu görürüz, çünkü daha küçük dereceli bir polinom R/Rdn(x) bile³enini
yok edemeyecektir.

1.4 Al�³t�rmalar

TOPOLOJ�

1. Λ bir küme ve ≤ bu küme üzerinde tan�ml� bir k�smi s�ralama ba§�nt�s�
olsun. E§er her i, j ∈ Λ için i ≤ k ve j ≤ k olacak ³ekilde bir k ∈ Λ
varsa (Λ,≤) k�smi s�ralama kümesine bir yönlü küme denir. Bir {Xi}i∈Λ

topolojik uzaylar ailesi alal�m, öyle ki, 1) her i ≤ j için sürekli bir
fij : Xi → Xj fonksiyonu verilsin, öyle ki fii = 1Xi sa§lans�n; ve

2) her i ≤ j ≤ k için fik = fjk ◦ fij e³itli§i sa§lans�n.
Bu topolojik uzaylar�n ayr�k birle³imi üzerinde bir ∼ denklik ba§�nt�s�
tan�mlayal�m: x ∈ Xi ve y ∈ Xj için x ∼ y'dir ancak ve ancak öyle
bir k ∈ Λ ve z ∈ Xk vard�r ki i, j ≤ k dir ve hem fik(x) = z hem de
fjk(y) = z olur. {Xi}i∈Λ topolojik uzaylar�n�n ayr�k birle³imini bu denk-
lik ba§�nt�s�na bölerek elde edilen bölüm uzay�na {Xi}i∈Λ ailesinin düz
limiti denir ve limi∈ΛXi ile gösterilir. Her bir Xi için Xi → limi∈ΛXi,
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x 7→ [x], x eleman�n� limit uzay�ndaki denklik s�n�f�na götüren fonksiyo-
nunun sürekli oldu§unu gösteriniz.

Ayr�ca her bir fij fonksiyonun bir topolojik gömme fonksiyonu olmas�
durumunda Xi uzaylar�n�n hangi özelliklerinin limit uzay�na geçti§ini
inceleyiniz: Hausdor�'luk, t�k�zl�k, ba§lant�l�l�k, metriklenebilirlik, vs.

2. X bir topolojik uzay olmak üzere X'in alt uzaylar�n�n olu³turdu§u aileyi
alt küme ba§�nt�s� ile s�ralayal�m: A, B ⊆ X için A ≤ B ancak ve ancak
A ⊆ B. Ayr�ca bu durumda fAB : A → B, x 7→ x, içerme fonksiyonu
olsun. limA⊆X A = X oldu§unu gösteriniz.

3. X ⊆ Rn içinde aç�k bir küme olsun ve X'in tüm t�k�z alt kümelerinin
ailesini, Λ = {K ⊆ X | K t�k�z bir alt uzay}, yine alt küme ba§�nt�s� ile
s�ralayal�m. limK∈ΛA = X oldu§unu gösteriniz.

4. A³a§�daki ifadeleri kan�tlay�n.

(a) Herhangi bir küme üzerinde tan�ml� olan rastgele topolojilerin ara
kesitinin de bir topoloji oldu§unu gösteriniz.

(b) X bir küme ve β, X'in alt kümelerinin bir ailesi olsun. β ailesi-
nin üretti§i topoloji β'y� içeren X üzerindeki tüm topolojilerin ara
kesitidir. Dolay�s�yla bu topoloji β'y� içeren en küçük topolojidir.

5.
∏
n∈N[0, 1] çarp�m kümesinde (xk), xk =

(
a1
k, a

2
k, · · · , alk, · · ·

)
,

alk =

{
0, l ≤ k
1, k < l

,

dizisini ele alal�m. Bu dizinin çarp�m uzay�nda yak�nsak oldu§unu ama
kutu topolojisinde �raksak oldu§unu gösteriniz.

6. {Xi}i∈I bir topolojik uzaylar ailesi ve X = Πi∈IXi bu ailenin çarp�m
uzay� olsun. Bir topolojik uzaydan çarp�m uzay�na giden bir f : Y → X
fonksiyonunun sürekli olmas� için gerek ve yeter ko³ul f 'nin her bile³en
fonksiyonunun fi : Y → Xi sürekli olmas�d�r. Bu sonucun kutu topolo-
jisi durumunda do§ru olmad�§�n� örnekle gösteriniz.

7. G hem grup hem de topolojik bir uzay osun. E§er,G×G→ G, (g1, g2)→
g−1

1 g2, i³lemi sürekli ise G bir topolojik gruptur denir. G topolojik
grubunun Hausdor� olmas� için gerek ve yeter ko³ul birim elemandan
olu³an tek elemanl� {e} ⊆ G kümesinin kapal� olmas�d�r, gösteriniz.
Benzer ³ekilde, H ≤ G bir alt grup olmak üzere G/H bölüm uzay�n�n
Hausdor� olmas� için gerek ve yeter ko³ul H alt grubunun kapal� bir
alt küme olmas�d�r, gösteriniz.
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8. Bu al�³t�rmada Önerme 1.1.10 yard�m� ile bölüm uzaylar�n�n hangi ko³ul-
lar alt�nda Hausdor� olduklar�n� inceleyece§iz. X topolojik uzay ve P :
X → X/ ∼ bu uzay üzerinde bir bölüm uzay� olsun. A³a§�daki önermeleri
kan�tlay�n�z:

(a) P bölüm fonksiyonu aç�k bir fonksiyon olsun. Bu durumda P × P :
X×X → (X/ ∼)× (X/ ∼) çarp�m fonksiyonunun (X/ ∼)× (X/ ∼
) kümesi üzerine koydu§u bölüm uzay� topolojisi, X/ ∼ uzay�n�n
kendisi ile çarp�m�ndan elde edilen çarp�m uzay� topolojisi ile çak�³�r.

(b) (X/ ∼)× (X/ ∼) çarp�m uzay�n�n kö³egeninin P × P : (X ×X)→
(X/ ∼)× (X/ ∼) bölüm fonksiyonu alt�ndaki ters görüntüsü ∼ ⊆
X ×X ba§lant� alt kümesidir.

(c) P : X → X/ ∼ bölüm fonksiyonunun aç�k fonksiyon olmas� duru-
munda bölüm uzay�n�n Hausdor� olmas� için gerek ve yeter ko³ul
∼ denklik ba§�nt�s�n�n X × X çarp�m uzay� içinde kapal� bir alt
küme olmas�d�r.

9. (a) X topolojik uzay ve P : X → X/ ∼ bu uzay üzerinde bir bölüm
uzay� olsun. P fonksiyonunun aç�k olmas� için gerek ve yeter ko³ul
her U ⊆ X aç�k alt kümesi için U alt kümesinin ∼ denklik ba§�n-
t�s� ile geni³lemesinin U∼ = {x ∈ X | x ∼ y, baz� y ∈ U} aç�k
olmas�d�r, gösteriniz.

(b) G, X uzay�n�n tüm homeomor�zmalar�n�n olu³turdu§u grubun bir
alt grubu olsun. X üzerinde ∼ denklik ba§�nt�s� x ∼ y ancak ve
ancak baz� g ∈ G için y = g(x), ³eklinde tan�mlas�n. Bu durumda
X/ ∼ bölüm uzay� G-yörüngelerinden olu³ur ve X'in yörünge uzay�
diye adland�r�l�r. P : X → X/ ∼ bölüm fonksiyonunun aç�k bir
fonksiyon oldu§unu gösteriniz.

(c) Bir önceki al�³t�rman�n sonucunu kullanarak X/G bölüm uzay�n�n
Hausdor� olmas� için {(x, g(x)) ∈ X × X | x ∈ X, g ∈ G)} alt
kümesinin X × X çarp�m uzay� içinde kapal� olmas�n�n gerek ve
yeter ko³ul oldu§unu gösteriniz.

(d) X Hausdor� bir uzay ve G sonlu bir grup ise X/ ∼= X/G yörünge
uzay�n�n da Hausdor� oldu§unu gösteriniz.

10. P : X → Y ve Q : Y → Z iki bölüm fonksiyonu ise Q ◦ P : X → Z
bile³ke fonksiyonunun da bir bölüm fonksiyonu oldu§unu gösteriniz.

11. f : R → S1, f(t) = (cos 2πt, sin 2πt), t ∈ R, fonksiyonun bölüm uzay�
seviyesinde verdi§i f̃ : R/ ∼→ S1 fonksiyonunun bir homeomor�zma
oldu§unu gösteriniz. Burada R/ ∼ üzerindeki topoloji bölüm uzay� to-
polojisidir. S1 üzerindeki bu topoloji ise S1'in düzlemden ald�§� alt uzay
topolojisidir.
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12. T�k�z bir X uzay�ndan tan�mlanan her sürekli f : X → Y fonksiyonun
düzgün oldu§unu gösteriniz.

13. Bu al�³t�rmada önceden ele ald�§�m�z bir örne§i biraz daha derinlemesine
inceleyece§iz (bkz. Örnek 1.1.19): X = R3−{(0, 0, 0)} uzay� (Öklit topo-
lojisi ile) olsun ve X üzerinde ∼ denklik ba§�nt�s� ³u ³ekilde tan�mlans�n:
(x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ancak ve ancak (y1, y2, y3) = λ(x1, x2, x3), ola-
cak ³ekilde baz� λ ∈ R say�lar� vard�r. X/ ∼ bölüm uzay� üç boyutlu
Öklit uzay�ndaki do§rular�n uzay�d�r, gerçel projektif düzlem diye adlan-
d�r�l�r ve RP 2 ile gösterilir.

(a) Bu uzay�n iki boyutlu birim küre, S2, üzerinde

(x1, x2, x3) ∼ (−x1,−x2,−x3)

ile tan�mlanan denklik ba§�nt�s�ndan elde edilen bölüm uzay�na ho-
meomor�k oldu§unu gösteriniz.

(b) F : S2 → R6, F (x1, x2, x3) = (x1x2, x2x3, x3x1, x
2
1, x

2
2, x

2
3) fonksiyo-

nunun RP 2'nin R6 içine topolojik bir gömme fonksiyonu verdi§ini
gösteriniz.

(c) F (x, y, z) = (x2 + yz, y2, xy, zx) ile tan�mlanan F fonksiyonunun
gerçel projektif düzlemin R4 içine topolojik bir gömme verdi§ini
gösteriniz. (Gerçel projektif düzlemin R3 içine gömülmesi mümkün
de§ildir (bkz. Ünite 5, Al�³t�rma 16).)

14. Yol ba§lant�l� bir topolojik uzay�n ba§lant�l� oldu§unu gösteriniz. Di§er
taraftan Rn'nin ba§lant�l� her aç�k alt kümesinin yol ba§lant�l� oldu§unu
gösteriniz.

15. A = (−1, 0) ∪ (0, 1) ⊆ R alt uzay� olsun. E§er f : A → R bire bir
sürekli bir fonksiyon ise f(A) görüntü uzay�n�n da ba§lant�s�z oldu§unu
gösteriniz. Di§er taraftan, g(A) ⊆ R2 ba§lant�l� olacak ³ekilde bire bir
sürekli bir g : A→ R2 fonksiyonu bulunuz.

16. Genellikle gerçel say�lar kümesinin her aral�§�n�n kardinalitesinin ayn�
oldu§u lisans derslerinde i³lenir. Di§er taraftan, [0, 1) ve (0, 1) gibi verilen
iki aral�k aras�nda bire bir e³leme örne§i nadiren verilir:

A = {0, 1/2, 1/3, · · · , 1/n, · · · } ⊆ [0, 1)

ve
B = {1/2, 1/3, · · · , 1/n, · · · } ⊆ (0, 1)

olmak üzere f : [0, 1)→ (0, 1) fonksiyonu ³u ³ekilde tan�mlans�n: x ∈ X−
A ise f(x) = x, f(0) = 1/2 ve n > 1 için f(1/n) = 1/(n+1). Bu fonksiyon
istenilen e³lemeyi verir. Görüldü§ü gibi bu e³leme fonksiyonunun sonsuz
noktada süreksizli§i vard�r. A³a§�da, bu durumdan kurtulman�n mümkün
olmad�§�n� görece§iz.
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(a) R'nin alt uzaylar� olarak [a, b) ve (a, b) aral�klar�n�n homeomor�k
olmad�klar�n� gösteriniz.

(b) [0, 1) ve (0, 1) aral�klar� aras�ndaki her bire bir e³lemenin sonsuz
noktada süreksizli§i oldu§unu gösteriniz.

17. f : X → X ba§lant�l� ve t�k�z X uzay�ndan kendisine aç�k ve sürekli bir
fonksiyon ise f 'nin örten oldu§unu gösteriniz. E§er f fonksiyonu ayr�ca
bire bir ise f bir homeomor�zmad�r.

18. Bir f : (X, d) → (X, d) fonksiyonu her x, y ∈ X için d(f(x), f(y)) =
d(x, y) ko³ulunu sa§l�yorsa bu fonksiyona (X, d) metrik uzay�n�n bir izo-
metrisi denir. Her izometrinin bire bir ve sürekli oldu§unu gösteriniz. E§er
(X, d) t�k�z bir metrik uzay ise f izometrisinin ayr�ca örten ve dolay�s�yla
bir homeomo�zma oldu§unu gösteriniz.

19. Rn Öklit metrik uzay�n�n her izometrisinin a�n bir fonksiyon oldu§unu
gösteriniz.

20. (a) Örnek 1.1.17'de R üzerine koydu§umuz τ2 topolojisinin metriklene-
bilir oldu§unu bir metrik in³a ederek gösteriniz.

(b) f : ([0,∞), τ2) → S1, f(x) =

(
cos

2πx

1 + x
, sin

2πx

1 + x

)
, fonksiyonu-

nun bir homeomor�zma oldu§unu gösteriniz.

(c) R üzerindeki τ3 topolojisi
β = {(a, b) | a, b ∈ R, ab > 0}

∪{(a, b) ∪ (c1,∞) ∪ (−∞, c2) | a, b, c1, c2 ∈ R, a < 0 < b}

taban� ile üretilen topoloji olsun. Bu uzay�n düzlemde çizilen sekiz
rakam�na homeomor�k oldu§unu gösteriniz.

21. (a) Denk metriklerin ayn� topolojiyi üretti§ini gösteriniz.

(b) d1, X kümesi üzerinde tan�mlanan bir metrik olmak üzere her x, y ∈
X için

d2(x, y) =
d1(x, y)

1 + d1(x, y)

ile tan�mlanan fonksiyonun da X üzerinde bir metrik oldu§unu ve
bu iki metri§in ayn� topolojiyi ürettiklerini gösteriniz. d1 s�n�rl� bir
metrik ise bu iki metrik denktir.

(c) R kümesi üzerinde ayn� topolojiyi veren ve birbirine denk olmayan
iki metrik bulunuz.

22. (X, d) herhangi bir metrik uzay ve (X̃, d̃) bu uzay�n bir tamlan�³�
olsun. E§er X say�labilir bir küme ise, X = {rn | n = 1, 2, · · · }, (rn)
dizisinin, X̃ −X içindeki her nokta için bu noktaya yak�nsayan bir alt
dizisi oldu§unu gösteriniz.
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23. Bir metrik uzay�n t�k�z olmas� için gerek ve yeter ko³ul o uzay üzerindeki
her gerçel de§erli sürekli fonksiyonun en büyük (maksimum) de§erinin
olmas�d�r, gösteriniz.

ANAL�Z

24. z = x1 + ix2 = (x1, x2) ve w = y1 + iy2 = (y1, y2) alarak verilen bir
f : C → C, w = f(z) karma³�k say�lar fonksiyonunu R2'den R2'ye bir
fonksiyon olarak görebiliriz:

F (x1, x2) = (Re(f(x1 + ix2)), Im(f(x1 + ix2))).

Bu durumda f fonksiyonu bir p ∈ C noktas�nda kompleks fonksiyon
olarak türevlenebilirdir ancak ve ancak F fonksiyonu ayn� noktada tü-
revlenebilirdir ve DF (p) : R2 → R2 do§rusal dönü³ümü karma³�k vektör
uzay� dönü³ümüdür, gösteriniz.

25. Bu al�³t�rmada Ters Fonksiyon Teoremi'nin özel halini Ortalama De§er
Teoremi ve temel topoloji bilgileri yard�m�yla Banach Daraltma Prensi-
bini kullanmadan kan�tlayaca§�z: f : R→ R C1 s�n�f�ndan bir fonksiyon
ve x0 ∈ R, f ′(x0) 6= 0, ko³ulunu sa§layan bir nokta olsun.

(a) Ortalama De§er Teoremi'ni kullanarak f fonksiyonun x0 noktas�
etraf�nda hep artan veya hep azalan oldu§unu gösteriniz ve bunu
kullanarak f : (a, b) → (c, d) fonksiyonu bire bir ve örten olacak
³ekilde x0 ∈ (a, b), y0 = f(x0) ∈ (c, d) aral�klar�n�n varl�§�n� kan�t-
lay�n�z.

(b) f−1 : (c, d)→ (a, b) ters fonksiyonunun y0 noktas�nda türevlenebilir
oldu§unu gösteriniz.

26. Kapal� Fonksiyon Teoremi'ni kabul ederek Ters Fonksiyon Teoremi'ni
kan�tlay�n�z.

27. (a) [0, 1] aral�§�nda tan�ml� sürekli fonksiyonlar uzay�n� supremum met-
ri§i ile dü³ünelim. Her x ∈ [0, 1] için

T (f)(x) = x+
1

2

∫ x

0
f(t) sin t dt

ile tan�mlanan T : C([0, 1]) → C([0, 1]) fonksiyonunun, her f, g ∈
C([0, 1]) için ‖T (f) − T (g)‖ ≤ 0.5‖f − g‖ e³itsizli§ini sa§lad�§�n�
gösteriniz.

(b) y(x) = x +
1

2

∫ x

0
y(t) sin t dt denklemini sa§layan tek bir sürekli

y : [0, 1]→ R fonksiyonu oldu§unu gösteriniz.

DO�RUSAL CEB�R
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28. Bu al�³t�rmada determinant� pozitif olan (n×n)'lik matrislerin olu³turdu-
§u alt uzay�n, GL+(n,R), yol ba§lant�l� oldu§unu gösterece§iz. Herhangi
bir c ∈ R gerçel say�s� için ³u elementer pozitif determinantl� matrisleri
dü³ünelim:

1 0 0 · · · · · · · · · 0
0 1 0 · · · · · · · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 · · · c · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · · · · · · · · · · 0 1


,



1 0 0 · · · · · · · · · 0
0 1 0 · · · · · · · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 · · · 0 · · · c · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · · · · · · · · · · 0 1


(ikinci matris için c > 0 alaca§�z). �imdi bir A ∈ GL+(n,R) alal�m ve
her biri yukar�daki iki tipten birinden olacak ³ekilde seçilen sonlu say�daki
Ei elementer matrisleri yard�m�yla

ErEr−1 · · ·E2E1A = Ĩn

³eklinde yazal�m öyle ki, Ĩn matrisi birim matristen sat�rlar�n�n yer
de§i³tirmesi (bir permütasyonu) ve yine baz� sat�rlar�n�n −1 ile çar-
p�lmas�yla elde edilmi³ olsun. Bu matrisin determinant�n�n da pozitif ol-
du§unu gözlemleyiniz. Örne§in, (3× 3)'lük bir Ĩ3 matrisi ³u olabilir: 0 1 0

−1 0 0
0 0 1

.
Her A ∈ GL+(n,R) matrisinin bu ³ekilde bir çarp�m olarak yaz�labile-
ce§ini kan�tlay�n�z.

�imdi de her bir Ei matrisinin ve Ĩn matrisinin, görüntüsü GL+(n,R)
içinde kalan sürekli bir e§ri ile birim matrise ba§lanabilece§ini görelim.
�kinci tip elementer matris için e§rimiz

γ(t) =



1 0 · · · · · · 0
0 1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · ct · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · · · · 0 1


, t ∈ [1, 1/c] ya da t ∈ [1/c, 1],

olarak seçilebilir. Birinci tip elementer matris için e§ri bulma i³ini size
b�rak�rken yukar�da verdi§imiz Ĩ3 matrisini birim matrise ba§layan e§ri
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³u ³ekilde seçilebilir:

α(t) =

 cos tπ/2 sin tπ/2 0
− sin tπ/2 cos tπ/2 0

0 0 1

 , t ∈ [0, 1].

Genel durumun kan�t�n� size b�rak�yoruz. Kan�tta faydal� olacak bir ipucu
verelim: Ĩn matrisinin içindeki negatif bile³enlerin say�s� m olsun. Her
negatif say�y� pozitife çevirdikten sonra elde edilen matrisin sat�rlar�n�n
yerlerini de§i³tirerek birim matris etmemizi sa§layan permütasyon da
σ olsun. Bu durumda, Ĩn matrisinin determinant� pozitif oldu§undan
(−1)m sgn(σ) = 1 olur. Dolay�s�yla, GL+(n,R) grubu yol ba§lant�l�d�r.

Determinant� pozitif bir matrisin ilk sat�r�n� −1 ile çarpmak GL+(n,R)
uzay�ndan determinant� negatif olan matrisler uzay�na, GL−(n,R), bir
homeomor�zma tan�mlar. Dolay�s�yla, GL(n,R) birbirine homeomor�k
iki ba§lant�l� bile³enden olu³maktad�r.

Determinant� s�f�rdan farkl� bir matrisin sat�rlar�na Gram-Schmidt ope-
rasyonu uygulayarak genel do§rusal gruptan ortogonal matrisler gurubu-
na örten sürekli bir fonksiyon buluruz (bkz. ayr�ca 240):

P : GL(n,R)→ O(n).

Bu fonksiyonun ortogonal matrisler grubuna k�s�tlamas�n�n birim dönü-
³üm oldu§unu gözlemleyiniz. Bu özelli§e sahip fonksiyonlara küçültme
fonksiyonu ad� verilir (bkz. Tan�m 4.1.7). Son olarak, küçültme fonksiyo-
nu yard�m�yla, O(n) ortogonal matrisler grubunun biri SO(n) olmak
üzere iki ba§lant�l� bile³enden olu³tu§unu gösteriniz.

29. f : Rn → Rn C1 s�n�f�ndan bir fonksiyon ve (xn) ∈ Rn yak�nsak bir
dizi olsun. E§er her n > 0 için f(xn) = xn ise x0 = limxn noktas�n�n
da f fonksiyonu için sabit nokta oldu§unu ve λ = +1 say�s�n�n bu nok-
tadaki türev fonksiyonunun, Df(x0) : Rn → Rn, bir özde§eri oldu§unu
gösteriniz.

30. Bu al�³t�rmada modüllerin tensör çarp�m�n�n evrensel özellik yard�m�yla
tan�mlanabilece§ini görece§iz. R de§i³meli bir halka, M ve N bu halka
üzerinde tan�ml� modüller olsun. Bu durumda öyle bir R-modül A ve
π : M ×N → A R-modül homomor�zmas� vard�r ki, her R-modül P ve
F : M ×N → P bilineer fonksiyonu için F = G ◦π olacak ³ekilde sadece
tek bir G : A→ P R-modül homomor�zmas� vard�r. Ayr�ca, bu evrensel
özelli§i sa§layan tek mödül A = M ⊗R N tensör çarp�m�d�r (ya da buna
izomor�ktir). Bu ifadeleri kan�tlay�n�z.

31. Bu al�³t�rmada tensörlerin geometrik bir uygulamas� olarak Hilbert'in
üçüncü problemini ele alaca§�z. David Hilbert 1900 y�l�nda Paris'te dü-
zenlenen Uluslararas� Matematik Konferans�nda 20. Yüzy�l matemati§ine
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yön veren 10 problemden olu³an bir liste sundu. Daha sonra liste biraz da-
ha geni³leyerek 23 probleme ç�kt�. Listenin 8. problemi olan Riemann Hi-
potezi, 12. problemi ve Gerçel Cebirsel Düzlem e§rilerinin kon�gürasyonu
problemini de kapsayan 16. problemi halen aç�k. Geri kalan problemle-
rin önemli bir k�sm� tamamen veya k�smen çözülmü³ durumda. Listenin
ilk çözülen problemi ise 3. problem. Bu problem Hilbert'in o zamanlar
ö§rencisi olan Max Dehn (Dehn ad�yla an�lan, Dehn Twist, Dehn Surgery
gibi bir çok matematiksel araç ve teknik özellikle dü³ük boyutlu topoloji
alan�nda halen yo§un olarak kullan�lmaktad�r) taraf�ndan ayn� y�l çözül-
dü. Bu al�³t�rmada bu problemi tan�t�p Dehn'in çözümünü sunaca§�z.

Düzlemde ayn� alana sahip iki çokgen alal�m. Bolyai-Gerwien Teoremi
olarak bilinen sonuca göre bunlardan birini, muhtemelen birden fazla,
do§ru boyunca makas ile kesip farkl� ³ekillerde yap�³t�rarak di§erini elde
etmek mümkündür. Hilbert'in 3. problemi ayn� sonucun 3-boyutlu çok
yüzlü kat� cisimler için do§ru olup olmad�§�n� sormaktad�r: P1 ve P2

ayn� hacme sahip çok yüzlü iki kat� cisim olsun. Örne§in bir küp ile bir
düzgün dört yüzlü. Küpü bir b�çak yard�m�yla düzlemler boyunca sonlu
say�da parçaya ay�rsak ve yüzleri boyunca tekrar yap�³t�rsak düzgün dört
yüzlüyü elde edebilir miyiz?

Dehn bunun mümkün olmad�§�n� tan�mlad�§� bir de§i³mez yard�m�yla
gösterdi. Dehn'in kulland�§� �kir gerçekten basit. Kat� cismi bir düzlem
boyunca kesti§imizi dü³ünelim. E§er kenarlardan biri bu düzlemin için-
de kal�yorsa bu kenar�n uzunlu§u de§i³meyecek fakat bu kenara ait aç�,
toplam� ayn� kalacak ³ekilde, iki parçaya bölünecektir. E§er bir kenar bu
düzlem ile kesi³miyorsa ne bu kenar�n uzunlu§u ne de bu kenara ait aç�
de§i³ecektir. Yine e§er bu düzlem bir kenar� kö³eleri d�³�nda bir noktada
kesiyorsa bu kenar, uzunluklar� toplam� ayn� kalmak üzere, iki parçaya
ayr�lacakt�r. Ayr�ca bu durumda bu iki parçan�n da aç�lar� de§i³meyecek-
tir. Son olarak, kesme i³lemi sonunda bir yüz iki parçaya ayr�l�rsa, ayn�
uzunlu§a sahip iki yeni kenar ortaya ç�kacakt�r. Bu kenarlara ait aç�lar
toplam� ise π olacakt�r.

�imdi Dehn de§i³mezini tan�mlayabiliriz: P sonlu say�da ayr�k çok yüzlü
kat� cismin ve E bu cisimlerin tüm kenarlar�n�n kümesi olsun. Herhangi
bir e ∈ E kenar� için `(e) ∈ R bu kenar�n uzunlu§unu ve θ(e) ∈ R
bu kenara ait yüzler aras�ndaki aç� olsun. Bu durumda, R⊗Q (R/(Qπ))
Q-vektör uzay� içinde de§er alan Dehn de§i³mezi

D(P )
.
=
∑
e∈E

`(e)⊗Q (θ(e) + Qπ) ∈ R⊗Q (R/(Qπ)),

olarak tan�mlan�r. Bu ifadenin P kümesi içinde kalan kat� cisimlerin
düzlemler boyunca kesilmesi ile de§i³medi§ini gözlemleyiniz.

Herhangi bir küp için bu de§i³mezin s�f�r oldu§unu gösteriniz. Son ola-
rak, herhangi bir düzgün dört yüzlü için bu de§i³mezin s�f�rdan farkl�
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oldu§unu ve dolay�s�yla bir küpü kesip yap�³t�rarak düzgün dört yüzlü
elde edemeyece§imizi gösteriniz. Bu konuda daha kapsaml� bir okuma
için Dehn-Hadwiger Teoremi ile Dehn-Sydler Teoremi'ne bakabilirsiniz.
Bu problemin yüksek boyutlu ( n ≥ 5) genellemeleri henüz aç�k durum-
dad�r.

Bu tarihi ve güzel problemi dikkatime sunan Be³ikta³ Atatürk Anadolu
Lisesi ö§rencisi say�n Baran Çetin'e te³ekkür ederim (2014 Aral�k ay�).

32. R de§i³meli bir halka, (Λ,≤) yönlü bir küme ve {Mi}i∈Λ bir R-modülleri
ailesi olsun, öyle ki,

a) her i ≤ j için bir fij : Xi → Xj R-modül homomor�zmas� olsun; ve
ayr�ca

b) her i ≤ j ≤ k için fik = fjk ◦ fij e³itli§i sa§lans�n.
�imdi bu R-modüllerin direkt toplam� üzerinde bir ∼ denklik ba§�nt�s�
tan�mlayal�m: x ∈ Mi ve y ∈ Mj için x ∼ y'dir ancak ve ancak öyle bir
k ∈ Λ ve z ∈ Xk vard�r ki i, j ≤ k'dir ve hem fik(x) = z hem de fjk(y) =
z olur. ⊕i∈ΛMi içinde x ∼ y olmak üzere x − y tipindeki elemanlar�n
üretti§i alt modülü D ile gösterelim. Bu durumda ⊕i∈ΛMi/D bölüm
modülüne {Mi}i∈Λ ailesinin düz limiti denir ve lim

−→
Mi ile gösterilir.

Buna denk bir ba³ka tan�m ise ³udur: Bu modüllerin ayr�k birle³imi
üzerinde yukar�daki ∼ denklik ba§�nt�s�n� dü³ünelim. Toplama i³lemini
de ³u ³ekilde yapal�m. x ∈Mi ve y ∈Mj rastgele iki eleman olmak üzere
i, j ≤ k ko³ulunu sa§layan k endeksi için bu iki eleman�n toplam�n�
Mk içinde bunlara denk olan elmanlar�n toplam� olarak tan�mlayal�m:
x + y

.
= fik(x) + fjk(y). Bu ³ekilde tan�mlanan i³lemin iyi tan�ml� ol-

du§unu gösteriniz. Bu ikinci tan�m�n avantaj� direkt limitin grup, halka
ve cisimler için de do§rudan tan�mlanabilmesine olanak sa§lamas�d�r. Bu
sayede gruplar için s�k�nt�l� olan direkt toplam i³inden kurtulmu³ oluruz.
Bu iki tan�m�n denk oldu§unu gösteriniz.

(a) Λ = Z+ kümesi üzerinde m ≤ n ancak ve ancak m|n k�smi s�ralama
ba§�nt�s�n� tan�mlayal�m. Her n ∈ Λ için Mn = Zn devirli grubu-
nu ve her m|n için fmn : Mm → Mn, [k] 7→ [nk/m], ile verilen
Z-modül homomor�zmas�n� göstersin. lim

−→
Mn limit grubunun Q/Z

bölüm grubuna (toplama i³lemi ile beraber) izomor�k oldu§unu gös-
teriniz.

(b) Yukar�da ele ald�§�m�z sorudaki modülleri Mn = Z ve homomor-
�zmalar� fmn : Mm → Mn, k 7→ nk/m, al�rsak lim

−→
Mn limit

grubunun Q grubuna (toplama i³lemine göre) izomor�k oldu§u-
nu gösteriniz. E§er Mn modülünü {k/n | k ∈ Z} ' Z al�rsak
fmn : Mm → Mn homomor�zmas�n�n rasyonel say�lardaki payda
e³itleme i³lemine kar³�l�k geldi§ini görebiliriz.
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33. M = Z2 rank� iki olan de§i³meli grup ve N bu grup içinde (2, 3) ve (1, 5)
elemanlar�n�n üretti§i alt grup olsun. Bu durumda M/N bölüm grubu
nedir? Sonlu ise kaç eleman� vard�r? Bu vektörleri sat�r olarak kabul eden

A =

[
2 3
1 5

]
matrisinin determinant�n�n bir anlam� var m�? Bu al�³t�rmada bu sorunun
cevab�n� bulman�n sistematik bir yolunu ö§renece§iz.

R bir esas ideal bölgesi,M sonlu üretilen serbest bir R-modül ve N ⊆M
bir alt modül olsun (R bir esas ideal bölgesi oldu§undan M Noether-
yen'dir ve dolay�s�yla her alt modülü sonlu üretilir). β = {e1, · · · , en}
M modülünün bir taban� ve β′ = {f1, · · · , fm} N 'nin bir üreteç kümesi
olsun. A = (aij), fi =

∑
j aijej , i = 1, · · · ,m ve j = 1, · · · , n, olacak

³ekilde bir matris olsun.

(Ci ↔ Cj) : ei ↔ ej ve (Ri ↔ Rj) : fi ↔ fj

yer de§i³tirme ve

(Ci ↔ Ci − rCj) : ej ↔ rei + ej ve (Rj ↔ rRi +Rj) : fj ↔ rfi + fj

bir üreteçin r ∈ R kat�n� di§erine ekleme i³lemleri üreteçlerin de§i³iminin
A matrisini nas�l de§i³tirdi§ini gösterir (Ci ler A matrisinin sütunlar�, Ri
ler ise sat�rlar�d�r). Örnek olarak,

(Ci ↔ Ci − rCj) : ej ↔ rei + ej

i³lemi β kümesinde ej 'nin rei+ej ile de§i³tirilmesi sonucunda A matrisi-
nin i'inci sat�r�ndan j'inci sat�r�n�n r kat�n�n ç�kar�ld�§�n� göstermektedir.
Taban de§i³tirme i³lemlerinin gerçekten iddia edilen sat�r ve sütun i³lem-
lerine kar³� geldi§ini gösteriniz.

Bu tür sat�r ve sütun i³lemlerini kullanarak A matrisin sonlu ad�mda bir
D = (dij) matrisine dönü³türebiliriz; öyle ki, d11 | d22 | · · · | dkk 6= 0
olacak ³ekilde bir k ≤ min{m,n} vard�r ve di§er tüm dij = 0'd�r: d11 R
halkas� içinde tüm aij 'lerin en küçük ortak bölenidir (halkam�z bir esas
ideal bölgesi oldu§u için bunu yapabiliriz). A matrisinde a11 yerine d11

eleman�n� getirdikten sonra yine sat�r ve sütun i³lemleriyle birinci sat�r
ve sütundaki di§er tüm elemanlar� s�f�r yapabiliriz. Daha sonra matrisin
birinci sat�r ve sütununa dokunmadan ayn� i³lemleri di§er sat�r ve sütun-
lara yaparak devam ederiz. Bu i³lemin sonlu ad�mda bitece§i aç�kt�r.

Bu i³lemler sonucunda β = {e1, · · · , en} ve β′ = {d11e1, · · · , dkkek} ol-
du§unu kabul edebiliriz. O halde bölüm modülü

(⊕ki=1R/(diiR))⊕Rn−k
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olur.

Son olarak R = Z ve n = k ise bölüm grubu sonludur ve eleman say�s�
|det(A)| = | det(D)| = d11 · · · dkk say�s�d�r. En ba³ta verdi§imiz örnek
için det(A) = 7 oldu§undan bölüm grubu yedi elemanl� tek Z-modül olan
Z/7Z olmal�d�r.

34. Bu al�³t�rmada gerçel (veya karma³�k) say�lar üzerindeki M(n, n) kare
matrisler uzay� içinde n-tane farkl� özde§eri olan matrislerin olu³turdu§u
alt uzay�n M(n, n) = Rn2

içinde aç�k bir yuvar içerdi§ini gösterece§iz:
D = (dij), dij = iδij , (i, j = 1, · · · , n), kö³egen matrisini dü³ünelim.

(a) D matrisinin karakteristik polinomunun

fD(λ) = (λ− 1) · · · (λ− n)

oldu§unu gösteriniz. Bu polinomun

0.5, 1.5, · · · , n− 0.5, n+ 0.5

noktalar�nda ald�§� de§erlerin i³aretlerinin her seferinde de§i³ti§ini
gözlemleyiniz.

(b) Katsay�lar� fD(λ) polinomunun katsay�lar�na ε kadar yak�n olan
n'inci dereceden her f(λ) polinomunun n tane farkl� gerçel kökü
olacak ³ekilde bir ε > 0 say�s�n�n varl�§�n� gösteriniz.

(c) M(n, n) ' Rn2
metrik uzay� içinde her A ∈ B(D, δ) matrisinin n ta-

ne farkl� özde§eri olacak ³ekilde bir B(D, δ) aç�k yuvar�n�n varl�§�n�
gösteriniz.

35. Bu al�³t�rmada Cayley-Hamilton Teoremi'nin bir ba³ka kan�t�n� göre-
ce§iz.

(a) Do§rudan hesap yaparak her kö³egen D ∈ M(n, n) matrisi için
fD(D) = 0, s�f�r matrisi, oldu§unu gösteriniz. Benzer ³ekilde her
kö³egenle³tirilebilir B ∈ M(n, n) matrisi için fB(B) = 0, oldu§unu
gösteriniz.

(b) Φ : M(n, n)→M(n, n), Φ(A) = fA(A), ile tan�mlanan fonksiyonun
her bile³eninin A = (aij) matrisinin aij bile³enlerinin birer polinomu
oldu§unu gösteriniz.

(c) Al�³t�rma 34'in sonucunu kullanarak her A ∈M(n, n) için Φ(A) = 0
oldu§unu gösteriniz.

36. A bir kare matris olmak üzere det(eA) = etrA oldu§unu gösteriniz (ilk
önce kö³egen bir matris için gösteriniz ve daha sonra e³itli§in her iki
taraf�n�n da A'n�n analitik fonksiyonlar� olmas�n� ve kö³egenle³tirilebilir
matrislerin tüm matrisler içinde aç�k bir yuvar içerdi§ini kullan�n�z). A
izi s�f�r olan bir kare matris ise eA'n�n determinant� bir olan bir matris
oldu§unu gösteriniz.
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37. Bu al�³t�rmada karakteristik polinomu do§rusal terimlerin çarp�m� ³ek-
linde yaz�labilen bir matrisin Jordan temel formunun nas�l bulunaca§�n�
görece§iz. F cismi üzerinde tan�ml� bir A ∈ M(n, n) matrisinin karak-
teristik polinomu, i 6= j için, λi 6= λj olacak ³ekilde λ1, · · · , λk ∈ F
özde§erleri için

fA(λ) = (λ− λ1)n1 · · · (λ− λk)nk

olsun. V ile Fn vektör uzay�n� gösterelim.

(a) i = 1, 2 olmak üzere Ti : V → V do§rusal operatörleri için
T1T2 = 0 ve ker(T1) ∩ ker(T2) = {0} ise V = ker(T1) ⊕ ker(T2)
direkt toplam� oldu§unu gösteriniz.

(b) g1(λ), g2(λ) ∈ F[λ] aralar�nda asal iki polinom ve B ∈ M(n, n)
herhangi bir matris olmak üzere gi(B) : V → V operatörleri için
ker(g1(B)) ∩ ker(g2(B)) = {0} oldu§unu gösteriniz.

(c) Her i = 1, · · · , k için Vi = ker(λiIn−A)ni olmak üzere A(Vi) ⊆ Vi
ve V = V1⊕· · ·⊕Vk oldu§unu gösteriniz (�pucu : g1(λ) = (λ−λ1)n1

ve g2(λ) = fA(λ)/g1(λ) al�n�z ve tümevar�m metodunu kullan�n�z).

(d) Her i = 1, · · · , k için A'n�n Vi alt uzay�na k�s�tlan�³�n�n, A|Vi :

Vi → Vi, karakteristik polinomunun (λ−λi)ni oldu§unu gösteriniz.
Buradan Vi vektör uzay�n�n boyutunun ni oldu§u sonucuna var�-
r�z. (�pucu : A : V → V do§rusal operatörünün Vi'lerin tabanlar�n�n
birle³iminden olu³an bir tabandaki matris gösterimini kullanarak ka-
rakteristik polinomunu yaz�n�z).

(e) B matrisinin karakteristik polinomunun (λ−λ0)n oldu§unu kabul
edelim. L = λ0In −B operatörü olmak üzere Wi = ker(Li) olarak
tan�mlans�n. O halde, L(Wi) ⊆ Wi−1, W0 = {0}, W1 = Eλ0 , λ0

özde§erine kar³�l�k gelen özvektör uzay� ve Wn = Fn olur. E§er
v1, · · · , vk ∈ Wi vektörlerinin denklik s�n��ar� Wi/Wi−1 bölüm
uzay� içinde do§rusal ba§�ms�z bir küme ise 0 ≤ s < i, ve 1 ≤ j ≤
k olmak üzere {Ls(vj)} kümesinin do§rusal ba§�ms�z bir küme
oldu§unu gösteriniz.
�imdi Wi/Wi−1 6= {0} olacak ³ekilde en büyük i say�s�n� seçelim.
Bu say� l olsun.Wl uzay� içinde denklik s�n��ar� Wl/Wl−1 bölüm
uzay�n�n bir taban� olacak ³ekilde v1

1, · · · , v1
k1

vektörleri seçelim. O
halde L(v1

1), · · · , L(v1
k1

) kümesi Wl−1/Wl−2 bölüm uzay�n�n içinde
do§rusal ba§�ms�z bir küme verir. �imdi de, öyle v2

1, · · · , v2
k2
∈Wl−1

seçelim ki,
L(v1

1), · · · , L(v1
k1), v2

1, · · · , v2
k2

vektörlerinin denklik s�n��ar� Wl−1/Wl−2 bölüm uzay�n�n bir taban�
olsun (k2 = 0 olmas� elbette mümkündür). Bu ³ekilde devam ede-
rek,

Ll−1(v1
1), · · · , Ll−1(v1

k1), Ll−2(v2
1), · · · , Ll−2(v2

k2), · · · ,



Al�³t�rmalar 57

L(vl−1
1 ), · · · , L(vl−1

kl−1
), vl1, · · · , vlkl

vektörlerinin denklik s�n��ar� Eλ0 = W1/W0 bölüm uzay� için bir
taban olacak ³ekilde

v1
1, · · · , v1

k1 , v
2
1, · · · , v2

k2 , · · · · · · , v
l−1
1 , · · · , vl−1

kl−1
, vl1, · · · , vlkl

vektörlerini elde ederiz. Bu durumda

{v1
1 , L(v1

1) , · · · , Ll−1(v1
1),

v1
2 , L(v1

2) , · · · , Ll−1(v1
2),

...
...

...
...

v1
k1
, L(v1

k1
) , · · · , Ll−1(v1

k1
),

v2
1 , L(v2

1) , · · · , Ll−2(v2
1),

v2
2 , L(v2

2) , · · · , Ll−2(v2
2),

...
...

...
...

v2
k2
, L(v2

k2
) , · · · , Ll−2(v2

k2
),

· · · · · · · · ·

vl−1
1 , L(vl−1

1 ),

vl−1
2 , L(vl−1

2 ),
...

...
vl−1
kl−1

, L(vl−1
kl−1

),

vl1,

vl2,
...
vlkl},

kümesinin V = Fn için bir taban olu³turdu§unu ve A matrisinin
bu s�ral� tabanda Jordan bloklar� ³eklinde göründü§ünü gösteriniz.

38. Bir matrisin karakteristik polinomu do§al bir ³ekilde matrisin sürekli bir
fonksiyonudur. Di§er taraftan, minimal polinomun matrisin sürekli bir
fonksiyonu olamayaca§�n� gösteriniz.

39. (a) a0 = a1 = 1 ve n ≥ 2 için an+2 = an + an+1 ile tan�mlanan
(an) = (1, 1, 2, 3, 5, 8, · · · ), Fibonacci dizisinin genel teriminin sade-
ce n cinsinden ifadesini Örnek 1.3.4 yard�m�yla hesaplayal�m: vn =
[an an+1]T vektörü ise Avn−1 = vn oldu§unu gösteriniz. Buradan
vn = Anv0 yazarak sonucu hesaplay�n�z.
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(b) Bu metodu kullanarak (1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, · · · ) periyodik dizisinin
genel teriminin sadece n cinsinden ifadesini bulunuz (bu dizi için
kullanaca§�n�z matrisin özde§erleri karma³�k say�lar olacakt�r).

(c) Jordan temel formunu kullanarak, n ≥ 0 için, an+2 = 4(an+1 −
an) ile verilen (an) dizisinin genel terimini a0, a1 ve n cinsinden
hesaplay�n�z.

(d) (an) k'inci dereceden indirgemeli bir dizi olsun. Ba³ka bir deyi³le öy-
le c0, · · · , ck−1 say�lar� vard�r ki her n ≥ 0 için an+k = ck−1an+k−1+
· · ·+c0an olur. Yukar�daki gibi vn = [an · · · an+k−1]T vektörünü gö-
sterirse Avn−1 = vn olacak ³ekilde seçilen A matrisinin karakteristik
polinomunun fA(λ) = λk − ck−1λ

k−1− · · · − c1λ− c0 oldu§unu gös-
teriniz.

40. Bu al�³t�rmada rank� n ≥ 1 olan serbest de§i³meli G = Zn grubu-
nun, endeksi verilen bir N ≥ 1 do§al say�s�na e³it olan alt gruplar�n�n
say�s�n�, Smith Normal Form benzeri bir i³lem kullanarak hesaplayaca-
§�z. Boyutlar� n × n olan tam say� katsay�l� bir A matrisi alal�m.
Bu matrisin sat�rlar�n� üreteç kümesi kabul eden alt grubu H ≤ G ile
gösterelim. Al�³t�rma 33'da görmü³ oldu§umuz sat�r i³lemlerinin H alt
grubunu koruyaca§� aç�kt�r.

(a) A matrisine sadece sat�r i³lemleri uygulayarak bu matrisi a³a§�da
tarif edilen temel forma dönü³türebiliriz:

A ∼= D =


d1 d12 · · · d1n

0 d2 · · · d2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · dn

 .
D matrisinin kö³egen elemanlar�n�n pozitif seçilebilece§ini ve bu
durumda N = d1 · · · dn ko³ulunu sa§lad�§�n� gösteriniz. Ayr�ca
0 ≤ dij < dj ko³ulunu da eklersek D matrisinin A matrisi
taraf�ndan tek bir ³ekilde belirlendi§ini gözlemleyiniz.

(b) G serbest de§i³meli grubunun endeksi N olan alt gruplar�n�n
yukar�da tarif etti§imiz D matrisleriyle bire bir e³lenebilece§ini
gösteriniz. O halde, endeksi N olan alt gruplar� saymak yukar�daki
ko³ullar� sa§layan D matrislerini saymaya denktir.

(c) Verilen N ve n pozitif tam say�lar� için, G = Zn grubunun
endeksi N olan alt gruplar�n�n say�s�n� fn(N) ile gösterelim. Bu
durumda a³a§�daki fonksiyonel ba§�nt�n�n do§ru oldu§unu gösteri-
niz:

fn(N) =
∑
d|N

dn−1 fn−1(N/d).
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(d) f1(N) = 1 ve f2(N) =
∑
d|N

d oldu§unu gösteriniz. (Bu konuda yaz�l-

m�³ oldukça geni³ kapsaml� bir çal�³ma için [23] numaral� referansa
bak�n�z.)

41. Bu al�³t�rmada do§rusal cebir kullanarak Özel Görecelik Kuram�'n�n önem-
li bir parças� olan Lorentz Dönü³ümleri'ni elde etmeye çal�³aca§�z.

Bunun için ilk önce, düz bir yol boyunca sabit v h�z�yla ilerleyen bir
tren dü³ünelim. Trenin d�³�nda ve içinde iki ayr� gözlemci oldu§unu varsa-
yal�m. Trenin üzerinde hareket etti§i yolun x-ekseni oldu§unu ve trenin
pozitif eksen boyunca hareket etti§ini kabul edelim. Trendeki gözlem-
ci de uzunluklar� ölçebilmek için bir x′-ekseni kullans�n. Ayr�ca trenin
içinde ve d�³�nda bulunan iki saat yard�m�yla gözlemciler zaman dilimle-
rini ölçüyor olsunlar. Trenin d�³�ndaki gözlemci zaman� t ile gösterirken
içindeki gözlemci t′ ile göstersin.

Lorentz dönü³ümleri trenin içinde geçen bir olay ile ilgili uzunluk ve
zaman ölçümlerinin d�³ar�daki gözlemci taraf�ndan nas�l göründü§ünü
ifade eder: Trenin içinde ölçülen bir ∆x′ uzunlu§u ile ∆t′ zaman dilimi
d�³ar�daki gözlemci taraf�ndan ∆x ve ∆t olarak ölçülmü³ olsun. O
halde, Lorentz dönü³ümü (∆t′,∆x′) ikilisinin (∆t,∆x) ikilisi cinsiden
ifadesini vermeli:

(∆t′,∆x′) = L(∆t,∆x).

I³�k h�z� ile ilgili bir deneyi gra�k ile göstermeye çal�³t�§�m�zda gerçekçi
bir gra�k çizmek çok zordur çünkü �³�k h�z� günlük hayatta kar³�la³t�§�-
m�z h�zlara göre çok büyüktür. Bu nedenle zaman eksenini c �³�k h�z�
ile çarparak (t, x) yerine (ct, x) ve (t′, x′) yerine de (ct′, x′) koordi-
natlar� ile çal�³al�m. Yeni koordinatlarda eksenlerin her ikisinin de ayn�
birime (metre veya kilometre) sahip oldu§unu gözlemleyiniz. Daha fazla
ilerleyebilmek için iki kabul yapaca§�z. Birincisi matematiksel bir kabul:

A) (ct′, x′) = L(ct, x) fonksiyonu do§rusald�r.

Her iki koordinat sistemini de R2 ile e³lersek bu do§rusal dönü³ümü R2

üzerinde bir do§rusal operatör olarak görebiliriz. Bu operatörün standart
tabandaki matris gösterimi

A(v) =

[
a11(v) a12(v)
a21(v) a22(v)

]
olsun.

�kincisi ise deneylerde tescil edilmi³ �ziksel bir olgu:

B) I³�k h�z� seçilen koordinat sisteminden ba§�ms�zd�r.

Dolay�s�yla, herhangi bir deney sonucunda her iki gözlemci de �³�§�n h�-
z�n� 1 olarak hesaplayacakt�r (zaman� �³�k h�z� ile çarpt�§�m�z için art�k
�³�k h�z� bir birimdir). �imdi bir deney hayal edelim: Trenin içindeki bir
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vagonun bir ucundan tutulan fenerin �³�§�n�n c∆t′ zaman aral�§�nda
∆x′ kadar yol ald�§�n� kabul edelim. Bu durumda d�³ar�daki gözlemci
�³�§�n c∆t zaman aral�§�nda ∆x kadar yol ald�§�n� ölçecektir. I³�k h�z�
her iki gözlemci için de 1 olaca§�na göre a³a§�daki e³itlik do§rudur:

∆x′

c∆t′
= 1 =

∆x

c∆t
.

Bu e³itlikleri kullanarak [1 1]T vektörünün A(v) matrisinin bir özvek-
törü oldu§unu gösteriniz. Ayr�ca, ayn� deneyi feneri negatif x′- ekseni
yönünde vagonun di§er ucundan tutsayd�k [1 − 1]T vektörünün de bir
özvektör oldu§unu görürdük. O halde,

A(v)

[
1
1

]
= λ1(v)

[
1
1

]
ve A(v)

[
1
−1

]
= λ2(v)

[
1
−1

]
olacak ³ekilde λ1(v), λ2(v) gerçel özde§erleri vard�r. Bu bilgileri kulla-
narak

A(v) =
1

2

[
λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

]
=

[
γ(v) α(v)
α(v) γ(v)

]
elde ederiz. Bu arada A(v) matrisinin simetrik oldu§unu da görmü³
olduk.

Her iki gözlemcinin durumlar� birbirine göre simetriktir. Ba³ka bir deyi³le,
trendeki gözlemciyi duruyor, d�³ar�dakini ise −v yönünde hareket ediyor
olarak dü³ünebiliriz. Dolay�s�yla, A(v)−1 = A(−v) olmal�d�r.

�imdi dönü³ümü matris gösterimini kullanmadan tekrar yazarsak,

c∆t′ = γ(v)c∆t+ α(v)∆x

c∆x′ = α(v)c∆t+ γ(v)∆x

ve benzer ³ekilde

c∆t = γ(−v)c∆t′ + α(−v)∆x′

c∆x = α(−v)c∆t′ + γ(−v)∆x′

denklemlerini elde ederiz.

Einstein hayali bir deney tasarlayarak γ(v) fonksiyonunu hesaplam�³t�r.
Deneyi size aktaral�m. Vagonun yüksekli§i h olsun. Tavandaki bir fener-
den ç�kan �³�k vagonun taban�ndaki bir aynadan yans�yarak tekrar tavana
çarps�n. Bu durumda vagonun içindeki gözlemciye göre �³�§�n tavandaki
fenerden ç�k�p tekrar tavana ula³mas� ∆t′ = 2h/c saniye sürecektir.
Di§er taraftan, d�³ar�daki gözlemci �³�§�n yukar�daki ³ekilde gösterilen
iki e§ik do§ru parças� boyunca hareket etti§ini görecektir. Her bir do§ru
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x

ct

ct′

x′

v

h

v∆t

D D

�ekil 1.8: Trenin tavan�ndan (üçgenin sa§ üst kö³esinden) ç�kan ve yerden yans�d�ktan
sonra tekrar tavana çarpan �³�§�n izledi§i yolun d�³ar�daki gözlemci taraf�ndan alg�lan�³
³ekli.

parças� kenar uzunluklar� h ve v∆t/2 olan dik üçgenlerin hipotenüsü-
dür. O halde,

∆t =
2D

c
=

2
√
h2 + v2(∆t)2/4

c

elde edilir. �imdi bu iki denklemi kullanarak

∆t =
∆t′√

1− (v/c)2

e³itli§ini bulunuz. Di§er taraftan, bu deneyde ∆x′ = 0 oldu§unu kulla-

narak γ(−v) =
1√

1− (v/c)2
sonucuna ula³�n�z.

�imdi, γ(−v) =
1√

1− (v/c)2
= γ(v) ve I2 = A(v)A(v)−1 = A(v)A(−v)

e³itliklerini kullanarak α(−v) = −α(v) ve det(A(v)) = 1 oldu§unu
gösteriniz. Dolay�s�yla, γ2(v) − α2(v) = 1 ve buradan da β(v) = v/c
olmak üzere α(v) = ±β(v)γ(v) e³itli§ini elde ediniz.

Hangi i³aretin do§ru oldu§unu tespit etmek için Einstein'�n deneyine
tekrar dönelim. Deneyde ∆t′ > 0 ve ∆x′ = 0 de§erlerine kar³�l�k ∆x >
0'd�r, çünkü ∆x deney s�ras�nda �³�§�n yatay olarak ald�§� mesafenin
d�³ar�daki gözlemci taraf�ndan ölçülen büyüklü§üdür ve �³�k d�³ar�daki
gözlemciye göre pozitif yönde hareket etmektedir. Dolay�s�yla, yukar�da
elde etti§imiz

c∆x = α(−v)c∆t′ + γ(−v)∆x′
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e³itli§inden α(−v) > 0 oldu§unu görürüz. Son olarak (trenin h�z�) v > 0
oldu§undan α(v) = −β(v)γ(v) sonucuna var�r�z. O halde,

A(v) =

[
γ(v) −β(v)γ(v)

−β(v)γ(v) γ(v)

]
olur.

Bu matrisin özde§erlerini ve bunlara kar³�l�k gelen özvektörleri bulunuz.
Lorentz dönü³ümlerinin trenin h�z�n�n her zaman �³�k h�z�ndan küçük
kald�§�n� öngördü§ünü gözlemleyiniz.

Bu al�³t�rmay� bir soruyla tamamlayal�m: H�z� v olan trenin içinde, x′-
ekseni boyunca ve u h�z�nda yürüyen birinin h�z�n�n d�³ar�daki gözlemci
taraf�ndan

u+ v

1 + uv/c2

olarak ölçülmesi gerekti§ini kan�tlay�n�z.



�Hiç büyümemi³ bir çocuk gibiyim. Sürekli `ne-
den' ve `nas�l' diye soruyorum. Arada bir de
cevap buluyorum.�

-Stephen Hawking

2
Türevlenebilir Manifoldlar

Bu ünitede ilk önce türevlenebilir manifoldun tan�m�, manifold örnekleri ve
manifoldlar�n yap�lar�na dair temel özellikler verilecektir. Daha sonra türev-
lenebilir manifoldlar�n te§et uzaylar� ve te§et demet yap�lar�n� inceleyece§iz.
Ard�ndan rank teoremlerini ve manifoldlar�n Öklit uzay�na gömülmesine dair
sonuçlar verece§iz. Son olarak türevlenebilir formlar� ve Stokes Teoremi'ni gö-
rece§iz. [16], [2], [42] ve [6] türevlenebilir manifoldlar için yayg�n kullan�lan
kaynaklardan baz�lar�d�r.

2.1 Türevlenebilir Manifoldlar

2.1.1 Temel Tan�mlar

X Hausdor� ve ikinci say�labilir (say�labilir bir tabana sahip olan) bir uzay
olsun. E§er X her biri Rn'nin aç�k bir alt kümesine homeomor�k olan
aç�k alt kümelerinin birle³imi olarak yaz�labiliyorsa, X'e n-boyutlu topolojik
manifold denir. X = ∪Uα, ve ϕα : Uα → Vα, Vα ⊆ Rn, homeomor�zmalar
ise {ϕα : Uα → Vα} ailesine X topolojik manifoldunun bir topolojik atlas�
denir. Bu durumda bo³ kümeden farkl� her Uα ∩ Uβ 6= ∅ ara kesiti için

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

bile³ke fonksiyonu Rn'nin aç�k alt kümelerinin bir homeomor�zmas� olacak-
t�r. E§er X topolojik manifoldu için, bu bile³ke fonksiyonlar�n�n hepsi Ck-
s�n�f�ndan olursa (k ∈ N ∪ {∞}) bu atlasa X topolojik manifoldu üzerinde
Ck-s�n�f�ndan türevlenebilir yap� denir. Bu durumda X topolojik manifoldu-
na da Ck-s�n�f�ndan türevlenebilir manifolddur denir. E§er k = ∞ ise X'e
k�saca türevlenebilir manifold denir. n say�s�na X manifoldunun boyutu ve her

63
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bir ϕα : Uα → Vα homeomor�zmas�na (Uα üzerinde) bir koordinat siste-
mi denir. p ∈ Uα olmak üzere ϕ(p) = (x1(p), · · · , xn(p)) fonksiyonunun
xi(p) bile³enlerine de koordinat fonksiyonlar� denir. Manifoldlar� büyük harf-
lerle, boyutlar�n� ise manifoldu gösteren har�n üzerine küçük harf veya rakam
yazarak gösteririz: Sn, M4, R3 vs.

Uyar� 2.1.1. U ⊆ Rn ve V ⊆ Rm aç�k kümeler ve f : U → V bir difeomor-
�zma olsun. Bu durumda her p ∈ U için Df(p) : Rn → Rm türev fonksiyonu
do§rusal bir izomor�zma oldu§undan n = m olmal�d�r. Bundan dolay� türev-
lenebilir manifoldun boyutu iyi tan�mlanm�³t�r. Asl�nda f fonksiyonun sadece
bir homeomor�zma olmas� durumunda bile n = m olur. Dolay�s�yla topolojik
manifoldlar�n boyutu da iyi tan�ml�d�r. Fakat bu sonucun, birkaç özel durum
d�³�nda (bkz. Al�³t�rma 3), basit say�labilecek bir kan�t� yoktur (tekil homoloji
teorisi kullan�larak kan�tlanabilir).

S�f�r boyutlu her manifold yerel olarak R0 = {0}'a homeomor�k oldu§undan
ayr�k topolojiye sahiptir. Di§er taraftan, her manifold ikinci say�labilir oldu§u
için bu ayr�k küme say�labilir bir kümedir. Asl�nda, sonraki bölümlerde görece§i-
miz gibi her manifold bir Öklit uzay�n�n uygun bir alt uzay�na homeomor�ktir
(bkz. sayfa 80) ve say�lamaz ayr�k bir küme hiçbir Öklit uzay�na gömülemez.
Dolay�s�yla, manifold tan�m�ndaki ikinci say�labilirlik ko³ulu, manifoldlar� Öklit
uzay�na gömmeyi amaçl�yorsak, vazgeçilemez bir ko³uldur.

Örnek 2.1.2. Rn ya da herhangi bir aç�k alt kümesi n boyutlu türevlene-
bilir manifolddur. Asl�nda koordinat sistemini birim dönü³üm seçerek tek bir
eleman� olan atlas ile manifoldumuzu kaplayabiliriz. Ayr�ca, Rn Hausdor� ve
ikinci say�labilir oldu§u için her alt uzay� da Hausdor� ve ikinci say�labilirdir.

Uyar� 2.1.3. Yukar�daki tan�mda Rn yerine Cn yazarak ve analitik fonk-
siyonlarIn bile³kelerinin de analitik oldu§unu kullanarak, n-boyutlu karma³�k
manifold tan�m�n� elde ederiz. Fakat C1 karma³�k fonksiyonlar ayn� zaman-
da C∞ olduklar� için her karma³�k manifoldu C∞ kabul edebiliriz. Di§er
taraftan, türevlenebilir her f : Cn → Cn fonksiyonu C∞ bir f : R2n → R2n

fonksiyonu olarak görebilece§imiz için n-boyutlu karma³�k her manifold asl�nda
2n-boyutlu C∞ bir manifolddur.

Örnek 2.1.4 (Birim Küre). Bu örnekte Rn+1 içindeki

Sn =

{
(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 |

n+1∑
i=1

x2
i = 1

}
birim küresinin türevlenebilir bir manifold oldu§unu görece§iz. Küre Öklit uzay�-
n�n bir alt kümesi oldu§u için Hausdor� ve ikinci say�labilirdir. Ayr�ca kü-
re üzerindeki S = (0, · · · , 0,−1) ve N = (0, · · · , 0, 1) noktalar� etraf�nda
UN = Sn − {N} ve US = Sn − {S} ile tan�mlanan aç�k kümeleri birim
kürenin aç�k bir örtüsünü vermektedir. �imdi

ϕN : UN → Rn , ϕN (x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1− xn+1
, · · · , xn

1− xn+1

)
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ve

ϕS : US → Rn , ϕS(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1

)
fonksiyonlar�n� tan�mlayal�m. Bu fonksiyonlar�n terslerinin

ϕ−1
N : Rn → UN , y = (y1, · · · , yn) 7→

(
2y1

1 + ‖y‖2
, · · · , 2yn

1 + ‖y‖2
,
‖y‖2 − 1

1 + ‖y‖2

)
ve

ϕ−1
S : Rn → US , y = (y1, · · · , yn) 7→

(
2y1

1 + ‖y‖2
, · · · , 2yn

1 + ‖y‖2
,
1− ‖y‖2

1 + ‖y‖2

)
oldu§u kolayca görülür. O halde, ϕN ve ϕS birim küre üzerinde iki elemanl�
bir atlas olu³turur. Bu fonksiyonlar ve tersleri de§i³kenlerin rasyonel ifadeleri
olduklar�ndan

ϕN ◦ ϕ−1
S : Rn − {0} −→ Rn − {0}

ve
ϕS ◦ ϕ−1

N : Rn − {0} −→ Rn − {0}

koordinat dönü³üm fonksiyonlar� C∞'durlar. Dolay�s�yla Sn birim küresi
türevlenebilir manifolddur.

Örnek 2.1.5 (Projektif Uzay). Bir önceki ünitenin Al�³t�rma 13'ünde ele
ald�§�m�z gerçel projektif düzlemin do§rudan genellemesi olan gerçel projek-
tif uzay� tan�mlayaca§�z. Rn+1 − {(0, · · · , 0)} uzay� üzerinde ∼ denklik ba§�n-
t�s�n� ³u ³ekilde tan�mlayal�m: (x0, · · · , xn) ∼ (y0, · · · , yn)'d�r ancak ve an-
cak (y0, · · · , yn) = λ(x0, · · · , xn) olacak ³ekilde s�f�rdan farkl� bir λ say�s�
vard�r. RPn = Rn+1 − {(0, · · · , 0)}/ ∼ ile gösterilen bölüm uzay� n + 1-
boyutlu Öklit uzay�nda merkezden geçen do§rular�n uzay�d�r ve gerçel projek-
tif uzay diye adland�r�l�r. S�f�rdan farkl� bir (x0, · · · , xn) noktas�n�n bölüm
uzay�ndaki denklik s�n�f�n� [x0 : · · · : xn] ile gösterece§iz. Bölüm fonksiyo-
nunu π : Rn+1 − {(0, · · · , 0)} → RPn ile gösterelim. Her i = 0, · · · , n
için, Ui = {[x0, · · · , xi, · · · , xn] ∈ RPn | xi 6= 0} aç�k kümesini göstersin
(π−1(Ui) ters görüntü kümesinin Rn+1−{(0, · · · , 0)} içinde aç�k oldu§u ko-
layca görülür). Yine RPn = U0 ∪ · · · ∪Un oldu§unu görmek kolayd�r. Bu aç�k
kümeler üzerinde koordinat sistemleri ³u ³ekilde tan�mlan�r:

ϕi : Ui → Rn , ϕi ([x0 : · · · : xn]) =

(
x0

xi
, · · · , x̂i

xi
, · · · xn

xi

)
.

(Bu gösterimde üzerinde ³apka bulunan koordinat yok say�lmaktad�r.) Bu fonk-
siyonun tersi

ϕ−1
i : Rn → Ui, (y1, · · · , yn) 7→ [y1, · · · , yi, 1, yi+1 · · · , yn]
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ile verilir. Asl�nda projektif uzay ayn� denklik ba§�nt�s� yard�m�yla birim kürenin
bir bölüm uzay� olarak da görülebilir:

RPn = Sn/ ∼,

ve dolay�s�yla projektif uzay t�k�zd�r. Birinci Ünite'deki Al�³t�rma 9 ve Al�³t�r-
ma 13 sayesinde projektif uzay Hausdor�'tur. Projektif uzay�n ikinci say�labilir
oldu§u ise genel bir sonucun gere§idir: �kinci say�labilir bir uzay�n herhangi bir
bölüm uzay� da ikinci say�labilirdir (kan�t� tan�mlardan kolayca görülür). Ayr�-
ca, küredekine benzer ³ekilde tüm koordinat sistemleri birer homeomor�zmad�r
ve dönü³üm fonksiyonlar� C∞ oldu§undan gerçel projektif uzay bir türevlene-
bilir manifolddur.

Yukar�daki örnekte gerçel say�lar yerine karma³�k say�lar kullan�larak kar-
ma³�k projektif uzay CPn elde edilir. Hemen hemen ayn� ³ekilde tan�mlanm�³
olsalar da gerçel ve karma³�k projektif uzaylar sahip olduklar� geometrik ve to-
polojik özellikler aç�s�ndan çok farkl� manifoldlard�r.

Türevlenebilir manifoldlar kategorisinin mor�zmalar� türevlenebilir fonk-
siyonlard�r: f : M → N türevlenebilir manifoldlar aras�nda bir fonksiyon
olsun. E§er, s�ras�yla, m ve n boyutlu Mm ve Nn manifoldlar� üzerindeki
her ϕ : U → Rm ve φ : V → Rn koordinat sistemi için φ ◦ f ◦ ϕ−1 bile³ke
fonksiyonu C∞ ise f : M → N fonksiyonuna türevlenebilirdir denir. Türevle-
nebilir fonksiyonlar�n bile³kelerinin de türevlenebilir oldu§unun gösterilmesini
okuyucuya b�rak�yoruz.

2.1.2 Te§et Uzay�

M türevlenebilir bir manifold, p ∈ M bir nokta ve f : U → R, g : V → R
bu noktan�n p ∈ U ve p ∈ V gibi iki aç�k kom³ulu§unda tan�ml� fonksiyonlar
olsun. E§er bu iki fonksiyon p ∈ W ⊆ (U ∩ V ) gibi bir aç�k alt küme
üzerinde birbirine e³itse bu iki fonksiyona denktir diyece§iz. Bu ba§�nt�n�n
denklik s�n��ar�na p noktas�ndaki fonksiyon tohumlar� denir ve denklik s�n��ar�
kümesi Gp = {[f ] | f : U → R} ile gösterilir. Asl�nda Gp gerçel say�lar cismi
üzerinde bir cebir olu³turur: [f ], [g] ∈ Gp rastgele fonksiyonlar�n tohumlar�
olmak üzere toplama ve çarpma i³lemleri

[f ] + [g] = [f|U∩V + g|U∩V ]

ve
[f ] · [g] = [f|U∩V · g|U∩V ]

ile tan�mlan�r. �imdi M manifoldunun bir p ∈ M noktas�ndaki te§et vek-
törlerini Gp cebiri üzerindeki derivasyonlar olarak tan�mlayaca§�z: A³a§�daki
ko³ullar� sa§layan bir D : Gp → R fonksiyonuna Gp üzerinde bir derivasyon
denir:
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1. Her [f ], [g] ∈ Gp ve a, b ∈ R için D(a[f ] + b[g]) = a D([f ]) + b D([g])
(Do§rusall�k);

2. Her [f ], [g] ∈ Gp için D([f ] · [g]) = f(p) D([g]) + g(p) D([f ]) (Leibniz
kural�).

Manifoldun p ∈ M noktas�ndaki tüm te§et vektörlerinin (derivasyonlar�n)
olu³turdu§u küme toplama ve sabit ile çarpma i³lemleri alt�nda bir R-vektör
uzay� olu³turur. Bu uzaya manifoldun p ∈ M noktas�ndaki te§et uzay� denir
ve TpM ile gösterilir.

Bu tan�m herhangi bir koordinat sistemini kullanmad�§� için teorik aç�dan
daha avantajl� olsa da pratikte pek kullan�³l� de§ildir. �imdi bir koordinat
sistemi yard�m�yla te§et uzay�na bir taban bulaca§�z: p ∈ U ⊆ M ve V ⊆
Rn aç�k kümeler olmak üzere ϕ : U → V bir koordinat sistemi olsun.
ϕ(q) = (x1(q), · · · , xn(q)), q ∈ U , ise her i = 1, · · · , n için, Di : Gp → R
derivasyonu xi yönündeki yönlü türev yard�m�yla ³u ³ekilde tan�mlans�n:
p0 = (a1, · · · , an) = ϕ(p) olmak üzere

Di : Gp → R , Di([f ]) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(p0) , [f ] ∈ Gp.

Önerme 2.1.6. Yukar�da tan�mlad�§�m�z her Di iyi tan�mlanm�³ bir deri-
vasyondur ve {D1, · · · , Dn} kümesi TpM te§et uzay�n�n bir taban�d�r.

Kan�t : E§er [f ] = [g] ∈ Gp ise f|U = g|U olacak ³ekilde bir p ∈ U ⊆ M
aç�k kümesi oldu§u için Di iyi tan�mlanm�³t�r. Di'nin bir derivasyon oldu§u
ise Leibnitz kural�ndan görülür. Gösterimi basitle³tirmek için D([f ]) yerine
sadece D(f) yazaca§�z.

�kinci iddia için [f ] ∈ Gp ise p0 ∈ Rn noktas� etraf�nda h = f ◦ ϕ−1

türevlenebilir fonksiyonun Taylor aç�l�m�n� göz önüne alal�m,

h(x1, · · · , xn) = g(p0) +
n∑
i=1

∂h

∂xi
(p0)(xi − ai)

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2h

∂xi ∂xj
(ξ)(xi − ai)(xj − aj) ,

(burada ξ, p0 = (a1, · · · , an) ile (x1, · · · , xn) noktalar�n� birle³tiren do§ru
üzerinde bir noktad�r). D ∈ TpM bir derivasyon olsun. D(1) = D(1 · 1) =
2D(1) oldu§undan her sabit C ∈ R fonksiyonu için D(C) = 0 elde edilir.
Yine Leibniz kural�ndan dolay�

D

((
∂2h

∂xi ∂xj
(ξ)(xi − ai)

)
(xj − aj)

)
= 0
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oldu§u görülür (burada
∂2h

∂xi ∂xj
(ξ)(xi − ai) ifadesinin de türevlenebilir fonk-

siyon oldu§unu kullan�yoruz; bkz. Al�³t�rma 6). Bu durumda,

D(f) =
n∑
i=1

∂g

∂xi
(p0) D(xi − ai)

olmal�d�r. Di§er taraftan, Di(f) =
∂g

∂xi
(p0) oldu§undan

D =
n∑
i=1

D(xi − ai) Di

e³itli§ini elde ederiz. Son olarak Di(xj − aj) = δij e³itli§ini kullanarak
{D1, · · · , Dn} kümesinin do§rusal ba§�ms�z ve dolay�s�yla te§et uzay� için bir
taban olu³turdu§unu görürüz. 2

Yukar�daki sonuca göre, bir nokta etraf�nda koordinat sistemi seçmek bize
o noktadaki te§et uzay� için bir taban verecektir. Yukar�daki te§et vektörü
gösteriminde vektörün ait oldu§u te§et uzay� belirtilmemektedir; bu yüzden
Di ∈ TpM te§et vektörünü

∂

∂xi
|p

ile gösterece§iz. O halde, e§er V ⊆ Rn aç�k bir küme, p ∈ V ve [f ] ∈ Gp ise

∂

∂xi
|p([f ]) =

∂f

∂xi
(p)

olur (burada V aç�k kümesi için koordinat sistemini birim fonksiyon olarak
al�yoruz).

Φ : Rn → Rm türevlenebilir bir fonksiyon, p ∈ Rn ve q = Φ(p) olsun.
p ∈ Rn noktas�nda bir D ∈ TpRn te§et vektörü alal�m. Bu durumda, [f ] ∈ Gq
için Φ∗(D)([f ]) = D(f(Φ)) olarak tan�mlanan ifade q ∈ Rm noktas�nda bir
te§et vektörü tan�mlar. Asl�nda bu ifade bize bir do§rusal fonksiyon verir:

Φ∗ : TpRn → TqRm , D 7→ Φ∗(D).

�imdi bu do§rusal fonksiyonun matris gösterimini bulal�m: �lk önce fonksiyo-
numuzun Rn üzerinde (x1, · · · , xn) ve Rm üzerinde (y1, · · · , ym) ile verilen
rastgele koordinat sistemleri cinsinden ifadesini

Φ(x1, · · · , xn) = (φ1(x1, · · · , xn), · · · , φm(x1, · · · , xn))

olarak yazal�m. Buradan

Φ∗

(
∂

∂xi
|p
)

([yj ]) =
∂

∂xi
|p(yj(Φ)) =

∂φj
∂xi

(p)
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ve dolay�s�yla

Φ∗

(
∂

∂xi
|p
)

=
m∑
j=1

∂φj
∂xi

(p)
∂

∂yj
|q

elde edilir. Son olarak, bu aç�l�mdan Φ∗ : TpRn → TqRm do§rusal fonksiyo-
nunun

β =

{
∂

∂x1
|p, · · · ,

∂

∂xn
|p
}

ve β′ =

{
∂

∂y1
|q, · · · ,

∂

∂ym
|q
}

s�ral� tabanlar�ndaki matris gösteriminin Φ fonksiyonunun p ∈ Rn noktas�n-
daki Jakobiyen matrisi,

[Φ∗]
β′

β =

[
∂φj
∂xi

(p)

]
m×n

,

oldu§unu görürüz (Ayr�ca bkz. Uyar� 1.2.5).
Sonuç olarak, Φ : Rn → Rm fonksiyonu bir uzaydan di§erine noktalar�

ta³�rken bu fonksiyonun türevinin de o noktalardaki te§et vektörleri ta³�d�§�-
n� görmü³ olduk. Φ∗ te§et fonksiyonunu Φ′(p), (dΦ)p veya (DΦ)p ile de
gösterebiliriz.

Baz� durumlarda bir fonksiyonun türevini Jakobiyen matrisi kullanmadan
hesaplamak daha pratik olabilir. Bunu aç�klamadan önce kolay bir gözlemde
bulunaca§�z. v ∈ TpRn bir te§et vektörü olsun. O halde

v =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|p

olacak ³ekilde ai ∈ R katsay�lar� bulabiliriz. Bu durumda γ : (−ε, ε) →
Rn, γ(t) = p + tv, ³eklinde verilen fonksiyonun t = 0 noktas�ndaki türevi v
vektörüdür:

D(γ)(0)

(
d

dt
|0
)

=
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|p = v = γ′(0).

Ayr�ca zincir kural�ndan

(DΦ)p(v) = (Φ(γ))′(0)

buluruz. Bu metodun neden kullan�³l� oldu§unu bir örnek üzerinde görelim.

Örnek 2.1.7. M(n, n) = Rn2
ve S(n) = Rn(n+1)/2 s�ras�yla gerçel katsay�l�

n×n-matrisler ve n×n simetrik matrisler uzaylar�n� göstersin. Φ : M(n, n)→
S(n), Φ(Q) = QTQ, fonksiyonunun Q = Id birim matrisindeki türev fonksiyo-
nunu hesaplayal�m. Do§rusal bir uzay�n bir noktas�ndaki te§et uzay�n� kendisi
ile e³leyebiliriz. Bu durumda TIdM(n, n) = M(n, n) ve TIdS(n) = S(n)
alabiliriz. Herhangi bir A ∈ M(n, n) te§et vektörü için γ(t) = Id + tA
alarak

(DΦ)Id(A) = (Φ(γ))′(0) = lim
t→0

Φ(γ(t))− Φ(γ(0))

t
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ve buradan da

(DΦ)Id(A) = lim
t→0

Id+ tAT + tA+ t2ATA− Id
t

= A+AT

buluruz:
(DΦ)Id : M(n, n)→ S(n) , A 7→ AT +A.

(Bkz. Örnek 2.1.20)

Bundan sonra, tersi söylenmedikçe her manifold türevlenebilir bir mani-
fold ve manifoldlar aras�ndaki her fonksiyon türevlenebilir bir fonksiyon olarak
kabul edilecektir.

2.1.3 Te§et Demeti

Herhangi bir M manifoldunun te§et demeti te§et uzaylar�n�n birle³imi olarak
tan�mlan�r:

T∗M = ∪p∈MTpM = {(p, v) | p ∈M, v ∈ TpM}.

Te§et demetinden manifolda giden do§al izdü³üm fonksiyonu π : T∗M → M ,
(p, v) 7→ p, ile tan�mlan�r. E§er M boyutu n olan bir manifold ise T∗M
boyutu 2n olan bir manifold olur. Asl�nda M Ck-s�n�f�ndan bir manifold
ise T∗M Ck−1-s�n�f�ndan bir manifold olur. Te§et demeti üzerindeki mani-
fold yap�s� M 'nin koordinat sistemleri kullan�larak olu³turulur. M = ∪αUα,
{ϕα : Uα → Vα},M manifoldunun bir atlas� olsun. Yukar�daki gözlemlerimizin
�³�§�nda (x1, · · · , xn) Vα ⊆ Rn üzerinde koordinat sistemi ise

ϕ̃α : T∗Uα → Vα × Rn,

(
p,
∑
i

ai
∂

∂xi
|p

)
7→ (ϕα(p), (a1, · · · , an))

fonksiyonu bire bir e³leme verir. T∗Uα üzerine ϕ̃α fonksiyonlar�n� homeomor-
�zma yapacak ³ekilde topoloji koyal�m. M manifoldunu Uα aç�k kümelerinin
birle³imi olarak yazarsak manifoldu Rn'nin aç�k kümelerinin ayr�k birle³iminin
bir bölüm uzay� olarak görebiliriz:

M = ∪αUα ' ∪̇αVα /x ∼ (ϕβ ◦ ϕ−1
α )(x).

Burada ' i³areti ile homeomor�zma (asl�nda difeomor�zma) gösterilmek-
tedir. Di§er taraftan, bir (p, v) ∈ T∗M noktas� için (p, v) ∈ T∗Uα ∩ T∗Uβ
ve ϕ̃α(p, v) = (ϕα(p), wα), ϕ̃β(p, v) = (ϕβ(p), wβ) olmak üzere D(ϕβ ◦
ϕ−1
α )ϕα(p)(wα) = wβ oldu§undan te§et demetini Vα × Rn'lerin ayr�k birle³i-

minin bir bölüm uzay� olarak yazabiliriz:

T∗M = ∪α T∗Uα ' ∪̇α Vα × Rn /(x,wα) ∼ ((ϕβ ◦ ϕ−1
α )(x), wβ).
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Te§et demeti bu koordinat sistemlerinin olu³turdu§u {ϕ̃α : T∗Uα → Vα×Rn}
atlas� ile türevlenebilir bir manifold olur. Bu atlas� olu³turan koordinat sistem-
leri, manifoldun koordinat fonksiyonlar� ve onlar�n türevlerinden olu³tu§u için
Ck-s�n�f�ndan bir manifoldun te§et demeti Ck−1-s�n�f�ndan olur. Benzer ³ekil-
de, f : M → N türevlenebilir manifoldlar�n Ck-s�n�f�ndan bir fonksiyonu ise
f∗ : T∗M → T∗N , (p, v) 7→ (f(p), (Df)p(v)), fonksiyonu da Ck−1-s�n�f�ndan
olur.

Her W ⊆ Uα aç�k kümesi için π−1(W ) = W × Rn olmas�na ra§men
genelde T∗M = π−1(M) M × Rn kartezyen çarp�m�na difeomor�k de§ildir.
Al�³t�rma 17 de bir çarp�m manifoldunun te§et uzay�n�n, çarp�m� olu³turan
manifoldlar�n te§et uzaylar�n�n kartezyen çarp�m� oldu§u gösterilmektedir.

Tan�m 2.1.8. 1) π : X → Y kümeler aras�nda örten bir fonksiyon ise π◦s =
idY ko³ulunu sa§layan her s : Y → X fonksiyonuna π : X → Y bölüm
fonksiyonunun bir kesiti denir.

2) M bir manifold olmak üzere π : T∗M → M te§et demeti izdü³üm
fonksiyonunun her kesitine M manifoldu üzerinde bir vektör alan� denir.
Demetin herhangi bir kesiti

s : M → T∗M , p 7→ (p, f(p)) , p ∈M,

³eklinde verilsin. Genellikle, gösterimi kötü kullanarak kesitin ilk koordinat�n�
görmezden gelece§iz kesiti sadece p 7→ f(p) olarak yazaca§�z.

Örnek 2.1.9. M = R2 manifoldu üzerinde her vektör alan� A(p) = A(x, y)
ve B(p) = B(x, y) türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere

X(p) = A(p)
∂

∂x
|p +B(p)

∂

∂y
|p

³eklindedir. X(x, y) = x ∂
∂x |p + y ∂

∂y |p merkezkaç vektör alan�yken Y (x, y) =

−y ∂
∂x |p + x ∂

∂y |p dönel bir vektör alan�d�r.

Yukar�daki örnek vektör alanlar�n�n bir koordinat sisteminde nas�l görün-
dü§ünü göstermektedir. M = ∪αUα, {ϕα : Uα → Vα}, M manifoldunun bir
atlas� ve s : M → T∗M bir kesiti (vektör alan�) olsun. sα : Vα → T∗Vα bu
kesitin Vα koordinat sistemindeki ifadesi ise her α, β için, φij = ϕβ ◦ ϕ−1

α

olmak üzere
sβ(φij(x)) = (Dφij)x(sα(x))

e³itli§i sa§lan�r. Di§er taraftan bu e³itlikleri sa§layan her {sα : Vα → T∗Vα}
toplulu§u manifold üzerinde bir vektör alan� belirler.

Örnek 2.1.10. 1) Örnek 2.1.5'te ele ald�§�m�z gerçel projektif do§ru iki gerçel
say� do§rusunun ayr�k birle³iminin bir bölüm uzay� olarak yaz�labilir:

RP 1 = R ∪̇ R /x ∼ φ(x) = 1/x, x ∈ R− {0}.
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Dönel vektör alan� Merkezcil vektör alan�

�ekil 2.1: Düzlem üzerindeki alanlar�n birim çembere k�s�tlan�³lar�

O halde, te§et demetini de

T∗RP 1 = T∗R ∪̇ T∗R /(x, v) ∼ (φ(x), φ′(x)(v)) = (1/x,−v/x2),

(x, v) ∈ R − {0} × R = T∗(R − {0}), ³eklinde ifade edebiliriz. π : T∗RP 1 →
RP 1, [x, v] 7→ [x], te§et demetinin izdü³üm fonksiyonu olsun. Birinci ve ikinci
koordinat sistemi üzerinde tan�mlanan

s1(x) =

(
x,

1 + x2

2

)
ve s2(x) =

(
x,−1 + x2

2

)
yerel kesitlerini dü³ünelim. Gösterimi kötü kullanarak kesitleri

s1(x) =
1 + x2

2
ve s2(x) = −1 + x2

2

olarak yazarsak

s2(1/x) = − 1

x2
s1(x)

oldu§undan bu iki yerel kesit RP 1 üzerinde bir s : RP 1 → T∗RP 1 kesiti verir
(bkz. Tan�m 2.1.8). Dikkat edilirse bu kesitin hiçbir noktada s�f�r� olmad�§�n�
görürüz.

E§er P : RP 1 × R→ RP 1, ([x], w) 7→ [x], ve

F : RP 1 × R→ T∗RP 1 , ([x], w) 7→ w s([x])

ile tan�mlanan fonksiyonlar ise P ([x], w) = π(F ([x], w)) olur. Burada F
fonksiyonu difeomor�zma olmakla beraber, her {[x]} × R li�ne k�s�tlan�³� da
do§rusal bir izomor�zmad�r. O halde, gerçel projektif uzay�n te§et demeti bir
çarp�m olarak ifade edilebilir.

2) Yukar�dakine benzer bir ³ekilde karma³�k projektif do§runun (karma³�k)
te§et demetini de in³a edebiliriz

T∗CP 1 = T∗C ∪̇ T∗C /(x, v) ∼ (φ(x), φ′(x)(v)) = (1/x,−v/x2),
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(x, v) ∈ C − {0} × C = T∗(C − {0}) (C yerine R2 yazarak gerçel te§et
demetinin ifadesini elde edebiliriz). Fakat bu sefer s : CP 1 → T∗CP 1 vektör
alan�n�n iki tane s�f�r� olacakt�r (s1(x) = −s2(x) = 1+x2

2 polinomlar�n�n i
ve −i olmak üzere iki tane ortak kökü vard�r ve 1/i = −i dir). Dolay�-
s�yla bu te§et demetini, olu³turdu§umuz vektör alan�n� kullanarak bir çarp�m
olarak yazamay�z. Asl�nda, S2 = CP 1 projektif uzay�n�n te§et demetini bir
çarp�m olarak yazamaman�n çok hakl� sebepleri vard�r. (Bkz. Uyar� 5.3.1 (2)
ve Örnek 5.3.2 (2))

Yukar�daki örne§in ilk bölümünde oldu§u gibi te§et demeti çarp�m ³eklinde
yaz�labilen manifoldlara paralellenebilir manifoldlar denir.

2.1.4 Bölüm Manifoldlar�

X, Y topolojik uzay ve P : X → Y bu iki uzay aras�nda sürekli bir fonksiyon
olsun. Herhangi bir U ⊆ Y aç�k kümesinin P−1(U) ters görüntü kümesi,
her α ∈ Λ için P|Vα : Vα → U bir homeomor�zma olacak ³ekilde,

P−1(U) = ∪α∈ΛVα

bir ayr�k birle³imi olarak yaz�labiliyorsa U aç�k kümesine P : X → Y
fonksiyonu ile tamamen örtülür denir. E§er Y uzay� bu tür aç�k kümelerin
bir birle³imi ise X uzay�na Y uzay�n�n bir topolojik örtü uzay� (örtüsü) ve
P : X → Y fonksiyonuna da bir örtü fonksiyonu denir.

Uyar� 2.1.11. Yukar�daki tan�mdan kolayca görülece§i gibi e§er P : X → Y
bir örtü fonksiyonu ise, y 7→ |P−1(y)|, y ∈ Y , (y noktas�n�n üzerindeki li�n,
P−1(y), kardinalitesi) fonksiyonu yerel sabit bir fonksiyondur. Dolay�s�yla, e§er
Y ba§lant�l� bir uzay ise her noktan�n üzerindeki li�n kardinalitesi ayn�d�r.
E§er bu kardinalite sonlu bir say� ise bu say�ya örtünün derecesi denir.

Örnek 2.1.12. �ekil 2.2 ve �ekil 2.3'de iki çemberin tek nokta birle³iminin
derecesi iki ve üç olan örtü uzaylar�na örnekler verilmi³tir. �lk ³ekildeki örtü
uzaylar� bir grup etkisinin bölüm uzay� olarak yaz�labilirse de ikinci ³ekildeki
örnekler için bu do§ru de§ildir! Verilen topolojik bir uzay�n örtü uzaylar� ta-
mamen bu uzay�n temel grubu taraf�ndan belirlenir ve cisim geni³lemelerinin
s�n��and�r�lmas� olarak görülebilecek Galois teorisine çok benzerdir (bkz. [19]
s.56).

Herhangi bir M manifoldunun difeomor�zmalar kümesi

Diff(M) = {f : M →M | f bir difeomor�zmad�r}

fonksiyonlar�n bile³ke operasyonu alt�nda bir grup olu³tururlar. G bu difeo-
mor�zma grubunun bir alt grubu olsun. E§er her p ∈ M için idG 6= g ∈ G
olmak üzere g(U) ∩ U = ∅ olacak ³ekilde bir p ∈ U ⊆ M aç�k kom³ulu§u
varsa G grubu M manifoldu üzerinde düzgün süreksiz etki ediyor denir (her
ne kadar her g ∈ G için g : M →M , x 7→ g(x), türevlenebilir bir fonksiyon
olsa da). Bu ko³ulu sa§layan aç�k kom³uluklara iyi kom³uluklar denir.
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�ekil 2.2: X1 üzerinde 180◦-döndürme
ile Z2 ve X2 üzerinde de 120◦-
döndürme ile Z3 etkisi vard�r. Ayr�ca
her iki etkinin de bölüm uzay� Y 'dir:
X1/Z2 ' Y ' X2/Z3

�ekil 2.3: Sa§daki örtü uzay� soldaki
örtü uzay�ndan �³i³irilerek� elde edilen
iki boyutlu manifoldlar�n bir örtü uzay�-
d�r. Çizgelerin yüzeylere gömülmü³ ol-
du§una dikkat ediniz!

Önerme 2.1.13. E§er bir G ⊆ Diff(M) alt grubunun M manifoldu
üzerindeki etkisi düzgün süreksiz ise bu etki serbest bir etkidir. Ayr�ca hiçbir
yörüngenin y�§�lma noktas� yoktur ve dolay�s�yla, her yörünge manifold içinde
kapal�d�r.

Kan�t: Etkinin serbest oldu§u düzgün süreksiz etki tan�m�ndan aç�kt�r.
�imdi de önermede iddia edilenin tersine manifoldun bir q ∈ M noktas�-
n�n G · p gibi bir yörüngesinin y�§�lma noktas� oldu§unu kabul edelim. Etki
düzgün süreksiz oldu§undan her g ∈ G için, g(V ) ∩ V = ∅ olacak ³ekil-
de bir q ∈ V ⊆ M aç�k kümesi vard�r. q ∈ M noktas�na yak�nsayan bir
(gn(p)) ⊆ G · p dizisi alal�m. O halde, her n ≥ n0 için gn(p) ∈ V olacak
³ekilde bir n0 pozitif tam say�s� vard�r. Bu durumda, gn0(p), gn0+1(p) ∈ V
ve dolay�s�yla gn0+1(p) = (gn0+1 g

−1
n0

)(gn0(p)) ∈ V ∩ (gn0+1 g
−1
n0

)(V ) olur. O
halde, V ∩ (gn0+1 g

−1
n0

)(V ) 6= ∅ çeli³kisini elde etmi³ olduk. Y�§�lma noktas�
olmayan her küme kapal� olaca§�ndan her yörünge kapal�d�r. 2

Yukar�daki gösterimi kullanarak devam edelim. E§er G grubu sonlu ise
Ünite 1, Al�³t�rma 9'un sonucuna göre M/G bölüm uzay� da Hausdor�'tur.

E§er G grubunun etkisi düzgün süreksiz ve M/G bölüm uzay� Hausdor�
ise bölüm uzay� üzerinde do§al bir türevlenebilir manifold yap�s� vard�r (M
ikinci say�labilir oldu§u için her bölüm uzay� da ikinci say�labilirdir): π : M →
M/G, x 7→ π(x) = [x], bölüm uzay� fonksiyonu olsun. E§er p ∈ M ise bu
nokta etraf�nda bir p ∈ U iyi kom³ulu§u alal�m. Bu durumda π|U : U → π(U)
bir homeomor�zma olur. U kom³ulu§unu gerekirse biraz küçülterek ϕU : U →
Rn gibi bir koordinat fonksiyonun tan�m kümesi oldu§unu kabul edebiliriz.
E§er U ve V π(U) ∩ π(V ) 6= ∅ ko³ulunu sa§layan iki iyi kom³uluk ise
gU,V (U)∩V 6= ∅ ve π−1

|V ◦π|U = gU,V olacak ³ekilde tek bir gU,V ∈ G vard�r.

O halde, bile³ke fonksiyonlardan olu³an {(φπ(U) = ϕU ◦ π−1
|U : π(U) → Rn)}
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ailesi M/G bölüm uzay� üzerinde türevlenebilir bir atlas verir. Gerçekten de
yukar�daki U, V aç�k kümeleri için φπ(U) ◦ φ−1

π(V ) = ϕU ◦ π−1
|U ◦ π|V ◦ ϕ

−1
V =

ϕU ◦ gV,U ◦ ϕ−1
V fonksiyonu C∞-s�n�f�ndand�r.

Örnek 2.1.14. 1) G = Z× Z de§i³meli grubu düzlem üzerine ³u ³ekilde etki
etsin: G×R2 → R2, (m,n) ·(x, y) = (x+m, y+n). Bu etkinin serbest, düzgün
süreksiz ve bölüm uzay�n�n da Hausdor� oldu§u kolayca görülür. Daha sonra
bu etkinin bölüm uzay� üzerinde vermi³ oldu§u do§al türevlenebilir manifold
yap�s�n�n torusa, T 2, difeomor�k oldu§unu gösteriniz.

2) G = Z de§i³meli grubu C2−{(0, 0)} manifolduna ³u ³ekilde etki etsin:
Her n ∈ Z ve (z1, z2) ∈ C2 − {(0, 0)} için

n · (z1, z2) = (2nz1, 2
nz2) .

Bu etkinin de serbest ve düzgün süreksiz oldu§u kolayca görülür. Ayr�ca bölüm
uzay� do§al olarak bir karma³�k manifold olur. Ayr�ca

C2 − {(0, 0)}/Z→ S3 × S1, (z1, z2) 7→
(

(z1, z2)

‖(z1, z2)‖
, e2πi log2 ‖(z1,z2)‖

)
fonksiyonu bu karma³�k manifolddan S3× S1 manifolduna bir difeomor�zma
verir. Ba³ka bir deyi³le, S3 × S1 türevlenebilir manifoldu ayn� zamanda bir
karma³�k manifolddur.

�leride bu karma³�k manifoldun CN içine karma³�k alt manifold olarak
gömülemeyece§ini görece§iz (bkz. Örnek 2.3.24). Di§er taraftan, bu manifol-
dun CPN içine karma³�k alt manifold olarak gömülememesi ise De Rham
Kohomolojisi bölümünde ele al�nacakt�r (bkz. Örnek 4.3.10).

2.1.5 Rank Teoremleri

f : M → N türevlenebilir manifoldlar�n bir fonksiyonu ve p ∈ M bir nok-
ta olsun. E§er (Df)p : TpM → Tf(p)N do§rusal fonksiyonu bire bir (ayn�
³ekilde, örten) ise f fonksiyonu p ∈M noktas�nda bir dald�rma (ayn� ³ekil-
de, bat�rma) fonksiyonudur denir. E§er fonksiyon manifoldun her noktas�nda
dald�rma (bat�rma) fonksiyonu ise fonksiyona k�saca dald�rma (bat�rma) fonk-
siyonudur denir. E§er f : M → N fonksiyonu bire bir dald�rma fonksiyonu ise
bu fonksiyona bir alt manifold denir. Bu bire bir dald�rma fonksiyonu (alt ma-
nifold) ayn� zamanda görüntüsü üzerine bir homeomor�zma ise bu fonksiyona
(türevlenebilir ) gömme fonksiyonu denir. Ba³ka bir deyi³le, türevlenebilir bir
fonksiyon hem topolojik gömme fonksiyonu hem de dald�rma fonksiyonu ise
bu fonksiyon türevlenebilir gömme fonksiyonu olur. Gömme fonksiyonlar�n�n
görüntüleri kapal� bir alt uzay olaca§�ndan f(M) görüntü kümesine N alt
manifoldunun kapal� bir alt manifoldu da denir. Kapal� alt manifoldlar�n bir
ba³ka karakterizasyonunu Sonuç 2.1.18'de görece§iz.

E§er bir p ∈ M noktas�nda (Df)p : TpM → Tf(p)N türev fonksiyonu
örten de§ilse bu noktaya f : M → N fonksiyonunun bir kritik noktas� ve
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f(p) ∈ N de§erine de bu fonksiyonun bir kritik de§eri denir. N manifol-
du içinde bu fonksiyonun kritik de§eri olmayan noktalara ise f : M → N
fonksiyonunun bir düzgün de§eri denir.

Uyar� 2.1.15. 1) Te§et uzaylar�n�n boyutlar�n� kar³�la³t�rarak bir f : M → N
dald�rma fonksiyonu için dim(M) ≤ dim(N) ve bat�rma fonksiyonu için
dim(M) ≥ dim(N) oldu§unu görürüz.

2) N herhangi bir manifold ve M t�k�z bir manifold ise her sürekli bire
bir f : M → N fonksiyonu bir topolojik gömme fonksiyonudur.

Örnek 2.1.16. 1) m ≥ n ∈ Z iki tamsay� olmak üzere

F : Rm → Rn , (x1, · · · , xm) 7→ (x1 · · · , xn) ,

ile verilen fonksiyona standart bat�rma fonksiyonu, n ≥ m olmas� durumunda
ise (x1, · · · , xm) 7→ (x1 · · · , xm, 0 · · · , 0) ile verilen fonksiyona da standart
dald�rma fonksiyonu denir.

2) f : R → R2, t 7→ f(t) = (t2, t3) topolojik bir gömme fonksiyonudur
fakat t = 0 noktas�nda ne dald�rma ne de bat�rma fonksiyonudur.

3) f : R → R2, t 7→ f(t) = (et cos t, et sin t) bire bir dald�rma fonksiyo-
nudur fakat bir gömme fonksiyonu de§ildir, çünkü görüntü kümesi düzlemin
kapal� bir alt kümesi de§ildir.

4) A³a§�da görüntüsü ile verilen f : R → R2 fonksiyonu yine bire bir
dald�rma fonksiyonudur fakat bir (topolojik) gömme fonksiyonu de§ildir. (Bu
fonksiyonu bir homeomor�zma yapacak ³ekilde tan�m kümesi üzerine konan
topolojinin Ünite 1'deki Örnek 1.1.17'de R üzerine koydu§umuz τ2 topolojisi
oldu§unu gösteriniz. Dolay�s�yla bu topoloji metriklenebilirdir. (Bkz. Ünite 1,
Al�³t�rma 20.))

t→∞
t→ −∞

�ekil 2.4: Gömme fonksiyonu olmayan 1-1 dald�rma fonksiyonu

5) Ünite 1, Al�³t�rma 13'de verilen topolojik gömme fonksiyonu, F (x, y, z) =
(x2 + yz, y2, xy, zx), asl�nda projektif düzlemin R4 içine türevlenebilir bir gö-
mülmesini verir.

6) MB Möbius �eridi'ni bir bölüm manifoldu olarak görebiliriz:

R× (0, 1)/(x, y) ∼ (x+ 1, 1− y).
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Bu durumda, e§er P : R× (0, 1)→MB bölüm fonksiyonu ise, her türevlene-
bilir g : MB → R2 fonksiyonu için f = g ◦P : R× (0, 1)→ R2 türevlenebilir
fonksiyonu ³unu sa§lar: Her (x, y) ∈ R× (0, 1) için

f(x, y) = f(x+ 1, 1− y) .

Ba³ka bir deyi³le, f fonksiyonu ve

L : R2 → R2, (x, y) 7→ (x+ 1, 1− y),

dönü³ümü için f = f ◦ L olur. det(DL) = −1 oldu§undan her (x, y) için
det
(
Df(x,y)

)
= −det

(
Df(x+1,1−y)

)
olur. Bu durumda, R × (0, 1) ba§lant�l�

oldu§undan det
(
Df(x,y)

)
fonksiyonunun s�f�r oldu§u noktalar vard�r. O halde,

g bir dald�rma fonksiyonu olamaz. Ba³ka bir deyi³le Möbius �eridi düzleme
dald�r�lamaz ve dolay�s�yla düzleme gömülemez. Di§er taraftan, Al�³t�rma 9
Möbius �eridi'nin R3 içine bir gömülmesini verir.

7) T�k�z bir uzay üzerindeki gerçel de§erli her fonksiyonun bir en büyük
ve bir de en küçük de§eri vard�r. Dolay�s�yla, türevlenebilir t�k�z bir manifold
üzerindeki her türevlenebilir gerçel de§erli fonksiyonun en az iki tekil noktas�
vard�r (asl�nda bu noktalarda türev fonksiyonu tamamen s�f�rd�r). Bu durumda
n-boyutlu t�k�z türevlenebilir bir M manifoldu üzerinde tan�ml� türevlenebilir
her f : M → Rn fonksiyonunun da en az iki tekil noktas� vard�r. Bunu
görmek için ilk önce bu fonksiyona sabit bir v ∈ Rn vektörü ekleyerek f(M)
kümesinin orijini içermedi§ini kabul edelim (manifoldun t�k�z oldu§unu burada
da kullan�yoruz). �imdi

M → R, p 7→ ‖f(p)‖2, p ∈M,

bile³kesini dü³ünelim. Bu fonksiyonun türevini yazarsak bile³ke fonksiyonunun
en büyük ve en küçük de§erlerini ald�§� noktalar�n, asl�nda f : M → Rn
fonksiyonunun da tekil noktalar� oldu§unu görürüz. Sonuç olarak f : M → Rn
fonksiyonu bir dald�rma fonksiyonu olamaz ve dolay�s�yla M kendisi ile ayn�
boyutlu Öklit uzay�na dald�r�lamaz.

A³a§�daki teorem her dald�rma ve bat�rma fonksiyonun uygun bir koordinat
sisteminde standart hale geldi§ini göstermektedir.

Teorem 2.1.17. f : M → N , s�ras�yla m ve n boyutlu, manifoldlar�n
bir fonksiyonu olsun. E§er f fonksiyonu bir p ∈ M noktas�nda bat�rma
fonksiyonu ise p ∈M ve q = f(p) ∈ N noktalar� etraf�nda öyle

ϕ1 : U1 → V1 ve ϕ2 : U2 → V2

koordinat sistemleri bulabiliriz ki (V1 ⊆ Rm ve V2 ⊆ Rn olmak üzere)
ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 : V1 → V2 fonksiyonu (x1, · · · , xm) 7→ (x1 · · · , xn) ile verilen
standart bat�rma fonksiyonu olur.
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Benzer ³ekilde, e§er f fonksiyonu p ∈ M noktas�nda bir dald�rma
fonksiyonu ise ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 : V1 → V2 bile³ke fonksiyonu (x1, · · · , xm) 7→
(x1 · · · , xm, 0, · · · , 0) ile verilen standart dald�rma fonksiyonu olacak ³ekilde
koordinat sistemleri seçebiliriz.

Kan�t : Her iki k�sm�n kan�tlar� benzer oldu§u için sadece birinci k�sm�n
kan�t�n� verece§iz. �lk önce p ∈ M ve q = f(p) ∈ N noktalar� etraf�nda
rastgele ϕ1 : U1 → V1 ve ϕ2 : U2 → V2 gibi iki koordinat sitemi seçelim.
Bu koordinat sistemlerinin, s�ras�yla, Rm → Rm, x 7→ x − p, ve Rn → Rn,
y 7→ y − q do§rusal öteleme fonksiyonlar� ile uygun ³ekilde bile³kesini alarak
ϕ1(p) = 0 ∈ Rm ve ϕ2(q) = 0 ∈ Rn oldu§unu kabul edebiliriz. g = ϕ2◦f ◦ϕ−1

1

fonksiyonu olsun. (Dg)0 : T0Rm → T0Rn matrisi kabul gere§i örten oldu§u için
bu matrisi uygun taban de§i³tirme matrisleriyle çarparak (dolay�s�yla do§rusal
koordinat de§i³iklikleri yaparak) (Dg)0(ei) = fi, i = 1, · · · , n, ve (Dg)0(ei) =
0, i = n+ 1, · · · ,m oldu§unu kabul edebiliriz. Burada {e1, · · · , em}, Rm'nin,
ve {f1, · · · , fn}, Rn'nin standart taban�n� göstermektedir. O halde x1, · · · , xm
ve y1, · · · , yn elde edilen yeni koordinat sistemleri olmak üzere i = 1, · · · , n
için

(Dg)0

(
∂

∂xi
|0
)

=
∂

∂yi
|0

ve i = n+ 1, · · · ,m için de

(Dg)0

(
∂

∂xi
|0
)

= 0

olur. G : Rm → Rn+(m−n), G(x1, · · · , xm) = (g(x1, · · · , xm), xn+1, · · · , xm)
ile tan�mlanan fonksiyon olsun. Bu durumda (DG)0 = Id, birim matrisi olur
ve dolay�s�yla Ters Fonksiyon Teoremi'ne göre G fonksiyonu x = 0 noktas�
etraf�nda bir difeomor�zmad�r. O halde, G(x1, · · · , xm) = (g1, · · · , gm) fonk-
siyonu Rn+(m−n) üzerinde (s�f�r noktas� etraf�nda yerel) yeni bir koordinat sis-
temi verir. Bu yeni koordinatlar� tekrar yi ile gösterelim: yi = gi(x1, · · · , xm),
ve i = n+ 1, · · · ,m için yi = gi(x1, · · · , xm) = xi. Son olarak ϕ1 koordinat
sistemini φ = G ◦ ϕ1 ile de§i³tirirsek

ϕ2 ◦ f ◦ φ−1 = ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1
1 ◦G

−1 = g ◦G−1

elde ederiz. Buna göre

ϕ2 ◦ f ◦ φ−1
1 (y1, · · · , yn, · · · , ym) = g(G−1(y1, · · · , ym))

= g(x1, · · · , xm) = (y1, · · · , yn)

elde edilir. 2
Yukar�daki teorem bize alt manifold elde etmenin iki yolunu sunmaktad�r.
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Sonuç 2.1.18. f : Ll → Nn bir gömme fonksiyonu ve dolay�s�yla M = f(L)
görüntü kümesi N 'nin l-boyutlu kapal� bir alt manifoldu olsun. Bu durumda
her p ∈M noktas� etraf�nda,

M ∩ U = {q ∈ U | xl+1(q) = · · · = xn(q) = 0}

olacak ³ekilde bir p ∈ U ⊆ N aç�k kümesi ve

ϕ : U → V ⊆ Rn, q 7→ (x1(q), · · · , xn(q)),

bir koordinat sistemi vard�r. Ayr�ca, M l-boyutlu türevlenebilir bir manifolddur
ve f : L→M bir difeomor�zmad�r.

Di§er taraftan, yerel olarak yukar�daki ³ekilde ifade edilebilen her kapal�
M ⊆ N alt kümesi l-boyutlu bir manifolddur ve bu durumda M ↪→ N içerme
fonksiyonu bir gömme fonksiyonudur.

Kan�t : Teorem 2.1.17'yi kullanarak verilen herhangi p0 ∈ L ve p = f(p0) ∈
N noktalar� etraf�nda öyle p0 ∈ U0 ⊆ L ve p ∈ U ⊆ N aç�k kümeleri ve
ϕ : U → V ⊆ Rn, q 7→ (x1(q), · · · , xn(q)), koordinat sistemi bulabiliriz ki

f(U0) = {q ∈ U | xl+1(q) = · · · = xn(q) = 0} ⊆M ∩ U

olur. Di§er taraftan, f : L → M bir homeomor�zma oldu§undan f(U0) alt
kümesi M alt uzay� içinde aç�k bir kümedir. Dolay�s�yla, alt uzay topolojisinin
tan�m�ndan öyle bir W ⊆ N aç�k kümesi vard�r ki f(U0) = W ∩M olur. Ba³ka
bir deyi³le,

f(U0) = {q ∈ U | xl+1(q) = · · · = xn(q) = 0} = M ∩ (U ∩W )

elde ederiz ve böylece ilk k�sm�n kan�t� tamamlan�r. Di§er iddialar�n do§rulu§u
tan�mlardan kolayca görülür. 2

Sonuç 2.1.19. Herhangi bir f : Mm → Nn fonksiyonunun q ∈ N gibi
bir düzgün de§erini alal�m. Bu durumda L = f−1(q) ters görüntü kümesi
M 'nin l = (m − n)-boyutlu bir alt manifoldudur. Ayr�ca her p ∈ L için
TpL = ker((Df)p : TpM → TqN) olur.

Kan�t : Yukar�daki teoremi (ve kan�t�n�) kullanarak p ∈ M ve f(p) =
q ∈ N noktalar� etraf�nda öyle koordinat sistemleri seçelim ki f bu yerel
koordinatlarda (x1, · · · , xn, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xn) ile verilsin. O halde, bu
koordinat sistemlerinde f−1(q) kümesi {(0, · · · , 0, xn+1, · · · , xm)} olarak
gözükür ve te§et uzay� da iddia edildi§i gibidir. 2

Örnek 2.1.20. Burada Örnek 2.1.7'de ele ald�§�m�z Φ : M(n, n) → S(n),
Φ(Q) = QTQ fonksiyonunun her Q ∈ GL(n,R) noktas�nda bir bat�r-
ma fonksiyonu oldu§unu gösterece§iz. Bu fonksiyonun birim matristeki türevi
(DΦ)Id : M(n, n) → S(n) , A 7→ AT + A olarak hesaplanm�³t�. Bu tü-
rev fonksiyonun örten oldu§u kolayca görülür, çünkü her simetrik C matrisi
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C = C/2+CT /2 = (DΦ)Id(C/2) olarak yaz�l�r. Benzer ³ekilde bu fonksiyonun
herhangi bir Q noktas�ndaki türevi

(DΦ)Q : M(n, n)→ S(n) , A 7→ QTA+ATQ

ile verilir. Bunun, Q ∈ GL(n,R) olmak üzere, örten oldu§unun gösterilmesini
okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz. Dolay�s�yla, Φ fonksiyonun GL(n,R)
aç�k alt kümesine k�s�tlan�³�, Φ| : GL(n,R)→ S(n), bir bat�rma fonksiyonudur.
O halde, n × n-ortogonal matrisler kümesi, O(n) = Φ−1(Id), tüm n × n-
matrisler uzay� içinde ki, bu Rn2

den ba³ka bir ³ey de§ildir, dim(GL(n,R))−
dim(S(n)) = n2−n(n+1)/2 = n(n−1)/2-boyutlu bir alt manifolddur ve birim
matristeki TIdO(n) te§et uzay�,

ker((DΦ)Id) = {A ∈M(n, n) | AT +A = 0},

ters simetrik matrisler uzay� ile e³lenebilir. Birinci bölümün sonunda yer alan
Al�³t�rma 28 O(n) manifoldunun biri SO(n) olmak üzere iki ba§lant�l�
bile³enden olu³tu§unu göstermektedir.

2.2 Manifoldlar�n Gömülmesi

Öklit uzay� ve her alt uzay� Hausdor� ve ikinci say�labilirdir. Bu bölümde boyu-
tu n olan türevlenebilir bir M manifoldunun, temelde Hausdor� ve ikin-
ci say�labilir olmas�n� kullanarak, R2n+1 içine gömülebilece§ini gösterece§iz.
Sard teoreminin etkili bir ³ekilde kullan�ld�§� kan�t ayr�ca a³a§�da bahsedece§i-
miz birimin ayr�³�m�n� da kullanmaktad�r. Asl�nda n boyutlu bir manifold
R2n içine de gömülebilir fakat bunun kan�t� bu kitab�n kapsam� d�³�nda kalan
topolojik �kirler gerektirmektedir.

2.2.1 Birimin Ayr�³�m�

{Uα}α∈λ ailesi M manifoldunun bir aç�k örtüsü olsun. A³a§�daki ko³ullar�
sa§layan bir {ρλ : M → [0, 1]}λ∈Λ türevlenebilir fonksiyonlar ailesine M
manifoldunun {Uα}α∈Λ aç�k örtüsü ile uyumlu bir birimin ayr�³�m� denir:

1) Her λ ∈ Λ için {p ∈ M | ρλ(p) 6= 0} ⊆ Uα olacak ³ekilde bir α ∈ Λ
vard�r;

2) Her p ∈ M noktas�n�n öyle bir p ∈ V aç�k kom³ulu§u vard�r ki
V ∩ {p ∈ M | ρλ(p) 6= 0} 6= ∅ olacak ³ekilde sadece sonlu say�da λ ∈ Λ
eleman� vard�r;

3) Her p ∈M noktas� için∑
λ∈Λ

ρλ(p) = 1.

Yukar�daki toplam�n endeks kümesi sonsuz dahi olsa (2) ko³ulundan dolay�
asl�nda bu bir sonlu toplamd�r.
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A³a§�daki sonuç kendi ba³�na da anlaml� olmakla beraber birimin ayr�³�m�-
n�n varl�k teoreminin önemli bir parças�d�r.

Yard�mc� Teorem 2.2.1. Ba§lant�l� her M manifoldu Kn ⊆ Int(Kn+1),
n ∈ N, olacak ³ekilde say�labilir bir (Kn) t�k�z alt kümeler dizisinin birle³imi
olarak yaz�labilir:

M = ∪∞n=1Kn.

Kan�t : β ile M manifoldunun say�labilir bir taban�n� gösterelim. Her
p ∈M noktas� etraf�nda bir p ∈ U ∈ β aç�k kom³ulu§u seçelim. Manifoldlar
yerel olarak bir Öklit uzay� oldu§undan gerekirse bu kom³ulu§u daha küçük bir
kom³uluk ile de§i³tirerek U aç�k kümesinin kapan�³�n�n, Un, t�k�z oldu§unu
kabul edebiliriz. β say�labilir bir küme oldu§u için bu ³ekilde elde edilen aç�k
kümeleri bir dizi olarak görebiliriz: (Un). Bu durumda M = ∪nUn olur. �imdi
(Kn) t�k�z alt küme dizisini kurabiliriz: K1 = U1 alal�m. K1 ∪ U2 t�k�z
kümesini sonlu say�da Un1 , · · · , Unk1 aç�k kümesi ile örtelim. Bu kümelerin
kapan�³lar�n�n birle³imi K2 olsun:K2 = Un1∪· · ·∪Unk1 . Benzer ³ekilde Km+1

t�k�z kümesi Km ∪ Um t�k�z kümesini örten sonlu say�daki Unm , · · · , Unkm
aç�k kümelerinin kapan�³lar�n�n birle³imi olsun. Bu dizinin istenilen ko³ullar�
sa§lad�§� kolayca görülür. 2

Uyar� 2.2.2. E§er M manifoldu t�k�z ise K0 = ∅ ve her n ≥ 1 ∈ N için
Kn = M alabiliriz.

Teorem 2.2.3. Ba§lant�l� bir M manifoldunun verilen her {Uα}α∈∆ aç�k
örtüsü ile uyumlu bir birimin ayr�³�m� vard�r.

Kan�t :

f(x) =

{
e
−1

x2
+ −1

(x−1)2 , x ∈ (0, 1)
0 , x 6∈ (0, 1)

ile tan�mlanan f : R → R fonksiyonun C∞ oldu§u kolayca görülür. M =∫∞
−∞ f(t) dt olmak üzere

g(x) =
1

M

∫ x

−∞
f(t) dt

³eklinde tan�mlanan fonksiyonun gra�§i a³a§�daki gibidir. Son olarak

η(x) = g(x) g(3− x)

ile tan�mlanan fonksiyon için 0 ≤ η(x) ≤ 1, x ∈ R, η(x) = 0, x 6∈ (0, 3), ve
η(x) = 1, x ∈ [1, 2] olur.

Br = {x ∈ Rn | ‖x‖2 < r} ile yar�çap� r > 0 olan aç�k yuvar� gösterelim.
O halde, ρ : Rn → R, ρ(x) = η(‖x‖2 + 1), ile tan�mlanan C∞-fonksiyonu B1

üzerinde sabit 1 de§erini al�rken, B2 yuvar�n�n d�³�nda s�f�r de§erini alacakt�r.
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�ekil 2.5: y=g(x) fonksiyonunun gra�§i

�imdi {Uα}α∈∆ aç�k örtüsü ile uyumlu birimin ayr�³�m�n� kural�m. �lk önce
bu örtünün elemanlar�n� koordinat kom³uluklar�yla kesi³tirerek her birinin bir
koordinat kom³ulu§unda kald�§�n� kabul edebiliriz. Ayr�ca yukar�daki yard�mc�
teoremde verilen ³ekilde

M = ∪∞n=1Kn

oldu§unu kabul edebiliriz. p ∈ M olsun. O halde, p ∈ Kn − Kn−1 olacak
³ekilde tek bir n ∈ N say�s� vard�r (K0 = ∅ alabiliriz). �imdi bu nokta
etraf�nda p ∈ Vp ⊆ Int(Kn+1)−Kn−1 olacak ³ekilde bir Vp aç�k kom³ulu§u
seçelim. Bu kom³ulu§u gerekirse küçülterek baz� α ∈ ∆ için p ∈ Vp ⊆ Uα
oldu§unu kabul edebiliriz. Uα üzerinde tan�ml� olan koordinat fonksiyonunu
biraz de§i³tirerek ve Vp aç�k kümesini küçülterek φp : Vp → Rn olacak ³ekilde
yeni bir koordinat fonksiyonu seçelim. Op = φ−1

p (B2) aç�k kümesini göstersin.
Bu durumda, ρp

.
= ρ◦φp : Vp → R bile³ke fonksiyonu [0, 1] aral�§�nda de§erler

alacakt�r. Ayr�ca bu fonksiyon Op üzerinde pozitif de§erler al�rken Vp − Op
üzerinde de tamamen s�f�r olacakt�r. O halde, bu fonksiyonu M − Vp d�³�nda
s�f�r olarak tan�mlayarak tüm manifold üzerinde tan�ml� C∞-s�n�f�ndan bir
fonksiyon elde ederiz.

�lk önce K3 t�k�z kümesi için K3 ⊆ Op1 ∪ · · · ∪ Op2 olacak ³ekilde
sonlu say�da p1, · · · , p2 noktas� seçelim. Bu kümelerin tan�m�ndan dolay�
her birinin Int(K4) kümesinin içinde kald�§�n� kabul edebiliriz. Daha sonra,
K4 − Int(K3) ⊆ Op3 ∪ · · · ∪ Op4 ⊆ Int(K5) −K2 olacak ³ekilde sonlu say�da
p3, · · · , p4 noktas� seçelim. Tümevar�m yöntemiyle her n ≥ 5 do§al say�s�
için, Kn − Int(Kn−1) ⊆ Op2n−5 ∪ · · · ∪ Op2n−4 ⊆ Int(Kn+1) − Kn−2 olacak
³ekilde sonlu say�da p2n−5, · · · , p2n−4 noktas�n�n var oldu§unu görebiliriz.

Vp1 , · · · , Vp2 , Vp3 , · · · , Vp4 , · · · , Vp2n−5 , · · · , Vp2n−4 , · · · aç�k kümeleri ma-
nifoldun yerel sonlu bir aç�k örtüsünü verir. Ba³ka bir deyi³le manifoldun her
noktas� etraf�nda bu listeden sadece sonlu tanesi ile kesi³en bir aç�k kom³uluk
bulabiliriz. Bu say�labilir listeyi tekrar adland�rarak V1, · · · , Vn, · · · ve üze-
rilerinde tan�ml� fonksiyonlar� da ρn : Vn → R ile gösterelim. L : M → R
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L(p) =
∑

n ρn(p), p ∈M , ile verilen fonksiyon olsun (her p ∈M için bu top-

lam sonlu bir toplamd�r). Son olarak ρn fonksiyonlar�n�
ρn
L

ile de§i³tirerek

istenilen birimin ayr�³�m�n� elde ederiz. 2

Uyar� 2.2.4. Yukar�daki kan�tta M manifoldunun verilen her {Uα}α∈∆ aç�k
örtüsünün

Vp1 , · · · , Vp2 , Vp3 , · · · , Vp4 , · · · , Vp2n−5 , · · · , Vp2n−4 , · · ·

gibi yerel sonlu bir aç�k inceltilmesi oldu§unu gördük. Asl�nda ayn� kan�t to-
polojik manifoldlar için de geçerlidir. Dolay�s�yla, her topolojik manifold para-
t�k�zd�r.

2.2.2 Sard Teoremi

Ω ⊆ Rn aç�k bir küme ve F : Ω → Rm türevlenebilir bir fonksiyon olsun.
C∞ bir fonksiyonun türevleri de sürekli oldu§u için kritik noktalar kümesi her
zaman kapal� bir kümedir.

Her a ∈ Rn ve δi > 0, i = 1, · · · , n, ve δ = (δ1, · · · , δn) için

R(a, δ) = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | ai − δi < xi < ai + δi}

aç�k kutusunu göstersin. R[a, δ] ile de bu kümenin kapan�³� olan

{(x1, · · · , xn) ∈ Rn | ai − δi ≤ xi ≤ ai + δi}

kümesini gösterelim.
C ⊆ Rn bir alt küme olsun. E§er her gerçel ε > 0 say�s� için

C ⊆ ∪∞k=1Rk

ve
∞∑
k=1

vol(Rk) < ε

olacak ³ekilde (Rk) s�n�rl� kutular dizisi varsa bu alt kümeye ölçümü s�f�rd�r
denir. Burada vol(Rk) ile kutunun hacmi gösterilmi³tir:

vol(Rk) =

∫
Rk

dx1 · · · dxn = 2n
n∏
i=1

δi.

Teorem 2.2.5. Ω ⊆ Rn aç�k bir küme ve F : Ω → Rm türevlenebilir bir
fonksiyon olsun. E§er C ⊆ Ω bu fonksiyonun kritik noktalar�n�n kümesi ise
F (C) kritik de§erler kümesinin ölçümü s�f�rd�r.
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Kan�t : Ω aç�k kümesi say�labilir çoklukta aç�k yuvar�n birle³imi olarak
yaz�labilir. Her aç�k yuvar Rn'ye difeomor�k oldu§undan ve say�labilir çok-
lukta ölçümü s�f�r kümenin birle³iminin de ölçümü s�f�r olaca§�ndan Ω = Rn
alabiliriz. Kan�t� üç ayr� durumda verece§iz.

Durum 1) n = m. Yukar�da oldu§u gibi her a ∈ Rn ve δ > 0 için

R(a, δ) = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | ai − δ < xi < ai + δ}

ve
R[a, δ] = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | ai − δ ≤ xi ≤ ai + δ}

olsun.
�ddia: Bir ε > 0 gerçel say�s� verilsin. Her a ∈ C için öyle bir δa > 0

say�s� vard�r ki, her R[b, r] ⊆ R[a, δa] için

vol(F (R[b, r])) ≤ ε vol(R[b, r])

olur.
Kan�t: F (x) = (f1(x), · · · , fn(x)) olsun. a ∈ C bir kritik nokta oldu§un-

dan F fonksiyonunun koordinatlar�ndan birinin bu noktadaki gradyan vektörü
di§er koordinatlar�n gradyan vektörlerinin bir do§rusal birle³imi olacakt�r. Ge-
nellikten hiçbir ³ey kaybetmeden baz� c1, · · · , cn−1 gerçel say�lar� için

∇fn(a) = c1∇f1(a) + · · ·+ cn−1∇fn−1(a)

oldu§unu kabul edebiliriz. Bu durumda F fonksiyonunun hacimleri koruyan

L(x1, · · · , xn−1, xn) = (x1, · · · , xn−1, xn − c1x1 − · · · − cn−1xn−1)

do§rusal fonksiyonu ile birle³imini alarak, L ◦F , ∇fn(a) = 0 oldu§unu kabul
edebiliriz. Öteleme fonksiyonlar� da hacimleri korudu§u için a = 0 ve F (0) =
0 oldu§unu kabul edebiliriz. Her x ∈ R[0, 1] ve her i = 1, · · · , n için,
‖∇fi(x)‖ ≤ M olacak ³ekilde bir M > 0 gerçel say�s� seçelim. �imdi de her
x ∈ R[0, δ0] için, ‖∇fn(x)‖ ≤ ε/(Mn−1

√
nn) olacak ³ekilde bir 1 > δ0 > 0

say�s� seçelim.
Her x, b ∈ R[0, δ0] noktalar� için, t 7→ fi(tx + (1 − t)b), t ∈ [0, 1],

fonksiyonuna Analizin Temel Teoremi'ni uygulayarak

fi(x)− fi(b) =

∫ 1

0
(x− b) · ∇fi(sx+ (1− s)b) ds

ve buradan da

|fi(x)− fi(b)| ≤
∫ 1

0
‖x− b‖‖∇fi(sx+ (1− s)b)‖ ds

elde ederiz. O halde, x ∈ R[b, r] ⊆ R[0, δ0] olmak üzere her i = 1, · · · , n− 1
için,

|fi(x)− fi(b)| ≤ rM
√
n ve |fn(x)− fn(b)| ≤ rε

√
n/(Mn−1

√
nn)
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olur. Ba³ka bir deyi³le F (R[b, r]) görüntü kümesi

F (b) + ([−rM
√
n, rM

√
n]n−1 × [−rε

√
n/(Mn−1

√
nn), rε

√
n/(Mn−1

√
nn)])

çarp�m kutusunun içinde kal�r. Bu kutunun hacmi ise tam olarak

ε 2nrn = ε vol(R[0, r])

say�s�d�r. Dolay�s�yla iddian�n kan�t� tamamlanm�³ oldu.
�imdi tekrar teoremin kan�t�na dönelim. In = [0, 1] × · · · × [0, 1] ile Rn

içindeki birim küpü gösterelim. Rn birim küpün say�labilir çoklukta ötelenmi³
kopyas�n�n birle³imi olarak yaz�labilece§i için, f(In∩C) kümesinin ölçümünün
s�f�r oldu§unu göstermek teoremi kan�tlamak için yeterli olacakt�r. Kritik nok-
talar kümesi kapal� oldu§undan In ∩ C kümesi t�k�zd�r. Rastgele bir ε > 0
say�s� alal�m. Yukar�daki iddian�n ko³ullar�n� sa§layan sonlu tane aç�k küp ile
In ∩ C t�k�z kümesini örtelim. Bu sonlu aç�k örtünün bir λ > 0 Lebes-
gue say�s� alal�m. Birim küpü paralel hiperdüzlemler ile her bir kenar uzunlu§u
λ/(2
√
n)'den daha küçük olan küplere ay�ral�m. Bu durumda bu küçük küpler-

den kritik küme ile bo³ kümeden farkl� bir ³ekilde kesi³en her biri yukar�da
buldu§umuz sonlu adet aç�k küplerden birinin içinde kalacakt�r. O halde, elde
etti§imiz yeni küplerin hacimleri toplam� birim küpün hacminden fazla olamaz
ve dolay�s�yla vol(f(In∩C)) ≤ ε olur. Ba³ka bir deyi³le, f(In∩C) kümesinin
ölçümü s�f�rd�r.

Durum 2) n < m. Bu durumda F : Rn → Rm fonksiyonunun tüm
görüntüsü kritik de§erlerden olu³acakt�r. Di§er bir deyi³le, F (Rn) ⊆ Rm alt
kümesinin ölçüsünün s�f�r oldu§unu göstermeliyiz.

G : Rm → Rm, G(x1, · · · , xn, xn+1, · · · , xm) = F (x1, · · · , xn)

ile verilen fonksiyonu dü³ünelim. Bir önceki durumdan G fonksiyonunun kritik
de§erler kümesinin ölçüsü s�f�rd�r. Di§er taraftan, bu fonksiyonun türevi hiçbir
noktada örten de§ildir ve bundan dolay� G(Rm) = F (Rn) görüntü kümesinin
ölçümü s�f�rd�r.

Durum 3) n > m. �lk önce n = m durumunda kan�tlad�§�m�z iddian�n
bir benzerinin bu durumda da do§ru oldu§unu gösterece§iz. Yukar�da oldu§u
gibi F fonksiyonunun hacimleri koruyan

L(x1, · · · , xm−1, xm) = (x1, · · · , xm−1, xm − c1x1 − · · · − cm−1xm−1)

do§rusal fonksiyonu ile bile³kesini alarak, L ◦F , ∇fm(a) = 0 oldu§unu kabul
edebiliriz. Öteleme fonksiyonlar� da hacimleri korudu§u için a = 0 ve F (0) =
0 oldu§unu kabul edebiliriz.

Fonksiyonumuzun son koordinat� olan fm fonksiyonunu yeterince küçül-
tebilmek için Ortalama De§er Teoremi yerine Taylor aç�l�m� kullanaca§�z. k >
n−m+ 1 olacak ³ekilde bir pozitif k tek say�s� seçelim ve φ(x1, · · · , xn) =



86 Türevlenebilir Manifoldlar

(xk1, · · · , xkn) ile tan�mlanan φ : Rn → Rn fonksiyonunu dü³ünelim. Bu fonk-
siyon B[0, 1] küpünün türevlenebilir bir homeomor�zmas�d�r. Ayr�ca zincir
kural�ndan F : B[0, 1] → Rm fonksiyonun kritik de§erlerinin kümesi F ◦ φ
bile³ke fonksiyonun kritik de§erler kümesinin bir alt kümesidir. Dolay�s�yla F
yerine F ◦φ ile çal�³abiliriz. Bu sayede fm fonksiyonunun x = 0 noktas�nda
derecesi en fazla k olan tüm k�smi türevleri s�f�r olacakt�r.

�imdi yine her x ∈ R[0, 1] için, ‖∇fi(x)‖ ≤M olacak ³ekilde bir M > 0
gerçel say�s� seçelim. Her x, b ∈ R[0, 1] noktalar� için

t 7→ fi(tx+ (1− t)b) , t ∈ [0, 1] ,

fonksiyonuna Analizin Temel Teoremi'ni uygulayarak

fi(x)− fi(b) =

∫ 1

0
(x− b) · ∇fi(sx+ (1− s)b) ds

ve buradan da

|fi(x)− fi(b)| ≤
∫ 1

0
‖x− b‖‖∇fi(sx+ (1− s)b)‖ ds

elde ederiz. O halde, her x, b ∈ R[0, 1] ve i = 1, · · ·m− 1 için,

|fi(x)− fi(b)| ≤M‖x− b‖

olur.
fm fonksiyonuna x0 = 0 noktas�nda Taylor Teoremi'ni uygulayarak her

x ∈ B[0, 1] için |fm(x)| ≤ C(x)‖x‖k olacak ³ekilde bir C(x) ≥ 0 say�s�
bulabiliriz. Asl�nda C(x) fonksiyonu, C(0) = 0 ko³ulunu sa§layan sürekli
bir fonksiyon olarak seçilebilir (bkz. Önerme 1.2.12). Di§er taraftan C(0) = 0
oldu§undan öyle bir δ0 > 0 say�s� seçebiliriz ki, her 0 < δ ≤ δ0 ve her
x ∈ B[0, δ] için,

C(x) ≤ 2n−m ε

δk−n+m−1 Mm−1
√
nk

olur. O halde, her x ∈ B[0, δ] için,

2 |fm(x)| ≤ 2 C(x)‖x‖k ≤ 2n−m+1 ε

δk−n+m−1 Mm−1
√
nk

δk
√
nk

olur.
Son olarak bu s�n�rlamalar� kullanarak Rn içindeki hacmi 2nδn olan

B[0, δ] küpünün görüntüsünün Rm içindeki hacmi için

vol(F (B[0, δ])) ≤ 2m−1Mm−1δm−1 ε 2n−m+1 δn−m+1

Mm−1
= ε 2n δn

elde edilir. Böylece iddian�n kan�t� tamamlanm�³ oldu. Kan�t�n geri kalan� yine
n = m durumuna benzer ³ekilde yap�labilir: n = m durumunun kan�t�n�n
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sonunda elde edilen, her bir kenar uzunlu§u λ/(2
√
n)'den daha küçük olan

küplerden kritik küme ile bo³ kümeden farkl� bir ³ekilde kesi³en küpleri, bu
küpleri içeren, merkezi kritik küme üzerinde bulunan ve her bir kenar uzunlu§u
λ/
√
n olan küplerle de§i³tirelim. Bu son de§i³iklik küplerin hacimlerini 2n

kat�na ç�kartacakt�r. Dolay�s�yla, ba³lang�çta bize verilen ε say�s�n� ε/2n ile
de§i³tirerek kan�t� tamamlar�z. 2

�imdi de Sard Teoremi'nin n = 2 > 1 = m durumu için farkl� teknikler
kullan�lan bir ba³ka kan�t�n� verece§iz: Verilen bir f : R2 → R fonksiyonunun
kritik noktalar�n�n olu³turdu§u C kümesinden bir p ∈ C noktas� alal�m. Yu-
kar�da yapt�§�m�z gibi öteleme kullanarak p = (0, 0) ve f(0, 0) = 0 oldu§unu
kabul edelim. Ayr�ca fonksiyonun bu noktadaki gradyan vektörünün türevinin
de örten olmad�§�n� kabul edelim. Ba³ka bir deyi³le,

q 7→ ∇f(q) =

(
∂f

∂x1
(q),

∂f

∂x2
(q)

)
fonksiyonunun p = (0, 0) noktas�ndaki

D∇(f)(p) =

 ∂2f
∂x21

(p) ∂2f
∂x1∂x2

(p)

∂2f
∂x1∂x2

(p) ∂2f
∂x22

(p)

 =

(
A(p) B(p)
B(p) C(p)

)
türev fonksiyonu bir izomor�zma olmas�n. Bu tipteki kritik noktalar�n küme-
sini C ′ ile gösterelim. Rank ko³ulu kapal� bir ko³ul oldu§undan C ′ kü-
mesi kapal�d�r. Alanlar� koruyan ortogonal bir koordinat de§i³iminden sonra
B(p) = C(p) = 0 oldu§unu kabul edebiliriz. Ayr�ca her q ∈ B[0, 1] için,
|A(q)| ≤ M olacak ³ekilde bir M > 0 say�s� seçelim. Rastgele bir ε > 0
say�s� alal�m. a/b ≤ ε/(3M) olacak ³ekilde pozitif a/b oran� seçelim. Her
q = (q1, q2) ∈ B[0, δ] için |B(q)| ≤ ε/6 ve |C(q)| ≤ ε a/(3b) olacak ³e-
kilde 0 < δ ≤ 1 say�s� seçelim. δ > 0 say�s� p noktas�na ba§l� görünse
de A, B, C fonksiyonlar� sürekli oldu§undan, t�k�z bir bölgede noktadan
ba§�ms�z bir ³ekilde belirlenebilir.

Oran�n� yukar�daki gibi sabitledi§imiz ve 0 < a, b ≤ δ olacak ³ekilde
seçilen a ve b say�lar�n�n belirledi§i Rp = {(x1, x2) | |x1| ≤ a, |x2| ≤ b}
dikdörtgenini dü³ünelim. Bu durumda her q = (x1, x2) ∈ Rp noktas� için,
Taylor Teoremi'nden p ve q noktalar�n� birle³tiren do§ru parças� üzerinde
öyle bir q′ noktas� vard�r ki

f(q) = f(p) +∇f(p) · (x1, x2) +A(q′)x2
1 + 2B(q′)x1x2 + C(q′)x2

2

olur. Buradan

|f(q)| ≤ M |x1|2 + 2|B(q′)||x1x2|+ |C(q′)||x2
2|

≤ ε ab/3 + ε ab/3 + ε ab/3

= ε ab
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elde ederiz. O halde, f(Rp) kapal� aral�§�n�n boyu en fazla 2ε ab = ε vol(Rp)/2
olur.

Rp dikdörtgeninin her kenar�n� N e³ parçaya bölerek kenar uzunluklar�
oran� halen a/b olan N2 adet dikdörtgen elde ederiz. Bu dikdörtgenlerden
C ′ kümesi ile kesi³en her biri için yukar�daki hesab� yapabiliriz. Asl�nda kritik
nokta bu dikdörtgenlerin merkezi yerine herhangi bir yerinde olabilece§i için
bu küçük dikdörtgenlerden herhangi bir R dikdörtgeninin f fonksiyonu
alt�ndaki görüntüsünün uzunlu§u en fazla 2ε vol(R) olacakt�r.

�imdi fonksiyonu t�k�z [0, 1]× [0, 1] alt kümesine k�s�tlayal�m. Her p ∈ C ′
noktas� etraf�na çizdi§imiz bu Rp dikdörtgenlerinin iç bölgeleri C ′ t�k�z
kümesinin aç�k bir örtüsünü verecektir ve dolay�s�yla bu dikdörtgenlerden son-
lu tanesi, R1, · · · , Rl, C ′ t�k�z kümesini örtecektir. Di§er taraftan C − C ′
kümesindeki kritik noktalar izole noktalardan olu³maktad�r. O halde C − C ′
kümesinin bu dikdörtgen bölgeler d�³�nda kalan nokta say�s� sonlu olmal�d�r.
Ba³ka bir deyi³le bu dikdörtgen bölgeler d�³�nda kalan kritik noktalar� ihmal
edebiliriz.

R1, · · · , Rl dikdörtgenlerinin çevrelerinin toplam� sonlu bir say� olacakt�r.
Bu durumda dikdörtgenlerin çevrelerini olu³turan do§ru parçalar�n�n bir ρ > 0
kom³ulu§unun, diyelim ki U olsun, f alt�ndaki görüntüsünün ölçümünün ε
say�s�ndan küçük oldu§unu kabul edebiliriz. O halde, R1 ∪ · · · ∪Rl−U küme-
sinin her topolojik bile³eni bu dikdörtgenlerden birinin içinde kalacakt�r. Her
topolojik bile³en için bu bile³eni içeren bir dikdörtgen seçelim ve daha sonra
bu dikdörtgeni yeterince küçük e³ parçalara bölelim, öyle ki bu küçük e³ dik-
dörtgenlerin kö³egen uzunlu§u ρ say�s�ndan da küçük olsun. Bu sayede bu
küçük dikdörtgenlerden büyük dikdörtgenin kenarlar�yla kesi³enler U küme-
sinin içinde kalacakt�r. O halde, R1∪· · ·∪Rl−U kümesinin, iç bölgeleri ayr�k
olan dikdörtgen bölgelerin birle³iminin içinde kald�§�n� kabul edebiliriz.

Son olarak, f(U) kümesinin ölçümünün en fazla ε olaca§�n� kullanarak
kan�t� m = n durumundaki gibi tamamlayabiliriz. 2

2.2.3 Manifoldlar�n Gömülmesi

Bu bölümde birimin ayr�³�m� ve Sard Teoremi yard�m�yla n-boyutlu bir ma-
nifoldun R2n+1 içine gömülebilece§ini gösterece§iz. A³a§�daki teoremde bu
sonuç t�k�zl�k ko³ulu alt�nda kan�tlanmaktad�r. Al�³t�rma 7 ise genel durum
için bir kan�t sa§lamaktad�r.

Teorem 2.2.6. M n-boyutlu türevlenebilir t�k�z bir manifold ise düzgün bir
fonksiyon ile R2n içine bire bir dald�r�labilir ve R2n+1 içine gömülebilir.

Kan�t : �lk önce bu manifoldun yeterince büyük bir N do§al say�s� için
RN içine gömülebildi§ini gösterelim. Bunun için her p ∈M noktas� etraf�nda
bir φp : Up → Rn koordinat sistemi seçelim öyle ki φp(Up) ⊆ B(0, 1) olsun.
Ayr�ca p ∈ Vp ⊆ Up ko³ulunu sa§layan bir Vp aç�k kümesi üzerinde bir
de§erini, Up kümesi d�³�nda s�f�r de§erini ve Up − Vp üzerinde de birden
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küçük pozitif de§erler alan türevlenebilir bir ρp : M → [0, 1] fonksiyonu
seçelim. Bu durumda

Φp : M → B(0, 1) ⊆ Rn , p 7→ ρ(p)φ(p) ,

fonksiyonu Vp aç�k kümesi üzerinde görüntüsüne bir difeomor�zmad�r. M
manifoldu t�k�z oldu§undan sonlu tane p1, · · · , pk ∈ M noktas� için M =
Vp1 ∪ · · · ∪ Vpk olacakt�r. N = kn+ k olmak üzere

F : M → RN , p 7→ (Φp1(p), · · · ,Φpk(p), ρp1(p), · · · , ρpk(p)) ,

ile tan�mlanan F fonksiyonu bir dald�rma fonksiyonudur. Bu fonksiyonun
bire bir oldu§u ise kolayca görülür. M t�k�z oldu§u için elde etti§imiz bire bir
dald�rma fonksiyonu ayn� zamanda topolojik ve dolay�s�yla türevlenebilir bir
gömme fonksiyonudur. O halde, art�k Mn ⊆ RN oldu§unu kabul edebiliriz.

N > 2n+ 1 oldu§unu kabul edelim ve ³u fonksiyonlar� dü³ünelim:

ψ1 : M ×M × R→ RN , (x1, x2, λ) 7→ λ(x1 − x2)

ve
ψ2 : T∗M → RN , (x, v) 7→ v, (x, v) 7→ TxM ⊆ TxRN ∼= RN .

N do§al say�s� dim(M ×M ×R) = 2n+ 1 ve dim(T∗M) = 2n say�lar�ndan
büyük oldu§u için bu fonksiyonlar�n görüntü kümelerinin RN içindeki ölçüm-
leri s�f�r olacakt�r. O halde, bu iki fonksiyonun görüntü kümelerinin d�³�nda
bir v ∈ RN vard�r. Γv ile bu vektörü normal vektör kabul eden hiperdüz-
lemi gösterelim. Fonksiyonlar�n ve v vektörünün seçiminden dolay� RN 'nin
Γv hiperdüzlemine dik izdü³ümü M manifoldundan Γv = RN−1 içine bire
bir dald�rma verecektir. Ayr�ca manifold t�k�z oldu§u için bu bire bir dald�rma
asl�nda bir gömülmedir. Ayn� ³ekilde devam ederek N − (2n + 1) ad�mda
manifoldu R2n+1 içine gömebiliriz. N = 2n+ 1 oldu§unda da v ∈ RN vek-
törünü ψ2 fonksiyonunun görüntüsü d�³�ndan seçerek R2n içine bir dald�rma
fonksiyonu elde ederiz. Böylece teoremin kan�t� tamamlanm�³ oldu. 2

Yukar�da verilen kan�t�n ilk k�sm� t�k�z olmayan manifoldlar için genelde
çal�³maz çünkü böyle bir manifold sonlu tane koordinat sistemi ile örtülemeye-
bilir. Ayr�ca a³a§�daki örnekte oldu§u gibi herhangi bir RN içine gömülmü³
t�k�z olmayan bir manifoldun hiçbir hiperdüzleme dik izdü³ümü (bire bir dald�r-
ma verse dahi) gömülme olmayabilir.

Di§er taraftan, Al�³t�rma 7 t�k�zl�k ko³ulu olmadan manifodlar�n gömüle-
bilece§ini göstermektedir.

Örnek 2.2.7. Her N > 2 do§al say�s� için düzgün öyle bir f : R → RN
gömülmesi vard�r ki bu gömülmenin hiçbir Γ hiperdüzlemine dik izdü³ümü
P ◦ f : R → Γ = RN−1 düzgün bir fonksiyon de§ildir. Bunun için RN için-
deki tüm tam say� koordinatl� noktalar� p0, p1, · · · , pn, · · · olarak s�ralayal�m
öyle ki her n ∈ N için ‖pn+1‖ ≥ ‖pn‖ olsun. Daha sonra p0 noktas�n�
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p1 ve p2 noktalar�na birer e§ri ile ba§layal�m. Bundan sonra p1 noktas�n�
p3 noktas�na, p3 noktas�n� p5 noktas�na ba§lay�p devam ederek tüm tek say�
endeksli noktalar� bu ³ekilde birbirine ba§layal�m. Benzer ³ekilde p2 noktas�n�
p4 noktas�na ve bu noktay� da p6 noktas�na ba§layarak çift say� endeksli tüm
noktalar� birbirine ba§layal�m. Di§er taraftan, pn noktas�n� pn+2 noktas�na
ba§layan e§riyi yar�çaplar� ‖pn‖− 1 ve ‖pn+2‖+ 1 olan yuvarlar�n aras�nda
kalacak ³ekilde seçelim. Uç uca eklenen bu e§rileri türevlenebilir bir e§ri olarak
seçebiliriz. Dahas� bu e§ri gerçel eksenin RN içine düzgün bir gömülmesi-
ni verir. Bu e§rinin hiçbir hiperdüzleme dik izdü³ümünün düzgün olmad�§�n�n
gösterilmesini okuyucuya b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 11). Di§er taraftan yu-
kar�da verilen kan�ta göre bu e§rinin hemen hemen her hiperdüzleme dik iz-
dü³ümü bire bir dald�rma fonksiyonudur. Dolays�yla, yukar�da verdi§imiz kan�t
t�k�z olmayan manifoldlarda geçerli olmayacakt�r. T�k�z olmayan manifoldlar�n
gömülmesi i³lemi farkl� teknikler gerektirmektedir.

2.3 Türevlenebilir Formlar ve Stokes Teoremi

Bu bölümde manifoldlar üzerindeki en temel nesnelerden biri olan türevle-
nebilir formlar� inceleyece§iz. Türevlenebilir formlar�n türev ve integrallerini
tan�mlad�ktan sonra Analizin Temel Teoremi'nin manifoldlar üzerindeki ge-
nellemesi olan Stokes Teoremi'ni verece§iz. Stokes Teoremi'nin geometrik ve
topolojik sonuçlar�n� ise kitab�n ilerleyen bölümlerinde ele alaca§�z.

2.3.1 Türevlenebilir Formlar

U ⊆ Rn içinde aç�k bir küme olmak üzere U üzerinde X gibi bir vektör
alan�n� T∗U → U te§et demetinin bir kesiti olarak tan�mlam�³t�k: A1, · · · , An,
U üzerinde türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere

X(p) = A1(p)
∂

∂x1
|p + · · ·+An(p)

∂

∂xn
|p.

Verilen bir p ∈ U noktas� için V = TpU te§et uzay�n�n dualini V ∗ = T ∗pU
ile gösterelim. E§er x1, · · · , xn U aç�k kümesi üzerinde bir koordinat sistemi
ise ∂

∂xk
|p te§et vektörünün Kronecker dualini dxk |p ile gösterelim. O halde,

her 1 ≤ i, j ≤ n için

dxi|p

(
d

dxj
|p
)

= δij

olur. Bu vektör uzay�n� e³te§et uzay� diye adland�raca§�z. Te§et demetinde
oldu§u gibi e³te§et uzaylar�n�n birle³imi e³te§et demetini verecektir. T ∗U =
∪p∈UT ∗pU ile gösterece§imiz e³te§et demetinin türevlenebilir bir

ω(p) = a1(p) dx1|p + · · ·+ an(p) dxn|p

kesitine U üzerinde bir türevlenebilir 1-form diyece§iz.
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Benzer ³ekilde de§i³meli k-tensörlerin olu³turdu§u Altk(T ∗pU) vektör uzay-
lar�n�n birle³imlerini de§i³meli k-tensör demeti olarak adland�raca§�z. Bu de-
metin türevlenebilir

ω(p) =
∑

1≤i1<···<ik≤n
ai1,··· ,ik(p) dxi1 |p ∧ · · · ∧ dxik |p

kesitine U üzerinde türevlenebilir bir k-form denir. Tüm k-formlar�n uzay�
ise Ωk(U) ile gösterilir. De§i³meli s�f�r tensörler uzay� ise U üzerindeki türev-
lenebilir fonksiyonlar�n olu³turdu§u Ω0(U) = C∞(U) vektör uzay� olacakt�r.
Noktasal olarak her Altk(T ∗pU) vektör uzay� sonlu boyutlu olsa da Ωk(U)
uzay� sonsuz boyutlu olacakt�r.

Bu noktadan itibaren gösterimi basitle³tirmek için
∂

∂xk
|p ve dxk |p yerine

sadece
∂

∂xk
ve dxk yazaca§�z.

Örnek 2.3.1. R3 üzerinde türevlenebilir

ω(x, y, z) = x2y dx ∧ dy + (z − x) dy ∧ dz + dz ∧ dx

2-formunu ele alal�m. Bu forma iki tane türevlenebilir vektör alan� yedirelim:

X(x, y, z) = 3(x+y)
∂

∂x
−ex ∂

∂y
+
∂

∂z
ve Y (x, y, z) = 2xz

∂

∂y
−sinx

∂

∂z
olmak

üzere R3 üzerinde

ω(X,Y )(x, y, z) = 6x3yz(x+ y) + (z − x)(ex sinx− 2xz) + 3(x+ y) sinx,

türevlenebilir fonksiyonunu elde ederiz.

Türevlenebilir formlar�n d�³ çarp�mlar� do§rusal cebir k�sm�nda (Ünite 1.3)
vermi³ oldu§umuz noktasal çarp�m ile tan�mlan�r: Her ω ∈ Ωk(U) ve ν ∈
Ωl(U) için ω ∧ ν ∈ Ωk+l(U) (ω ∧ ν)(p) = ω(p)∧ ν(p), p ∈ U , ile tan�mlan�r.
E§er ω ve ν U üzerinde birer k ve l form ise

ω ∧ ν = (−1)klν ∧ ω

oldu§u kolayca görülür.

Örnek 2.3.2. ω(x, y, z) = (x + y) dx + y3 dy − dz ve ν(x, y, z) =
z2 dx + dy − 5xyz dz olsun. Bu durumda

(ω ∧ ν)(x, y, z) = (x+ y − y3z2) dx ∧ dy +

(1− 5xy4z) dy ∧ dz + (5xyz(x+ y)− z2) dz ∧ dx

olur. Asl�nda R3 üzerindeki her iki form iki tane bir formun d�³ çarp�m�na
e³ittir (bkz. Al�³t�rma 12).

Bir manifold üzerinde türevlenebilir formlar� tan�mlamadan önce formlar�n
fonksiyonlar alt�nda nas�l davrand�§�n� görelim.
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2.3.2 Geri Çekme

L : W1 → W2 vektör uzaylar� aras�nda do§rusal bir fonksiyon olmak üzere
bu fonksiyonun dualini L∗ : W ∗2 → W ∗1 gösterelim. O halde, her f ∈ W ∗2
ve v ∈ W1 için L∗(f)(v) = f(L(v)) olur. Bu durumda U ⊆ Rn ve
V ⊆ Rm aç�k kümeler ve φ : U → V türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere
bu fonksiyonun bir p ∈ U noktas�ndaki türevinin, Dφp : TpU → Tφ(p)V ,
dualini (Dφp)

∗ : T ∗φ(p)V → T ∗pU ile gösterelim. �imdi V üzerinde tan�ml� bir

ω ∈ Ωk(V ) k-formu alal�m. Bu durumda

φ∗(ω)(p)(v)
.
= ω(φ(p))((Dφp)(v)),

p ∈ U ve v ∈ TpU , ile Rn üzerinde tan�mlanan k-forma ω formunun φ ile
geri çekmesi denir ve φ∗(ω) ile gösterilir. Ayr�ca, geri çekme ve d�³ çarp�m
noktasal i³lemler olduklar� için do§rusal cebir bölümünde görmü³ oldu§umuz
özelliklerden dolay� φ∗(ω ∧ ν) = φ∗(ω) ∧ φ∗(ν) olur.

U ⊆ Rn aç�k bir alt küme olmak üzere f : U → R türevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Her (x1, · · · , xn) ∈ U için y = f(x1, · · · , xn) ise (y ile R
üzerindeki koordinat� gösteriyoruz) v =

∑
i vi

∂
∂xi
∈ TpU olmak üzere

(f∗(dy))(v) = dy((Df)p(v)) =
∑
i

∂f

∂xi
vi

olur. Bu 1-forma f 'nin diferansiyeli denir ve df ile gösterilir.
Bunu kullanarak geri çekme i³lemini pratik bir hesaba dönü³türebiliriz:

�imdi F : U → V ⊆ Rm, x 7→ F (x) = y = (f1(x), · · · , fm(x)) türevlenebilir
bir fonksiyon ve ω =

∑
I=(i1<···<ik)

aI(y) dyI ∈ Ωk(V ) bir k-form olsun. Bu

durumda yukar�daki aç�klamalardan dolay�

aI(y)dyI = aI(y)dyi1 ∧ · · · ∧ dyik
ise

F ∗(aI(y)dyI) = (aI ◦ F )(x) F ∗(dyi1) ∧ · · · ∧ F ∗(dyik)

= (aI ◦ F )(x) dfi1 ∧ · · · ∧ dfik
elde ederiz. Dolay�s�yla, F ∗(ω) =

∑
I=(i1<···<ik)

aI(F (x)) dfI olur.

Uyar� 2.3.3. Son olarak, e§er U, V ⊆ Rn ve

ω = a(y)dy1 ∧ · · · ∧ dyn ∈ Ωn(V )

ise dyi = dfi =
∑
j

∂fi
∂xj

dxj ve dolay�s�yla

φ∗(ω) = a(F (x)) det

(
∂(f1, · · · , fn)

∂(x1, · · · , xn)

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

olur.
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Örnek 2.3.4. S1 = {(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + y2 = 1} düzlemdeki birim çember

olmak üzere ω =
x dy − y dx
2π(x2 + y2)

∈ Ω(R2 − {(0, 0)}) ve

F : R3 − S1 → R2 − {(0, 0)}, (x, y, z) 7→ (x2 + y2 − 1, z)

³eklinde tan�mlanan fonksiyon olsun. Bu durumda

F ∗(ω) =
(x2 + y2 − 1) dz − z (2x dx+ 2y dy)

2π [(x2 + y2 − 1)2 + z2]
∈ Ω(R3 − S1)

elde ederiz.

Geri çekme i³leminin tan�m�ndan kolayca görülece§i gibi herhangi iki fonk-
siyonun bile³kesi için (F ◦G)∗(ω) = G∗(F ∗(ω)) olur.

2.3.3 Manifoldlar Üzerinde Türevlenebilir Formlar

M atlas� {ϕα : Uα → Vα} olan türevlenebilir bir manifold olsun. Bu durumda,
manifoldu

M = ∪α Uα ' ∪̇α Vα /x ∼ (ϕβ ◦ ϕ−1
α )(x)

ve te§et demetini de

T∗M = ∪α T∗Uα
' ∪̇α Vα × Rn /(x, v) ∼ ((ϕβ ◦ ϕ−1

α )(x), D(ϕβ ◦ ϕ−1
α )x(v))

³eklinde ifade edebiliriz. Benzer ³ekilde manifoldun geçi³ fonksiyonlar�n�n tü-
revlerinin duallerini kullanarak e³te§et demetini

T ∗M = ∪α T ∗Uα
' ∪̇α Vα × Rn /(x, (D(ϕβ ◦ ϕ−1

α )x)∗(ω)) ∼ ((ϕβ ◦ ϕ−1
α )(x), ω)

ve geri çekme i³lemini kullanarak manifold üzerindeki k-formlar�n demetini,
denklik ba§�nt�s�n� benzer ³ekilde

(x, (D(ϕβ ◦ ϕ−1
α )x)∗(ω)) ∼ ((ϕβ ◦ ϕ−1

α )(x), ω)

alarak

Altk(M) = ∪α Altk(Uα)

' ∪̇α Altk(Vα)/ ∼

³eklinde yazabiliriz. Bu vektör demetinin türevlenebilir kesitlerine manifold
üzerindeki türevlenebilir k-formlar denir ve bu formlar�n olu³turdu§u vektör
uzay� Ωk(M) ile gösterilir.
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Örnek 2.3.5. φ : R2 → R4, φ(t1, t2) = (cos t1, sin t1, cos t2, sin t2) ile tan�m-
lans�n. Bu fonksiyonun görüntüsünün torus oldu§u kolayca görülür:

φ(R2) = T 2 = {(x1, y1, x2, y2) ∈ R4 | x2
1 + y2

1 = 1 = x2
2 + y2

2}.

ωi =
xi dyi − yi dxi
2π (x2

i + y2
i )

, i = 1, 2, ifadeleri T 2 üzerinde türevlenebilir 1-formlar

verir. Di§er taraftan, φ∗(ωi) =
dti
2π

ve dolay�s�yla φ∗(ω1 ∧ ω2) =
dt1 ∧ dt2

4π2

olur. A³a§�da üç boyutlu uzay içinde çizilen torus

[(x2 + y2 + z2) + 3]2 = 16(x2 + y2)

denklemi ile verilir. F (x, y, z) =

(√
x2 + y2 − 2, z,

x√
x2 + y2

,− y√
x2 + y2

)
ve F−1(x1, y1, x2, y2) = (x2(2+x1),−y2(2+x1), y1) fonksiyonlar� R3 ve R4

içinde yukar�daki denklemlerle verilen iki ayr� torus aras�nda bir difeomor�z-
mad�r. F ∗(ωi) geri çekme i³lemlerini okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz.

�ekil 2.6: [(x2 + y2 + z2) + 3]2 = 16(x2 + y2)

Örnek 2.3.6. S2 üç boyutlu uzaydaki birim küreyi göstersin. Bu küre üzerinde
ω 2-formu ³u ³ekilde tan�mlans�n: E§er u, v ∈ TpS2 ise

ω(p)(u, v)
.
= (u× v) • p .

E§er p = (x, y, z), u = (u1, u2, u3) ve v = (v1, v2, v3) olarak verilirse

ω(p)(u, v) = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1) • (x, y, z)

olur. Bu durumda

ω = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy

oldu§unu kolayca görürüz.
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2.3.4 D�³ Türev

V ⊆ Rn aç�k bir küme ve ω =
∑
I

aI(x)dxI ∈ Ωk(V ) bir k-form olsun.

dω
.
=
∑
I

daI(x) ∧ dxI ∈ Ωk+1(V )

³eklinde tan�mlanan k + 1-forma ω'n�n d�³ türevi denir. D�³ türev i³leminin
s�kça kullan�lan baz� özellikleri a³a§�daki önermede verilmi³tir.

Önerme 2.3.7. V ⊆ Rm aç�k bir küme ve k, l ∈ N olsun.

1) Her ω1, ω2 ∈ Ωk(V ) için d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2'dir.

2) Her ω ∈ Ωk(V ) ve ν ∈ Ωl(V ) için

d(ω ∧ ν) = dω ∧ ν + (−1)kω ∧ dν

e³itli§i sa§lan�r.

3) d ◦ d = 0.

Kan�t : Sadece üçüncü ifadenin ispat�n� verece§iz. Geri kalan�n� al�³t�rma
olarak okuyucuya b�rak�yoruz. Birinci ifadeden dolay� formun

ω = f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxk

³eklinde oldu§unu kabul edebiliriz. O halde,

dω =
∑
i

∂f

∂xi
dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk
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olur. Bu durumda do§rudan hesap yaparak

d2(ω) = d(dω)

= d

(∑
i

∂f

∂xi
dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

)

=
∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

=

∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

=

∑
i>j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

+

∑
i<j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

=

∑
i>j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

−

∑
i>j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

= 0

elde edilir ve böylece kan�t tamamlan�r. 2

D�³ türevin tan�m�ndan Rn'nin aç�k bir U alt kümesi üzerinde tan�ml�
bir F : U → V ⊆ Rm, x 7→ F (x) = y = (f1(x), · · · , fm(x)) türevlenebilir bir
fonksiyon için

F ∗(dω) = F ∗

(∑
I

daI ∧ dyI

)
=
∑
I

F ∗(daI) ∧ F ∗(dyI)

elde ederiz. Di§er taraftan daI =

m∑
i=1

∂aI
∂yi

dyi oldu§undan

F ∗(daI) =

m∑
i=1

F ∗
(
∂aI
∂yi

dyi

)
=

m∑
i=1

(
∂aI
∂yi
◦ F
)
F ∗(dyi)

=
m∑
i=1

(
∂aI
∂yi
◦ F
)

(dfi) =
m∑
i=1

(
∂aI
∂yi
◦ F
) n∑

j=1

∂fi
∂xj

dxj
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=

n∑
j=1

∂(aI ◦ F )

∂xj
dxj = d(aI ◦ F ) = d(F ∗(aI))

elde ederiz. O halde,

F ∗(dω) =
∑
I

d(F ∗(aI)) ∧ F ∗(dyI)

=
∑
I

d(F ∗(aI)) ∧ dfI

=
∑
I

d (F ∗(aI)dfI) (Önerme 2.3.7)

=
∑
I

d (F ∗(aI dyI))

= d

(
F ∗

(∑
I

aI dyI

))
= d(F ∗(ω))

olur. Ba³ka bir deyi³le, formlar üzerindeki geri çekme ve d�³ türev i³lemleri yer
de§i³tirebilir.

D�³ türev, bu özelli§i sayesinde manifoldlar üzerindeki formlar için de ta-
n�mlanabilir: ω ∈ Ωk(M) M manifoldu üzerinde verilen bir form olsun. E§er
φ : U1 → V1 ve ψ : U2 → V2 bu manifold üzerinde iki koordinat sistemi ise

φ∗(d((φ−1)∗ω)) = (φ ◦ ψ−1 ◦ ψ)∗(d((φ−1)∗ω))

= (ψ−1 ◦ ψ)∗(φ∗(d((φ−1)∗ω)))

= (ψ−1 ◦ ψ)∗(d((φ ◦ φ−1)∗ω))

= (ψ−1 ◦ ψ)∗(dω) = ψ∗(d((ψ−1)∗ω))

olur. Ba³ka bir deyi³le manifold üzerindeki formlar� herhangi bir koordinat
sistemi ile Öklit uzay�na indirip, burada d�³ türevini ald�ktan sonra tekrar ayn�
koordinat sistemi ile manifolda geri çekmek iyi tan�ml� bir i³lemdir.

Uyar� 2.3.8. Bu Önerme 2.3.7 herhangi bir manifold üzerindeki formlar için
de do§rudur (bkz. Al�³t�rma 15).

M türevlenebilir n-boyutlu bir manifold ve ω ∈ Ωk(M) bu manifold
üzerinde bir k-form olsun. E§er dω = 0 ise ω kapal� bir k-formdur denir.
E§er dν = ω olacak ³ekilde bir ν ∈ Ωk−1(M) (k−1)-form varsa ω formuna
bir tam formdur denir. Formlar üzerinde d2 = 0 oldu§undan her tam form
kapal�d�r.
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2.3.5 Manifoldlar�n Yönlendirilmesi

Vektör uzaylar�n�n yönlendirilmesi: V sonlu boyutlu gerçel bir vektör
uzay� olsun. Bu uzay�n β1 = {v1, · · · , vn} ve β2 = {w1, · · · , wn} gibi iki
s�ral� taban� için, e§er A = [I]β2β1 taban de§i³tirme matrisinin determinant�
pozitif bir say� ise bu iki s�ral� tabana denktir denir ve β1 ∼ β2 ile göste-
rilir. E§er β3 bu uzay�n bir üçüncü s�ral� taban� ise [I]β3β1 = [I]β3β2 [I]β2β1 ve

dolay�s�yla det
(

[I]β3β1

)
= det

(
[I]β3β2

)
det
(

[I]β2β1

)
oldu§undan bu ba§�nt� bir

denklik ba§�nt�s�d�r. Bu ba§�nt�n�n her bir denklik s�n�f�na vektör uzay�n�n bir
yönlendirilmesi denir.

Yine det
(

[I]β3β1

)
= det

(
[I]β3β2

)
det
(

[I]β2β1

)
ve her bir β = {v1, v2, · · · , vn}

taban� için β ve β′ = {−v1, v2, · · · , vn} tabanlar� denk olmad�klar�ndan her
gerçel vektör uzay�n�n tam olarak iki tane yönlendirilmesi vard�r.

V = {0} bir noktadan olu³an s�f�r boyutlu bir vektör uzay� üzerinde de
′′+′′ ve ′′−′′ olmak üzere iki yönlendirme tan�mlayaca§�z. Yapay bir tan�m
gibi görünse de bu tan�m�n çok hakl� geometrik bir gerekçesi vard�r: V sonlu
boyutlu gerçel vektör uzay� ve W1, W2 bu uzay�n V = W1 + W2 olacak
³ekilde alt uzaylar� olsun. Her üç uzay�n da yönlendirilmi³ oldu§unu dü³ünelim.
W1 ∩W2 ara kesit vektör uzay�n�n do§al bir yönlendirilmesi var m�d�r?

�lk önce W1 ∩W2 ara kesit vektör uzay�n�n en az bir boyutlu oldu§unu
ve W1 6= V 6= W2 kabul edelim. Bu ara kesit uzay�n�n bir {v1, v2 · · · , vk}
s�ral� taban�n� alal�m. Bu taban� W1 ve W2 yönlendirilmi³ vektör uzaylar�n�n
tabanlar�na geni³letelim:

{u1, · · · , ul, v1, · · · , vk}

W1 uzay�n�n ve
{v1, · · · , vk, ul+1, · · · , un−k}

de W2 uzay�n�n yönlü tabanlar� olsun (bu durumda V n-boyutlu bir uzayd�r).
E§er

{u1, · · · , ul, v1, · · · , vk, ul+1, · · · , un−k}

taban� V uzay� üzerindeki yönlendirmeyle uyumlu ise arakesit vektör uzay�n�
{v1, · · · , vk} s�ral� taban� ile yönlendirelim. Aksi halde yine

{−u1, · · · , ul,−v1, · · · , vk}

W1 uzay�n�n ve
{−v1, · · · , vk, ul+1, · · · ,−un−k}

de W2 uzay�n�n ayn� yönlendirmeyi veren tabanlar� olacakt�r. Fakat bu sefer

{−u1, · · · , ul,−v1, · · · , vk, ul+1, · · · ,−un−k}

taban� V uzay� üzerindeki yönlendirmeyle uyumlu olacakt�r. Bu durumda ara
kesit vektör uzay�n� {−v1, v2, · · · , vk} s�ral� taban� ile yönlendirece§iz.
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E§er W1 veya W2 alt uzay� V 'ye e³it ise (diyelim ki W2 = V olsun,
V 'nin yönlendirmesiyle beraber) W1 ∩W2 = W1 olacakt�r. Dolay�s�yla önceki
paragrafta yazd�§�m�z ³eyler yine geçerli olacakt�r.

Son olarak W1 6= V 6= W2 ve dim(W1) + dim(W2) = n durumu-
nu inceleyelim. Bu durumda W1 ∩W2 = {0} veya ba³ka bir deyi³le V =
W1 ⊕W2 dir. Yine {u1, · · · , ul} W1 uzay�n�n ve {ul+1, · · · , un} de W2

uzay�n�n yönlü tabanlar� olsun. Ara kesit uzay�n�n bir taban� olmad�§� için,
{u1, · · · , ul, ul+1, · · · , un} s�ral� taban� V uzay�n�n yönlendirmesiyle uyumlu
de§ilse bu durumdan kurtulmak mümkün olmayacakt�r. �³te tam da bu du-
rumu ifade etmek amac�yla tek bir noktadan olu³an vektör uzay�n�n yönünü
tan�mlamak için ′′+′′ ve ′′−′′ i³aretlerini kullanaca§�z: E§er

{u1, · · · , ul, ul+1, · · · , un}

s�ral� taban� V uzay�n�n yönlendirmesiyle uyumlu ise W1 alt uzay� W2 ile
pozitif, uyumlu de§ilse negatif olarak kesi³iyor diyece§iz.

Son olarak, arakesit uzay� üzerine bu ³ekilde koydu§umuz yönlendirme
(W1,W2) s�ral� vektör alt uzaylar�n�n bir fonksiyonudur. Ba³ka bir deyi³le,
bu iki alt uzay�n s�ras�n� de§i³tirirsek ara kesit üzerindeki yön de§i³ebilir. Do-
lay�s�yla, W1 ⊕ W2 = V durumunda W1 ∩ W2 = + (art�) oldu§u halde
W2 ∩ W1 = − (eksi) olabilir. Asl�nda, e§er dimV = n = l + (n − l) =
dimW1 + dimW2 ise

W2 ∩W1 = (−1)l(n−l) W1 ∩W2

çünkü {ul+1 · · · , un, u1, · · · , ul} s�ral� taban�ndan {u1, · · · , ul, ul+1 · · · , un}
s�ral� taban�na geçmek için tam olarak l(n−l) tane ard�³�k ikilinin yer de§i³tir-
mesi gerekir.

Örnek 2.3.9. Her karma³�k vektör uzay�n�n gerçel uzay olarak ele al�nd�§�nda
do§al bir yönlendirilmesi vard�r ve bu sayede karma³�k manifoldlar türevlene-
bilir manifoldlar içinde özel bir yere sahiptirler. Bunu ³öyle aç�klayal�m: V
sonlu boyutlu bir karma³�k vektör uzay� olsun. β = {v1, · · · , vn} uzay�n s�ral�
karma³�k bir taban� ise βR = {v1, iv1, · · · , vn, ivn} ayn� uzay�n s�ral� gerçel
bir taban� olur. β′ = {u1, · · · , un} ayn� uzay�n s�ral� ba³ka bir karma³�k taban�
olsun. A = [I]β

′

β karma³�k taban de§i³tirme matrisinin her aij bile³eni yerine
2× 2-lik

αij =

(
Re(aij) −Im(aij)
Im(aij) Re(aij)

)
matrisi yazarak elde edece§imiz 2n × 2n-lik matris AR = [I]

β′R
βR

matrisine
e³it olacakt�r. Bu matrisin determinant�n�n ‖det(A)‖2 oldu§unu ³u ³ekilde
görebiliriz: Yukar�da verdi§imiz 2×2-lik matrislerin olu³turdu§u halka, diyelim
ki R ile gösterilsin, karma³�k say�lar halkas�na izomor�ktir. Ayr�ca, bu halkan�n(

a 0
0 a

)
, a ∈ R ,
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tipindeki elemanlar�n�n olu³turdu§u alt halkas� ise gerçel say�lar halkas�na izo-
mor�ktir. A matrisinin determinant�n� hesaplamak için sat�r ve sütun i³lemleri
yapal�m. Matrisin tersi oldu§u için sonunda bu matrisi

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · det(A)


matrisine dönü³türebiliriz. Bu matris i³lemlerinin kar³�l�klar�n� 2n × 2n-lik
AR matrisine uygularsak sa§ alt kö³edeki 2× 2-lik k�sm�(

Re(det(A)) −Im(det(A))
Im(det(A)) Re(det(A))

)
ve geri kalan k�sm� birim matris olan matrisi elde ederiz. Dolay�s�yla, AR
matrisinin determinant� ‖det(A)‖2 > 0 olur.

Sonuç olarak V karma³�k vektör uzay�n�n herhangi bir s�ral� karma³�k β =
{v1, · · · , vn} taban�na kar³�l�k gelen βR = {v1, iv1, · · · , vn, ivn} gerçel s�ral�
taban�n�n gerçel vektör uzay�na verdi§i yönlendirme ba³lang�çta seçti§imiz β =
{v1, · · · , vn} taban�ndan ba§�ms�zd�r. Bu nedenle bu yönlendirmeye karma³�k
yap�n�n verdi§i kanonik yönlendirme diyece§iz. Karma³�k bir vektör uzay�n�n
her karma³�k alt uzay�n�n da kanonik bir yönlendirmesi olacakt�r. Bunun bir
sonucu olarak da V = W1 ⊕W2 ko³ulunu sa§layan her W1, W2 karma³�k
alt uzaylar� pozitif olarak kesi³ecektir.

Manifoldlar�n yönlendirilmesi:
Verilen bir manifoldun yönlendirilmesini, bu manifoldun her noktas�ndaki

te§et uzay�n�n, noktaya göre de§i³imi sürekli olan bir yönlendirmesini seçmek
olarak tan�mlayabiliriz. Te§et uzaylar� üzerindeki yönlendirmenin noktaya göre
sürekli olmas�n� ise ³u ³ekilde ifade edece§iz: M türevlenebilir bir manifold
olsun. E§er bu manifold üzerinde her α, β ∈ Λ ve her p ∈ ϕα(Uα ∩ Uβ) için
det(D(ϕ−1

α ◦ ϕβ)p) > 0 olacak ³ekilde bir {ϕα : Uα → Vα}α∈Λ atlas� varsa
M manifolduna yönlendirilebilir manifold denir. M bu atlas� ile yönlendiri-
lebilir manifold olsun ve p ∈ M bir nokta olsun. p ∈ Uα olacak ³ekilde bir
koordinat sistemi seçelim. ϕα : Uα → Vα ⊆ Rn, ϕα(p) = (x1(p), · · · , xn(p)),

ise { ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
} s�ral� taban� TpM için bir yönlendirme verir. Koordinat

de§i³im fonksiyonlar�n�n pozitif determinantl� olmas�ndan dolay� p ∈M nok-
tas�n� içeren her koordinat sistemi bu noktada ayn� yönlendirmeyi verecektir.
Rn'nin her aç�k kümesi sadece tek bir koordinat sistemi ile örtülebilece§i için
yönlendirilebilir bir manifolddur.

Ba§lant�l� her manifold en fazla iki farkl� yönlendirmeye sahiptir (bkz. Al�³-
t�rma 16).
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Örnek 2.3.10. Tüm küreler yönlendirilebilir manifoldlard�r. Asl�nda türevle-
nebilir bir manifold hem kendileri hem de ara kesitleri ba§lant�l� iki koordinat
sistemi ile örtülebiliyorsa bu manifold yönlendirilebilirdir. Çünkü e§er koordi-
nat de§i³im fonksiyonunun türevinin determinant� negatif ise (ara kesit ba§lan-
t�l� oldu§u için her noktada negatif olacakt�r) koordinat sistemlerinden birinin
bir koordinat fonksiyonunu −1 ile çarpmak koordinat de§i³im fonksiyonunun
türevinin determinant�n� pozitif yapacakt�r.

Yönlendirilebilir manifoldlar�n çarp�mlar�n�n da yönlendirilebilir oldu§u-
nun gösterilmesini okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 20).
Dolay�s�yla, sonlu tane kürenin çarp�m� da yönlendirilebilir bir manifolddur.

Örnek 2.3.11. Karma³�k manifoldlar�n do§al yönlendirmeleri vard�r ve do-
lay�s�yla her karma³�k manifold yönlendirilebilirdir (bkz. Örnek 2.3.9).

Di§er taraftan gerçel projektif uzaylar içinde sadece tek boyutlu olanlar
yönlendirilebilir manifoldlard�r. Bunu kan�tlayabilmek için biraz haz�rl�k yap-
mam�z gerekiyor. A³a§�daki sonuç yönlendirilebilen manifoldlar�n bir karakte-
rizasyonunu vermektedir.

Teorem 2.3.12. Boyutu n olan türevlenebilir bir M manifoldunun yön-
lendirilebilir olmas� için gerek ve yeter ko³ul M üzerinde hiçbir noktada s�f�r
olmayan bir ω ∈ Ωn(M) formunun var olmas�d�r.

Kan�t : �lk önce M manifoldunun yönlendirilebilir oldu§unu kabul edelim
ve {ϕα : Uα → Vα}α∈Λ yönlendirmeyi veren bir atlas olsun. Rn üzerinde ν =
dx1∧· · ·∧dxn formunu dü³ünelim. Bu durumda her p ∈ Uα∩Uβ noktas� ve bu
noktadaki te§et uzay�n�n her {v1, · · · , vn} s�ral� taban� için ϕ∗α(v1 · · · , vn) ve
ϕ∗β(ν)(v1 · · · , vn) ayn� i³aretli olacakt�r. Bu durumda ωα = ϕ∗α(ν) diferansiyel
formlar�n� bu atlas ile uyumlu bir birimin ayr�³�m�, {ρα : M → [0, 1]}, ile
toplayarak elde edece§imiz ω =

∑
α

ρα ωα formu manifoldun hiçbir noktas�nda

s�f�r olmayacakt�r.
�imdi de manifold üzerinde hiçbir noktada s�f�r olmayan bir ω n-formu

oldu§unu kabul edelim. Manifoldun verilen her p ∈ M noktas� etraf�ndaki
küçük bir yuvarda tan�ml� öyle bir

q 7→ φ(q) = (x1(q), · · · , xn(q))

koordinat sistemi seçelim ki ω
(

∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn

)
> 0 olsun. Bu ³ekilde olu³tu-

rulan atlas M üzerinde bir yönlendirme verecektir. 2

Asl�nda yukar�daki kan�t yönlendirilebilir bir manifold üzerinde yönlendir-
me seçmek ile bu manifold üzerinde s�f�r� olmayan en yüksek boyutlu bir form
seçmenin ayn� ³ey oldu§unu göstermektedir. ω s�f�r� olmayan bir form ise
her te§et uzay�n�n bu form alt�nda pozitif say� veren s�ral� taban�n� seçerek
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manifold üzerinde yönlendirme seçebiliriz. Yönlendirilebilir ve ba§lant�l� her
manifold üzerinde tam olarak iki tane yönlendirme oldu§u aç�kt�r (bkz. Al�³-
t�rma 16). Üzerinde bir yönlendirilme seçilmi³ manifoldlara yönlendirilmi³ ma-
nifoldlar diyece§iz.M yönlendirilmi³ bir manifold ise −M ile ayn� manifoldu
di§er yönlendirmesiyle gösterece§iz.

M ve N yönlendirilebilen n-boyutlu iki manifold olsun. Bu manifoldlar
aras�ndaki bir φ : M → N fonksiyonun yerel difeomor�zma olmas� için gerek
ve yeter ko³ul M üzerinde hiçbir noktada s�f�r� olmayan bir ω ∈ Ωn(N) formu
için φ∗(ω) ∈ Ωn(M) formunun hiç s�f�r� olmamas�d�r. (Bkz. Al�³t�rma 19).

�ki yönlendirilmi³ manifold aras�ndaki bir φ : M → N yerel difeomor-
�zmas� M üzerindeki yönlendirmeyi N üzerindeki yönlendirmeye ta³�yorsa
φ : M → N yerel difeomor�zmas�na yön koruyan denir. E§er manifoldlar�n
üzerindeki yönlendirmeler νM ∈ Ωn(M) ve νN ∈ Ωn(N) gibi iki tane 2-form
yard�m� ile veriliyorsa φ yerel difeomor�zmas�n�n yön koruyan olmas� için
gerek ve yeter ko³ul φ∗(νN ) = f(x)νM olacak ³ekilde bir f : M → (0,∞)
fonksiyonunun var olmas�d�r.

Örnek 2.3.13. Möbius �eridi, MB, yönlendirilemez bir manifolddur. Bunu
görmek için,MB üzerinde bir ω 2-formu alal�m.MB'yi bir bölüm manifoldu
olarak görebiliriz:

R× (0, 1)/(x, y) ∼ (x+ 1, 1− y) , (x, y) ∈ R× (0, 1).

Bu durumda, e§er F : R × (0, 1) → MB bölüm fonksiyonu ise F ∗(ω) bir
2-form olacakt�r. Bu formu F ∗(ω) = f(x, y) dx ∧ dy ³eklinde yazal�m. Di§er
taraftan F ∗(ω) 2-formu (x, y) 7→ (x+ 1, 1− y) dönü³ümü alt�nda de§i³mez
olaca§� için f(x, y) fonksiyonu f(x + 1, 1 − y) = −f(x, y) simetrisine de
sahip olmal�d�r. Dolay�s�yla, bu fonksiyon bir (a, b) noktas�nda pozitif (veya
negatif) de§er al�yorsa (a+1, 1−b) noktas�nda da negatif (veya pozitif) de§er
alacakt�r. f(R × (0, 1)) ba§lant�l� olaca§�ndan s�f�r noktas�n� içeren bir aral�k
olmak zorundad�r. Dolay�s�yla, ω formunun en az bir s�f�r� vard�r. O halde,
MB yönlendirilemez bir manifolddur. Hemen hemen ayn� kan�t MB × Rn
çarp�m manifoldunun da yönlendirilemez oldu§unu gösterir.

Asl�nda biraz daha fazlas�n� kan�tlam�³ durumday�z: E§er türevlenebilir n-
boyutlu bir M manifoldu MB × Rn−2'yi bir alt manifold olarak içeriyorsa
manifold üzerindeki her n-formunun bu alt manifold üzerinde en az bir s�f�-
r� olacakt�r. Dolay�s�yla, M yönlendirilemez bir manifolddur. Örne§in, gerçel
projektif uzay Möbius ³eridini bir alt manifold olarak içerdi§i için yönlendiri-
lemez bir manifolddur.

Benzer bir ³ekilde,M yönlendirilemez bir manifold olmak üzere her M×N
çarp�m manifoldu da yönlendirilemez bir manifolddur (bkz. Al�³t�rma 20).

Örnek 2.3.14 (Örtü Uzaylar�). G grubu türevlenebilir ve yönlendirilmi³ M
manifoldu üzerinde difeomor�zmalarla serbest ve düzgün süreksiz bir ³ekilde
etki etsin, öyle ki bölüm uzay� da manifold olsun (bölüm uzay� Hausdor� ise
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üzerinde do§al bir türevlenebilir yap� olacakt�r). E§er G grubunun içinde-
ki her difeomor�zma M üzerindeki yönü korursa bölüm manifoldu üzerinde
do§al bir yönlendirme vard�r ve bölüm fonksiyonu bu yönlendirmeyi korur. E§er
baz� g ∈ G elemanlar� yönü korumazsa (ters çevirirse) bölüm manifoldu yön-
lendirilemez bir manifold olur (bkz. Al�³t�rma 21).

F : Rn → Rn F (x1, · · · , xn) = (−x1, · · · ,−xn) ters kutupsal difeo-
mor�zmas�n� dü³ünelim. ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn formu olmak üzere F ∗(ω) =
(−1)n ω oldu§u kolayca görülür. Dolay�s�yla bu fonksiyon sadece çift boyutlu
Öklit uzaylar�nda yönü korur.

Benzer ³ekilde, Rn − {0} üzerinde tan�ml� kapal� (bkz. Al�³t�rma 22 ve
Ünite 5, Al�³t�rma 8)

ωSn−1 =

n∑
i=1

(−1)i−1 xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 · · · ∧ dxn

(x2
1 + · · ·+ x2

n)n/2

formunun Sn−1 küresine k�s�tlan�³�n�n hiç s�f�r� yoktur ve dolay�s�yla kü-
re üzerinde bir yönlendirme verir. Fakat bu sefer, F ∗(ωSn−1) = (−1)n ωSn−1

oldu§u için ters kutupsal fonksiyon sadece tek boyutlu kürelerde yönü korur.
Dolay�s�yla sadece tek boyutlu gerçel projektif uzaylar yönlendirilebilir mani-
foldlard�r.

Örnek 2.3.15 (Lens Uzaylar�). Üç boyutlu küreyi iki boyutlu karma³�k birim
kürenin s�n�r� olarak görelim: S3 = {(z1, z2) ∈ C2 | ‖(z1, z2)‖ = 1}. p ve q
aralar�nda asal pozitif tam say�lar ve ξ = e2πi/p olsun. Bu durumda Zp =<
g > sonlu devirli grubu S3 üzerinde serbest bir ³ekilde etki eder: g(z1, z1) =
(ξz1, ξ

qz2). Grup sonlu oldu§u için bölüm uzay� türevlenebilir bir manifolddur.
Grup etkisinin yönü korudu§u kolayca görülebilir. Dolay�s�yla, bölüm manifoldu
da S3 üzerindeki yönlendirme sayesinde yönlü bir manifold olur. Asl�nda,
g∗(ωS3) = ωS3 olur ve dolay�s�yla bu form bölüm uzay� üzerinde de hiçbir
noktada s�f�r� olmayan bir üç form verir. Bu yönlendirilmi³ üç boyutlu bölüm
manifolduna Lens uzay� denir ve L(p, q) ile gösterilir.

F : S3 → S3, (z1, z2) 7→ (z1, z̄2) difeomor�zmas� yönü ters çevirir ve
ayr�ca (F ◦ g ◦F−1)(z1, z2) = (ξz1, ξ

p−qz2) olur. Ba³ka bir deyi³le, üç boyutlu
küre üzerindeki F difeomor�zmas� −L(p, q) ile L(p, p− q) aras�nda yönü
koruyan bir difeomor�zma verir.

Bu bölümü a³a§�daki sonuçla bitirece§iz.

Teorem 2.3.16. M n-boyutlu yönlendirilebilir bir manifold, φ : M → N
türevlenebilir bir fonksiyon ve p ∈ N bir düzgün de§er ise φ−1(p) yönlendi-
rilebilir alt manifolddur.

Kan�t : L = φ−1(p) bo³ küme olmas�n. Her q ∈ L için D(φ)q : TqM →
TpN türev fonksiyonun çekirde§i TqL te§et uzay�d�r. Manifoldun te§et de-
metini uygun Nq ⊆ TqM bir alt uzay olmak üzere TqM = TqL ⊕ Nq

³eklinde yazal�m (örne§in, TqM vektör uzay� üzerine bir iç çarp�m koyup
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Nq ⊆ TqM alt uzay�n� TqL alt uzay�n�n dik tümleyeni olarak seçebiliriz). Bu
durumda (Dφ)q : Nq → TpN bir izomor�zma olacakt�r. TpN te§et uzay�-
n�n {uk+1, · · · , un} gibi bir yönlendirmesini seçelim. O zaman, bu izomor-
�zma yard�m�yla Nq vektör uzay� üzerine {vk+1 = (Dφ)q(uk+1), · · · , vn =
(Dφ)q(un)} yönlendirmesini koyabiliriz. Son olarak TqL uzay� üzerine bir
{v1, · · · , vk} yönlendirmesi koyal�m öyle ki, {v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vn} s�ral�
taban� da TqM = TqL⊕Nq üzerindeki yönlendirme olsun. Bu i³lem noktasal
olsa da asl�nda bir koordinat kom³ulu§unda sürekli bir ³ekilde de yap�labilir:
Uygun koordinat de§i³imleri alt�nda

φ : Rn → Rn−k, (x1, · · · , xn) 7→ (xk+1, · · · , xn)

³eklinde görülecektir. Bu durumda ui =
∂

∂xi
|p ve vi =

∂

∂xi
|q alarak kan�t�

bitirebiliriz. 2

2.3.6 Stokes Teoremi

Stokes Teoremi en kaba anlam�yla, bir manifoldun içinde olanlar� anlamak için
bu manifoldun s�n�r�nda olanlar� anlaman�n yeterli oldu§unu ifade etmektedir.
Bu teoremin en çok bilinen hali Analizin Temel Teoremi'dir: f : [a, b] → R
türevi sürekli bir fonksiyon ise∫ b

a
f ′(x) dx = f(b)− f(a)

olur. Ba³ka bir deyi³le, dω = f ′(x) dx 1-formunun yine 1-boyutlu I =
[a, b] yönlendirilmi³ manifoldu üzerindeki integrali, ω = f(x) 0-formunun bu
manifoldun s�n�r�n� olu³turan 0-boyutlu ∂I = {b+, a−} manifoldu üzerindeki
integraline e³ittir:∫

I
dω =

∫ b

a
f ′(x) dx = f(b)− f(a) =

∑
x∈∂I

f(x) =

∫
∂I
ω .

Stokes Teoremi'nin özü ifadesinde geçen terimleri do§ru tan�mlamaktan iba-
rettir. �imdi bu i³i dikkatli bir ³ekilde yapmaya çal�³aca§�z.

Manifold üzerinde �ntegral: U ⊆ Rn aç�k bir küme ve ω ∈ Ωn(U) olsun.
E§er bu formun s�f�rdan farkl� oldu§u noktalar kümesi,

supp(ω)
.
= {p ∈ U | ω(p) 6= 0} ,

t�k�z ise bu forma t�k�z destekli form denir. Bu formlar�n Ωn(U) içinde olu³-
turdu§u küme bir alt uzayd�r ve Ωn

c (U) ile gösterilir. U üzerindeki her n-form
ω = f(p) dx1∧· · ·∧dxn olarak yaz�labildi§i için supp(ω) = supp(f) olacakt�r.
Bu durumda ω formunun U aç�k kümesi üzerindeki integrali∫

U
ω =

∫
U
f(p) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

.
=

∫
U
f(x1, · · · , xn) dx1dx2 · · · dxn
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Riemann integrali olarak tan�mlan�r. Formun s�f�rdan farkl� oldu§u küme t�k�z
bir kümenin içinde kald�§� için bu bir belirli integraldir ve sonuç sonlu bir say�
olacakt�r.

�ntegralin bu ³ekilde tan�mlanmas�n�n nedeni Rn üzerinde standart yön-

lendirmenin { ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
} s�ral� taban� ile verilmesidir. Ba³ka bir deyi³le,

formlar de§i³kenlerin s�ralamas�na duyarl� olduklar� için integralleri de ancak
yönlendirilmi³ manifoldlarda tan�mlanabilir.

Uyar� 2.3.17. Riemann integralinde de§i³kenlerin s�ras�n� istedi§imiz gibi de§i³ti-
rebiliriz: {i1, · · · , in} = {1, · · · , n} olmak üzere∫

U
f(p) dx1 · · · dxn =

∫
U
f(p) dxi1 · · · dxin .

Di§er taraftan, yukar�daki tan�mda kullan�lan ω formunun

ω = f(p) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

aç�l�m�ndaki koordinatlar�n�n s�ras� önemlidir. Örne§in, ω ∈ Ω2
c(R2) durumun-

da ∫
R2

f(x1, x2) dx2 ∧ dx1 =

∫
R2

(−f(x1, x2)) dx1 ∧ dx2

= −
∫
R2

f(x1, x2) dx1dx2

olur.

U, V ⊆ Rn aç�k kümeler, φ = (φ1, · · · , φn) : U → V yönü koruyan bir
difeomor�zma ve ω = f(p) dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∈ Ωn(V ) olsun. Bu durumda
Uyar� 2.3.3'den dolay�

φ∗(ω) = f(φ(p))
∂(φ1, · · · , φn)

∂(x1, · · · , xn)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

olaca§�ndan ∫
U
φ∗(ω) =

∫
V
ω

e³itli§ini elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le yönü koruyan bir difeomor�zma ile formu
geri çekmek (koordinat sistemini de§i³tirmek) integralin de§erini de§i³tirmez.

Tan�m 2.3.18. M n-boyutlu yönlendirilmi³ bir manifold ve ω ∈ Ωn
c (M)

olsun. Ayr�ca {ϕα : Uα → Vα ⊆ Rn}α∈Λ bu yönlendirmeyi veren bir atlas ve
{ρα : M → [0, 1]} bu aç�k örtü ile uyumlu bir birimin ayr�³�m� olsun. ω'n�n
M manifoldu üzerindeki integrali∫

M
ω
.
=
∑
α∈Λ

∫
Vα

(ϕ−1
α )∗(ρα(p) ω)

olarak tan�mlan�r.
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�ntegralini ald�§�m�z formun s�f�rdan farkl� oldu§u kümenin kapan�³� t�k�z
oldu§u için yukar�daki toplam asl�nda sonlu bir toplamd�r. Yine ayn� neden-
den toplam�n her terimi sonlu bir say�d�r. �ntegralin iyi tan�ml� olabilmesi için
bu tan�m�n seçilen atlas ve onunla uyumlu birimin ayr�³�m�ndan ba§�ms�z ol-
du§unun gösterilmesi gerekmektedir. Ayn� yönlendirmeyi veren ba³ka bir atlas
verildi§inde bu iki atlas�n aç�k kümelerini içeren atlas� göz önüne alal�m. Bu
iki atlas�n aç�k örtüleriyle uyumlu olan birimin ayr�³�mlar� bu yeni atlas�n aç�k
örtüsüyle de uyumlu olacakt�r. O halde, integralin iyi tan�ml� oldu§unu göster-
mek, {ϕα : Uα → Vα ⊆ Rn}α∈Λ atlas�yla uyumlu bir ba³ka {%α : M → [0, 1]}
birimin ayr�³�m� için∑

α∈Λ

∫
Vα

(ϕ−1
α )∗(ρα(p) ω) =

∑
α∈Λ

∫
Vα

(ϕ−1
α )∗(%α(p) ω)

oldu§unu kan�tlamaya denk olacakt�r:

∑
α∈Λ

∫
Vα

(ϕ−1
α )∗(ρα(p) ω) =

∑
α∈Λ

∫
Vα

(ϕ−1
α )∗((

∑
β∈Λ

%β(p)) ρα(p) ω)

=
∑
α∈Λ

∫
Vα

∑
β∈Λ

(ϕ−1
α )∗(%β(p) ρα(p) ω)

=
∑
α,β∈Λ

∫
Vα

(ϕ−1
α )∗(%β(p) ρα(p) ω)

=
∑
α,β∈Λ

∫
Vβ

(ϕ−1
β )∗(%β(p) ρα(p) ω)

=
∑
β∈Λ

∫
Vβ

∑
α∈Λ

(ϕ−1
β )∗(%β(p) ρα(p) ω)

=
∑
β∈Λ

∫
Vβ

(ϕ−1
β )∗((

∑
α∈Λ

ρα(p)) %β(p) ω)

=
∑
β∈Λ

∫
Vβ

(ϕ−1
β )∗(%β(p) ω)

Bu ç�kar�mdaki ilk (benzer ³ekilde son) e³itlik
∑

β∈Λ %β(p) = 1 ifadesinin
sonucudur. �kinci ve alt�nc� e³itlik geri çekme i³leminin toplamsal olmas�ndan
elde edilmi³tir. Benzer ³ekilde üçüncü ve be³inci e³itlikler integralin toplam-
sall�§�n�n sonucudur. Dördüncü e³itlik ise integrali al�nan formun yönü koruyan
(ϕα ◦ ϕ−1

β ) : ϕβ(Uα ∩ Uβ)→ ϕα(Uα ∩ Uβ) difeomor�zmas� ile geri çekmesi ile
elde edilmi³tir (%β(p) ρα(p) ω formu sadece Uα ∩ Uβ aç�k kümesi içinde
s�f�rdan farkl� de§er alabilir).

S�f�r Boyutlu Manifold Üzerinde �ntegral: S�f�r boyutlu bir manifold
ayr�k noktalar kümesidir (bkz. Uyar� 2.1.1). Böyle bir manifold üzerinde yön-
lendirme ise her noktaya ′′+′′ veya ′′−′′ i³areti koymak demektir: σ : M →
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{+,−}. E§er σ(p) = + ise p+ (veya σ(p) = − ise p−) yazaca§�z. Bu
manifoldun sadece t�k�z bir kümesi üzerinde s�f�rdan farkl� de§erler alan bir
f : M → R 0-formunun (fonksiyonunun) integrali ise∫

M
f =

∑
p∈M

σ(p) f(p)

olarak tan�mlan�r. Ayr�k bir kümenin t�k�z alt kümeleri sonlu oldu§undan bu
toplam da sonlu bir toplamd�r.

Örnek 2.3.19. �ki elemanl� M = {a, b} kümesi üzerine dört farkl� yönlen-
dirme koyabiliriz: M1 = {a+, b+}, M2 = {a+, b−}, M3 = {a−, b+} ve son
olarak M4 = {a−, b−}.

S�n�rl� Manifoldlar: Boyutu n olan yar� Öklit uzay�

Hn = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 ≤ 0}

olarak tan�mlan�r. Bu alt uzay�n Rn içindeki s�n�r� ise

∂Hn = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 = 0}

ile gösterilir.
Topolojik manifold tan�m�na benzer bir ³ekilde, Hausdor� ve ikinci say�la-

bilir bir M uzay�, her biri Hn'nin aç�k bir alt kümesine homeomor�k olan
aç�k alt kümelerinin birle³imi olarak yaz�labiliyorsa M 'ye n-boyutlu s�n�rl� to-
polojik manifold denir. Bu homeomor�zmalar kümesini yine {ϕα : Uα → Vα}
ile gösterece§iz ve M topolojik s�n�rl� manifoldunun bir topolojik atlas� diye
adland�raca§�z. E§er bu atlas�n her ϕα : Uα → Vα ve ϕβ : Uβ → Vβ koordinat
sistemi için, geçi³ fonksiyonu

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ),

Rn'nin aç�k kümelerinin bir türevlenebilir fonksiyonuna geni³letilebiliyorsa bu
atlasa türevlenebilir bir atlast�r diyece§iz. M manifoldunun s�n�r�

{p ∈M | baz� α için p ∈ Uα ve ϕα(p) = (0, x2, · · · , xn)}

kümesi olarak tan�mlan�r ve ∂M ile gösterilir.

Önerme 2.3.20. Boyutu n olan s�n�rl� bir manifoldun s�n�r� iyi tan�ml�d�r
ve n− 1-boyutlu bir manifolddur.

Kan�t : Önce önermenin ilk k�sm�n�n do§ru olmad�§�n� kabul edelim. Di§er
bir deyi³le, bir koordinat kom³ulu§una göre s�n�rda olan bir nokta bir ba³ka
koordinat kom³ulu§unda s�n�r noktas� olmas�n. O halde elimizde ³unlar�n ol-
du§unu kabul edebiliriz: U, V ⊆ Rn iki aç�k küme olmak üzere bir f : U∩Hn →
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V ∩ Hn homeomor�zma olsun. Ayr�ca, F : U → V ve G : V → U gibi iki
türevlenebilir fonksiyon vard�r öyle ki F|U∩Hn = f ve G|V ∩Hn = f−1'dir. Son
olarak

f(p) = q = (y1, y2, · · · , yn) 6∈ V ∩ ∂Hn

olacak ³ekilde p = (0, x2, · · · , xn) ∈ U∩∂ Hn bir noktas� vard�r. O halde, y1 <
0 olmal�d�r. Di§er taraftan, U ∩Hn üzerinde G◦F = id oldu§u için DF (p)
türev fonksiyonu bir izomor�zmad�r. Dolay�s�yla, Ters Fonksiyon Teoremi bize
F fonksiyonunun p noktas� etraf�nda bir difeomor�zma oldu§unu söyler.
Fonksiyon sürekli oldu§u için p noktas�n�n bir aç�k kom³ulu§u F alt�nda
V ∩∂Hn kümesinin iç bölgesine gönderilir. Ba³ka bir deyi³le, f−1 fonksiyonu
ilk koordinat� negatif olan baz� noktalar� ilk koordinat� pozitif olan noktalara
gönderir. Bu çeli³ki önermenin ilk k�sm�n�n kan�t�n� tamamlar.

S�n�r�n bir manifold oldu§unu ise ³u ³ekilde görebiliriz. Türevlenebilir F ve
G fonksiyonlar�n�n s�n�rdaki noktalar etraf�nda birer difeomor�zma oldu§unu
yukar�da gördük. Ayr�ca F (U ∩ ∂Hn) = f(U ∩ ∂Hn) ⊆ V ∩ ∂Hn oldu§u-
nu da biliyoruz. O halde, F|U∩∂Hn fonksiyonu manifoldun s�n�r� için ihtiyaç
duydu§umuz koordinat fonksiyonlar�n� verir. 2

Bu önerme hem manifoldun s�n�r�n�n iyi tan�ml� oldu§unu hem de bu kümenin
(n − 1)-boyutlu bir manifold oldu§unu gösterir. Bu manifolda M 'nin s�n�r�
denir ve ∂M ile gösterilir.

Örnek 2.3.21. Rn içindeki birim yuvar�n s�n�r� Sn−1 küresidir.

Örnek 2.3.22. Bir manifoldun s�n�r�, s�n�r� olmayan bir manifolddur.

S�n�rl� manifoldlar�n s�n�rlar�ndaki noktalar�n da te§et uzaylar� vard�r. Bu-
nu ³u ³ekilde görebiliriz. Asl�nda te§et uzay�n�n iyi tan�ml� olmas� konusunda
problem olabilecek tek konu, s�n�rdaki noktalar�n koordinat sistemleri aras�n-
daki geçi³ fonksiyonu ∂Hn uzay�n�n bir aç�k kümesinde tan�ml�yken, bu fonk-
siyonun tüm Öklit uzay� içindeki bir aç�k kümeye geni³lemesinin al�narak te§et
uzay�n�n bu geni³leme yard�m�yla tan�mlan�yor olmas�d�r. Fakat bir geçi³ fonk-
siyonunun birden fazla geni³lemesi olsa da, bunlar�n ∂Hn içinde kalan her
noktadaki türevleri ayn� olacakt�r. Aç�kça söylemek gerekirse, geni³lemelerin
herhangi bir s�n�r noktas�ndaki türevi s�n�r�n üzerindeki ve ilk koordinat�n ne-
gatif oldu§u noktalardaki de§erleri taraf�ndan tamamen belirlenir. Ba³ka bir
deyi³le, geçi³ fonksiyonun ilk koordinat�n�n pozitif oldu§u noktalara nas�l ge-
ni³letildi§i fonksiyonun s�n�r noktalar�ndaki türevini etkilemez.

S�n�r� olan manifoldlar�n yönlendirilmesi de s�n�r� olmayan manifoldlardaki
gibi yap�l�r. Yönlendirilmi³ s�n�rl� bir manifoldun s�n�r� do§al bir yönlendirmeye
sahiptir. Örne§in, X = [a, b] kapal� aral�§� bir boyutlu ve s�n�rl� bir manifold-
dur. Analizin Temel Teoremi'nin bize önerdi§i üzere bu manifoldun üzerindeki
yönlendirme her noktada ∂/∂x vektörü ile verilirse bu manifoldun s�n�r�ndaki
yönlendirme {a−, b+} ile verilir. Genelde ise, yönlendirilmi³ bir manifoldun
s�n�r�ndaki yönlendirme ³u ³ekilde tan�mlan�r: �lk önce bir p ∈ ∂M ve bu
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nokta etraf�nda bir ϕ : U → V ⊆ Hn koordinat sistemi alal�m.
−→
N (p) ile TpM

te§et uzay�ndaki d�³ normal vektörü gösterelim: Ba³ka bir deyi³le, q = ϕ(p)
olmak üzere

−→
N (p) = (Dϕ−1)(q)

(
∂

∂x1

)
olsun. β = {v1, · · · , vn−1} Tp∂M vektör uzay�n�n bir s�ral� taban� olmak üzere

e§er β′ = {
−→
N (p), v1, · · · , vn−1} TpM vektör uzay�n�n yönlendirmesi ise s�n�r

manifoldunun p noktas�ndaki yönlendirmesi β = {v1, · · · , vn−1} s�ral� taban�
ile tan�mlanacakt�r.

�ekil 2.7: Manifoldun iki ucundaki yönlendirmelerin ters yönlü oldu§una dikkat edi-
niz!

Stokes Teoremi: Art�k teoremi ifade etmek ve kan�tlamak için yeterli alt
yap�y� olu³turmu³ durumday�z.

Teorem 2.3.23 (Stokes Teoremi). M türevlenebilir , n-boyutlu yönlendirilmi³
bir manifold ve ω ∈ Ωn−1

c (M) t�k�z destekli bir (n− 1)-form ise∫
M
dω =

∫
∂M

ω

e³itli§i sa§lan�r.

Kan�t : M üzerindeki yönlendirmeyi veren {ϕα : Uα → Vα ⊆ Rn}α∈Λ

atlas� ve bununla uyumlu bir {ρα : M → [0, 1]} birimin ayr�³�m� seçelim. ω
formunun M manifoldu üzerindeki integrali∫

M
ω
.
=
∑
α∈Λ

∫
Vα

(ϕ−1
α )∗(ρα(p) ω)

olarak tan�mlanm�³t�. �imdi ωα
.
= ρα ω ile ifade edilen formu tan�mlayal�m.

O halde, ω =
∑

α∈Λ ωα ve dω =
∑

α∈Λ dωα olur. �ntegral i³lemi toplamsal
oldu§undan, sadece key� bir α ∈ Λ için∫

M
dωα =

∫
∂M

ωα
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oldu§unu göstermek teoremi kan�tlamaya yeterli olacakt�r. Ayr�ca, formlar bir
koordinat sistemi içinde ya³ad�klar� için sadece ³u özel durumu incelemek ye-
terlidir: ϕ : U → V bir koordinat sistemi, ω U aç�k kümesi içinde kalan
t�k�z bir küme d�³�nda s�f�r de§eri alan bir (n− 1)-form olsun. Ayr�ca, V aç�k
kümesini Rn veya Hn olarak seçebiliriz. O halde,

(ϕ−1)∗ω =

n∑
i=1

ai dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

ve dolay�s�yla

(ϕ−1)∗(dω) = d((ϕ−1)∗ω) =
n∑
i=1

(−1)i−1 ∂ai
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxn

elde ederiz.

Durum 1) ϕ(U) = V = Rn olsun.

∫
M

dω =

∫
U
dω

=

∫
Rn

n∑
i=1

(−1)i−1 ∂ai
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxn

=

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
Rn

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxi · · · dxn

=

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
Rn−1

(∫ ∞
−∞

∂ai
∂xi

dxi

)
dx1 · · · d̂xi · · · dxn

=

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
Rn−1

(
lim
xi→∞

ai(x)− lim
xi→−∞

ai(x)

)
dx1 · · · d̂xi · · · dxn

= 0 .

Yukar�daki limitlerin s�f�r ç�kmas�n�n nedeni ω ve dolay�s�yla a(x) fonk-
siyonun t�k�z bir küme d�³�nda s�f�r olmas�d�r. Di§er taraftan, V kümesi ∂Hn

ile kesi³medi§i için U ∩ ∂M = ∅ olacakt�r ve bu nedenle

∫
∂M

ω = 0

integrali de s�f�rd�r.
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Durum 2) ϕ(U) = V = Hn olsun.∫
M

dω =

∫
U
dω

=

∫
Hn

n∑
i=1

(−1)i−1 ∂ai
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxn

=
n∑
i=1

(−1)i−1

∫
Hn

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxi · · · dxn

= (−1)1−1

∫
Rn−1

(∫ 0

−∞

∂a1

∂x1
dx1

)
dx2 · · · dxn

=

∫
Rn−1

(
a1(0, x2, · · · , xn)− lim

x1→−∞
a1(x)

)
dx2 · · · dxn

=

∫
Rn−1

a1(0, x2, · · · , xn) dx2 · · · dxn

=

∫
∂Hn

a1(x) dx2 ∧ · · · ∧ dxn

=

∫
∂Hn

n∑
i=1

ai dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

=

∫
∂M

ω

elde edilir ve dolay�s�yla kan�t tamamlan�r. Sondan ikinci e³itlikteki toplam�n
ilk terimi d�³�ndaki formlar�n tamamen s�f�r oldu§unu gözlemleyiniz. 2

Stokes Teoremi'nin Baz� Özel Halleri ve Uygulamalar�: Bu bölümün
giri³inde Analizin Temel Teoremi'ni Stokes Teoremi'nin bir özel hali olarak
vermi³tik.
Green Teoremi: R düzlemde s�n�rl� bir bölge ve bu bölgenin s�n�r� C =
∂R olsun. R bölgesini düzlemin β = {∂/∂x, ∂/∂y} s�ral� taban�n�n verdi§i
yönlendirme ile dü³ünürsek, bu bölgenin s�n�r� üzerinde verdi§i yönlendirme
saat yönünün tersi olan yönlendirme olacakt�r. R bölgesi üzerinde tan�ml�
bir ω = f(x, y) dx + g(x, y) dy formunu dü³ünelim. Bu durumda dω =
(gx(x, y) − fy(x, y)) dx ∧ dy olaca§�ndan Stokes Teoremi Green Teoremi'ne
dönü³ecektir:∫

C
f(x, y) dx+ g(x, y) dy =

∫
C
ω

=

∫
R
dω

=

∫
R

(gx(x, y)− fy(x, y)) dx ∧ dy

=

∫
R

(gx(x, y)− fy(x, y)) dxdy
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�ekil 2.8: R bölgesi ve s�n�r� düzlemin standart yönlendirmesine sahiptir.

Klasik Stokes Teoremi: S üç boyutlu uzayda s�n�rl� bir yüzey ve bu yüzeyin
s�n�r� C = ∂S olsun. S yüzeyi üzerinde seçilen bir −→n normal vektörü
ile yönlendirilsin ve bu yönlendirmeyi kullanarak s�n�r�n� da yönlendirelim. S
bölgesi yüzeyinde tan�ml� bir

ω = f(x, y, z) dx+ g(x, y, z) dy + h(x, y, z) dz

1-formunu dü³ünelim. Bu durumda

dω = (gx − fy) dx ∧ dy + (hy − gz) dy ∧ dz + (fz − hx) dz ∧ dx

olaca§�ndan Stokes Teoremi klasik Stokes Teoremi'ne dönü³ecektir:∫
C
f dx+ g dy + h dz =

∫
C=∂S

ω

=

∫
S
dω

=

∫
S

(gx − fy) dx ∧ dy

+ (hy − gz) dy ∧ dz + (fz − hx) dz ∧ dx .

Saç�l�m Teoremi: D üç boyutlu Öklit uzay�nda s�n�r�, S = ∂D, türevle-
nebilir bir yüzey olan bir bölge olsun. D bölgesi üç boyutlu uzay�n standart
{∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z} s�ral� taban� ile ve s�n�r yüzeyi de bununla uyumlu ³ekilde
yönlendirilsin.

ω = f(x, y, z) dy ∧ dz + g(x, y, z) dz ∧ dx+ h(x, y, z) dx ∧ dy

2-formunu dü³ünelim. Bu durumda

dω = (fx + gy + hz) dx ∧ dy ∧ dz
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olaca§�ndan Stokes Teoremi Saç�l�m Teoremi'ne dönü³ecektir:∫
S
f dy ∧ dz + g dz ∧ dx+ h dx ∧ dy =

∫
S=∂D

ω

=

∫
D
dω

=

∫
D

(fx + gy + hz) dx ∧ dy ∧ dz

=

∫
D

(fx + gy + hz) dxdydz .

2.3.7 Disk ve Kürenin Hacimleri

Küre ve diskin hacim formülleri iyi bilinse de pek fazla kaynakta bulunma-
maktad�r. Bu nedenle bu bölümde bu hacimleri hesaplayaca§�z. Dn(r) ile Rn
içindeki r ≥ 0 yar�çapl� yuvar� gösterelim. Bu durumda Dn(r) yuvar�n�n
hacmi

Hac (Dn(r)) =

∫
Dn(r)

dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

∫
Dn(r)

dx1 · · · dxn

olacakt�r. �imdi bu integrali hesaplayal�m: �lk önce her n > 0 do§al say�s� için

Hac(Dn(r)) = An r
n

olacak ³ekilde bir An gerçel say�s�n�n oldu§unu gösterelim. A1 = 2 (hatta,
A2 = π ve A3 = 4π/3) oldu§unu biliyoruz. Tümevar�m metodu ile kan�t�
yapmak için An−1 say�s�n�n var oldu§unu kabul edelim ve bir sonrakinin
varl�§�n� gösterelim: A³a§�daki ³ekilden dolay�

�ekil 2.9: A(n) ile A(n− 1) aras�ndaki ili³ki
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Hac(Dn(r)) = 2

∫ r

0
Hac(Dn−1(

√
r2 − s2)) ds

= 2An−1

∫ r

0
(
√
r2 − s2)n−1 ds

olur. s = r sin θ de§i³ken de§i³imini yaparsak

Hac(Dn(r)) = 2rn An−1

∫ π/2

0
(cos θ)n dθ

e³itli§ini elde ederiz. O halde,

An
.
= 2An−1

∫ π/2

0
(cos θ)n dθ

olarak tan�mlarsak kan�t� bitirmi³ oluruz. �imdi de Bn
.
=

∫ π/2

0
(cos θ)n dθ

say�s�n� hesaplayal�m. Kolayca, B1 = 1 ve B2 = π/4 oldu§unu görürüz.
Di§er taraftan, n ≥ 2 için v = (cos θ)n−1 ve du = cos θ dθ alarak k�smi
integral hesab� yaparsak∫ π/2

0
(cos θ)n dθ = (n− 1)

∫ π/2

0
(cos θ)n−2(sin θ)2 dθ

elde ederiz. Son olarak (sin θ)2 = 1− (cos θ)2 yazarak

Bn =
n− 1

n
Bn−2

ba§�nt�s�n� buluruz. Bu ba§�nt�y� kullanarak kolayca

B2n+1 =
(2nn!)2

(2n+ 1)!
ve B2n =

(2n)!

(2nn!)2

π

2

oldu§unu görürüz. Hacimleri bulmak için An/An−1 = 2Bn ba§�nt�s�n� kul-
lan�rsak

A2n+1 =
2n+1πn

1 · 3 · · · (2n+ 1)
ve A2n =

πn

n!

elde ederiz.
Sn−1(r) ile Rn içindeki yar�çap� r ≥ 0 olan küreyi gösterirsek bu

kürenin hacmi Hac(Dn(r)) fonksiyonunun r'ye göre türevi olacakt�r. Örne§in,
Hac(D4(r)) = π2r4/2 ve Hac(S3(r)) = 2π2r3 olur. Yine n-boyutlu birim
diskin hacmi An 1n = An olurken (n − 1)-boyutlu birim kürenin hacmi ise
nAn olacakt�r.
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Örnek 2.3.14'te ele ald�§�m�z, Sn−1 küresi üzerindeki

ωSn−1 =
n∑
i=1

(−1)i−1xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 · · · ∧ dxn

(x2
1 + · · ·+ x2

n)n/2

formuna tekrar dönelim. Bu form herhangi bir A ∈ SO(n) matrisi alt�nda
de§i³mezdir (bkz. Al�³t�rma 22):

A∗(ωSn−1) = ωSn−1 .

Ayr�ca bu form T(1,0,··· ,0)S
n−1 te§et uzay�n�n {∂/∂x2, · · · , ∂/∂xn} s�ral�

taban�nda +1 de§erini al�r. Bu noktay� ve bu s�ral� taban� SO(n) grubunun
elemanlar�yla kürenin herhangi bir noktas�na ta³�yabilece§imiz için,∫

Sn−1

ωSn−1 = Hac(Sn−1) = nAn

olacakt�r. Dolay�s�yla,

ω0,Rn
.
=
ωSn−1

nAn
∈ Ωn−1(Rn − {0})

formunun birim küre üzerindeki integrali (yönlendirmeye ba§l� olarak) ±1
de§erini alacakt�r. Asl�nda Stokes Teoremi'nden dolay� Rn−{0} içinde kalan
her t�k�z (yönlendirilmi³) Mn−1 manifoldu için∫

M
ω0,Rn

integrali s�f�r veya ±1 de§erini al�r. Daha aç�kça söylemek gerekirse, integral,
e§er orijin manifoldun s�n�rlad�§� t�k�z bölgenin içindeyse ±1, d�³�ndaysa s�f�r
olur. Bu nedenle ω0,Rn formuna {0} ⊂ Rn alt manifoldunun geçi³me formu
denir. (Bkz. sayfa 214 ve Ünite 5, Al�³t�rma 8.)

2.3.8 Karma³�k Manifoldlar Üzerinde Özel Formlar

Karma³�k Do§rusal Uzay: zk = xk + iyk ve z̄k = xk − iyk koordinatlar�
ile beraber ele ald�§�m�z Cn = R2n karma³�k vektör uzay� üzerinde

ω =
i

2

n∑
k=1

dzk ∧ dz̄k =
n∑
k=1

dxk ∧ dyk

türevlenebilir formunu dü³ünelim. Kolayca, her 0 ≤ l ≤ n için

ωl =

(
i

2

)l
l!

∑
1≤k1<···<kl≤n

dzk1 ∧ dz̄k1 ∧ · · · ∧ dzkl ∧ dz̄kl
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oldu§u görülür. Bu karma³�k vektör uzay� içinde l ≤ n boyutlu bir V alt
uzay� alal�m. (w1, · · · , wl) V alt uzay� üzerinde do§rusal bir koordinat sistemi
olsun. L : V → Cn

(z1, · · · , zj , · · · , zn) = L(w1, · · · , wl)
= (a11w1 + · · ·+ al1wl, · · · , a1nw1 + · · ·+ alnwl)

içerme fonksiyonunun bu koordinatlardaki ifadesi olsun. Ak1,··· ,kl ile A = (aij)
matrisinin k1, · · · , kl'inci sat�rlar�n�n olu³turdu§u alt matrisi gösterelim. Bu
durumda

L∗(dzj) = a1jdw1 + · · ·+ aljdwl

ve
L∗(dz̄j) = ā1jdw̄1 + · · ·+ āljdw̄l

oldu§undan

L∗(dzk1 ∧ dz̄k1 ∧ · · · ∧ dzkl ∧ dz̄kl) = det(Ak1,··· ,kl) det(Ak1,··· ,kl)

dw1 ∧ dw̄1 ∧ · · · ∧ dwl ∧ dw̄l
= ‖ det(Ak1,··· ,kl)‖

2

dw1 ∧ dw̄1 ∧ · · · ∧ dwl ∧ dw̄l

elde edilir. Ayr�ca A matrisinin rank� l oldu§undan bu alt matrislerden en
az biri için ‖ det(Ak1,··· ,kl)‖2 > 0 olmal�d�r. Sonuç olarak, bir pozitif CV > 0
say�s� için

L∗(ωl) = CV

(
i

2

)l
l! dw1 ∧ dw̄1 ∧ · · · ∧ dwl ∧ dw̄l

elde ederiz. V karma³�k vektör uzay�n�n koordinatlar�n�

w1 = u1 + iv1, · · · , wl = ul + ivl

³eklinde yazarak 2l-boyutlu gerçel vektör uzay� olarak görebiliriz. Di§er taraf-
tan, Örnek 2.3.9'dan dolay� {

∂

∂u1
, · · · , ∂

∂ul

}
V karma³�k vektör uzay�n�n te§et uzay�n�n bir taban� oldu§undan{

∂

∂u1
, i

∂

∂u1
, · · · , ∂

∂ul
, i

∂

∂ul

}
kümesi ayn� uzay�n karma³�k yap� ile yönlendirilmi³ gerçel bir taban� olur. Ay-
r�ca karma³�k türevlenebilir fonksiyonlar Cauchy-Riemann denklemlerini sa§la-
d�klar� için bu s�ral� taban{

∂

∂u1
,
∂

∂v1
, · · · , ∂

∂ul
,
∂

∂vl

}
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ile ayn�d�r (ayr�ca bkz. Önerme 6.3.1). Sonuç olarak

L∗
(
ωl
)( ∂

∂u1
,
∂

∂v1
, · · · , ∂

∂ul
,
∂

∂vl

)
= CV

(
i

2

)l
l!

dw1 ∧ dw̄1 ∧ · · · ∧ dwl ∧ dw̄l(
∂

∂u1
,
∂

∂v1
, · · · , ∂

∂ul
,
∂

∂vl

)
= CV l! du1 ∧ dv1 ∧ · · · ∧ dul ∧ dvl(

∂

∂u1
,
∂

∂v1
, · · · , ∂

∂ul
,
∂

∂vl

)
= CV l! > 0

oldu§unu görürüz. Sadece do§rusal cebir kullanarak elde etti§imiz bu bilgi-
nin karma³�k manifoldlar�n geometri ve topolojisine dair çok önemli sonuçlar�
olacakt�r. Bunun basit bir örne§i a³a§�daki örnekte sunulmaktad�r.

Örnek 2.3.24. Elde etti§imiz poziti�ik sonucu ve Stokes Teoremi sayesinde
Cn içindeki her t�k�z ve karma³�k alt manifoldun s�f�r boyutlu oldu§unu göste-
rece§iz: M ⊆ Cn karma³�k t�k�z ve pozitif boyutlu, diyelim ki karma³�k boyutu
0 < l ≤ n olan, bir alt manifold olsun. Bu alt manifoldu karma³�k yap�s�ndan
gelen yönlendirme ile dü³ünelim. Bu durumda ωl formu alt manifoldun her
noktas�ndaki karma³�k yönlü taban�nda pozitif de§er alacakt�r. Dolay�s�yla,∫

M
ωl > 0

olur. Fakat di§er taraftan ω =
∑n

k=1 dxk ∧ dyk = d(
∑n

k=1 xk dyk) olarak
yaz�labildi§i için, ν =

∑n
k=1 xk dyk olmak üzere, ωl = d(ν ∧ ωl−1) formu

tamd�r (burada l > 0 kullan�lm�³t�r). �imdi Stokes Teoremi'ni kullan�rsak

0 <

∫
M
ωl =

∫
M
d(ν ∧ ωl−1) =

∫
∂M=∅

ν ∧ ωl−1 = 0

çeli³kisine ula³�r�z. O halde, alt manifoldun boyutu 2l = 0 olmal�d�r. Dolay�-
s�yla, Örnek 2.1.14 içinde inceledi§imiz t�k�z ve karma³�k S1×S3 manifoldu
karma³�k bir alt manifold olarak do§rusal karma³�k uzaya gömülemeyecektir.

Karma³�k Projektif Uzay: Yukar�da Cn karma³�k vektör uzay� üzerin-
de olu³turdu§umuz ω formunu do§rudan karma³�k projektif uzaya ta³�mak
mümkün de§ildir. Karma³�k projektif uzay üzerinde do§al bir form yakalamak
için ilk önce iki boyutlu küre üzerindeki hacim formuna bakal�m. Örnek 2.3.14
içinde olu³turdu§umuz S2 = CP 1 küresinin

ω = x dy ∧ dζ + y dζ ∧ dx+ ζ dx ∧ dy

hacim formunu
P−1 : R2 → S2 − {(0, 0,−1)},
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(r, s) 7→ (x, y, ζ) =

(
2r

1 + r2 + s2
,

2s

1 + r2 + s2
,
1− r2 − s2

1 + r2 + s2

)
stereogra�k izdü³üm fonksiyonun tersiyle düzleme geri çekelim:

dx =
2(1− r2 + s2) dr − 4rs ds

(1 + r2 + s2)2
, dy =

2(1− s2 + r2) ds− 4rs dr

(1 + r2 + s2)2

ve

dζ = − 4r dr + 4s ds

(1 + r2 + s2)2

elde ederiz. Buradan kolayca,

(P−1)∗(ω) = 4
dr ∧ ds

(1 + r2 + s2)2
= 2i

dz ∧ dz̄
(1 + ‖z‖2)2

oldu§unu görürüz (z = r + is yazarak). Bu form S2 = CP 1 üzerindeki di§er
koordinat sisteminde de ayn� ifadeyle verilecektir: z = 1/w koordinat de§i³imi

alt�nda formumuz 2i
dw ∧ dw̄

(1 + ‖w‖2)2
olacakt�r. Dolay�s�yla karma³�k projektif

do§ru üzerinde bir 2-form elde etmi³ olduk. Bu formun 1/4 kat�na Fubini-Study
formu denir ve ωFS ile gösterilir. Dolay�s�yla, Fubini-Study formu yar�çap�
1/2 olan küre üzerindeki alan formudur ve∫

S2

ωFS
π

= 1 .

Karma³�k fonksiyonlar için holomor�k ve antiholomor�k d�³ türev dönü³üm-
leri a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r:

∂f =
∑
i

∂f

∂zi
dzi ve ∂̄f =

∑
i

∂f

∂z̄i
dz̄i .

Bu tan�m do§al bir ³ekilde karma³�k formlara geni³letilir. Do§rudan hesap
yaparak kolayca

ωFS =
i

2

dz ∧ dz̄
(1 + ‖z‖2)2

=
i

2
∂∂̄ log(1 + ‖z‖2)

oldu§unu görürüz. Fubini-Study formunu homojen koordinatlarda da yazabi-
liriz. z = z1/z0 alarak

ωFS =
i

2
∂∂̄ log(1 + ‖z‖2) =

i

2
∂∂̄ log(1 + ‖z1/z0‖2)

=
i

2
∂∂̄ [log ‖(z0, z1)‖2 − log ‖z0‖2].

Son olarak ∂∂̄(log ‖z0‖2) = ∂ (
dz̄0

z̄0
) = 0 oldu§undan

ωFS =
i

2
∂∂̄ log ‖(z0, z1)‖2
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olarak yazabiliriz. Bu formu Cn+1 − {0} üzerinde yazarak CPn üzerindeki

ωFS =
i

2
∂∂̄ log ‖(z0, z1, · · · , zn)‖2

Fubini-Study formunu elde ederiz. Hesaplamalar benzer oldu§undan bu ifa-
denin kan�t�n�n detaylar�n� okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz (bkz. Al�³-
t�rma 23).

�imdi Mk ⊆ CPn karma³�k boyutu k olan bir karma³�k alt manifold
olsun. O halde, uygun bir holomor�k koordinat de§i³imi alt�nda alt manifoldu-
muz yerel olarak, örne§in U0 içinde (z0 = 1 alarak) zi = 0, i = k+1, · · · , n,
e³itlikleriyle ifade edilir. Geri çekme i³lemi d�³ türev ile yer de§i³tirebildi§in-
den Fubini-Study formunun M manifoldunun bu koordinat sistemi üzerindeki
ifadesi

φ∗(ωFS) =
i

2
∂∂̄ log(1 + ‖(z1, · · · , zk)‖2)

olacakt�r.

Uyar� 2.3.25. Fubini-Study formunu n = 2 için yerel koordinat sisteminde
hesaplayal�m:

ωFS =
i

2
∂∂̄ log(1 + ‖(z1, · · · , z2)‖2)

=
i

2
∂

(
∂̄(1 + ‖(z1, · · · , z2)‖2)

1 + ‖(z1, · · · , z2)‖2

)
=

i

2
∂

(
z1 dz̄1 + z2 dz̄2

1 + z1z̄1 + z2z̄2

)
=

i

2

(1 + z2z̄2) dz1 ∧ dz̄1 + (1 + z1z̄1) dz2 ∧ dz̄2

(1 + z1z̄1 + z2z̄2)2

+
i

2

z1z̄2 dz̄1 ∧ dz2 + z2z̄1 dz̄2 ∧ dz1

(1 + z1z̄1 + z2z̄2)2
.

Buradan,

ωFS ∧ ωFS = 2

(
i

2

)2 1

(1 + z1z̄1 + z2z̄2)3
dz1 ∧ dz̄1 ∧ dz2 ∧ dz̄2

= 2
1

(1 + x2
1 + y2

1 + x2
2 + y2

2)3
dx1 ∧ dy1 ∧ dx2 ∧ dy2

elde edilir.
Bu formun koordinatlar� (x1, y1, x2, y2) olan R4 üzerindeki integrali

yak�nsakt�r ve pozitif bir say�ya e³ittir. Dolay�s�yla, M ⊆ CPn içinde karma³�k
boyutu iki olan bir karma³�k alt manifold ise∫

M
ωFS ∧ ωFS

integrali pozitif bir say�d�r. Benzer sonucun her boyut için geçerli oldu§unun
gösterilmesini okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz.
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2.4 Al�³t�rmalar

1. T�k�z bir manifoldun atlas�nda en az iki koordinat sistemi oldu§unu gös-
teriniz.

2. Gerçel projektif do§runun bir boyutlu küreye, karma³�k projektif do§ru-
nun da iki boyutlu küreye difeomor�k oldu§unu gösteriniz.

3. Rn'nin aç�k bir alt kümesi R'nin aç�k bir alt kümesine homeomor�k ise
n = 1 oldu§unu gösteriniz.

4. Karma³�k boyutu bir olan (dolay�s�yla gerçel boyutu iki olan) C∞ kar-
ma³�k manifoldlara Riemann yüzeyleri denir. E§er Σ t�k�z bir Riemann
yüzeyi ise her analitik f : Σ→ C fonksiyonunun sabit oldu§unu göste-
riniz. (�pucu: Maksimum Modülüs Prensibini kullan�n�z.)

5. (a) M türevlenebilir bir manifold ve p ∈ U ⊆M rastgele bir aç�k küme
olmak üzere, Gp de§i³meli halkas�n�n, U kümesi üzerindeki türev-
lenebilir fonksiyonlar halkas�n�n uygun bir direkt limiti oldu§unu
gösteriniz:

Gp = lim
p∈U⊆M

C∞(U,R).

(b) Karma³�k bir manifoldun herhangi bir noktas�ndaki analitik fonk-
siyon tohumlar�n�n bu nokta etraf�nda tan�mlanm�³ yak�nsak çok
de§i³kenli karma³�k kuvvet serileri oldu§unu gösteriniz.

6. Birinci ünitede görmü³ oldu§umuz Taylor Teoremi'ni kullanarak Öner-
me 2.1.6'n�n kan�t�nda kulland�§�m�z a³a§�daki ifadenin do§ru oldu§unu
gösteriniz: Taylor aç�l�m�

g(x1, · · · , xn) = g(p0) +
n∑
i=1

∂g

∂xi
(p0)(xi − ai)

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2g

∂xi ∂xj
(ξ)(xi − ai)(xj − aj) ,

olan türevlenebilir fonksiyon için

∂2g

∂xi ∂xj
(ξ)(xi − ai)

ifadesi de türevlenebilir bir fonksiyondur.

7. Bu al�³t�rmada Teorem 2.2.6'y� t�k�z olmayan manifoldlara geni³letece§iz.
Biz kan�t�n ana hatlar�n� sunaca§�z; detaylar� okuyucuya b�rakaca§�z. Bu-
nu dört ad�mda yapaca§�z. Türevlenebilir n-boyutlu bir M manifoldu
alal�m.
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(a) Bu k�s�mda Poincaré �zomor�zmas� olarak bilinen sonucun (Teo-
rem 4.4.1) kan�t�n�n dördüncü ad�m�ndaki iddiay� ve kan�t�n� takip
edece§iz. Manifold Ut ve Uç gibi iki aç�k kümenin birle³imi olarak
yaz�labilir öyle ki,

i. Ut = ∪kU2k+1 ve Uç = ∪kU2k koordinat kom³uluklar�n�n
birle³imidir;

ii. Her k 6= l ≥ 0 tam say�lar� için,

U2k+1 ∩ U2l+1 = ∅ = U2k ∩ U2l, olur;

iii. Her k ≥ 0 tam say�s� için, bir V k ⊆ Uk ve M = ∪kVk
olacak ³ekilde kapan�³� t�k�z olan bir Vk aç�k kümesi vard�r;

iv. Her k ≥ 0 tam say�s� için, bir φk : M → Rn türevlenebilir
fonksiyonu vard�r, öyle ki φk |Vk görüntüsüne bir difeomor�zma
ve φk(M − Uk) = {0}'d�r. Ayr�ca, her k 6= l ≥ 0 tam say�lar�
için, φk(Vk) ∩ φl(Vl) = ∅'dir;

v. φe =
∑

k φ2k : M → Rn ve φo =
∑

k φ2k+1 : M → Rn olmak
üzere φ = (φe, φo) : M → R2n bir dald�rma fonksiyonudur.

(b) M üzerinde tan�ml�, gerçel de§erli türevlenebilir düzgün bir ρ :
M → R fonksiyonu vard�r. Bunu ³u ³ekilde görebiliriz: M = ∪nVn,
V n ⊂ Un ⊆M , yerel sonlu {Un} aç�k kümeler ailesi için ρn : M →
[0, 1], türevlenebilir fonksiyonlar� bulabiliriz öyle ki, ρ−1

n (1) = V n

ve ρ−1
n (0) = M − Un olsun. Bu durumda ρ =

∑
n n ρn istenilen

fonksiyonu verir.

(c) σe =
∑

k ρ2k σo =
∑

k ρ2k+1 fonksiyonlar�n� tan�mlayal�m. Bu
durumda,

f : M → R2n+3 , f(p) = (φ(p), ρ(p), σe(p), σo(p)) ,

fonksiyonu bir gömme fonksiyonudur. (�pucu: Yukar�da yapt�klar�-
m�zdan dolay� bu fonksiyonun düzgün bir dald�rma fonksiyonu ol-
du§u aç�kt�r. Fonksiyonun bire bir oldu§unu ise ³u ³ekilde gösterebi-
liriz. f(p) = f(q) olsun. E§er, baz� k0, l0 için, p ∈ V2k0 ve q ∈ V2l0

ise kolayca k0 = l0 oldu§u görülür. Dolay�s�yla, p = q elde edilir.
Benzer ³ekilde p ∈ V2k0+1 ve q ∈ V2l0+1 durumu da yap�l�r. O
halde, (p ∈ Vn ⇒ n = 2k0) ve (q ∈ Vn ⇒ n = 2l0 + 1) oldu§u-
nu kabul edebiliriz. Bu durumda da, son iki koordinat� kullanarak
kan�t� tamamlar�z.

(d) Son olarak f : M → R2n+3 gömme fonksiyonunun, ard� ard�na
iki kere, uygun hiper alt uzaylar�n dik izdü³üm fonksiyonlar� ile bi-
le³kesini alarak kan�t� tamamlar�z. (Dik izdü³ümler, bile³kelerinin
çekirde§i (0, 0, · · · , 0, 1, 0, 0) vektörünü içermeyecek ³ekilde seçil-
melidir.)



122 Türevlenebilir Manifoldlar

8. Örnek 2.1.20'de ele ald�§�m�z Φ : M(n, n)→ S(n), Φ(Q) = QTQ, fonk-
siyonunun herhangi bir Q noktas�ndaki türevi

(DΦ)Q : M(n, n)→ S(n) , A 7→ QTA+ATQ

ile verilir. Bunun örten oldu§unu gösteriniz.

9. Möbius ³eridinin R3 içine bir gömülmesini veriniz. Möbius ³eridinin R2

içine gömülemeyece§ini gösteriniz.

10. Determinant� bire e³it olan n×n-matrisler kümesinin, SL(n) ⊆M(n, n),
(n2 − 1)-boyutlu bir alt manifold ve bu alt manifoldun birim matristeki
te§et uzay�n�n da izi s�f�r olan matrislerin olu³turdu§u vektör uzay�, sl(n),
oldu§unu gösteriniz.

11. Örnek 2.2.7'de ele ald�§�m�z e§rinin hiçbir alt uzaya dik izdü³ümünün
düzgün bir fonksiyon olmad�§�n� gösteriniz.

12. R3 üzerindeki her 2-formun iki tane 1-formun d�³ çarp�m� olarak yaz�la-
bildi§ini gösteriniz. R4 üzerindeki

ω = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4

2-formunun iki tane 1-formun d�³ çarp�m� olarak yaz�lamayaca§�n� göste-
riniz.

13. Örnek 2.3.5'de verilen geri çekme i³lemlerini tamamlay�n�z.

14. Örnek 2.1.10 içinde RP 1 için olu³turdu§umuz vektör alan�n�n Ör-
nek 2.1.4'te verilen koordinat sistemleri yard�m�yla düzlemdeki birim
çembere ta³�nd�§�nda çember üzerinde birim uzunlukta bir vektör alan�
olu³turdu§unu gösteriniz.

15. Önerme 2.3.7'nin kan�t�n� tamamlay�n�z. Bu önermenin manifoldlar üzerin-
deki türevlenebilir formlar için de do§ru oldu§unu gösteriniz.

16. Yönlendirilebilir ve ba§lant�l� her manifoldun iki farkl� yönlendirmesi ol-
du§unu gösteriniz.

17. Sonlu say�da manifoldun Kartezyen çarp�m�n�n herhangi bir noktas�n-
daki te§et uzay�n�n, çarp�m� olu³turan manifoldlar�n te§et uzaylar�n�n
kartezyen çarp�m�na do§al olarak izomor�k oldu§unu gösteriniz.

18. Her kürenin yönü ters çeviren bir difeomor�zmas� oldu§unu gösteriniz.
Di§er taraftan, CP 2 karma³�k projektif düzleminin yönü ters çeviren
bir difeomor�zmas� yoktur. Bu iddiay� kan�tlamak için karma³�k projektif
düzlemin kohomoloji halka yap�s�n� kullanabiliriz. Bunu ise 4. Ünite'de
i³leyece§imiz Poincaré �zomor�zmas� yard�m�yla yapabiliriz.
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19. M ve N yönlendirilebilen n-boyutlu iki manifold ve φ : M → N
herhangi bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun yerel difeomor�zma olmas�
için gerek ve yeter ko³ulun M üzerinde hiçbir noktada s�f�r� olmayan bir
ω ∈ Ωn(M) formu için φ∗(ω) ∈ Ωn(M) formunun hiç s�f�r� olmamas�
oldu§unu kan�tlay�n�z.

20. Mm ve Nn iki manifold olmak üzere M × N çarp�m manifoldunun
yönlendirilebilir olmas� için gerek ve yeter ko³ul her ikisinin de yönlendi-
rilebilir olmas�d�r. (�pucu: Herhangi bir q ∈ Nn noktas� etraf�nda Rn'ye
difeomor�k bir q ∈ U ⊆ N koordinat kom³ulu§u alal�m. E§er M × N
yönlendirilebilir ise M×U aç�k kümesi de yönlendirilebilir bir manifold-
dur. Bu durumda M × U üzerinde hiç s�f�r� olmayan bir m+ n form
bize M ∼= M ×{q} üzerinde hiç s�f�r� olmayan bir m form verecektir.)

21. G grubu türevlenebilir ve yönlendirilmi³ M manifoldu üzerinde di-
feomor�zmalarla serbest ve düzgün süreksiz bir ³ekilde etki etsin, öyle ki
bölüm uzay� da manifold olsun. Bu durumda M/G bölüm manifoldunun
yönlendirilebilir olmas� için gerek ve yeter ko³ul G grubunun içindeki
her difeomor�zman�n M üzerindeki yönü korumas�d�r, gösteriniz.

22. Örnek 2.3.14'te Rn − {0} manifoldu üzerinde tan�mlanan

ωSn−1 =

n∑
i=1

(−1)i−1xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 · · · ∧ dxn

(x2
1 + · · ·+ x2

n)n/2

formunun kapal� oldu§unu ve herhangi bir A ∈ SO(n) matrisi alt�nda
de§i³medi§ini gösteriniz. (Bkz. ayr�ca Ünite 5, Al�³t�rma 8)

23. Karma³�k projektif uzay üzerindeki Fubini-Study formunun, karma³�k
projektif do§ru durumunda oldu§u gibi,

ωFS =
i

2
∂∂̄ log ‖(z0, z1, · · · , zn)‖2

oldu§unu gösteriniz.

24. Karma³�k projektif uzay CPn'nin karma³�k boyutu m olan bir Mm ⊆
CPn karma³�k alt manifoldunu alal�m. Bu durumda, ωFS karma³�k
projektif uzay üzerindeki Fubini-Study formu olmak üzere∫

M
ωmFS

integrali pozitif bir say�d�r. Kan�tlay�n�z. Ayr�ca, be³inci ünitede

1

πm

∫
M

ωmFS

pozitif say�s�n�n bir tam say� oldu§unu görece§iz (bkz. Ünite 5, Al�³t�r-
ma 15).
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25. Bu al�³t�rmada verilen bir manifoldun yönlendirme (ikili) örtü uzay�n�
kuraca§�z: Türevlenebilir ve ba§lant�l� bir M manifold için

M̃ = {(p,Op) | p ∈M ve Op, TpM te§et uzay�n�n bir yönlendirmesi}

kümesini tan�mlayal�m. Her gerçel vektör uzay�n�n iki yönlendirmesi ol-
du§u için

P : M̃ →M, (p,Op) 7→ p,

örten fonksiyonunun her li� iki noktadan olu³ur. Yine M üzerindeki
her φ : Rn → U ⊆ M koordinat kom³ulu§u görüntüleri ayr�k olan iki
fonksiyon verir:

ψ1 : Rn → M̃, p 7→
(
p,

{
∂

∂x1
|p, · · · ,

∂

∂xn
|p
})

ve

ψ2 : Rn → M̃, p 7→
(
p,

{
− ∂

∂x1
|p, · · · ,

∂

∂xn
|p
})

.

M̃ kümesinin bu fonksiyonlar� koordinat kom³uluklar� olarak kabul eden
türevlenebilir manifold yap�s� ta³�d�§�n� gösteriniz. Ayr�ca bu türevlenebi-
lir yap� ile P : M̃ →M izdü³üm fonksiyonunun türevlenebilir ikili örtü
uzay� oldu§unu gözlemleyiniz. Son olarak a³a§�daki ifadeleri kan�tlay�n�z:

(a) σ : M̃ → M̃, (p,Op) 7→ (p,−Op), fonksiyonu M̃ üzerinde türevle-
nebilir bir < σ >' Z2-etkisi tan�mlar ve P : M̃ → M bu etkinin
bölüm fonksiyonudur.

(b) M̃ manifoldu yönlendirilebilirdir.

(c) M manifoldunun yönlendirilebilir olmas� için gerek ve yeter ko³ul
M̃ manifoldunun ba§lant�l� olmamas�d�r.

(d) P : M̃ → M ve Q : Ñ → N türevlenebilir manifoldlar�n yön-
lendirme örtü uzaylar� ve f : M → N türevlenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda Q ◦ F = f ◦ P olacak ³ekilde tam olarak iki
F : M̃ → Ñ türevlenebilir fonksiyonu vard�r.

(e) N yönlendirilebilir bir manifold, p ∈ N , f : N →M türevlenebilir
bir fonksiyon, q = f(p) ve q̃ ∈ P−1(q) ise f = P ◦F ve F (p) = q̃
olacak ³ekilde tam olarak tek bir F : N → M̃ türevlenebilir
fonksiyonu vard�r.

(f) P : M̃ → M örtü uzay� (e) ³�kk�nda verilen ko³ulu sa§layan ve
derecesi iki olan tek örtü uzay�d�r. Kan�tlay�n�z. RP 2 × RP 2 dört
manifoldunun dört tane ba§lant�l� örtü uzay�n� bulunuz. Hangisi
yönlendirme ikili örtü uzay�d�r? (Bu ³�k Turgut Önder taraf�ndan
önerilmi³tir.)

(g) Klein �isesi'nin ikili yönlendirme örtü uzay� nedir?
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26. Bu al�³t�rmada Sard Teoremi'nin bir uygulamas� olarak Morse fonksiyon-
lar�n� verece§iz. Daha kapsaml� bir okuma için [16, 28, 39] numaral�
kaynaklara bakabilirsiniz. Özellikle [39] a³a§�daki sonuçlar için ayr�nt�-
l� kan�tlar içeren ilk Türkçe kaynakt�r.

Öklit uzay�n�n aç�k bir U ⊆ Rn alt kümesi üzerinde tan�ml� ve türev-
lenebilir bir f : U → R fonksiyonunun herhangi bir p ∈ U kritik
noktas�nda

H(f)(p) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
n×n

Hessian matrisinin tersi varsa bu kritik noktaya yozla³mam�³ kritik nokta
denir. E§er f fonksiyonunun tüm kritik noktalar� yozla³mam�³ ise bu
fonksiyona Morse Fonksiyonu denir.

(a)

Df : Rn → Rn, x 7→
(
∂f

∂x1
(x), · · · , ∂f

∂xn
(x)

)
,

türev fonksiyonunun türevinin yukar�daki Hessian matrisi ile veril-
di§ini gözlemleyiniz: D(D(f)) = H(f). Daha sonra Ters Fonksiyon
Teoremi'ni kullanarak f fonksiyonunun yozla³mam�³ kritik nok-
talar�n�n kümesinin U içinde ayr�k bir küme oldu§unu gösteriniz.

(b) Yozla³mam�³ kritik nokta tan�m�n�n koordinat de§i³imi alt�nda ko-
rundu§unu gösteriniz. Ba³ka bir deyi³le, e§er p ∈ U noktas� f :
U → R fonksiyonunun yozla³mam�³ bir kritik noktas� ve φ : V → U
bir difeomor�zma ise φ−1(p) noktas� da f ◦ φ : V → R fonksi-
yonunun yozla³mam�³ bir kritik noktas�d�r. Bu sonucu kullanarak
manifoldlar üzerinde yozla³mam�³ kritik nokta ve Morse fonksiyonu
kavramlar�n� tan�mlay�n�z.

(c) T�k�z bir manifold üzerinde tan�ml� her Morse fonksiyonunun sonlu
say�da kritik noktas� oldu§unu gösteriniz.

(d) Mn ⊆ RN bir alt manifold ve f : X → R herhangi bir türevle-
nebilir fonksiyon olsun. Bu durumda Lebesgue ölçümü s�f�r olan bir
C ⊆ RN kümesi d�³�ndan al�nan her a = (a1, · · · , aN ) ∈ RN − C
vektörü için

fa : X → R , x 7→ f(x) + a1x1 + · · ·+ aNxN ,

fonksiyonu bir Morse fonksiyonudur, gösteriniz.

(e) Morse Yard�mc� Teoremi: f : U → R türevlenebilir fonksiyonunun
yozla³mam�³ bir p ∈ U kritik noktas�n� alal�m. Bu durumda bu
nokta etraf�nda öyle bir koordinat sistemi vard�r ki, fonksiyon bu
koordinat sisteminde

f(x) = f(p) +
∑

hijxixj
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ile verilir. Burada H(f)(p) = (hij) matrisi f fonksiyonunun p
noktas�ndaki Hessian matrisidir.
Bu sonucu sadece f : R→ R durumunda kan�tlay�n�z. Genellikten
bir ³ey kaybetmeden p = 0 = f(0) oldu§unu kabul edelim. O halde,
Taylor Teoremi'nden yeterince küçük bir (−ε, ε) aral�§�nda

f(x) = ax2 + C(x)x3

olacak ³ekilde bir a 6= 0 gerçel say�s� ve C(x) sürekli fonksiyonu
bulabiliriz. Asl�nda, C(x) fonksiyonu da türevlenebilir seçilebilir.
Bu durumda x 7→ x̃ = x

√
1 + xC(x)/a bir koordinat dönü³ümü-

dür ve bu dönü³üm alt�nda fonksiyonumuz f̃(x̃) = ax̃2 ile verilir.
Detaylar� doldurunuz. Genel durum için [28, 39] numaral� kaynak-
lara bakabilirsiniz.



�Durmad�§�n�z sürece ne kadar yava³ yol ald�§�-
n�z�n önemi yoktur.�

-Konfüçyüs

3
Vektör Alanlar� ve Demetleri

Bu ünitede ilk önce vektör alanlar�n�n tan�mlad�§� ak�³lar� inceleyece§iz. Daha
sonra bu ak�³lar� kullanarak manifoldlarda çe³itli türev alma metotlar�n� gö-
rece§iz. Bunu yaparken jeodezikleri tan�mlay�p temel özelliklerinden baz�lar�n�
inceleyece§iz. Te§et demeti ile ilgili birçok kavram� vektör demetlerine ta³�ya-
rak karakteristik s�n��ar�n tan�mlanabilmesi için gerekli alt yap�y� olu³turmaya
çal�³aca§�z. Bu ünite konular�n� içeren temel kaynaklar için [35], [36], [9], [42],
[2] ve [10] numaral� referanslara bakabilirsiniz.

3.1 Vektör Alanlar�n�n �ntegralleri ve Lie Türevleri

3.1.1 Vektör Alanlar�n�n �ntegralleri

M bir manifold ve (−a, a) gerçel say� do§rusu üzerinde bir aral�k olmak üzere

ϕ : (−a, a)×M →M, (t, p) 7→ ϕ(t, p),

a³a§�daki ko³ullar� sa§layan türevlenebilir bir fonksiyon olsun:

1. Her t ∈ (−a, a) sabit de§eri için, ϕt : M → M , ϕt(p)
.
= ϕ(t, p), bir

difeomor�zmad�r;

2. Her p ∈M için, ϕ0(p) = p dir;

3. Herhangi s, t ∈ (−a, a) de§erleri için s+t ∈ (−a, a) ise ϕs+t = ϕs ◦ϕt
e³itli§i sa§lan�r.

Bu durumda ϕt, t ∈ (−a, a), difeomor�zmalar ailesine bir parametreli di-
feomor�zma ailesi denir. Sadece ilk ko³ulu sa§layan türevlenebilir fonksiyonlar
ailesine ise manifold üzerinde bir izotopi denir.

127
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Uyar� 3.1.1. Yukar�daki difeomor�zma ailesi için, e§er (−a, a) = R ise bu
aileyi (R,+) grubundan M manifoldunun difeomor�zmalar�n�n olu³turdu§u
gruba bir homomor�zma olarak görebiliriz:

Φ : (R,+)→ Diff(M), t 7→ (ϕt : M →M) .

E§er bu grup etkisi periyodik ise, ba³ka bir deyi³le her t ∈ (R,+), için ϕt+T =
ϕt, olacak ³ekilde bir T > 0 gerçel say�s� varsa bu etki bir çember etkisine
dönü³ür:

Φ : (R,+)/T · Z ' S1 → Diff(M), t 7→ (ϕt : M →M) .

Her ϕ : (−a, a) ×M → M, (t, p) 7→ ϕt(p), difeomor�zma ailesi manifold
üzerinde bir vektör alan� belirler:

X : M → T∗M, X(p)
.
= ϕ̇0(p) .

Burada ϕ̇0(p) ile t 7→ ϕt(p), t ∈ (−ε, ε), e§risinin t = 0 an�ndaki te§etini
gösteriyoruz. E§er difeomor�zma ailesi asl�nda bir (R,+) etkisi ise, bu vektör
alan�, her (t, p) ∈ (−a, a)×M için

X(ϕt(p)) = ϕ̇t(p)

ko³ulunu sa§lar:

X(ϕt(p)) = ϕ̇0(ϕt(p)) =
d

ds |s=0
(ϕs(ϕt(p))) =

d

ds |s=0
(ϕs+t(p)) = ϕ̇t(p) .

X(p) vektör alan�na ϕt izotopisini üreten vektör alan� ve ϕt difeomor�zma
ailesine de X(p) vektör alan�n�n ak�³� da denir.

�imdi bir vektör alan�n�n integralini alarak bu alan�n üretti§i izotopiyi ya
da ak�³� bulmaya çal�³aca§�z. A³a§�daki örnek her vektör alan�n�n integralinin
al�namayabilece§ini göstermektedir.

Örnek 3.1.2. R üzerindeki sabit x 7→ X(x) =
∂

∂x
vektör alan�n�n üretti§i

ak�³�n ϕ(t, x) = x+ t oldu§u kolayca görülür. Dolay�s�yla, bu vektör alan�n�n
R − {0} üzerine k�s�tlan�³� bir ak�³ üretmez. Di§er taraftan, yine R − {0}

üzerindeki Y (x) = x
∂

∂x
vektör alan�n�n integrali bize φt(x) = etx ak�³�n�

verir:

Y (φt(x)) = Y (etx) = etx
∂

∂x
= φ̇t(x)

A³a§�daki teorem t�k�z manifoldlarda her vektör alan�n�n integrallenebile-
ce§ini göstermektedir.

Teorem 3.1.3. M t�k�z bir manifold ise M üzerindeki her X(p) türevlene-
bilir vektör alan�n�n tek bir

ϕ : R×M →M, (t, p) 7→ ϕ(t, p),

türevlenebilir ak�³� vard�r.
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Kan�t : Manifold üzerinde herhangi bir p ∈ M noktas� alal�m. Bu nokta
etraf�nda bir koordinat sistemi alarak problemi Öklit uzay�na ta³�yabiliriz. O
halde,

X(ϕt(p)) = ϕ̇t(p)

denklemini R × Rn içinde çözmek istiyoruz. (0, p) ∈ R × Rn noktas�n�n
etraf�nda kapan�³� t�k�z olan bir aç�k dikdörtgen alal�m. Bu t�k�z bölge içinde
X(p) fonksiyonu ikinci de§i³kenine göre Lipschitz olacakt�r. Bu dikdörtgeni
gerekirse küçülterek denklemin bir (−εp, εp) × U aç�k kümesi üzerinde ϕ :
(−εp, εp)×U →M ³eklinde, her p ∈ U için ϕ(0, p) = p ko³ulunu sa§layan
tek bir çözümü oldu§unu görürüz. Manifold t�k�z oldu§u için bu tipteki sonlu
tane aç�k U kümesi manifoldu örtecektir. Bu sonlu say�daki aç�k kümeye
kar³�l�k gelen yine sonlu say�daki εp > 0'lar�n en küçü§ünü alarak denklemin
ϕ0 = idM ba³lang�ç de§erini sa§layan tek

ϕ : (−ε, ε)×M →M

çözümünü elde ederiz.
�imdi de çözümün sadece (−ε, ε) aral�§� de§il tüm gerçel eksende tan�ml�

oldu§unu gösterece§iz. Bunu yaparken çözümleri birbirine yap�³t�raca§�z: Bir
p ∈M noktas�, −ε < t1 < ε gerçel say�s� ve (t1 − δ, t1 + δ) ⊂ (−ε, ε) aral�§�
seçelim. Bu durumda

f : (−δ, δ)→M, f(t) = ϕt1+t(p),

ve q = ϕt1(p) olmak üzere,

g : (−δ, δ)→M, g(t) = ϕt(q),

fonksiyonlar�n�n ikisi de ayn� ba³lang�ç de§er probleminin çözümü olacaklard�r:

ẏ(t) = X(y(t)) , y(0) = q .

O halde, her t ∈ (t1 − δ, t1 + δ) ve p ∈M için

ϕt+t1(p) = ϕt(ϕt1(p))

elde edilir. Buradan, −ε < si, tj < ε ve
∑
i

si =
∑
j

tj ko³ulunu sa§layan

sonlu say�da gerçel say� için

ϕs1 ◦ · · · ◦ ϕsk = ϕt1 ◦ · · · ◦ ϕtl

sonucuna var�r�z. �imdi bu sonucu kullanarak çözümü tüm gerçel eksene ge-
ni³letebiliriz.

Teorem 1.2.13'ün kan�t�n�n alt�ndaki paragraf�n sonucunu kullanarak her
t0 ∈ R için, ϕt0 : M → M fonksiyonunun sürekli oldu§unu söyleyebiliriz.
Ayr�ca, ϕt0 ◦ ϕ−t0 = ϕ0 = idM oldu§undan

ϕt0 : M →M
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fonksiyonunun asl�nda bir homeomor�zma oldu§u sonucuna var�r�z. Denklem-
den çözümün t de§i³kenine göre sonsuz türevlenebilir oldu§u kolayca görülür.
Denklemi

X(ϕ(t, p)) = ϕ̇(t, p)

³eklinde yaz�p çözümün p de§i³kenine göre türevlenebilir oldu§unu kabul
edersek

∂ϕ

∂p
= exp

∫ t

0
DX(ϕ(s, p)) ds

elde ederiz. Buradan da çözümün türevlenebilir (her de§i³kene göre sonsuz defa
türevlenebilir) oldu§u sonucuna var�r�z. O halde, sadece çözümün p de§i³keni-
ne göre türevlenebilir oldu§unu göstermek yeterlidir. Bunun için yine yerel bir
koordinat sisteminde, dolay�s�yla Öklit uzay�nda oldu§umuzu kabul edebiliriz.
�imdi bir (t0, x0) ∈ R × Rn noktas� ve v ∈ Tx0Rn birim vektörü seçelim ve
her s 6= 0 için

A(t0, s)
.
=
ϕ(t0, x0 + sv)− ϕ(t0, x0)

s

bölümünü tan�mlayal�m. �lk önce, ϕ(t, x) fonksiyonunun v vektörü boyunca
türevlenebilir oldu§unu görelim. Bunun için

lim
s→0

A(t0, s)

limitinin varl�§�n� göstermeliyiz. X(x) vektör alan�n�n türevlenebilir oldu§unu
kullanarak limx→x0 a(x) = 0 olacak ³ekilde bir a(x) için

ϕ̇(t0, x) = ϕ̇(t0, x0) +DX(ϕ(t0, x0)) · (ϕ(t0, x)− ϕ(t0, x0))

+a(ϕ(t0, x)) ‖ϕ(t0, x)− ϕ(t0, x0)‖

oldu§unu biliyoruz. Asl�nda, X(x) vektör alan� türevlenebilir oldu§u için
Taylor Teoremi'ni kullanarak (Önerme 1.2.12) a(x) fonksiyonun, her t�k�z
T ⊆ R×Rn bölgesi için ‖a(x)‖ ≤ CT ‖x−x0‖, (t0, x0), (t0, x) ∈ T , e³itsizli§ini
sa§layacak ³ekilde bir CT sabitine sahip oldu§unu görürüz. �imdi x = x0 +sv
alal�m ve yukar�daki denklemi s 6= 0 ile bölerek

Ȧ(t0, s) = DX(ϕ(t0, x0))A(t0, s) + ‖A(t0, s)‖ a(ϕ(t0, x0 + sv)) (∗)

elde edelim. Bu denklemin A(t0, s) ile iç çarp�m�n� al�rsak

1

2

d

dt
(‖A‖2) = ATDXA+ ‖A‖ a ·A

elde edilir. Bu durumda öyle r, K, ε > 0 say�lar� bulabiliriz ki, her 0 6= s ∈
(−r, r) ve t ∈ (−ε, ε) için,

d

dt
(‖A‖2) ≤ K(1 + ‖A‖2)
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e³itsizli§i sa§lan�r. Buradan

d

dt
(ln(1 + ‖A‖2)) ≤ K

bulunur. �imdi integral alarak ve her s 6= 0 için ‖A(0, s)‖ = ‖v‖ = 1
oldu§unu kullanarak

‖A‖2 ≤ 2eKt − 1

e³itsizli§ini elde ederiz. O halde, A(t, s) fonksiyonu

(−ε, ε)× ((−r, r)− {0})

üzerinde s�n�rl�d�r. Buradan yukar�daki (∗) do§rusal diferansiyel denkleminin
µ(t) = DX(ϕ(t, x0)) ve ν(t, s) = ‖A(t, s)‖ a(ϕ(t, x0 +sv)) katsay� fonksiyon-
lar�n�n (−ε, ε)×(−r, r) üzerinde sürekli oldu§u sonucuna var�r�z (türevin tan�-
m�ndan dolay� t yeterince küçük oldu§unda a(ϕ(t, x)) fonksiyonun x 6= x0

oldu§u durumda sürekli oldu§u aç�kt�r). Bu denklemin Y (0, s) = v ba³lang�ç
de§erini sa§layan, (−ε, ε) × (−r, r) kümesi üzerinde tan�ml� tek çözümünü
Y (t, s) ile gösterelim (s 6= 0 sabit tutulurken). Çözümün her iki de§i³kene
göre de sürekli oldu§unu görmek için

Ẏ (t, s) = DX(ϕ(t, x0)) · Y (t, s) + ‖A(t, s)‖ a(t, ϕ(t, x0 + sv))

denklemini
Ẏ (t, s)− µ(t) · Y (t, s) = ν(t, s)

³eklinde yazal�m. Denklemi e−
∫ t
0 µ(τ) dτ integral çarpan� yard�m�yla çözersek

Y (t, s) = e
∫ t
0 µ(τ) dτ

(
v +

∫ t

0
ν(t′, s) e−

∫ t′
0 µ(τ) dτ dt′

)
(∗∗)

elde ederiz. ν(t, s) sürekli oldu§undan Y (t, s) fonksiyonu da (−ε, ε)×(−r, r)
üzerinde süreklidir. Son olarak, her (t, s) ∈ (−ε, ε) × ((−r, r) − {0}) için
Y (t, s) = A(t, s) oldu§undan

lim
s→0

A(t, s) = lim
s→0

ϕ(t, x0 + sv)− ϕ(t, x0)

s
= Y (t, 0)

elde edilir. Dolay�s�yla, ϕ(t, x) fonksiyonunun yönlü türevleri vard�r. O hal-
de, bu fonksiyonun türevlenebilir oldu§unu kan�tlamak için yönlü türevlerinin
sürekli oldu§unu göstermek yeterli olacakt�r. Bunun için ise, Y (t, s) fonksiyo-
nunun (∗∗)'da verilen ifadesinden dolay� µ(t) = DX(t, ϕ(t, x0)) ve ν(t, s) =
‖A(t, s)‖ a(ϕ(t, x0 + sv)) katsay� fonksiyonlar�n�n (t, x0) ikilisine göre sü-
rekli oldu§unu görmeliyiz. DX türevlenebilir ve ϕ(t, x0) sürekli oldu§undan
µ(t), (t, x0) ikilisinin fonksiyonu olarak süreklidir. Di§er taraftan, A(t, s) =
ϕ(t, x0 + sv)− ϕ(t, x0)

s
fonksiyonunun s 6= 0 oldu§u durumda sürekli oldu§u
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aç�kt�r. Taylor Teoremi'nden dolay� a(ϕ(t, x0 + sv)) fonksiyonu da (t, x0, s)
üçlüsüne göre süreklidir (bkz. Teorem 1.2.11). Ayr�ca,

lim
s→0

a(ϕ(t, x0 + sv)) = 0

ve A(t, s) s�n�rl� oldu§undan ν(t, s) = ‖A(t, s)‖ a(ϕ(t, x0 + sv)) fonksiyonu
(t, x0) ikilisinin sürekli bir fonksiyonu olacakt�r. Böylece kan�t tamamlan�r. 2

Uyar� 3.1.4. 1) Manifoldun t�k�z olmas� ko³ulu vektör alan�n�n t�k�z destekli
olmas� ko³ulu ile de§i³tirilebilir.
2) I ⊆ R aç�k bir aral�k olmak üzere, zamana ba§l�

X : I ×M → T∗M, (t, p) 7→ X(t, p),

vektör alan� I ×M çarp�m manifoldu üzerinde bir vektör alan� tan�mlar:

Y : I ×M → T∗(I ×M), (t, p) 7→
(
∂

∂t
+X(t, p)

)
.

Bu vektör alan�n�n ak�³� bir J ⊆ R aral�§� için

ϕ : J × I ×M → I ×M, (s, t, p) 7→ (φ(s, t, p), θ(s, t, p))

ile veriliyorsa

Θ : J × I ×M →M, (s, t, p) 7→ Θs,t(p)
.
= θ(s, t, p)

zamana ba§l� bir ak�³ verir. Bu ak�³�n a³a§�daki özelliklerinin kan�tlar� okuyu-
cuya b�rak�lm�³t�r (bkz. Al�³t�rma 1):
a) Her t1 ∈ J , t2 ∈ J ∩ I ve t3 ∈ I için Θt3,t2 ◦Θt2,t1 = Θt3,t1'dir.
b) Her s, t ∈ J ∩ I için Θs,t ◦Θt,s = IdM olur.

3.1.2 Lie Türevi

Öklit uzay� üzerinde türevlenebilir bir f : Rn → R fonksiyonunun herhangi
bir p ∈ Rn noktas�ndaki, verilen bir v ∈ Rn vektörü boyunca yönlü türevi,

Dv(f)(p) = lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
,

limiti ile tan�mlan�r. Bu tan�mda kullan�lan, t 7→ p+ tv, e§risi Öklit uzay�nda,
p noktas�ndan v vektörü boyunca hareket etmemizi sa§layan en do§al yolu
verir. Di§er taraftan ayn� e§ri, integrali

ϕ : R× Rn → Rn, ϕ(t, p) = p+ tv,

fonksiyonu olan X(p) = v, (t, p) ∈ R × Rn, sabit vektör alan�n�n ak�³�ndan
ba³ka bir ³ey de§ildir. O halde, yukar�daki yönlü türev

lim
t→0

f(ϕ(t, p))− f(p)

t
,
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limitine e³ittir.
Bu tan�m do§rudan manifoldlara ta³�nabilir:M türevlenebilir bir manifold

ve X : M → T∗M bu manifold üzerinde integrali ϕ(t, p) olan bir vektör
alan� olmak üzere, türevlenebilir bir f : M → R fonksiyonunun X vektör
alan� yönündeki Lie türevi

LX(f)(p) = lim
t→0

f(ϕ(t, p))− f(p)

t
,

ile tan�mlan�r. ϕ(0, p) = p oldu§undan bu limit p ∈ M noktas�ndaki X(p)
derivasyonunun f fonksiyonundaki de§erine e³ittir:

LX(f)(p) = X(f)(p) .

Benzer ³ekilde vektör alanlar�n�n ve diferansiyel formlar�n bir vektör alan�
boyunca Lie türevini tan�mlayabiliriz. Fakat vektör alanlar� ve türevlenebilir
formlar gerçel de§erli fonksiyonlar olmad�klar� için bunlar�n p ve ϕ(t, p)
noktalar�ndaki de§erlerini

Dϕt(p) : TpM → Tϕ(t,p)M

izomor�zmas� yard�m�yla kar³�la³t�raca§�z. Y : M → T∗M bir vektör alan�
olmak üzere Y 'nin X boyunca Lie türevi

LX(Y )(p) = lim
t→0

1

t
[Dϕ−t(ϕ(t, p)) · Y (ϕ(t, p))− Y (p)],

ile tan�mlan�r.

�ekil 3.1: Y vektör alan�n�n X vektör alan� boyunca Lie türevi

�imdi de M üzerinde bir ω ∈ Ωk(M) türevlenebilir k-formu alal�m. Bu
formun X vektör alan� boyunca Lie türevi, q = ϕ(t, p) olmak üzere

LX(ω)(p) = lim
t→0

1

t
[ϕ∗t (q)(ω)− ω](p),

³eklinde tan�mlan�r. Tan�mlad�§�m�z bu Lie türevlerinin temel özelliklerine
geçmeden önce bir iki tan�m vermemiz gerekiyor. Yukar�daki gösterimi kullana-
rak, X ve Y vektör alanlar�n� f : M → R fonksiyonuna s�rayla uygulayal�m:



134 Vektör Alanlar� ve Demetleri

Bu vektör alanlar�n� yerel bir koordinat sisteminde X(p) =
∑

i ai(p)
∂
∂xi

ve

Y (p) =
∑

j bj(p)
∂
∂xj

olarak yazal�m. Bu durumda kolayca

X ◦ Y (f)
.
= X(Y (f)) =

∑
i,j

ai
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
+ ai bj

∂2f

∂xi ∂xj

elde edilir. X ◦ Y bile³kesi bir vektör alan� (derivasyon) de§ildir (bkz. Al�³t�r-
ma 2). Di§er taraftan,

(X ◦ Y − Y ◦X)(f) =
∑
i,j

(
ai

∂bj
∂xi
− bi

∂aj
∂xi

)
∂f

∂xj

oldu§undan X ◦ Y − Y ◦X fark� bir vektör alan�d�r. Bu vektör alan�n�

[X,Y ]
.
= X ◦ Y − Y ◦X

kö³eli parantezi ile gösterece§iz.

Türevlenebilir formlar�n Lie türevleri ile ilgili sonuçlara geçmeden önce
türevlenebilir formlar�n vektör alanlar� boyunca daralt�lmas�n� tan�mlayal�m:
ω ∈ Ωk(M) bir k-form ve X, Y1, · · · , Yk−1 vektör alanlar� olmak üzere

iXω(Y1, · · · , Yk−1) = ω(X,Y1, · · · , Yk−1)

denklemi yard�m�yla M üzerinde iXω ∈ Ωk−1(M) olarak tan�mlanan forma
ω'n�n X vektör alan� boyunca daralt�lmas� denir. Lie türevi bekledi§imiz
³ekilde çarp�m (Leibniz) kural�na uyar:

Önerme 3.1.5. X ve Y vektör alanlar� ve ω bir form olmak üzere,

LX(iY ω) = iLXY ω + iY (LXω).

Kan�t : ϕt manifold üzerindeki X vektör alan�n�n ak�³� olsun (manifold
tam olmasa da t'nin s�f�r etraf�ndaki küçük bir aral�§�nda tan�ml� bir ak�³
mutlaka vard�r). �imdi manifold üzerinde herhangi bir p noktas� alal�m ve
q = ϕt(p) olsun. Tan�mlar� kullanarak

ϕ∗t (iY ω)(p) = ϕ∗t (ω(q)(Y (q), · · · ))
= ϕ∗t (ω(q))(Dϕ−t(Y (q)), · · · )
= iDϕ−t(Y (ϕt(p)))ϕ

∗
t (ω(q))

ve dolay�s�yla,

LX(iY ω) =
d

dt
|t=0 (ϕ∗t (iY ω))

=
d

dt
|t=0

(
iDϕ−t(Y (ϕt(p)))ϕ

∗
tω
)
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elde ederiz. E³itli§in son teriminde çarp�m ³eklinde bulunan her iki ifade de p
noktas�nda tan�ml� zamana ba§l� ifadelerdir. Dolay�s�yla, bu ifadenin türevini
almak için çarp�m kural�n� kullanabiliriz. O halde,

LX(iY ω) =
d

dt
|t=0

(
iDϕ−t(Y (ϕt(p)))

)
ϕ∗0ω + iDϕ−0(Y (ϕ0(p)))

(
d

dt
|t=0(ϕ∗tω)

)
= iLXY ω + iY (LXω)

olur ve böylece kan�t tamamlan�r. 2

A³a§�daki sonuç oldukça teknik olmakla beraber hem ba³ka teoremlerin ka-
n�t�nda hem de bir çok geometrik sonucun elde edilmesinde önemli bir yere
sahiptir.

Önerme 3.1.6. X ve Y vektör alanlar� ve ω bir form olmak üzere,

d(iX iY ω) + iX(d iY ω)− iY (d iXω)− iY iXdω − i[X,Y ]ω = 0.

Kan�t : Kan�t yerel bir hesaplamadan ibarettir. �fadedeki tüm terimler vek-
tör alanlar�n�n bilineer fonksiyonlar� oldu§u için

X = a
∂

∂xi
ve Y = b

∂

∂xj

oldu§unu kabul edebiliriz. Takip edilmesini kolayla³t�rmak için ayr�ca b = 1
ve ω = f dxi ∧ dxj alaca§�z. Genel durumun kan�t�n� okuyucuya al�³t�rma
olarak b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 3). �imdi önermenin ifadesinde yer alan tüm
terimleri hesaplayal�m.

�lk terim

d(iX iY ω) = −d(af) = −
∑
k

∂(af)

∂xk
dxk

olur. �kinci terim ise

iX(d iY ω) = iXd(−f dxi) = −iX
∑
k 6=i

∂f

∂xk
dxk ∧ dxi =

∑
k 6=i

a
∂f

∂xk
dxk

olarak hesaplan�r. Benzer ³ekilde üçüncü terim

iY (d iX ω) = iY d (af dxj) = iY
∑
k 6=j

∂(af)

∂xk
dxk ∧ dxj = −

∑
k 6=j

∂(af)

∂xk
dxk

olur. Di§er taraftan, dördüncü terim

iY iX dω = iY iX
∑
k 6=i,j

∂f

∂xk
dxk ∧ dxi ∧ dxj =

∑
k 6=i,j

a
∂f

∂xk
dxk
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olacakt�r. Son olarak [X,Y ] = − ∂a

∂xj

∂

∂xi
oldu§undan be³inci terim

i[X,Y ]ω = i− ∂a
∂xj

∂
∂xi

fdxi ∧ dxj

= −f ∂a

∂xj
dxj

olur. Buradan önermenin do§ru oldu§u kolayca görülür. 2
�imdi bu kavramlar� kullanarak Lie türevinin daha pratik ³ekillerini vere-

biliriz.

Teorem 3.1.7. M türevlenebilir bir manifold, X, Y bu manifold üzerinde
vektör alanlar� ve ω ∈ Ωk(M) türevlenebilir bir k-form olsun. Bu durumda,
a³a§�daki e³itlikler sa§lan�r:

1. LX(Y ) = [X,Y ]

2. LXω = iX(dω) + d (iXω) (Cartan'�n Sihirli Formülü).

Kan�t : X, Y vektör alanlar�n�n yerel bir koordinat sistemindeki aç�l�mlar�
a³a§�daki gibi olsun:

X =
∑

ai
∂

∂xi
ve Y =

∑
bi
∂

∂xi
.

Ayr�ca, X vektör alan�n�n ak�³� ϕ(t, p) ile verilsin. �lk önce a³a§�daki türevi
hesaplayal�m:

d

dt |t=0

(Y (ϕ(t, p))) =
d

dt |t=0

∑
j

bj(ϕ(t, p))
∂

∂xj


=

∑
j

X(bj)
∂

∂xj

=
∑
i,j

ai
∂bj
∂xi

∂

∂xj

= X ◦ Y −
∑
i,j

ai bj
∂2

∂xj∂xi
.

�imdi teoremin birinci bölümündeki Lie türevini hesaplayabiliriz: q = ϕ(t, p)
olmak üzere, bu fonksiyonun t de§i³kenine göre türevini ϕ̇(t, p) ile gösterirken
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ikinci de§i³kene göre türevleri ise ϕ2(t, p) veya ϕ22(t, p) ³eklinde gösterece§iz.

LX(Y )(p) = lim
t→0

1

t
(Dϕ(−t, q) · Y (q)− Y (p))

=
d

dt |t=0

(ϕ2(−t, q) · Y (q))

= ϕ2(0, p) · d
dt |t=0

(Y (ϕ(t, p))) +
d

dt |t=0

(ϕ2(−t, ϕ(t, p))) · Y (p)

= Id(X ◦ Y )−
∑
i,j

ai bj
∂2

∂xj∂xi

−ϕ̇2(0, p) · Y (p) + ϕ22(0, p) · ϕ̇(0, p) · Y (p)

= X ◦ Y −
∑
i,j

ai bj
∂2

∂xj∂xi
−DX(Y )

= X ◦ Y − Y ◦X.

Son üç e³itlik, bir önceki bölümde verdi§imiz kan�t�n içinde kulland�§�m�z

∂ϕ

∂p
= exp

∫ t

0
DX(s, ϕ(s, p)) ds

e³itli§inden elde edilmi³tir. �lk önce her p ∈ M noktas� için ϕ2(0, p) = Id
oldu§u ve bundan elde edilen ϕ22(0, p) = 0 sonucu kullan�lm�³t�r. Son e³itlik
için de, bu e³itli§inin zamana göre türevini (0, p) noktas�nda hesaplayarak
elde edilen

ϕ̇2(0, p)(Y ) = DX(p)(Y ) =
∑
i,j

bi
∂aj
∂xi

d

dxj
= Y ◦X −

∑
i,j

ai bj
∂2

∂xj∂xi

ba§�nt�s� kullan�lm�³t�r.
�kinci ifadenin kan�t�n� ω formunun derecesi üzerine tümevar�m metodu

ile yapaca§�z. �lk önce, ω =
∑
ci dxi birinci dereceden bir form ve yine

X =
∑

ai
∂

∂xi
, Y =

∑
bi
∂

∂xi
vektör alanlar� olsun. Lie türevi için çarp�m

kural�n� kullanarak

LX(ω(Y )) = (LXω)(Y ) + ω(LX(Y ))

ve buradan, yukar�da kan�tlad�§�m�z, bu teoremin ilk k�sm�n� kullanarak

(LXω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω([X,Y ])

e³itli§ini elde ederiz. Do§rudan hesap yaparak

X(ω(Y )) = X

(∑
i

cibi

)
=
∑
i,j

aj

(
∂ci
∂xj

bi + ci
∂bi
∂xj

)
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ve

ω([X,Y ]) =
∑
i,j

ci

(
−bj

∂ai
∂xj

+ aj
∂bi
∂xj

)
sonucuna var�r�z. Bu durumda

LX(ω)(Y ) =
∑
i,j

biaj
∂ci
∂xj

+ cibj
∂ai
∂xj

e³itli§ini buluruz.
�imdi de d(iXω)(Y ) ve iX(dω)(Y ) terimlerini hesaplayal�m:

d(iXω)(Y ) =

∑
i,j

∂(ciai)

∂xj
dxj

 (Y ) =
∑
i,j

(
ai
∂ci
∂xj

+ ci
∂ai
∂xj

)
bj ,

ve benzer ³ekilde

iX(dω)(Y ) = dω(X,Y ) =
∑
i,j

∂ci
∂xj

(ajbi − aibj)

elde ederiz. O halde,

(d(iXω) + iX(dω))(Y ) =
∑
i,j

biaj
∂ci
∂xj

+ cibj
∂ai
∂xj

= LXω(Y )

bulunur ve dolay�s�yla tümevar�m�n birinci ad�m�n� göstermi³ olduk.
Tümevar�m ad�m�n� tamamlamak için derecesi k > 1 olan bir ω formu

alal�m. Bu durumda iY ω (k−1) form olaca§� için sonucun bu form için do§ru
oldu§unu kabul edebiliriz:

LX(iY ω) = d(iX(iY ω)) + iX(d (iY ω)) .

Di§er taraftan bu teoremin kan�tlad�§�m�z ilk k�sm� ile Önerme 3.1.5'i kullana-
rak

LX(iY ω) = i[X,Y ]ω + iY LXω
e³itli§ini elde ederiz. Bu iki e³itlikten de

iY LXω = d(iX(iY ω)) + iX(d (iY ω))− i[X,Y ]ω

bulunur. Kolayca görülece§i üzere, LXω = d(iXω) + iX(dω) e³itli§i, her Y
vektör alan� için, LXω(Y ) = d(iXω)(Y )+ iX(dω)(Y ) e³itli§inin sa§lanmas�na
denktir. O halde, teoremin kan�t�n� tamamlamak için a³a§�daki e³itli§in göste-
rilmesi gerek ve yeterlidir:

d(iX iY ω) + iX(d iY ω)− iY (d iXω)− iY iXdω − i[X,Y ]ω = 0.

Fakat bu e³itlik zaten Önerme 3.1.6'dan ba³ka bir ³ey de§ildir. 2
Bu bölümü kan�t�n� al�³t�rmalara b�rakaca§�m�z vektör alanlar�n�n baz� te-

mel özellikleriyle bitirece§iz.
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Önerme 3.1.8. M manifoldu üzerinde integralleri, s�ras�yla, ϕt ve ψt olan
X(p) ve Y (p) vektör alanlar� alal�m. Bu durumda bu iki difeomor�zman�n
yer de§i³tirmesi için gerek ve yeter ko³ul [X,Y ] kö³eli parantezinin manifold
üzerinde s�f�r olmas�d�r. Ba³ka bir deyi³le, her t, s ∈ R için

ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt

olmas� [X,Y ] = 0 ko³uluna denktir.

Vektör alanlar� üzerindeki ters de§i³meli kö³eli parantez i³lemi birle³me
özelli§ene sahip de§ildir. Yine de bu i³lem a³a§�daki özelli§e sahiptir.

Önerme 3.1.9 (Jacobi E³itli§i). M manifoldu üzerinde al�nan her X(p),
Y (p) ve Z(p) vektör alanlar� için

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

e³itli§i sa§lan�r.

Jacobi e³itli§ini ve LX(Y ) = [X,Y ] (Teorem 3.1.7) Cartan formülünü
kullanarak ³u hesaplar� yapal�m:

(LXLY − LY LX)Z = LX [Y, Z]− LY [X,Z]

= [X, [Y,Z]]− [Y, [X,Z]]

= [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]]

= −[Z, [X,Y ]]

= [[X,Y ], Z]

= L[X,Y ]Z .

Di§er taraftan, manifold üzerindeki herhangi bir fonksiyon için de

L[X,Y ](f) = [X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)) = (LXLY − LY LX)(f)

elde edilir. Lie türevinin en genel durumda da bu özelli§e sahip oldu§unun
kan�t�n� okuyucuya b�rak�yoruz:

Sonuç 3.1.10. M manifoldu üzerinde al�nan herhangi iki X(p) ve Y (p)
vektör alan� için

L[X,Y ] = LXLY − LY LX
e³itli§i sa§lan�r.

Bir V vektör uzay� üzerinde verilen herhangi bir [ , ] : V × V → V
de§i³meli (ba³ka bir deyi³le, her v ∈ V için [v, v] = 0) bilineer i³lemi ayr�ca
Jakobi e³itli§ini de sa§l�yorsa (V, [ , ]) ikilisi Lie cebiri olarak adland�r�l�r.
Dolay�s�yla, bir manifold üzerindeki vektör alanlar� do§al olarak bir Lie cebiri
olu³tururlar. Manifold üzerine koydu§umuz geometrik yap�lar bu Lie cebirinin
baz� alt cebirlerini belirler. A³a§�da bunun tipik bir örne§ini verece§iz.
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Örnek 3.1.11. ω türevlenebilir n-boyutlu tam M manifoldu üzerindeki kapal�
bir k-form ve X, ak�³� bu formu koruyan bir vektör alan� olsun: Her t ∈ R
için, ϕ∗t (ω) = ω. Bu ko³ul Lie türevinin tan�m�ndan dolay� LX(ω) = 0 ko³u-
luna denktir. Ayr�ca form kapal� oldu§undan bu son ko³ul diXω = 0 olmas�na
denktir. Bu ko³ulu sa§layan vektör alanlar� bir vektör uzay� olu³tururlar. Ayr�ca
Önerme 3.1.6'dan dolay� bu vektör uzay� Lie kö³eli parantezi alt�nda kapal�d�r.
Ba³ka bir deyi³le ω formunu koruyan vektör alanlar� bir Lie alt cebiri olu³-
tururlar.

Çift boyutlu bir M2n türevlenebilir manifoldunun her p ∈M noktas�nda
ωn(p) 6= 0 olacak ³ekilde kapal� bir ω ∈ Ω2(M) formuna manifold üzerinde
bir simplektik yap�, (M,ω) ikilisine ise simplektik manifold denir. Simplektik
yap�y� koruyan vektör alanlar� ise ω-simplektik alanlar ad�n� al�r. Simplektik
manifoldlar geometri ve topolojinin en zengin çal�³ma alanlar�ndan birisidir.
Bu konudaki en yayg�n kaynaklardan birisi [26] numaral� referanst�r. Simplektik
manifoldlar hem üç hem de dört boyutlu manifoldlar teorilerinde çok önemli
bir paya sahiptir (bkz. [14]).

3.2 Jeodezikler

3.2.1 Jeodezik Denklemi

Bu bölümde her manifoldun üzerine Riemann metri§i konulabilece§ini göre-
ce§iz ve bu metrik yard�m�yla bir tak�m geometrik hesaplamalar yapaca§�z. M
türevlenebilir bir manifold olmak üzere {φα : Uα → Vα ⊆ Rn}α∈Λ bu mani-
fold üzerinde yerel sonlu bir atlas ve {ρλ : M → [0, 1]}λ∈Λ bu aç�k örtü ile
uyumlu bir birimin ayr�³�m� olsun. Rn üzerindeki her noktan�n te§et uzay�n�
yine Rn ile e³leyerek her bir te§et uzay�na bir iç çarp�m koymu³ oluruz. Bu
iç çarp�m� Dφp : TpM → Tφ(p)Rn do§rusal izomor�zmas� ile TpM te§et
uzay�na çekelim. gα ile Uα üzerindeki bu iç çarp�m ailesini gösterelim. �ki iç
çarp�m�n negatif olmayan bir do§rusal birle³imi yine bir iç çarp�md�r. Bundan
dolay� g =

∑
α gα manifoldun her noktas�nda bir iç çarp�m verir. Ayr�ca bu

iç çarp�m�n katsay�lar� manifold üzerinde türevlenebilir fonksiyonlard�r. Aç�kça
söylemek gerekirse, (x1, · · · xn) manifold üzerinde yerel bir koordinat sistemi

ise
{
∂

∂xi
|p
}

yerel taban� için Riemann metri§inin bile³enleri

gij(p)
.
= g(p)

(
∂

∂xi
|p,

∂

∂xj
|p
)

olarak tan�mlan�r. Bu durumda gij : Uα → R türevlenebilir bir fonksiyondur.
g = (gij) iç çarp�m�na manifold üzerinde bir Riemann metri§i, (M, (gij))
ikilisine de bir Riemann manifoldu denir.
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Türevlenebilir bir γ : [a, b]→M e§risi için,

E(γ) =

∫ b

a

∑
ij

gij(γ(s)) γ̇i(s)γ̇j(s) ds

gerçel say�s�na bu e§rinin enerjisi,

L(γ) =

∫ b

a

√∑
ij

gij(γ(s)) γ̇i(s)γ̇j(s) ds

gerçel say�s�na ise bu e§rinin uzunlu§u denir. A³a§�daki teorem bir Riemann
manifoldu üzerinde enerji fonksiyonelinin kritik noktas� olan bir e§rinin, i =
1, · · · , n, olmak üzere

γ̈i = −1

2

∑
m,l,j

gim (gljm + gjlm − g
m
jl ) γ̇j γ̇l = −

∑
l,j

Γijl γ̇j γ̇l

denklem sistemini sa§lad�§�n� göstermektedir. Bu denklemi sa§layan e§rilere
jeodezik denir. Γijl = 1

2

∑
m gim (gljm + gjlm − gmjl ) fonksiyonlar� Riemann

metri§inin ikinci tip Christo�el sembolleri olarak adland�r�l�r.
A³a§�daki teoremin kan�t�nda birçok kitapta bulunan Birinci Varyasyon

Formülü (First Variation Formula) yakla³�m� yerine Fourier serilerini kullana-
ca§�z. Daha sonra enerji fonksiyonelinin kritik noktalar� ile uzunluk fonksiyo-
nelinin kritik noktalar�n� kar³�la³t�rarak geometrik sonuçlar elde edece§iz. Bu
bölümde a³a§�daki teorem hariç Spivak'�n (birinci cildindeki baz� al�³t�rmalar�
yaparak) kitab�n� ([35]) takip edece§iz.

Teorem 3.2.1. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve γ = (γ1, · · · , γn)
bu manifold üzerinde enerji fonksiyonelinin kritik noktas� olan e§ri ise, her
i = 1, · · · , n için,

γ̈i +
∑
j,l

Γijl γ̇j γ̇l = 0

olur.

Kan�t : E§rimiz enerji fonksiyonelinin bir kritik noktas� oldu§undan e§ri-
nin sadece herhangi bir koordinat sistemi içinde kalan parças�n�n de§i³imini
incelemek yeterlidir. Ba³ka bir deyi³le, M = Rn olarak alabiliriz. Metri§i
g = (gij) ile gösterelim. γ = (γ1, · · · , γn), s ∈ [0, 1] için, γ(0) = (0, · · · , 0)
ve γ(1) = (1, 0, · · · , 0) noktalar�n� birle³tiren bir e§ri olsun. γ1(s) fonksiyonu-
nun [0, 1] aral�§�n�n bir difeomor�zmas� oldu§unu kabul edelim (türevlenebilir
her e§ri için bu tür bir yerel koordinat sistemi vard�r; çünkü verilen herhangi
bir s0 ∈ [0, 1] de§eri için en az bir γ̇i(s0) 6= 0 oldu§una göre s0 etraf�ndaki
bir aral�k üzerinde γi bir difeomor�zma olur).

X bu e§rinin aç�k bir kom³ulu§unda desteklenen ve e§rinin uç noktalar�nda
s�f�r de§eri alan bir vektör alan� ve ϕt : Rn → Rn bu vektör alan�n�n ak�³�
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olsun. Bu durumda γt(s)
.
= ϕt(γ(s)) γ(s) = γ0(s) e§risinin bir de§i³imi

olacakt�r. �imdi bu de§i³imin enerjisini yazal�m:

E(γt) =
1

2

∫ 1

0

∑
i,j

gij(γ
t(s)) γ̇ti γ̇

t
j

 ds.

Bu durumda
d

dt
|t=0

d

ds
(γt(s)) =

d

dt
|t=0

d

ds
(ϕt(γ(s))) =

d

ds
X(γ(s)) = DX(γ̇(s))

oldu§undan enerji fonksiyonelinin türevi a³a§�daki gibi olur:

d

dt
|t=0 2E(γt) =

∫ 1

0

∑
i,j

X(gij)(γ(s)) γ̇i γ̇j

 ds

+

∫ 1

0

∑
i,j

gij(γ(s)) {(DX)i · γ̇ γ̇j + (DX)j · γ̇ γ̇i}

 ds.

Burada (DX)i · γ̇ ile (DX) · γ̇ vektörünün i'inci terimini gösteriyoruz.
Herhangi iki k ∈ N ve 1 ≤ l ≤ n sabit pozitif tam say�lar� için X
vektör alan�n� X(x) = X(x1, · · · , xn) = (a1, · · · , an) olarak seçelim, öyle ki
al(x) = sin kπx1 ve her m 6= l için am = 0 olsun. Bu durumda birinci
integralin içindeki terim için∑

i,j

X(gij)(γ(s)) γ̇i γ̇j =
∑
i,j,m

am(γ(s))
∂gij
∂xm

(γ(s)) γ̇i γ̇j

=
∑
i,j

al(γ(s))
∂gij
∂xl

(γ(s)) γ̇i γ̇j

=
∑
i,j

sin(kπγ1(s)) glij γ̇i γ̇j ,

elde ederiz. Di§er taraftan, ikinci integraldeki küme parantezinin içindeki ifade
ise

(DX)i · γ̇ γ̇j + (DX)j · γ̇ γ̇i = 2
∑
i

gil(γ(s)) (kπ cos(kπγ1) γ̇1 γ̇i)

olur.
Enerji fonksiyoneli t = 0 noktas�nda kritik de§ere ula³t�§� için

0 =
d

dt
|t=0 2E(t)

=

∫ 1

0

∑
i,j

sin(kπγ1(s)) glij γ̇i γ̇j

 ds

+2

∫ 1

0

(∑
i

gil(γ(s)) (kπ cos(kπγ1) γ̇1 γ̇i)

)
ds
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elde ederiz. Terimlerden birini di§er tarafa at�p ikinci integrale k�smi integral
tekni§ini uygularsak∫ 1

0
sin(kπγ1(s))(

∑
i,j

glij γ̇iγ̇j)ds = −2

∫ 1

0
(
∑
i

gil(γ(s))(kπ cos(kπγ1)γ̇1γ̇i)ds

= 2

∫ 1

0
(
∑
i

d

ds
[gil(γ(s)) γ̇i] (sin(kπγ1)) ds

bulunur. Bu e³itlik her k ∈ N do§al say�s� için do§ru oldu§undan Fourier
teorisi bize ∑

i,j

glij γ̇i γ̇j = 2
∑
i

d

ds
[gil(γ(s)) γ̇i]

sonucunu verir (bkz. Al�³t�rma 5). �imdi türevi al�p terimleri düzenlersek

∑
i,j

glij γ̇i γ̇j = 2

∑
i

γ̈i gil +
∑
i,m

gmil γ̇m γ̇i


ve buradan da ∑

i

γ̈i gil = −
∑
i,j

(
gjil −

1

2
glij

)
γ̇i γ̇j

elde ederiz. Riemann metri§inin tersini (gij) ile gösterirsek

γ̈i = −
∑
m,l,j

gim
(
gljm −

1

2
gmjl

)
γ̇j γ̇l

ifadesine ula³�r�z. Bu toplamdaki j ve l endekslerinin yerlerini de§i³tirirsek
toplam de§i³mez. O halde,

γ̈i = −1

2

∑
m,l,j

gim
(
gljm + gjlm − g

m
jl

)
γ̇j γ̇l = −

∑
l,j

Γijl γ̇j γ̇l

jeodezik denklemini elde ederiz. 2

M manifoldu üzerinde bir (x1, · · · , xn) koordinat sistemi seçelim. E§er yi =
∂
∂xi

olarak tan�mlan�rsa (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) manifoldun T∗M te§et
demeti üzerinde bir koordinat sistemi olu³turur. M üzerindeki türevlenebilir
her γ(s) e§risi te§et demeti üzerinde do§al bir e§ri verir: s 7→ (γ(s), γ̇(s)).
Bu durumda ikinci derece jeodezik denklem sistemi a³a§�daki birinci derece
sisteme denktir: {

ẋi = yi,
ẏi = −

∑
l,j Γijl yj yl ; i = 1, · · · , n
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Asl�nda, T∗M manifoldu üzerindeki

X(x, y) = (y1, · · · , yn,−
∑
l,j

Γ1
jl yj yl, · · · ,−

∑
l,j

Γnjl yj yl)

vektör alan�n�n ak�³� ϕs(x, y) = (γ(s, x, y), γ̇(s, x, y)) olacakt�r. Dolay�s�yla,

Expp : TpM →M, v 7→ γ(1, p, v)

ile tan�mlanan üstel fonksiyon türevlenebilir bir fonksiyondur. Vektör alanlar�-
n�n teorisinden her (x, y) ∈ T∗M noktas�ndan ba³layan bir çözüm e§risinin var
oldu§unu biliyoruz fakat bu e§ri tüm gerçel eksende tan�ml� olmayabilir (bkz.
Al�³t�rma 6). Dolay�s�yla, Expp fonksiyonu TpM te§et uzay�n�n tamam�nda
tan�ml� olmayabilir. Fakat, e§er manifold t�k�z ise tüm te§et uzay�nda tan�ml�
olacakt�r.

�imdi jeodeziklerin geometrik özelliklerini inceleyece§iz. Bunun için ilk önce
jeodeziklerin e§ri uzunlu§u ile parametrize edildi§ini gösterece§iz.

Yard�mc� Teorem 3.2.2. E§er γ : [a, b] → M bir jeodezik ise ‖γ̇(s)‖,
s ∈ [a, b], sabittir. Ba³ka bir deyi³le jeodezikler sabit h�zl� e§ridirler.

Kan�t : Do§rudan türev alarak ve

glij =
1

2

(
glij + gilj − g

j
il

)
+

1

2

(
glji + gjli − g

i
jl

)
e³itli§ini kullanarak

d

ds
‖γ̇(s)‖2 =

d

ds

∑
i,j

gij(γ(s)) γ̇i γ̇j


=

∑
i,j,l

glij(γ(s)) γ̇l γ̇i γ̇j

+
∑
k,j

gkj(γ(s)) γ̈k γ̇j +
∑
k,i

gik(γ(s)) γ̈k γ̇i

=
∑
j

γ̇j

∑
k

gkj(γ(s)) γ̈k +
∑
i,l

1

2

(
glij + gilj − g

j
il

)
γ̇i γ̇l


+
∑
i

γ̇i

∑
k

gik(γ(s)) γ̈k +
∑
j,l

1

2

(
glji + gjli − g

i
jl

)
γ̇j γ̇l


= 0

elde ederiz. Son ad�mda e§rinin jeodezik oldu§unu kulland�k. O halde, ‖γ̇(s)‖,
te§et vektörünün boyu e§ri boyunca sabittir. Bu kan�t� tamamlar. 2
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Örnek 3.2.3. Bu örnekte GL(n,R) ⊆M(n,R) = Rn2
Lie grubunun üzerine

homojen bir Riemann metri§i koyaca§�z ve daha sonra bu metri§in jeodezikleri
ile üstel fonksiyonunu n = 1 durumunda hesaplayaca§�z. Manifoldun birim
matristeki TIdGL(n,R) = M(n,R) te§et uzay� üzerindeki standart iç çarp�m�
alal�m:

(· , ·)Id : TIdGL(n,R)× TIdGL(n,R)→ R , (A,B) 7→ tr(AtB).

Herhangi bir P ∈ GL(n,R) noktas�ndaki te§et uzay� üzerindeki iç çarp�m� da

P · : GL(n,R)→ GL(n,R), Q 7→ PQ

difeomor�zmas�n�n

P · : TIdGL(n,R)→ TPGL(n,R), A 7→ PA

türevinin verdi§i do§rusal izomor�zma ile tan�mlayal�m. Dolay�s�yla, P nok-
tas�ndaki iç çarp�m� (· , ·)P ile gösterirsek, her u ve v ∈ TIdGL(n,R)
vektörleri için

(u, v)Id = (Pu, Pv)P

olur. Ba³ka bir deyi³le, GL(n,R) Lie grubu üzerine homojen bir Riemann
metri§i koymu³ olduk.

Bu metri§e kar³�l�k gelen üstel fonksiyonu GL(1,R) = R∗ Lie grubu için
³u ³ekildedir: GL(1,R) = R∗ üzerindeki X(x) = x ∂

∂x vektör alan�n�n birim
h�zl� oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla bu vektör alan�n�n integrali, γ(t) = et, bir
jeodezik olacakt�r. Ba³ka bir deyi³le, bu Lie grubunun birim elemandaki üstel
fonksiyonu

Exp1 : T1GL(1,R)→ GL(1,R), Exp1(t) = et,

ile verilir.
Benzer ³ekilde

φ : TIdGL(n,R) = M(n,R)→ GL(n,R), A 7→ eA =
∞∑
n=0

An

n!

fonksiyonu yukar�da tan�mlad�§�m�z Riemann metri§inin vermi³ oldu§u üstel
fonksiyondur. Bu genel durumun kan�t�n� okuyucuya b�rak�yoruz.

Örnek 2.1.20'de ortogonal grubun birim matristeki te§et uzay�n�n

TIdO(n) = {A ∈M(n, n) | AT +A = 0}

ters simetrik matrisler vektör uzay� oldu§unu görmü³tük. O(n) manifoldunu
GL(n,R) manifoldundan ald�§� Riemann metri§i ile dü³ünelim ve

ExpId : TIdGL(n,R)→ Gl(n,R)
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üstel fonksiyonunu ortogonal grubun te§et uzay�nda hesaplayal�m. Bunun için
ilk önce, çarp�m halindeki A ve −A matrisleri yer de§i³tirebildi§inden Q =
eA olmak üzere, Id = e0 = eA+(−A) = eAe−A = Qe−A ve dolay�s�yla e−A =
Q−1 oldu§unu gözlemleyelim. Dolay�s�yla, herhangi bir A ∈ TIdO(n) vektörü
için AT = −A oldu§undan

QT = (eA)T = eA
T

= e−A = (eA)−1 = Q−1

elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le, Q matrisi ortogonaldir. Di§er taraftan, etA e§ri-
si GL(n,R) içinde bir joedezik oldu§u için yerel olarak (üzerindeki) herhangi
iki nokta aras�ndaki en k�sa e§ridir. O halde, bu e§ri O(n) alt manifoldu içinde
de yerel olarak en k�sa e§ridir ve dolay�s�yla bir jeodeziktir. Ba³ka bir deyi³le,
ortogonal grubun üstel fonksiyonu yine

ExpId(A) = eA =
∞∑
n=0

An

n!

ile verilir.
Özel do§rusal grup SL(n) manifoldu için de benzer bir hesap yap�labilir

(bkz. Al�³t�rma 12). Son olarak bir noktay� belirtmeliyiz. Matris gruplar� üzerine
koydu§umuz metrik homojendir. Ba³ka bir deyi³le, herhangi bir noktay� birim
matrise o matrisin tersi ile ta³�yarak o noktay� birim matris olarak görebiliriz.
Dolay�s�yla, her jeodezik birim matristen geçen bir jeodezi§in bir matris ile
ötelemesidir.

�imdi de genel bir (M, g) Riemann manifoldunun üstel fonksiyonunun
türevini hesaplayal�m. Jeodezik denklemi s-de§i³kenine göre homojendir; ba³ka
bir deyi³le, e§er γ(s) bir jeodezik ise γ(as), a 6= 0, e§risi de bir jeodeziktir.
Asl�nda, her a 6= 0 için, γ(as, p, v) ve γ(s, p, av) jeodezikleri ayn� ba³lang�ç
de§erlerine sahip olduklar�ndan γ(as, p, v) = γ(s, p, av) olur. Bunu kullanarak

D(Expp)0 = IdTpM

oldu§unu görürüz (bkz. Al�³t�rma 13). Buradan, Expp : TpM → M fonksi-
yonunun s�f�r vektörünün bir aç�k kom³ulu§undan görüntüsüne difeomor�zma
oldu§u sonucuna var�r�z.

Benzer ³ekilde,

F : T∗M →M ×M, (p, v) 7→ (p,Expp(v))

fonksiyonunun (p, 0) noktas�ndaki türevi de birim dönü³ümdür. Di§er taraf-
tan, F (p, 0) = (p, p) oldu§undan F fonksiyonunun (p, 0) noktas� etraf�nda
bir difeomor�zma oldu§unu görürüz. Ba³ka bir deyi³le, p ∈ M noktas�n�n
yeterince küçük her U kom³ulu§u için, bu kom³uluktaki herhangi iki noktay�
birbirine ba§layan bir jeodezik vard�r. Bu jeodezik bir ba³lang�ç de§er proble-
minin çözümü oldu§undan ayn� zamanda tektir. Son olarak jeodeziklerin h�z�
sabit oldu§undan jeodezi§in uzunlu§u ilk h�z� ile tan�mland�§� aral�§�n boyunun
çarp�m� kadar olacakt�r. Dolay�s�yla, a³a§�daki sonucu kan�tlam�³ olduk.
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Sonuç 3.2.4. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde bir p ∈M
noktas� alal�m. Bu durumda öyle bir p ∈ U aç�k kom³ulu§u ve r > 0 gerçel
say�s� vard�r ki, U içinde ald�§�m�z herhangi iki noktay� birbirine ba§layan tek
bir jeodezik vard�r ve bu jeodezi§in uzunlu§u r gerçel say�s�ndan küçüktür.

Daha fazla ilerleyebilmek için Gauss'un a³a§�daki sonucuna ihtiyac�m�z var.

Yard�mc� Teorem 3.2.5 (Gauss'un Yard�mc� Teoremi). Yukar�daki sonucun
ko³ullar�n� sa§layan p ∈ U ⊆ M ve r > 0 alal�m. Bu durumda p ∈ U
noktas�ndan geçen jeodezikler her C < r için

SC = {Expp(v) | ‖v‖ = C < r}

hiper yüzeylerine diktir.

Kan�t : v : R→ TpM , ‖v(t)‖ = C, her t ∈ R için, türevlenebilir bir e§ri
olmak üzere,

f(s, t) = Expp(sv(t)) , s ∈ (−1, 1),

fonksiyonunu tan�mlayal�m. O halde, kan�tlamam�z gereken sonuç tam olarak(
∂f

∂s
(s, t),

∂f

∂t
(s, t)

)
= 0

iç çarp�m�n�n s�f�r oldu§udur. Yard�mc� Teorem 3.2.2'in kan�t�na benzer ³ekilde

∂

∂s

(
∂f

∂s
,
∂f

∂t

)
=

∑
i,k

gik
∂2fk

∂s∂t

∂f i

∂s

+
∑
i,j,l

1

2
(glji + gjli − g

i
jl)

∂f j

∂s

∂f l

∂t

∂f i

∂s

ve
∂

∂t

(
∂f

∂s
,
∂f

∂s

)
= 2

∂

∂s

(
∂f

∂s
,
∂f

∂t

)
elde ederiz. Di§er taraftan, ∂f/∂s vektörü s 7→ f(s, t) jeodezi§inin s an�n-
daki te§et vektörü oldu§undan bu vektörün uzunlu§u tüm jeodezik boyunca
sabittir. Dolay�s�yla, yukar�daki her iki türev de s�f�rd�r. Bu durumda,(

∂f

∂s
(s, t),

∂f

∂t
(s, t)

)
iç çarp�m� s de§i³keninden ba§�ms�zd�r. Son olarak s = 0 ba³lang�ç an�nda,
f(0, t) = p ve dolay�s�yla ∂f/∂t (0, t) = 0 oldu§undan kan�t tamamlan�r. 2
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Uyar� 3.2.6. Gauss Yard�mc� Teoremi ³u ³ekilde genelle³tirilebilir (bkz. [35],
s.489, Al�³t�rma 28 ): c(s) (M, g) Riemann manifoldu içinde dc/ds 6= 0
ko³ulunu sa§layan herhangi bir e§ri olsun.

N = {Expc(s)(v) | ‖v‖ = sabit, v ∈ Tc(s)M, gc(s)(v, dc/ds) = 0}

ile tan�mlanan M 'nin alt manifoldu olsun. Bu durumda, e§er

0 6= v ∈ Tc(s)M, gc(s)(v, dc/ds) = 0

ko³ulunu sa§layan bir vektör ise γ(t) = Expc(s)(tv) jeodezi§i N alt mani-
foldunu dik keser. Bu sonucun kan�t� al�³t�rma olarak okuyucuya b�rak�lm�³t�r
(bkz. Al�³t�rma 14).

Bu önemli yard�mc� teoremin iki geometrik sonucu a³a§�daki gibidir.

Sonuç 3.2.7. u : [a, b] → (0, r) ve v : [a, b] → TpM , ‖v(s)‖ = 1, parçal�
türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere

c : [a, b]→M , c(s) = Expp(u(s)v(s))

parçal� türevlenebilir e§risini tan�mlayal�m.

Lba(c) =

∫ b

a
‖ċ(s)‖ ds

bu e§rinin uzunlu§u olmak üzere Lba(c) ≥ |u(b) − u(a)| e³itsizli§i sa§lan�r.
E³itlik sadece ve sadece u fonksiyonun artan (veya azalan) ve v fonksiyonun
sabit olmas� durumda elde edilir. Bu durumda, c(s) p-noktas�ndan geçen
merkezcil bir jeodezi§in bir parças�d�r.

Kan�t : Önceki teoremin gösterimini kullanarak yine

f(s, t) = Expp(sv(t)) , s ∈ (−1, 1),

fonksiyonunu tan�mlayal�m. O halde, c(s) = f(u(s), s) ve dolay�s�yla

dc

ds
=
∂f

∂u
u′(s) +

∂f

∂t
· 1

elde ederiz. Gauss Yard�mc� Teoremi'nden(
∂f

∂u
,
∂f

∂t

)
= 0 ve

∥∥∥∥∂f∂u
∥∥∥∥ = 1

oldu§undan ∥∥∥∥dcds
∥∥∥∥2

= |u′(s)|2 +

∥∥∥∥∂f∂t
∥∥∥∥2

≥ |u′(s)|2
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elde edilir. Ayr�ca e³itlik sadece
∂f

∂t
= 0 ve dolay�s�yla v′(s) = 0 olmas�

durumunda sa§lan�r. O halde,∫ b

a

∥∥∥∥dcds
∥∥∥∥ ds ≥

∫ b

a
|u′(s)| ds ≥ |u(b)− u(a)| ,

buluruz. Ayr�ca, e³itlik sadece v(s) sabit ve u(s) artan veya azalan olmas�
durumunda sa§lan�r. 2

Bu sonuçtan kolay bir ³ekilde a³a§�daki sonuca var�r�z.

Sonuç 3.2.8. p ∈ Up ⊆ M , v ∈ TpM , ‖v‖ ≤ r, ve γ(s) = Expp(sv),
s ∈ [0, 1], uzunlu§u r say�s�ndan küçük olan bir jeodezik olsun (Sonuç 3.2.4'ün
gösterimini kullan�yoruz). c : [0, 1] → M p noktas�n� p′ = γ(1) noktas�na
ba§layan parçal� türevli bir e§ri ise

L1
0(γ) ≤ L1

0(c)

e³itsizli§i sa§lan�r. E³itlik sadece c(s) e§risi γ jeodezi§inin bir ba³ka para-
metrizasyonu olmas� durumunda do§rudur.

Bu sonuçlar bize jeodeziklerin yerel olarak uzakl�§� en aza indiren e§riler
oldu§unu gösterir. Bir (M, g) Riemann manifoldu üzerindeki her jeodezik
tüm gerçel eksene geni³letilebilirse bu manifolda jeodezik tam manifold denir.
Riemann metri§i manifold üzerinde de bir metrik tan�mlar: d : M ×M → R,

d(x, y) = inf{Lba(c) | c : [a, b]→M, c(a) = x, c(b) = y},

(c parçal� türevlenebilir e§ri olmak üzere). Bu metri§in üretti§i metrik to-
polojinin manifoldun üzerindeki topoloji oldu§u Al�³t�rma olarak okuyucuya
b�rak�lm�³t�r (Al�³t�rma 15). (Bkz. [35], s. 428, Teorem 7). Yukar�daki yerel
sonucu kullanarak kolayca a³a§�daki sonuca var�r�z (Al�³t�rma 16):

Sonuç 3.2.9. γ : [a, b] → (M, g) bir Riemann manifoldu üzerinde parçal�
türevlenebilir bir e§ri olsun. E§er d(γ(a), γ(b)) = Lba(γ) ise γ e§risi bir
jeodeziktir.

Daha fazla ilerlemeden uzunluk ve enerji fonksiyonellerinin kritik noktalar�-
n� kar³�la³t�ran bir sonuç verece§iz:

Önerme 3.2.10. 1) Her parçal� türevlenebilir γ : I → (M, g) e§risi için

Lba(γ) ≤ (b− a) Eba(γ) , a, b ∈ I ,

e³itsizli§i do§rudur. E³itlik sadece ve sadece γ e§risi e§ri uzunlu§u ile para-
metrelendirilmi³ ise sa§lan�r.
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2) γ : [a, b]→ (M, g) L(γ) = d(γ(a), γ(b)) ko³ulunu sa§layan bir jeodezik
olsun. Herhangi bir c : [a, b] → (M, g) e§risi c(a) = γ(a), c(b) = γ(b)
ko³ulunu sa§l�yorsa

E(γ) =
L(γ)2

b− a
≤ L(c)2

b− a
≤ E(c)

olur. Dolay�s�yla, E(γ) = E(c) e³itli§i sadece ve sadece c e§risinin L(c) =
L(γ) ko³ulunu sa§layan bir jeodezik olmas� durumunda sa§lan�r. Ayr�ca, ye-
terince küçük jeodezik parçalar� enerji fonksiyonelinin en küçük de§eri ald�§�
noktalar olur.

Kan�t : f, g : [a, b]→ R sürekli fonksiyonlar olmak üzere Schwarz e³itsiz-
li§ini hat�rlayal�m (bkz. Al�³t�rma 17):

(∫ b

a
fg

)2

≤
(∫ b

a
f2

)(∫ b

a
g2

)
,

öyle ki, e³itlik sadece ve sadece f ve g fonksiyonlar�n�n do§rusal ba§�ml�
oldu§u durumda sa§lan�r. Bu durumda, f(s) = ‖γ̇(s)‖ ve g(s) = 1 fonk-
siyonlar� için (

Lba(γ)
)
≤ (b− a)

(
Eba(γ)

)
,

elde ederiz. E³itlik ise sadece f(s) = ‖γ̇(s)‖ fonksiyonun sabit olmas� duru-
munda sa§lan�r. O halde, ilk k�sm�n kan�t� tamamlanm�³ oldu.

�kinci k�sm�n ilk e³itsizli§i γ ve c e§rilerinin seçiminden dolay�d�r. Bu-
radaki ikinci e³itsizlik ise bu önermenin ilk k�sm�n�n sonucudur. Ayr�ca yine
ikinci e³itsizlik sadece c e§risi e§ri uzunlu§u ile parametrize edilmi³se e³itlik-
tir. Dolay�s�yla, E(γ) ≤ E(c) e³itsizli§i her zaman do§rudur ve e³itlik sadece
c e§risi L(c) = d(c(a), c(b)) ko³ulunu sa§layan bir jeodezik ise sa§lan�r.

Son olarak, jeodezikler e§ri uzunlu§u ile parametrelendirilmi³ ve yerel ola-
rak uzunluk fonksiyonun en küçük de§erini ald�§� e§riler olduklar� için enerji
fonksiyonelinin de yerel olarak en küçük de§erini ald�§� e§rilerdir. 2

Yukar�daki sonuçlar iki noktay� birle³tiren en k�sa e§rinin var olmas� du-
rumunda bunun bir jeodezik oldu§unu gösteriyor. A³a§�daki teorem ise jeode-
ziklerin tam manifoldlarda var oldu§unu göstermektedir. Bu teoremin kan�t�n�
burada vermeyece§iz (bkz. [35], s. 462, Teorem 18).

Teorem 3.2.11 (Hopf-Rinow-De Rham). (M, g) Riemann manifoldunun jeo-
dezik tam olmas� için gerek ve yeter ko³ul manifoldun üzerindeki Riemann
metri§i taraf�ndan üretilen (bkz. Sayfa 149) metri§in tam olmas�d�r.

Ayr�ca jeodezik tam bir manifold üzerinde, verilen herhangi iki noktay� bir-
birine ba§layan en k�sa uzunlu§a sahip bir jeodezik vard�r.
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Di§er taraftan herhangi bir U ⊆ M aç�k kümesi içindeki rastgele seçilen
q1, q2 ∈ U noktalar�n� birbirine ba§layan en k�sa jeodezik U aç�k kümesinin
içinde kalmayabilir. E§er bir alt küme, herhangi iki noktas�n� birbirine ba§layan
en k�sa uzunlu§a sahip jeodezi§i de içeriyorsa bu kümeye jeodezik konveks
denir. Gauss Yard�mc� Teoremi bize ³u sonucu verir:

Teorem 3.2.12. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p ∈ M bir nokta olsun.
Bu durumda öyle bir ρ > 0 say�s� vard�r ki, TpM te§et uzay�ndaki ρ yar�çapl�
B(0, ρ) yuvar�n�n Expp : TpM → M üstel fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü
jeodezik konvekstir. Ba³ka bir deyi³le, U = Expp(B(0, ρ)) aç�k kümesinde
herhangi iki noktay� birbirine ba§layan ve tamamen U içinde kalan tek bir
jeodezik vard�r. Ayr�ca bu jeodezik (M, g) manifoldu içindeki bu iki noktay�
birbirine ba§layan en k�sa e§ridir.

Teoremin kan�t� birçok ad�mdan olu³maktad�r. Asl�nda kan�t Spivak I. cil-
dindeki bir problemin çözümünü içermektedir (bkz.[35], s. 490, Al�³t�rma 32).
Spivak'�n kitab� bu çözümü içermedi§i için burada verece§iz.

Kan�t : Ad�m 1) p ∈M noktas�n�n bir U kom³ulu§unda üstel fonksiyonun
tersinin vermi³ oldu§u koordinat sistemini alal�m. Ba³ka bir deyi³le, β =
{v1, · · · , vn} kümesi TpM için bir s�ral� taban ise (p noktas�n�n yeterince
yak�n�ndaki) her q ∈M noktas� için

Exp−1
p (q) =

∑
xi(q)vi

e³itli§i ile tan�mlanan xi(q) fonksiyonlar�n�n olu³turdu§u koordinat sistemini
dü³ünelim.

�ddia: Bu koordinat sisteminde tüm Γkij Christo�el sembolleri p noktas�nda
s�f�r de§erini al�r.

�ddian�n kan�t� : Herhangi bir u = (u1, · · · , un) ∈ TpM vektörü için γ(s) =
Expp(su) jeodezi§ini ele alal�m. xi(γ(s)) = sui olaca§�ndan

dxi(γ(s))

ds
|s=0 = ui ve

d2xi(γ(s))

ds2
|s=0 = 0

elde edilir. Bu durumda γ için jeodezik denklemini yazarsak, her u =
(u1, · · · , un) ∈ TpM için

0 =
∑
i,j

Γkij(p) uiuj

bulunur ve böylece iddian�n kan�t� tamamlan�r.

Ad�m 2) Yukar�daki koordinat sistemini kullan�rsak, r : U → R, r(q) =
d(p, q) fonksiyonu olmak üzere r(γ(s))2 =

∑
k γ

2
k(s) oldu§u aç�kt�r. �imdi
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γ(s) e§risinin bir jeodezik oldu§unu kabul edelim ve bu e³itli§in ikinci türevini
hesaplayal�m:

d(r(γ(s))2)

ds
=
d(
∑

k γ
2
k)

ds
=
∑
k

2γk
dγk
ds

ve buradan da

d2(r(γ(s))2)

ds2
= 2

∑
k

(
d2γk
ds2

γk +

(
dγk
ds

)2
)

= 2

∑
k

(
dγk
ds

)2

−
∑
i,j,k

Γkij γ
k dγi
ds

dγj
ds


buluruz.

Ad�m 3)

0 ≤

(∑
k

dγk
ds

)2

=
∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds

e³itsizli§inin orta terimine Schwarz e³itsizli§ini uygularsak

0 ≤
∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds
≤

(∑
k

12

)(∑
k

(
dγk
ds

)2
)
≤ n

∑
k

(
dγk
ds

)2

ve dolay�s�yla

0 ≤ 1

n

∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds
≤
∑
k

(
dγk
ds

)2

elde ederiz. Gerekirse U kümesini küçülterek (bu ‖γ̇(0)‖ vektörünü yeterince
küçük seçmek anlam�na gelecektir) öyle bir pozitif K gerçel say�s� bulabiliriz
ki, verilen her γ : [0, 1] → Expp(U) jeodezi§i ve her k, s için |γk(s)| ≤ K
olur. Γki,j Christo�el sembolleri p noktas�nda s�f�r oldu§undan gerekirse U
kümesini daha da küçülterek

K max
i,j,k
{Γkij(q) | q ∈ U} <

1

n2

oldu§unu kabul edebiliriz. O halde, Expp(U) içinde kalan her γ jeodezi§i
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için ∣∣∣∣∣∣
∑
i,j,k

Γkij γk
dγi
ds

dγj
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ n K max
i,j,k
{Γkij(q) | q ∈ U}

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds

∣∣∣∣∣∣
<

1

n2
n

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds

∣∣∣∣∣∣
=

1

n

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds

∣∣∣∣∣∣
=

1

n

∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds

e³itsizli§i sa§lan�r. �imdi yukar�daki sonuçlar� kullanarak

d2(r(γ(s))2)

ds2
= 2

∑
k

(
dγk
ds

)2

−
∑
i,j,k

Γkij γ
k dγi
ds

dγj
ds


≥ 2

∑
k

(
dγk
ds

)2

−

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j,k

Γkij γ
k dγi
ds

dγj
ds

∣∣∣∣∣∣


> 2

∑
k

(
dγk
ds

)2

− 1

n

∑
i,j

dγi
ds

dγj
ds


≥ 0

elde ederiz. Dolay�s�yla, s = 0 noktas�n�n etraf�nda d2(r(γ(s))2)/ds2 > 0 olur.
Ba³ka bir deyi³le, d(r(γ(s))2)/ds bu aral�kta kesin artan bir fonksiyondur.

Ad�m 4) �ddia: ε > 0 olmak üzere Bε = {v ∈ TpM | ‖v‖ ≤ ε} ve
Sε = {v ∈ TpM | ‖v‖ = ε} olsun. Bu durumda ε > 0 yeterince küçükse
ve γ(s), γ(0) ∈ Expp(Sε) ve d(r(γ))2/ds|s=0

= 0 ko³ullar�n� sa§layan
bir jeodezik ise sadece γ'ya ba§l� bir δ > 0 say�s� vard�r öyle ki, her
0 6= s ∈ (−δ, δ) için γ(s) 6∈ Expp(Bε) olur.

�ddian�n kan�t� : Ad�m 3'den dolay� d(r(γ(s))2)/ds bu aral�kta kesin artan
bir fonksiyon oldu§u için öyle bir δ > 0 say�s� vard�r ki, (−δ, 0) aral�§�nda
d(r(γ))2/ds|s=0

< 0 ve (0, δ) aral�§�nda d(r(γ))2/ds|s=0
> 0 olur. Asl�nda

ayn� sonuç d(r(γ))/ds için de do§rudur. Böylece iddian�n kan�t� tamamlan�r.

Ad�m 5) �ddia: q, q′, r(q), r(q′) < ε0 ko³ulunu sa§layan iki nokta ve γ
bu iki noktay� birbirine ba§layan (uzunlu§u 2ε0'dan küçük olan) bir jeodezik
olsun. E§er ε0 yeterince küçükse r(γ) fonksiyonu en büyük de§erini q ya
da q′ noktas�nda al�r.



154 Vektör Alanlar� ve Demetleri

�ddian�n kan�t� : ε yukar�daki gibi olmak üzere B(q, 3ε0) ⊆ Expp(Bε) olacak
³ekilde bir ε0 > 0 seçelim. Bu durumda γ jeodezi§i Expp(Bε) küresinin
içinde kal�r. �imdilik, r(γ) fonksiyonun en büyük de§erini uç de§erlerde alma-
d�§�n� kabul edelim. E§rinin tan�mland�§� aral�§� gerekirse öteleyerek en büyük
de§erin s = 0 noktas�nda ula³�ld�§�n� kabul edelim. O halde,

0 =
d(r(γ(s)))

ds
|s=0 =

d(r(γ(s)))2

ds2
|s=0

olur. Diyelim ki, l = r(γ(0)) olsun. Bu durumda, γ(0) ∈ Expp(Sl) olur.
�imdi l < ε oldu§undan Ad�m 4'den dolay�, γ(s) 6∈ Bl, 0 6= s ∈ (−δ, δ) olacak
³ekilde bir δ > 0 say�s� vard�r. Ba³ka bir deyi³le, s 6= 0 için r(γ(s)) > l
çeli³kisini elde etmi³ olduk. O halde, r(γ) fonksiyonu en büyük de§erini iki
uç noktas�ndan birinde almal�d�r.

Son olarak ρ = ε0 al�rsak B(p, ρ) = Expp(Bρ) yuvar� jeodezik konveks
olur. Böylece kan�t tamamlan�r. 2

Uyar� 3.2.13. 1) p ∈ (M, g) sabit bir nokta olsun. E§er p noktas�ndan geçen
her jeodezik tüm gerçel eksene geni³letilebiliyorsa M manifoldu (jeodezik) tam-
d�r (bkz.[35], s. 498, Al�³t�rma 43). Bunu görmek için ilk önce manifoldun her
noktas�n�n (uzunlu§u en küçük olan) bir jeodezik ile p noktas�na ba§lanabil-
di§ini gösterebiliriz (bkz. Al�³t�rma 18). Dolay�s�yla, Expp : TpM →M üstel
fonksiyonu örtendir ve M içindeki her s�n�rl� bölge TpM içindeki s�n�rl� bir
bölgenin görüntüsü içindedir. O halde, M içindeki her s�n�rl� bölge TpM için-
deki t�k�z bir bölgenin görüntüsü içindedir. Buradan M içindeki her Cauchy
dizisinin yak�nsak oldu§unu görürüz. Böylece kan�t tamamlan�r.

2) (M, g) tam ama t�k�z olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Bu du-
rumda öyle bir γ : [0,∞)→M jeodezi§i vard�r ki, bu jeodezik, üzerinde verilen
her nokta çiftini birbirine ba§layan en k�sa e§ridir. Bunu görmek için ilk önce
(M, g) manifoldunun s�n�rs�z oldu§unu göstermeliyiz. Bunu kan�tlad�ktan son-
ra bir p ∈M noktas� sabitleyelim ve her pozitif n tam say�s� için d(p, qn) ≥ n
olacak ³ekilde bir qn ∈ M noktas� ve bu noktadan geçen ve en k�sa uzunlu§a
sahip bir γn(svn) : R → M jeodezi§i seçelim, öyle ki, vn ∈ Sε ⊆ TpM ,
yeterince küçük bir kürenin içinde kals�n. �imdi v0 ∈ Sε vektörü (vn) dizi-
sinin bu t�k�z küre içindeki bir alt dizisinin limiti olsun. Arad�§�m�z jeodezi§in
γ(s) = Expp(sv0) e§risi oldu§unun gösterilmesini Al�³t�rma 19'da okuyucuya
b�rak�yoruz. (Ayr�ca bkz.[35], s. 498, Al�³t�rma 44.)

3.2.2 Hacim Eleman� ve Y�ld�z Operatörü

Riemann metri§i e§rilerin uzunluklar�n� hesaplaman�n d�³�nda da çok kullan�³l�-
d�r. Örne§in, gp = ( , ) : TpM × TpM → R te§et uzay� üzerinde simetrik ve
pozitif bilineer form oldu§undan Riemann metri§i te§et demetinden e³te§et
demetine do§al bir izomor�zma verir:⋃

p∈M
TpM −→

⋃
p∈M

T ∗pM,
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v 7→ v∗ : TpM → R, v∗(w) = gp(v, w), w ∈ TpM .

Örne§in ω =
∑

i bi(x) dxi formuna kar³�l�k gelen vektör alan�n� hesaplayal�m:
Bu vektör alan� X =

∑
i ai

d
dxi

, ise her v ∈ TpM için

w(p)(v) = gp(X(p), v)

olacakt�r. O halde, v = d
dxj

al�rsak

bj(p) = ω

(
d

dxj

)
= gp

(
X(p),

d

dxj

)
=
∑
i

gij(p)ai(p)

olur. Buradan, ai =
∑

j bj g
ij ve dolay�s�yla,

X =
∑
i,j

bj g
ij d

dxi

olarak bulunur.

Örnek 3.2.14. f : (M, g)→ R türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durum-
da, yukar�daki izomor�zma alt�nda df 1-formuna kar³�l�k gelen vektör alan�na
f fonksiyonun gradyan vektörü denir ve grad(f) veya ∇f ile gösterilir:

∇f =
∑
ij

gij
∂f

∂xj

d

dxi
.

Öklit uzay�nda gij = δij oldu§undan ∇f =
∑
i

∂f

∂xi

d

dxi
olur.

Metrik ile elde edilen

T ∗M −→ T∗M, dxj 7→ Xj .=
∑
i

gij
d

dxi

vektör uzay� izomor�zmas� T ∗M üzerinde de bir metrik verecektir:

(dxj , dxk)T ∗M
.
= (Xj , Xk)T∗M =

(∑
i

gij
d

dxi
,
∑
l

glk
d

dxl

)
T∗M

ve buradan

(dxj , dxk)T ∗M =
∑
i,l

gij glk gil =
∑
i

gij δik = gkj

elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le, e³te§et vektör demeti üzerindeki metrik te§et
demeti üzerindeki Riemann metri§inin tersinden ba³ka bir ³ey de§ildir.



156 Vektör Alanlar� ve Demetleri

Bir vektör uzay� üzerindeki iç çarp�m bu uzay�n tensör çarp�mlar�na do§al
olarak geni³letilebilir. (V, · ) iç çarp�m uzay� ise V ⊗ V üzerindeki iç çarp�m
³u ³ekilde tan�mlan�r:

(v1 ⊗ u1) · (v2 ⊗ u2) =
1

2
(v1 · v2) (u1 · u2) .

Bu tan�m� tüm V ⊗k tensör çarp�mlar�na ve dolay�s�yla de§i³meli k-formlara
geni³letebiliriz. Bir örnek vermek gerekirse, ω = f dxi∧dxj ve ν = h dxk∧dxl
olmak üzere

ω · ν = (f (dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi)) · (h (dxk ⊗ dxl − dxl ⊗ dxk))
= fh (gikgjl − gilgjk)

ve

ω · ω = (f (dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi)) · (f (dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi))
= f2 (giigjj − (gij)2)

elde edilir (giigjj − (gij)2 > 0 oldu§u aç�kt�r, çünkü e³te§et uzay�ndaki iç
çarp�m�n {dxi, dxj} kümesinin gerdi§i alt uzaya k�s�tlamas� da bir iç çarp�m
verir). Genel durumu al�³t�rmalara b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 20).

Uyar� 3.2.15. Bu tan�m V × V çarp�m uzay�nda bir iç çarp�m vermez.

�imdi d�³ formlar üzerinde tan�mlad�§�m�z iç çarp�m� kullanarak y�ld�z ope-
ratörünü tan�mlayaca§�z. (V,< · , · >) n-boyutlu yönlendirilmi³ bir iç çarp�m
uzay�nda al�nan herhangi v1, · · · , vn (s�ral�) vektörlerinin belirledi§i paralel
yüzlünün i³aretli hacmi ³u ³ekilde tan�mlan�r: Bu vektör uzay�n�n s�ral� ortonor-
mal bir {e1, · · · , en} taban�n� alal�m ve vi =

∑
j aijej yazal�m, i = 1, · · · , n.

Daha önce bu vektörlerin belirledi§i cismin i³aretli hacmini det(aij) olarak
tan�mlam�³t�k. (aij) matrisi {v1, · · · , vn} s�ral� taban�ndan {e1, · · · , en} s�ral�
taban�na geçi³ matrisidir. E§er (bij =< vi, vj >) bu iç çarp�m�n v1, · · · , vn
s�ral� taban�ndaki matris gösterimi ise det(bij) = det(aij)

2 oldu§u kolayca
görülür (bkz. Al�³t�rma 21).

Buna göre, e§er x1 · · · , xn koordinat sisteminde Riemann metri§i g = (gij)
matrisi ile veriliyorsa hacim formu

dvol(M,g) =
√

det(gij) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

³eklinde tan�mlan�r. Ayn� aç�k küme üzerinde bir ba³ka yönlendirilmi³ koordi-
nat sistemi (y1, · · · , yn) = φ(x1 · · · , xn) ise, metri§i φ yard�m�yla y1, · · · , yn
koordinat sisteminde yazarsak

hij =
1

|det(Dφ)|
gij
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elde ederiz. Di§er taraftan,

dy1 ∧ · · · ∧ dyn = det(Dφ) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

oldu§undan√
det(gij) dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

√
det(hij) dy1 ∧ · · · ∧ dyn

olur. Dolay�s�yla, hacim formu iyi tan�ml�d�r.

Örnek 3.2.16. R3 içinde türevlenebilir bir fonksiyonun gra�§i olarak z =
f(x, y) ile verilen yüzeyi, içinde bulundu§u Öklit uzay�n�n Riemann metri§i
ile dü³ünelim. Yüzeyin üstünde (x, y) 7→ (x, y, f(x, y)) koordinat sistemini
alal�m. Bu durumda, {(1, 0, fx(x, y)), (0, 1, fy(x, y))}, kümesi yüzeyin her-
hangi bir noktas�ndaki te§et uzay�n�n bir taban� olacakt�r. Metri§i bu tabanda
yazarsak

(gij) =

(
1 + f2

x fx fy
fx fy 1 + f2

y

)
matrisini elde ederiz. O halde, hacim eleman�

dvol =
√

1 + f2
x + f2

y dx ∧ dy

formu olur (genel durum için Al�³t�rma 22'e bak�n�z).
Benzer ³ekilde iki boyutlu ve r > 0 yar�çapl� kürenin hacim formunu

(θ, φ) 7→ (r cos θ sinφ, r sin θ sinφ, r cosφ, ) , (θ, φ) ∈ [0, 2π]× [0, π],

küresel koordinatlar�nda yazarsak

dvolS2
r

= r2 sinφ dθ ∧ dφ

elde ederiz.

�imdi Riemann metri§inin formlar üzerinde verdi§i do§al iç çarp�m� kul-
lanarak y�ld�z operatörünü tan�mlayaca§�z. (Mn, g) Riemann manifoldunun
herhangi bir ω ∈ Ωk(M) formunu alal�m. Bu formun y�ld�z� olarak adland�-
raca§�m�z ∗ω ∈ Ωn−k(M) formu

ν ∧ ∗ω = (ω · ν) dvol(M,g) , ν ∈ Ωk(M),

e³itli§i ile tan�mlan�r. Y�ld�z i³lemi bir vektör uzay� homomor�zmas� verir:

∗ : Ωk(M)→ Ωn−k(M) .

Bu operatör Riemann metri§ine ba§l� olsa da her metrik için

∗(∗ω) = (−1)k(n−k) ω, ω ∈ Ωk(M)
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e³itli§i sa§lan�r. Bunu görmek için verilen p ∈ M noktas�ndaki TpM te§et
uzay�n�n ortonormal bir taban�n� alal�m ve bu vektörleri te§et uzay�n�n koor-
dinat eksenleri olarak görelim, x1 · · · , xn. Expp : TpM →M yerel difeomor-
�zmas�n�n p noktas� etraf�nda vermi³ oldu§u koordinat sisteminde Riemann
metri§ini yazarsak gij(p) = δij elde ederiz. Buradan, Riemann metri§inin hem
e³te§et demetinde hem de türevlenebilir formlarda verdi§i metri§in p nokta-
s�ndaki matris gösterimlerinin birim matrisler oldu§unu görürüz. Bu durumda,

∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxk) = dxk+1 ∧ · · · ∧ dxn

ve
∗(dxk+1 ∧ · · · ∧ dxn) = (−1)k(n−k) dx1 ∧ · · · ∧ dxk

elde edilir. Di§er taban elemanlar� için de ayn� hesaplamay� yapabiliriz. Do-
lay�s�yla, ∗(∗ω) = (−1)k(n−k) ω e³itli§ini kan�tlam�³ olduk.

Örnek 3.2.17. R4 Öklit uzay�nda y�ld�z operatörünü yazal�m. Bu uzay üzerin-
de {∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3, ∂/∂x4} taban�n�n verdi§i yönlendirmeyi alal�m. Yu-
kar�daki paragraftan dolay�

∗(dx1 ∧ dx2) = dx3 ∧ dx4

∗(dx1 ∧ dx3) = −dx2 ∧ dx4

∗(dx1 ∧ dx4) = dx2 ∧ dx3

elde edilir. Benzer ³ekilde

∗dx1 = dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

∗dx2 = −dx1 ∧ dx3 ∧ dx4

∗dx4 = −dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

olur.

�imdi de genel bir metrik için 1-formlar�n y�ld�z�n� yerel koordinat siste-
minde hesaplayal�m. ω =

∑
i ai dxi formunun y�ld�z� ∗ω =

∑
i ci dx̂i olsun

(dx̂i ile, daha önceden oldu§u gibi, dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn
n − 1-formunu gösteriyoruz). Tan�mdan dolay�, her ν =

∑
i bi dxi 1-formu

için
ν ∧ ∗ω = (ω · ν) dvol(M,g)

sa§lanacakt�r. Buradan(∑
i

(−1)i−1bici

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

√det(gij)
∑
i,j

aibjg
ij

 dx1 ∧ · · · ∧ dxn

elde ederiz. Bu e³itlik her ν için geçerli oldu§undan

ci = (−1)i−1
√

det gij

∑
j

aj g
ij


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olmal�d�r. O halde, ∗ω formunu hesaplam�³ olduk. Bu e³itli§i ai için çözersek
verilen bir (n− 1)-formun y�ld�z� olan 1-formu da hesaplam�³ oluruz:

ai =
√

det gij

∑
j

(−1)j−1 cj gij

 .

Son olarak ω = df =
∑

i
∂f
∂xi

dxi al�rsak

∗(df) =
√

det gij
∑
i

(−1)i−1

∑
j

∂f

∂xi
gij

 dx̂i

elde edilir.

Örnek 3.2.18 (E. Hopf'un Teoremi). Türevlenebilir bir f : M → R fonk-
siyonun Laplas'� 4f = ∗d ∗ d(f) fonksiyonu olarak tan�mlan�r. M = Rn
manifoldunu Öklit metri§i ile dü³ünürsek (gij = δij) Laplas operatörünün

4f = ∗d ∗ d(f) =
∑
i

∂2f

∂x2
i

³eklinde verildi§i görülür. Hopf'un teoremi, yönlendirilebilen ba§lant�l� t�k�z bir
M manifoldu üzerinde, 4f ≥ 0 ko³ulunu sa§layan fonksiyonlar�n sabit
fonksiyonlar oldu§unu söyler. Bu örnekte bu teoremin bir kan�t�n� verece§iz
(bkz. [9], s. 85). �lk önce, Stokes Teoremi'nden her f : M → R fonksiyonu
için, ∫

M
4f dvol(M,g) =

∫
M
d(∗df) =

∫
∂M=∅

(∗df) = 0

oldu§unu görürüz. Di§er taraftan, bize 4f ≥ 0 verilmi³ oldu§undan 4f = 0
elde ederiz. �imdi de f2/2 fonksiyonunun Laplas'�n� hesaplayal�m:

4(f2/2) = ∗d ∗ d(f2/2)

= ∗d(f ∗ df)

= ∗(df ∧ ∗df + f d ∗ df)

= ∗(df ∧ ∗df) + f(∗d ∗ df)

= ‖∇f‖2 + f 4f .

Asl�nda, son e³itli§in ilk teriminin hesab�n� biraz daha detayl� yapabiliriz: Grad-
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yan vektörünün norm karesi

‖∇f‖2 = (∇f,∇f) =

∑
i,j

gij
∂f

∂xj

∂

∂xi
,
∑
k,l

gkl
∂f

∂xk

∂

∂xl


=

∑
i,j,k,l

gij gkl gil
∂f

∂xj

∂f

∂xk

=
∑
i,j,k

gij δik
∂f

∂xj

∂f

∂xk

=
∑
i,j

gij
∂f

∂xi

∂f

∂xj
,

olarak hesaplan�r. Di§er taraftan, yukar�da elde etti§imiz 1-formlar�n y�ld�z�n�n
ifadesini kullanarak

df ∧ ∗df =

(∑
k

∂f

∂xk
dxk

)
∧

√det(gij)
∑
i

(−1)i−1
∑
j

∂f

∂xj
gij dx̂i


=

√
det(gij)

(∑
k

∂f

∂xk
dxk

)
∧

∑
i,j

(−1)i−1 ∂f

∂xj
gij dx̂i


=

√
det(gij)

∑
i,j

∂f

∂xi

∂f

∂xj
gij

 dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= ‖∇f‖2 dvol(M,g)

elde ederiz. �imdi teoremin kan�t�n� bitirebiliriz:

0 =

∫
M
4(f2/2)

=

∫
M
f (4f) dvol(M,g) +

∫
M
‖∇f‖2 dvol(M,g)

= 0 +

∫
M
‖∇f‖2 dvol(M,g) ,

e³itli§i bize ∇f = 0 oldu§unu gösterir. Ayr�ca,

0 = ∇f =
∑
ij

gij
∂f

∂xj

d

dxi

denklemindeki (gij) matrisinin tersi oldu§undan, her i için ∂f/∂xi = 0
sonucuna var�r�z. Son olarak manifold ba§lant�l� oldu§undan f : M → R
fonksiyonunun sabit olmas� gerekti§ini görürüz.



Vektör Demetleri 161

3.3 Vektör Demetleri

3.3.1 Temel Tan�mlar

Bu bölümde ele alaca§�m�z vektör demetleri hem geometrinin hem de topoloji-
nin temel konular�ndand�r. Türevlenebilir bir manifoldun te§et demeti en do§al
vektör demeti örne§idir. Yine te§et demetinden do§rusal cebir yöntemleri ile
elde edilen e³te§et demeti de vektör demetlerinin teorisinde çok önemli bir yer
tutar. Vektör demetlerinin tan�m�n� vermeden önce (ko)te§et demetinin tan�-
m�n� hat�rlayal�m: M atlas� {ϕα : Uα → Vα} olan türevlenebilir bir manifold
olsun. Bu durumda, manifoldu

M = ∪α Uα ' ∪̇α Vα /x ∼ (ϕβ ◦ ϕ−1
α )(x)

³eklinde yazarsak te§et demetini de geçi³ fonksiyonlar�n�n türevlerini kullana-
rak a³a§�daki ³ekilde ifade etmi³tik:

T∗M = ∪α T∗Uα
' ∪̇α Vα × Rn /(x, v) ∼ ((ϕβ ◦ ϕ−1

α )(x), D(ϕβ ◦ ϕ−1
α )x(v))

�ekil 3.2: Te§et demetinin koordinat fonksiyonlar�yla kurulu³u:
(x, v) ∼ (y, u) = ((ϕβ ◦ ϕ−1α )(x), D(ϕβ ◦ ϕ−1α )x(v))

Benzer ³ekilde

T ∗M = ∪α T ∗Uα
' ∪̇α Vα × Rn /(x, (D(ϕβ ◦ ϕ−1

α )x)∗(ω)) ∼ ((ϕβ ◦ ϕ−1
α )(x), ω)

e³te§et uzay�n� manifoldun geçi³ fonksiyonlar�n�n türevlerinin duallerini kulla-
narak yazm�³t�k. Son olarak, formlar�n geri çekme i³lemini kullanarak manifold
üzerindeki k-formlar�n demetinin

Altk(M) = ∪α Altk(T ∗Uα)

' ∪̇α Altk(Vα) / ∼
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³eklinde verildi§ini görmü³tük. Bu yap�lar�n hepsi a³a§�da tan�mlayaca§�m�z
vektör demetlerine birer örnektir.

Tan�m 3.3.1. P : Em+k → Mm a³a§�daki özellikleri sa§layan türevlenebilir
manifoldlar�n türevlenebilir bir fonksiyonu olsun:

1. Her p ∈M için, Ep = P−1(p) k-boyutlu gerçel vektör uzay�d�r;

2. M manifoldunun yerel sonlu ve say�labilir bir {Uα} aç�k örtüsü vard�r
öyle ki,

a) Her α için, bir φα : P−1(Uα)→ Uα×Rk difeomor�zmas� vard�r,

b) Her α ve p ∈ Uα için,

φα|Ep : Ep → {p} × Rk

k�s�tlan�³� bir vektör uzay� izomor�zmas�d�r.

Bu durumda P : Em+k → Mm M -manifoldu üzerinde k-boyutlu bir gerçel
vektör demeti olarak adland�r�l�r. M manifolduna vektör demetinin taban�,
Em+k manifolduna vektör demetinin tüm uzay� ve Ep ters görüntüsüne
vektör demetinin bir li�dir denir. Ayr�ca, P : Em+k → Mm fonksiyonuna
vektör demetinin izdü³üm fonksiyonu ve

φα : P−1(Uα)→ Uα × Rk

difeomor�zmalar�na da yerel çarp�m fonksiyonlar� denir.
Herhangi bir V vektör uzay� için, E = M ×V →M, (p, v) 7→ p ³eklinde

tan�mlanan vektör demetine li� V olan a³ikar vektör demeti denir.

P1 : E1 → M ve P2 : E2 → M gibi iki vektör demeti aras�nda li�eri
koruyan ve her lif üzerinde do§rusal bir izomor�zma olan bir F : E1 → E2

difeomor�zmas�na vektör demeti izomor�zmas� denir. E§er li�eri koruyan bir
F : E1 → E2 türevlenebilir fonksiyonu her bir lif üzerinde bire bir do§rusal
bir dönü³üm verirse P2 : F (E1) → M bir vektör demeti olur ve bu demet
P1 : E1 → M demetine izomor�ktir. Bu vektör demetine P2 : E2 → M
vektör demetinin bir alt vektör demeti denir.

Herhangi bir vektör demetinin

φαφβ
−1(p, v) = (p, ψαβ(p)(v)), (p, v) ∈ (Uα ∩ Uβ)× Rk

yerel çarp�m fonksiyonlar�n� kullanarak tan�mlanan

ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R)

fonksiyonlar�n� dü³ünelim. Bu fonksiyonlar her α, β, γ için, bir çe³it koho-
moloji ko³ulu olan

ψαβ ◦ ψβγ = ψαγ
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döngü ko³ulunu sa§lar. Bu fonksiyonlara vektör demetinin bir yap� fonksiyon-
lar� ailesi denir. Di§er taraftan, döngü ko³ulunu sa§layan

ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R)

fonksiyonlar�n� kullanarak bir ba³ka vektör demeti kurabiliriz:

Ẽ =
⋃̇

(Uα × Rk) / (p, v) ∼ (p, ψαβ(p)(v)) .

Yerel çarp�m fonksiyonlar�n� kullanarak bu vektör demetinin P : E → M
vektör demetine izomor�k oldu§unu görebiliriz (bkz. Al�³t�rma 24).

Herhangi bir P : E → M vektör demeti için P ◦ s = idM ko³ulunu
sa§layan fonksiyona vektör demetinin kesiti denir. �imdi bu demetin bir s :
M → E kesitini alal�m. Bu kesitin yerel φα : P−1(Uα) → Uα × Rk çarp�m
fonksiyonu alt�ndaki yerel ifadesini sα : Uα → Uα × Rk ile gösterirsek, her
α, β için, ψαβ(sα) = sβ e³itli§i sa§lan�r. Bir vektör demetinin kesitlerinin
olu³turdu§u küme do§al bir ³ekilde vektör uzay�d�r (asl�nda bu küme, manifold
üzerinde tan�ml� türevlenebilir fonksiyonlar�n olu³turdu§u halka üzerinde bir
modül olu³turur, bkz. Al�³t�rma 23) ve Γ(E) ile gösterilir.

P : E → M vektör demetine ait bir ψαβ : (Uα ∩ Uβ) → GL(k,R) yap�
ailesi için ψαβ(Uα ∩ Uβ) ⊆ H ≤ GL(k,R) olacak ³ekilde bir H ≤ GL(k,R)
alt grubu varsa vektör demetinin yap� grubu H grubuna indirgenmi³tir de-
nir. Bir vektör demetinin grubu determinant� pozitif olan matrisler alt grubu-
na indirgenebiliyorsa bu vektör demetine yönlendirilebilir vektör demeti denir.
Yönlendirilebilir bir manifoldun te§et demeti de yönlendirilebilirdir (bkz. Al�³-
t�rma 25).

Uyar� 3.3.2. 1) Yukar�daki tan�mda Rk yerine Ck al�rsak karma³�k vek-
tör demetlerinin tan�m�n� elde ederiz. Karma³�k vektör demetlerinin do§al bir
yönlendirmesi vard�r (bkz. s. 166)

2) P : T∗M →M te§et ve P : T ∗M →M e³te§et demetleri k = m-boyutlu,

ve P : Altk(M) → M ise
(
m
k

)
-boyutlu gerçel vektör demetidir. Ayr�ca,

M karma³�k manifold oldu§unda bu vektör demetleri de do§al olarak karma³�k
vektör demetleri olurlar.

3) Herhangi bir manifold üzerine Riemann metri§i koymak için kulland�§�m�z
metottan yararlanarak verilen bir vektör demeti üzerine iç çarp�m koyabiliriz.
Bu durumda vektör demetinin yap� grubunu ortogonal grup O(k)'ye indir-
geyebiliriz: Vektör demetinin

φα : P−1(Uα)→ Uα × Rk
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gibi bir yerel çarp�m fonksiyonunu ele alal�m. Vektör demetinin li�erdeki do§ru-
sal izomor�zma ile her {p} × Rk li�ne ta³�yal�m:

gp(· , ·) : Rk × Rk → R .

Her i = 1, · · · , k için,

si : Uα → Uα × Rk , si(p) = (p, (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0))

türevlenebilir kesitlerini tan�mlayal�m. Bu kesitlere Gram-Schmidt yöntemini
uygulayarak her lifte ortonormal taban veren {r1, · · · , rk} kesitlerini elde ede-
lim. �imdi yeni bir yerel çarp�m fonksiyonu yazal�m:

φ0
α : P−1(Uα)→ Uα × Rk, (p, v) 7→ (p, gp(v, r1(p)), · · · , gp(v, rk(p))) .

Gram-Schmidt yönteminin ifadesi analitik oldu§undan bu fonksiyon bir difeo-
mor�zma ve çarp�m fonksiyonudur. Bu çarp�m fonksiyonlar�na kar³�l�k gelen
yap� fonksiyonlar� O(k) de§erli olacakt�r. E§er manifold ayn� zamanda yön-
lendirilebilir bir manifold ise yap� grubunu SO(k) grubuna da indirgeyebiliriz.

Benzer ³ekilde, karma³�k bir vektör demeti üzerine de her zaman Hermityan
bir yap� konabilir. Üzerinde metrik olan bir gerçel vektör demetinin yap� gru-
bunu GL(k,R)'den O(k)'ye indirgeyen metot, benzer ³ekilde, üzerinde Her-
mityan metrik olan bir karma³�k vektör demetinin yap� grubunu GL(k,C)'den
U(k)'e indirger.

Son olarak bu söylediklerimizin basit bir uygulamas�n� verelim: U(1) =
S1 = SO(2) oldu§undan her karma³�k do§ru demeti yönlendirilmi³ gerçel düz-
lem demeti olarak görülebilir. Tersine, her yönlendirilmi³ bir gerçel düzlem
demeti de bir karma³�k do§ru demeti olarak görülebilir.

3.3.2 Vektör Demetleri Üzerinde �³lemler

Bu alt bölümde vektör demetleri üzerindeki i³lemleri inceleyece§iz. Bir mani-
fold üzerindeki vektör demetlerini parametrize edilmi³ (manifoldun noktalar�
ile) vektör uzaylar� olarak görebiliriz. O halde, vektör uzaylar� üzerindeki tüm
i³lemleri vektör demetlerine ta³�yabiliriz. Bu bölümde genelde gerçel vektör
demetleri ile çal�³sak da a³a§�daki tan�mlad�§�m�z tüm yap�lar karma³�k vektör
demetleri için de geçerlidir.

Ranklar� s�ras�yla k1 ve k2 olan E1 →M ve E2 →M iki vektör demeti
alal�m. Bu demetlerin ortak bir aç�k örtü üzerinde verilen yap� fonksiyonlar�
(i = 1, 2)

ψiαβ : Uα ∩ Uβ → GL(ki,R)

olsun.

Vektör Demetlerinin Toplam� : Bu iki vektör demetinin E1 ⊕ E2 → M
toplam�, herhangi bir p ∈M noktas�ndaki li� E1p ⊕E2p tüm uzay� olan ve

ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k1 + k2,R) , p 7→
(
ψ1
αβ(p) 0

0 ψ2
αβ(p)

)
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yap� fonksiyonlar� ile verilen vektör demeti olarak tan�mlan�r.

Örnek 3.3.3. Geometri ve topolojide çok önemli bir yer tutan normal demeti
tan�mlayal�m: (M, g) bir Riemann manifoldu ve L ⊆M bir alt manifold ise
bu alt manifoldun normal demeti

ν(L) = {(p, v) ∈ T∗M | p ∈ L, gp(v, u) = 0, her u ∈ TpL için},

ile tan�mlan�r. �imdi, ν(L)'nin T∗M |L → L vektör demetinin bir alt deme-
ti oldu§unu görelim. Yerel bir (x1, · · · , xl, · · · , xm) koordinat sisteminde L
alt manifoldu xl+1 = · · · = xm = 0 denklem sistemiyle verilsin. Bu durum-
da (x1, · · · , xl, ∂/∂x1, · · · , ∂/∂xm) fonksiyonlar� T∗M|L üzerinde bir koor-
dinat sistemi verirler. Yukar�daki uyar�da yapt�§�m�z gibi bu vektör demetinin
si(p) = ∂/∂xi kesitlerine Gram-Schmidt yöntemini uygulayarak r1, · · · , rm
ortogonal kesitlerini elde edelim. Gram-Schmidt yönteminin ifadesinden dolay�
{r1, · · · , rl} taban� T∗L'nin geri kalan {rl+1, · · · , rm} k�sm� da ν(L) nor-
mal demetin taban�n� verir. Dolay�s�yla,

ν(L)Uα → Uα × Rm−l, (p, v) 7→ (p, gp(v, rl+1(p)), · · · , gp(v, rm(p)))

istenilen çarp�m fonksiyonunu verir.
Asl�nda,

T∗M|L → Uα × Rl ⊕ Rm−l, (p, v) 7→ (p, gp(v, r1(p)), · · · , gp(v, rm(p)))

çarp�m fonksiyonu T∗M|L = T∗L⊕ ν(L) oldu§unu gösterir. Ba³ka bir deyi³le,
AT∗L ve Bν(L) s�ras�yla T∗L→ L ve ν(L)→ L vektör demetlerinin yap�
matrisleriyse T∗M|L vektör demetinin yap� matrisi(

AT∗L 0
0 Bν(L)

)
³eklindedir.

Homomor�zmalar Demeti : Herhangi bir p ∈ M noktas�ndaki li� E1

ve E2 demetlerinin o noktadaki li�erinin hom(E1p, E2p) homomor�zmalar
uzay� olan vektör demetini hom(E1, E2) → M ile gösterece§iz. Bu vektör
demetinin yap� fonksiyonlar�

ψ
hom(E1,E2)
αβ : Uα ∩ Uβ → GL(hom(Rk1 ,Rk2),R)

ψ
hom(E1,E2)
αβ (p)(L) = ψE2

αβ(p) ◦ L ◦ (ψE1
αβ(p))−1

ile verilir. Bunu ³u ³ekilde görebiliriz: u = ψE1
αβ(p)(v), ve w = L(v) ise

ψ
hom(E1,E2)
αβ (p)(L)((ψE1

αβ(p))(v)) = ψE2
αβ(p)(w)
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olacakt�r.
Tensör çarp�m�n� olu³turan demetlerden ikincisini E2 = M × R a³ikar

vektör demeti al�rsak hom(E1, E2) → M demeti E1 → M vektör demetinin
dual demeti olarak adland�r�l�r ve k�saca E∗1 →M olarak yaz�l�r.

Vektör Demetlerinin Tensör Çarp�m� : E1 ⊗ E2 → M tensör çarp�m�,
herhangi bir p ∈M noktas�ndaki li� E1p⊗E2p tensör çarp�m uzay� olan ve

ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k1k2,R) , p 7→ ψ1
αβ(p)⊗ ψ2

αβ(p)

yap� fonksiyonlar� ile verilen vektör demeti olarak tan�mlan�r.
Karma³�k say�lar� gerçel say�lar üzerinde iki boyutlu gerçel vektör uzay�

olarak görebiliriz. O halde, E2 = M ×C→M, (p, z) 7→ p, iki boyutlu a³ikar
vektör demeti ise bu demetin yap� fonksiyonlar� birim matris ile verilir:

ψ2
αβ : Uα ∩ Uβ → GL(2,R), p 7→

(
1 0
0 1

)
.

Bu özel halde, E1⊗E2 →M 2k1-boyutlu karma³�k vektör demeti olur, E1 →
M vektör demetinin karma³�kla³t�rmas� olarak adland�r�l�r ve k�saca E1⊗C→
M ile gösterilir.

1 × 1-lik matrislerin tensör çarp�m� da 1 × 1-lik oldu§undan gerçel (ya
da karma³�k) bir boyutlu iki vektör demetinin tensör çarp�m� yine bir boyutlu
olacakt�r. Bu i³lem bir manifold üzerindeki do§ru demetlerinin kümesini bir
monoid yapar. Di§er taraftan, yap� fonksiyonlar�

ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(1,F), (F = R veya C)

ile verilen herhangi bir L→M gerçel veya karma³�k do§ru demetinin dualinin
yap� fonksiyonlar�

ψ−1
αβ : Uα ∩ Uβ → GL(1,F), (F = R veya C)

ters matrisler ile verilece§inden her do§ru demetinin duali ile tensör çarp�m�
a³ikar do§ru demeti olacakt�r. Dolay�s�yla, do§ru demetleri kümesi tensör çar-
p�m� alt�nda bir de§i³meli grup olu³tururlar (çarpma i³lemi 1× 1-lik matrisler
üzerinde de§i³meli bir i³lemdir). O(1) = Z2 ve SO(1) = {1} oldu§undan
gerçel her L→M do§ru demeti için L⊗ L a³ikar do§ru demetidir. Dolay�-
s�yla, bir manifold üzerindeki gerçel do§ru demetlerinin olu³turdu§u de§i³meli
grup bir 2-gruptur (birim eleman d�³�ndaki her eleman�n mertebesi ikidir).

Determinant Do§ru Demeti: E →M rank� k-olan bir gerçel vektör demeti
olsun. Bu demetin

ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R) ,

yap� fonksiyonlar�n�n det : GL(k,R)→ R = GL(1,R) determinant fonksiyonu
ile bile³keleri,

ψ̃αβ = det ◦ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(1,R) ,
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rank� bir olan bir vektör demeti tan�mlar. Bunu görmek için

ψαβ ◦ ψβγ = ψαγ

döngü ko³ulunun determinant�n� almak yeterlidir. Determinant fonksiyonu bir
grup homomor�zmas� oldu§undan

ψ̃αβ ◦ ψ̃βγ = ψ̃αγ

e³itli§i elde edilir. Bu vektör demetine E →M demetinin determinant� denir
ve genellikle det(E)→M ile gösterilir. Ayn� ³ekilde karma³�k vektör demet-
lerinin determinantlar�n� tan�mlayabiliriz. Bir gerçel vektör demetinin yönlen-
dirilebilir olmas� yap� grubunun GL+(k,R) alt grubuna indirgenmesine denk
oldu§undan yönlendirilebilir vektör demetlerinin determinantlar� a³ikar do§ru
demetleridir (bkz. Al�³t�rma 28). Örnek 2.3.9'da her karma³�k matrisi determi-
nant� pozitif olan gerçel bir matris olarak ele alabilece§imizi görmü³tük. Ba³ka
bir deyi³le GL(k,C) grubu GL+(2k,R)'nin bir alt grubudur. O halde, bir kar-
ma³�k vektör demetinin yap� fonksiyonlar�n�n GL(k,C)→ GL(2k,R) içerme
homomor�zmas� ile bile³kesini alarak bu vektör demetini gerçel rank� karma³�k
rank�n�n iki kat� olan yönlendirilmi³ gerçel bir vektör demeti olarak görebiliriz.

Vektör Demetleri Üzerinde Karma³�k Yap�lar: �imdi de gerçel bir vek-
tör demetin ne ³ekilde karma³�k bir demete dönü³türülebilece§ini görece§iz.
Ba³ka bir deyi³le, rank� 2k olan yönlendirilmi³ gerçel bir vektör demetinin
GL+(2k,R) yap� grubunun

GL(k,C) ⊆ GL+(2k,R)

alt grubuna indirgenebilmesini sa§layan bir kriter verece§iz. R2k üzerinde bir
karma³�k yap� ile karesi J2 = −Id olan bir J : R2k → R2k endomor�z-
mas�n� anlayaca§�z. Her çift boyutlu vektör uzay� üzerinde say�lamaz çoklukta
karma³�k yap� oldu§u aç�kt�r (bkz. Al�³t�rma 29). Bir vektör demetinin her li�
üzerine, noktaya göre de§i³imi türevlenebilir olan, karma³�k yap�lar koyabil-
di§imizi dü³ünelim. Ba³ka bir deyi³le, E → M rank� 2k olan bir vektör
demeti olmak üzere

hom(E,E)→M

demetinin her p ∈M için, J2
p = −IdE ko³ulunu sa§layan bir

J : M → hom(E,E) , p 7→ Jp : E → E

kesitinin varl�§�n� kabul edelim. Böyle yap�lara vektör demeti üzerinde bir kar-
ma³�k yap� denir. Karma³�k yap�lar�n varl�§� genellikle cevab� zor olabilen (ce-
birsel) topolojik bir problemdir.

�imdi bir karma³�k yap�n�n GL+(2k,R) yap� grubunu GL(k,C) grubuna
indirgedi§ini görelim. Yerel bir φα : P−1(Uα)→ Uα ×R2k çarp�m fonksiyonu
alt�nda demetin hiçbir noktada s�f�r olmayan bir

x1 : Uα → Uα × R2k
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kesitini alal�m. y1(p)
.
= J(p) ◦ x1(p) ³eklinde tan�mlanan kesiti dü³ünelim.

J2
p = −Id oldu§undan her p ∈ Uα için, {x1(p), y1(p)} kümesi Ep vektör

uzay� içinde do§rusal ba§�ms�zd�r. Çünkü c1x1(p)+d1y1(p) = 0 olacak ³ekilde
c1, c2 ∈ R gerçel say�lar� varsa, bu denkleme Jp uygulayarak −d1x1(p) +
c1y1(p) = 0 denklemini elde ederiz. Bu iki denklemden kolay bir ³ekilde (c2

1 +
d2

1) x1 = 0 elde ederiz. x1(p) 6= 0 ³eklinde seçilmi³ oldu§undan c1 = d1 =
0 sonucuna var�r�z. �imdi bir üçüncü x2 : Uα → Uα × R2k kesiti seçelim
öyle ki, yine her noktada {x1(p), y1(p), x2(p)} kümesi Ep vektör uzay�
içinde do§rusal ba§�ms�z olsun (bu kolayca yap�labilir). Benzer ³ekilde, y2(p)

.
=

J(p) ◦ x2(p) ile tan�mlanan kesit bize yine her noktada do§rusal ba§�ms�z
{x1(p), y1(p), x2(p), y2(p)} kümesini verecektir. Bunu görmek için baz� ci, di
i = 1, 2, gerçel say�lar� için

c1x1(p) + d1y1(p)1 + c2x2(p) + d2y2(p) = 0

oldu§unu varsayal�m. Bu denkleme önce Jp uygulayarak

−d1x1(p) + c1y1(p)− d2x2(p) + c2y2(p) = 0

denklemini elde ederiz. Daha sonra ilk denklemi c2, ikinci denklemi de −d2

ile çarp�p toplarsak

x2(p) =
(c1c2 + d1d2)x1(p) + (c2d1 − c1d2)y1(p)

c2
2 + d2

2

elde ederiz (bir önceki paragraftan dolay� c2
2 + d2

2 6= 0 oldu§unu biliyoruz).
Fakat bu {x1(p), y1(p), x2(p)} kümesinin do§rusal ba§�ms�z olmas�yla çeli³ir.
Bu ³ekilde devam ederek, her noktada do§rusal ba§�ms�z ve yi = J ◦ xi olan
x1, y1, · · · , xk, yk kesitlerinin varl�§�n� kabul edebiliriz.

�imdi bu kesitleri kullanarak vektör demetimiz için yeni bir çarp�m fonk-
siyonu yazabiliriz:

φ0
α : P−1(Uα)→ Uα × R2k = Uα × Ck ,

(p, v) 7→ (p, (a1(p, v) + ib1(p, v), · · · , ak(p, v) + ibk(p, v))) ,

öyle ki ai(p, v), bi(p, v) gerçel say�lar�

v = a1(p, v)x1(p) + b1(p, v)y1(p) + · · ·+ ak(p, v)xk(p) + bk(p, v)yk(p)

e³itli§inin tek çözümüdür (ai(p, v) ve bi(p, v) fonksiyonlar�n�n türevlene-
bilir oldu§u bu katsay�lar�n Kramer kural� kullan�larak yaz�labilmesinin bir
sonucudur). Bu çarp�m fonksiyonlar� her noktada karma³�k do§rusald�r: E§er
φ0
α(p, v) = (p, w) ise φ0

α(p, Jp(v)) = (p, iw) olur. Çarp�m fonksiyonlar�n�n
verece§i yap� fonksiyonlar�n�n GL(k,C) de§erli olaca§�n�n kan�t�n� okuyucuya
b�rak�yoruz. Böylece kan�t tamamlan�r.
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Vektör Demetinin Geri Çekmesi: f : M → N türevlenebilir bir fonksiyon
ise N üzerindeki her vektör demetini bu fonksiyon yard�m�yla M üzerine
ta³�yabiliriz: P : E → N bir vektör demeti olsun. Bu demetin f ile geri
çekmesi f∗(E)→M

f∗(E) = {(p, v) ∈M × E | P (v) = f(p)}

ile tan�mlan�r. f∗(E) → M demetinin çarp�m ve yap� fonksiyonlar� E → N
demetinin çarp�m fonksiyonlar�n�n uygun ³ekilde f : M → N ile bile³kesi ola-
cakt�r. Ayr�ca geri çekme i³lemi yukar�daki tüm yap�larla uyumludur. Örne§in,
f∗(E1⊕E2) = f∗(E1)⊕ f∗(E2) olur; E → N üzerinde metrik veya karma³�k
yap�lar varsa bu yap�lar geri çekme i³lemi ile f∗(E) demetinde de var olur
(bkz. Al�³t�rma 30).

Evrensel Demetler: Her gerçel veya karma³�k vektör demeti evrensel demet
denilen bir demetin bir fonksiyon ile geri çekmesi ile elde edilebilir. �imdi bu-
nu ayr�nt�lar�yla aç�klayal�m: F gerçel veya karma³�k say� cismini göstersin.
Bu durumda Fn vektör uzay�n�n tüm k-boyutlu (k ≤ n) alt uzaylar�n�n
kümesini GrF(n, k) ile gösterece§iz. Grassmann manifoldu olarak bilinen bu
küme üzerinde do§al bir manifold yap�s� vard�r. Asl�nda, tan�m�ndan dolay�
GrF(n, 1) = FPn−1 manifoldu oldu§u aç�kt�r. Genel durumda ise bu küme
üzerine topolojik yap�y� ³u ³ekilde koyaca§�z: V = Fn vektör uzay�n�n bir W
k-boyutlu alt uzay�n� ele alal�m. V uzay� üzerine standart iç çarp�m� koyal�m
ve uzay�n bir β = {v1, · · · , vn} ortonormal taban�n� seçelim öyle ki, taban�n
ilk k-vektörü {v1, · · · , vk} W alt uzay�n�n bir taban� olsun. �imdi F = R
olsun. β = {v1, · · · , vn} ortonormal taban�n� bir ortogonal matrisin sütunlar�
olarak görebiliriz. Di§er taraftan, hem W alt uzay�n�n hem de bu uzay�n W⊥

ortogonal tümleyeninin ayr� ayr� tabanlar�n� de§i³tirmek, W alt uzay�n�n,
O(n) ortogonal matrisler uzay� içinde farkl� temsilcilerini verecektir. O halde,
GrR(n, k) kümesi ile O(n)/(O(k)×O(n− k)) bölüm uzay� aras�nda bire bir
e³leme vard�r. Burada herhangi bir (A,B) ∈ O(k)×O(n− k) matris ikilisini
O(n) içinde [

A 0
0 B

]
`kö³egen' matrisi olarak görüyoruz. Bu e³leme sayesinde GrR(n, k) kümesini
bir topolojik uzay olarak görebiliriz. Asl�nda GrR(n, 1) durumunda oldu§u
gibi bu topolojik küme üzerinde türevlenebilir bir yap� vard�r ve bu yap�yla
O(n)→ GrR(n, k) fonksiyonu türevlenebilir bir bölüm fonksiyonudur.

Grassmann manifoldu üzerinde do§al bir k-boyutlu vektör demeti vard�r:

ξk = {(v, V ) | V ∈ GrR(n, k), v ∈ V } → GrR(n, k) , (v, V ) 7→ V .

Projektif uzay özelinde oldu§u gibi, Rn ' Rn × {0} ⊆ Rn+1 gömmesi yard�-
m�yla, Grassmann manifoldlar�n� iç içe dü³ünebiliriz:

GrR(n, k)→ GrR(n+ 1, k), V 7→ V × {0} .
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Son olarak n üzerinden limit alarak

GrR(k) = lim
n→∞

GrR(n, k)

Grassman uzay�n� ve onun üzerindeki (do§al) evrensel ξ → GrR(k) k-boyutlu
vektör demetini tan�mlayabiliriz. Benzer yap�y� karma³�k C-cismi üzerinde de
kurabilece§imiz aç�kt�r.

Herhangi bir X topolojik uzay� üzerinde verilen k-boyutlu E → X vek-
tör demeti uygun bir f : X → GrF(k) fonksiyonu için f∗(ξ) demetine
izomor�ktir. Buradaki f : X → GrF(k) fonksiyonuna E → X vektör de-
metinin bir s�n��and�rma fonksiyonu denir. Demetlerin izomor�zma s�n��ar� ile
demetlerin s�n��and�rma fonksiyonlar�n�n homotopi s�n��ar� aras�nda bire bir
e³leme vard�r. Bu alt bölümde ifade etti§imiz sonuçlar�n kan�tlar�n� burada
sunmayaca§�z. Bu bilgilerin daha kapsaml� ve aç�k halini [29] nolu referans�n
5. Bölümü'nde bulabilirsiniz. Di§er taraftan, k = 1 ve F = C durumunda 6.
Ünite'nin sonunda bulunan Al�³t�rma 9 buradaki sonuçlar�n k�smi kan�tlar�n�
sunmaktad�r.

Örnek 3.3.4. Bu örnekte CP 1 ⊆ CP 2 alt manifoldunun normal demetini
hesaplayaca§�z. ν(CP 1) = CP 2 − {[0 : 0 : 1]} olmak üzere

P : ν(CP 1)→ CP 1 , [z0 : z1 : z2] 7→ [z0 : z1]

izdü³üm fonksiyonunu ele alal�m.

U0 = CP 1 − {[0 : 1]} ve U1 = CP 1 − {[1 : 0]}

olmak üzere

P−1(U0)→ U0 × C, [z0 : z1 : z2] 7→
(

[z0 : z1],
z2

z0

)
ve

P−1(U1)→ U1 × C, [z0 : z1 : z2] 7→
(

[z0 : z1],
z2

z1

)
difeomor�zmalar� rank� bir olan bir karma³�k vektör demeti tan�mlar. Bu de-
metin tüm uzay� ν(CP 1) oldu§undan bu demet projektif do§runun projektif
düzlem içindeki normal demetidir. Bu alt manifoldun tüp kom³ulu§u olarak
normal demetin tüm uzay�n� alabiliriz. Normal demetin ψ01 : U0 ∩ U1 →
GL(1,C) = C∗ yap� fonksiyonu ψ01([z0 : z1 : z2]) = z1/z0 ile verilir. O hal-
de, U0 ∩ U1 aç�k kümesi üzerinde z = z0/z1 fonksiyonunu koordinat olarak
seçersek yap� fonksiyonumuz ψ01(z) = 1/z olacakt�r.

Örnek 3.3.5. Örnek 2.1.10'da ele ald�§�m�z karma³�k projektif do§runun kar-
ma³�k te§et demetinin in³as�n� hat�rlayal�m:

T∗CP 1 = T∗C ∪̇ T∗C /(x, v) ∼ (φ(x), φ′(x)(v)) = (1/x,−v/x2),
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(x, v) ∈ C− {0} × C = T∗(C− {0}).
Buna benzer olarak, her k ∈ Z için, O(k)→ CP 1 bir boyutlu karma³�k

vektör demeti

O(k) = C× C ∪̇ C× C /(x, v) ∼ (1/x, v/xk),

(x, v) ∈ C−{0}×C ³eklinde tan�mlan�r. Bu durumda te§et demeti, T∗CP 1 =
O(2) olur. Di§er taraftan, e³te§et demeti ise

T ∗CP 1 = (T∗CP 1)∗ = O(2)∗ = O(−2)

olacakt�r.
Pozitif k tam say�lar� için ise O(k) → CP 1 karma³�k do§ru demetinin

bir kesiti

s : CP 1 → O(k), s0([z0 : z1]) = 1 +
zk1
zk0

ve s1([z0 : z1]) = 1 +
zk0
zk1

yerel kesitleri ile verilir (asl�nda derecesi k-olan her homojen polinom bir ke-
sit verir ve tüm kesitler bunlard�r; bkz. Al�³t�rma 31). Ayr�ca negatif k tam
say�lar� için O(k) → CP 1 vektör demetinin tek analitik kesiti s�f�r kesitidir.
Dolay�s�yla, negatif k tam say�lar� için bu demetin analitik kesitlerinin olu³tur-
du§u vektör uzay�n�n boyutu s�f�r iken, pozitif k tam say�lar� için bu boyut k+1
olur. Son olarak, O(0) = CP 1 × C a³ikar demetinin kesitleri s : CP 1 → C
³eklindeki fonksiyonlar oldu§u için analitik kesitler sadece sabit fonksiyonlard�r.

Son olarak yukar�daki örnekte ele ald�§�m�z normal demet O(1) → CP 1

demetidir. Be³inci ünitede inceleyece§imiz kesi³im teorisi, bu normal demeti
belirleyen k = 1 say�s� ile projektif düzlemde herhangi iki farkl� do§runun tek
bir noktada kesi³mesi aras�ndaki ili³kiyi aç�klayacakt�r. (Bkz. Örnek 5.2.4.2 ve
Örnek 5.2.11.2.)

3.3.3 Vektör Demetleri Üzerinde Ba§lant�lar

Önceki k�s�mlarda M manifoldu üzerinde tan�ml� bir Y vektör alan�n�n bir
ba³ka X vektör alan� boyunca LXY Lie türevini tan�mlam�³t�k. �imdi Y
vektör alan�n�n tek bir p ∈ M noktas�ndaki herhangi bir v ∈ TpM vek-
törü boyunca türevini tan�mlamaya çal�³al�m. Lie türevinin tan�m�n� do§rudan
kullanamay�z, çünkü Lie türevi her iki vektör alan�n�n da p ∈ M noktas�n�n
aç�k bir kom³ulu§unda tan�ml� olmas�n� gerektirir. Oysa v ∈ TpM vektörü
sadece bir noktada tan�mlanm�³t�r ve bu vektörü, tan�m kümesi bu noktan�n
aç�k kom³ulu§u olan bir vektör alan�na geni³letmenin do§al bir yöntemi yoktur.
Di§er taraftan, manifold üzerinde Riemann metri§i gibi fazladan bir yap� ve-
rilirse bu zorlu§un üstesinden gelebiliriz: Bu noktadaki te§et uzay�nda tan�ml�
yerel Expp : TpM →M difeomor�zmas�n� dü³ünelim. Her v ∈ TpM vektörü
için,

D(Expp)(v) : Tv(TpM) ' TpM → TqM , q = Expp(v) ,
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türev izomor�zmas�n� kullanarak Y vektörünün p noktas�n�n etraf�ndaki
de§erlerini birbiriyle kar³�la³t�rabiliriz. Y vektörünün q = Expp(v) noktas�n-
daki Y (q) ∈ TqM de§erini bu izomor�zma ile p noktas�ndaki

Ỹ (v)
.
= [D(Expp)(v)]−1(Y (q))

vektörüne ta³�yal�m. �imdi Y vektör alan�n�n p ∈M noktas�nda ve v ∈ TpM
vektörü boyunca türevini

∇vY
.
=

d

dt |t=0

Ỹ (tv)

ile tan�mlayabiliriz.

Teorem 3.3.6. (M, g) bir Riemann manifoldu, (x1, · · · , xn) bir yerel koor-
dinat sistemi ve Γkij metri§in bu koordinatlardaki Christo�el sembolleri olsun.

ei ile
d

dxi
vektör alan�n� gösterirsek, ej vektör alan�n�n p ∈M noktas�nda

ve ei(p) vektörü boyunca türevi

∇eiej =
∑
k

Γkij ek

ile verilir.

Kan�t : Ỹ (tv) = [D(Expp)(tv)]−1 (Y (q)) denklemini

[D(Expp)(tv)] (Ỹ (tv)) = (Y (Expp(tv)))

³eklinde yazal�m ve her iki taraf�n t'ye göre türevini alal�m. Bunun için ilk önce,
Y = ej ve v = ei(p) oldu§undan Teorem 3.1.7'in kan�t�n�n ilk paragraf�ndan

dolay�
d

dt |t=0

(Y (Expp(tv))) = 0 oldu§u kolayca görülür. O halde,

d

dt |t=0

[D(Expp)(tv)] (Ỹ (0)) + [D(Expp)(0)]

(
d

dt |t=0

(Ỹ (tv))

)
= 0

elde ederiz. D(Expp)(0) = id ve dolay�s�yla Ỹ (0) = Y (p) oldu§undan

d

dt |t=0

(Ỹ (tv)) = −
(
d

dt |t=0

[D(Expp)(tv)]

)
(Y (p))

sonucuna ula³�r�z. O halde, kan�t� tamamlamak için
d

dt |t=0

[D(Expp)(tv)] tü-

revini hesaplamal�y�z. Bunu yapmak için p ∈ M noktas�ndan ba³layan ve
y ∈ TpM vektörü boyunca ilerleyen jeodezi§i

γ(t, p, y) : R→M, t 7→ γ(t, p, y) = (γ1(t), · · · , γn(t))
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ile gösterelim. O halde,

γ(t, p, y) = γ(1, p, ty) = Expp(ty)

denkleminin t'ye göre türevini alarak

γ̇(t, p, y) =
d

dt
(Expp(ty)) = D(Expp(ty)) · y

elde edilir. Tekrar türev al�rsak

γ̈(t, p, y) =
d

dt
[D(Expp(ty))] · y (∗)

buluruz. D(Expp(ty)) matrisini D(ty) = [dlm(ty)] ile gösterelim. Bu du-
rumda

d

dt |t=0
[D(Expp(ty))] =

d

dt |t=0
(D(ty)) = [∇dlm · y]

olur. Di§er taraftan, ∇dlm = (d1
lm, · · · , dnlm) gradyan vektörü olmak üzere

yukar�daki e³itli§i

d

dt |t=0
[D(ty)] =

[∑
k

dklm yk

]
(l,m)

³eklinde yazabiliriz. O halde yukar�daki (∗) e³itli§ini, t = 0 alarak,

γ̈(0, p, y) =

[∑
km

dklm yk ym

]
(l)

³eklinde yazd�ktan sonra jeodezik denklemini kullan�rsak, her l için,

−
∑
km

Γlkm yk ym =
∑
km

dklm yk ym

e³itli§ini elde ederiz. Bu e³itlik her y = (y1, · · · , yn) ∈ TpM vektörü için do§ru
oldu§undan dklm = −Γlkm elde ederiz. Son olarak

d

dt |t=0

(Ỹ (tv)) = −
(
d

dt |t=0

[D(Expp)(tv)]

)
(Y (p))

denkleminde Y = ej = [0, . . . , 0, 1, 0, · · · , 0]t ve y = v = ei(p) alarak

∇eiej =
d

dt |t=0

(ẽj(tei(p))) = −
(
d

dt |t=0

[D(Expp)(tei(p))]

)
(ej)

= [Γkil](k,l) [0, . . . , 0, 1, 0, · · · , 0]t

=
∑
k

Γkij ek ,
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buluruz ve böylece kan�t tamamlan�r. 2

Yukar�da
Ỹ (v)

.
= [D(Expp)(v)]−1(Y (q))

olmak üzere

∇vY
.
=

d

dt |t=0

Ỹ (tv)

ile tan�mlad�§�m�z türev alma i³lemine (M, g) Riemann manifoldunun Rie-
mann ba§lant�s� denir. Bu tan�m� Y vektör alan� yerine manifold üzerinde
tan�ml� bir f : M → R fonksiyonuna uygularsak fonksiyonun p ∈ M nok-
tas�nda ve v ∈ TpM vektörü boyunca türevini elde ederiz:

∇vf = v(f) .

X ve Y (M, g) Riemann manifoldu üzerinde vektör alanlar� olsun. Bu
durumda

(∇XY )(p)
.
= ∇X(p)Y, p ∈M,

ile tan�mlanan vektör alan�n� ∇XY ile gösterece§iz. Tan�mlardan ve kan�t�n
içindeki ifadelerden yararlanarak a³a§�daki sonucu kolayca elde ederiz.

Sonuç 3.3.7. X, Y, Xi ve Yi (M, g) Riemann manifoldu üzerinde vektör
alanlar� ve f : M → R türevlenebilir bir fonksiyonu olsun. Bu durumda
a³a§�dakiler do§rudur:

1. ∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f) Y ,

2. ∇fXY = f ∇XY ,

3. ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y , ve

4. ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2.

(M, g) manifoldunun Γkij Christo�el sembollerine ayr�ca Riemann ba§lant�-
s�n�n Christo�el sembolleri de denir.

Uyar� 3.3.8. (M, g) Riemann manifoldu üzerindeki Riemann ba§lant�s�n� E =
T∗M →M vektör demetinin kesitlerinin olu³turdu§u Γ(E) vektör uzay�ndan
E ⊗ T ∗M vektör demetinin kesitlerinin olu³turdu§u Γ(E ⊗ T ∗M) vektör
uzay�na bir do§rusal fonksiyon olarak görebiliriz:

∇ : Γ(E)→ Γ(E ⊗ T ∗M), Y 7→ (∇Y : X 7→ ∇XY ) ,

öyle ki, her Y ∈ Γ(E) ve f ∈ C∞(M) için,

∇(fY ) = f ∇Y + Y ⊗ df

Leibniz kural� sa§lan�r.
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Riemann ba§lant�s�n� bu ³ekilde ifade etmek te§et demeti üzerinde tan�m-
lad�§�m�z Riemann ba§lant�s�n� çok daha genel bir kavram�n özel hali yapar:
E → M herhangi bir vektör demeti olmak üzere yukar�daki uyar�da verilen
Leibniz kural�n� sa§layan her do§rusal

∇ : Γ(E)→ Γ(E ⊗ T ∗M)

homomor�zmas�na E → M demeti üzerinde bir ba§lant� denir. Vektör de-
metinin, manifoldun bir U aç�k kümesinde x1, · · · , xn koordinat sisteminde
verilen bir {sα} çat�s�n� (manifoldun U aç�k kümesi üzerinde tan�ml� ve

her noktada do§rusal ba§�ms�z olan yerel kesitler) alal�m. ei(p) =
d

dxi
vektör

alanlar� için
∇eisα = Γβiα sβ

e³itli§ini sa§layan
Γβiα : U → R

fonksiyonlar�na ba§lant�n�n bu koordinat sistemindeki Christo�el sembolleri
denir. X =

∑
i ai(p) ei ve s(p) =

∑
α fα(p) sα(p) gibi rastgele bir vektör

alan� ve kesit alal�m. Ba§lant�n�n özelliklerini kullanarak bu kesitin türevini

∇Xs = ∇∑
i ai(p) ei

∑
α

fα sα

=
∑
iα

ai (fα ∇ei sα + sαei(fα))

=
∑
iα

ai

fα∑
β

Γβiα sβ + sα
∂fα
∂xi


=

∑
iαβ

Γβiα ai fα sβ +
∑
α

X(fα)sα

olarak hesaplayabiliriz. Dolay�s�yla, vektör demeti üzerindeki ba§lant� Chris-
to�el sembolleri ile tamamen belirlenir.

Bu hesaplamalar�n bir sonucu olarak ayn� demet üzerindeki iki ba§lant�n�n
fark�n�n bir tensör oldu§unu görürüz:

(∇1
X −∇2

X)(fs) = f ((∇1
X −∇2

X)(s)) .

Dolay�s�yla, bir vektör demeti üzerindeki tüm ba§lant�lar�, bir tanesini taban
ba§lant� olarak seçerek, bir a�n uzay olarak görebiliriz.

Te§et demetinde oldu§u gibi, çarp�m fonksiyonlar�n� ve birimin ayr�³�m�n� kul-
lanarak her vektör demetine bir Riemann metri§i koyabiliriz. Yine benzer ³e-
kilde bu metri§in Christo�el sembollerini yazarak vektör demeti üzerinde bir
ba§lant� in³a edebiliriz.
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Yukar�daki gösterimi kullanarak baz� ωβα ∈ Ω1(U) 1-formlar� için,

∇sα = ωβα ⊗ sβ

yazabiliriz. Asl�nda vektör demeti üzerinde bir ba§lant�, bu demetin kesitlerinin
olu³turdu§u vektör uzay�n�n endomor�zmalar�nda de§er alan 1-form olarak
tan�mlanabilir:

ω =
∑
i,α,β

Γβiα s
∗
α ⊗ sβ ⊗ dxi .

Bu forma ba§lant� 1-formu denir.
Vektör demetinin U aç�k kümesi üzerinde bir ba³ka yerel {s′1, · · · , s′r}

çat�s�n� alal�m. Bu iki çat� aras�ndaki do§rusal taban de§i³tirme matrisini g :
U → GL(r,R) ile gösterelim:

s′j = s1 g1j + · · ·+ sr grj =
∑
l

sl glj .

Bu durumda bu iki çat�ya kar³�l�k gelen ba§lant� formlar� aras�ndaki ili³ki a³a§�-
daki gibidir.

Önerme 3.3.9. Ba§lant�n�n {s′1, · · · , s′r} çat�s�na kar³�l�k gelen ω̃ = [ω̃kj ]

1-formu için ω̃ = g−1ωg + g−1 dg e³itli§i sa§lan�r (dg ile g fonksiyon
matrisinin her eleman�n�n d�³ türevi al�narak elde edilen matrisi gösteriyoruz).

Kan�t : Do§rudan tan�mlar� kullanarak

∇s′j = ∇

(∑
l

sl glj

)
=

∑
l

(glj ∇sl + sl ⊗ dglj)

=
∑
l

(
glj

(∑
k

ωkl sk

)
+ sl ⊗ dglj

)
=

∑
lk

glj ω
k
l sk +

∑
l

sl ⊗ dglj

=
∑
lk

glj ω
k
l

(∑
m

s′m g−1
km

)
+
∑
lm

s′m g−1
lm ⊗ dglj

=
∑
lkm

g−1
km ωkl glj s

′
m +

∑
lm

g−1
lm ⊗ dglj s

′
m

=
∑
m

(∑
kl

g−1
km ωkl glj +

∑
l

g−1
lm ⊗ dglj

)
s′m

e³itli§ini elde ederiz. Bu kan�t� bitirir. 2
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Örnek 3.3.10. Bir manifoldun te§et demeti üzerinde verilen bir ∇ ba§lant�s�
ve X =

∑
i ai(p) ei ve Y =

∑
j bj(p) ej gibi iki vektör alan� verilsin. Bu

durumda

∇XY −∇YX =
∑
ijk

Γkij (ai bj − aj bi) ek +
∑
j

(X(bj)− Y (aj))ej

= [X,Y ] +
∑
ijk

Γkij (ai bj − aj bi) ek

= [X,Y ] +
∑
ijk

(Γkij − Γkji) ai bj ek ,

elde ederiz. Bu e³itli§i kullanarak

T (X,Y )
.
= ∇XY −∇YX − [X,Y ] =

∑
ijk

(Γkij − Γkji) ai bj ek

ile tan�mlanan T (X,Y ) tensörüne ba§lant�n�n burulma tensörü denir (bkz.
Al�³t�rma 32). E§er ba§lant� simetrik, ba³ka bir deyi³le, her i, j, k için, Γkij =

Γkji, ise T = 0 oldu§u aç�kt�r. Özel halde, tüm Riemann ba§lant�lar� simetrik
oldu§undan bu ba§lant�lar�n burulma tensörü s�f�rd�r.

Burulma tensörünün geometrisini bir örnek üzerinde inceleyelim. Koor-
dinatlar� x1, x2 olan M = R2 düzleminin te§et demetinde a³a§�daki
Christo�el sembolleri ile verilen ba§lant�y� alal�m: r =

√
x2

1 + x2
2 olmak üzere

Γ1
12(x1, x2) = cos r2, Γ2

12(x1, x2) = sin r2, ve tüm di§er semboller s�f�r olsun.

Yine ei ile
d

dxi
vektör alan�n� dü³ünürsek, X = e1 ve Y = e2 vektör

alanlar� olmak üzere

T (X,Y )(x1, x2) = (cos r2) e1 + (sin r2) e2

olarak hesaplan�r. O halde, bu iki vektör alan�n�n burulma tensörü merkezden
geçen do§rular boyunca dönen bir vektör alan� verir. Ayr�ca bu iki vektör alan�
için, [X,Y ] = 0 oldu§undan T (X,Y ) = ∇XY − ∇YX olur ve dolay�s�yla
düzlemin her noktas�nda ∇XY 6= ∇YX'dir.

Uyar� 3.3.11. ∇, E → M vektör demeti üzerinde herhangi bir ba§lant�
olsun. E§er bu ba§lant� bir Riemann ba§lant�s� olsayd� fonksiyonlar üzerinde
de tan�ml� olurdu ve f : M → R olmak üzere ∇(f) = df ile verilirdi (bkz.
sayfa 174). �imdi bize verilen ∇ ba§lant�s�n�n da fonksiyonlar üzerinde bir
Riemann ba§lant�s� gibi tan�mlanm�³ oldu§unu kabul edelim (bkz. Al�³t�rma 33).
Bu durumda ∇ ba§lant�s�n� E∗ → M dual vektör demetine ta³�yabiliriz.
Gösterim kolayl�§� aç�s�ndan ba§lant�y� dual demet üzerinde de yine ∇ ile
gösterece§iz: E§er s ∈ Γ(E) ve α ∈ Γ(E∗) birer kesit iseler f

.
= α(s)

manifold üzerinde türevlenebilir bir fonksiyondur. Ba§lant�n�n Leibniz kural�n�
sa§lamas�n� bekledi§imizden dolay�

df = ∇(f) = ∇(α(s)) = (∇α)(s) + α(∇s)
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e³itli§inden dual vektör demeti üzerindeki ba§lant�n�n Christo�el sembollerini
³u ³ekilde hesaplayabiliriz. Yine (x1, · · · , xn) manifold üzerinde yerel bir ko-

ordinat sistemi, ei =
d

dxi
, (s1, · · · , sk) vektör demetinin yerel bir çat�s� ve

(α1, · · · , αk) dual vektör demetinin αl(sj) = δjl ko³ulunu sa§layan bir çat�-
s� olsun. E§er Γkij vektör demetinin bu çat�daki Christo�el sembolleri ise,

∇eisj =
∑
k

Γkij sk, yukar�daki e³itlikten

0 = ei(αl(sj)) = (∇eiαl)(sj) + αl(∇eisj)

= (∇eiαl) (sj) + αl

(∑
k

Γkij sk

)
= (∇eiαl)(sj) +

∑
k

Γkij δlk

= (∇eiαl)(sj) + Γlij ,

elde ederiz. O halde, ∇eiαl = −
∑

j Γlij αj olur. Ba³ka bir deyi³le, dual

demetin Christo�el sembolleri Γ̃kij ise, ∇eiαj =
∑
k

Γ̃kij αk,

Γ̃kij = −Γjik

olur. Çarp�m kural�n� tekrar kullanarak ba§lant�y� bu vektör demetlerinin tensör
çarp�mlar�na da geni³letebiliriz. Bunun bir uygulamas�n� a³a§�da görelim.

Önerme 3.3.12. ∇ bir (M, g) Riemann manifoldunun (Riemann) ba§lant�-
s� ise ∇g = 0'd�r. Di§er taraftan, bu ko³ulu sa§layan simetrik tek ba§lant�
Riemann ba§lant�s�d�r.

Kan�t : ∇ Riemann ba§lant�s� olmak üzere {e1 = d/dx1, · · · , en = d/dxn}
yerel çat�s� için ba§lant� formunun Christo�el sembolleri Γkij olsun:

∇eiej =
∑

Γkij ek .

Bu durumda, dual vektör demetinin Christo�el sembolleri Γ̃kij = −Γjik ola-
cakt�r. Önermenin kan�t�n� yapmak için her ek için

∇ek

∑
ij

gij dxi ⊗ dxj

 = 0
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oldu§unu göstermeliyiz. Çarp�m kural�n� uygulayarak

∇ek

∑
ij

gij dxi ⊗ dxj

 =
∑
ij

[(∇ekgij) dxi ⊗ dxj

+gij (∇ekdxi)⊗ dxj + gij dxi ⊗ (∇ekdxj)]
=

∑
ij

gkij dxi ⊗ dxj

+
∑
ijl

gij Γ̃lki dxl ⊗ dxj +
∑
ijl

gij Γ̃lkj dxi ⊗ dxl

=
∑
ij

gkij dxi ⊗ dxj

−
∑
ijl

gij Γikl dxl ⊗ dxj −
∑
ijl

gij Γjkl dxi ⊗ dxl ,

elde ederiz. Bu durumda kan�t�n birinci bölümünü tamamlamak için

gkij =
∑
l

glj Γlki + gil Γlkj

oldu§unu göstermek yeterlidir.

∑
l

glj Γlki + gil Γlkj =
∑
l

glj

(
1

2

∑
m

glm(gikm + gkim − gmki)

)

+
∑
l

gil

(
1

2

∑
m

glm(gjkm + gkjm − gmkj)

)

=
1

2

∑
m

δjm (gikm + gkim − gmki)

+
1

2

∑
m

δim (gjkm + gkjm − gmkj)

=
1

2
(gikj + gkij − g

j
ki) +

1

2
(gjki + gkji − gikj)

= gkij .

Kan�t�n ikinci bölümü okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�lm�³t�r (Al�³t�rma 34).
2

Benzer yöntemlerle a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.3.13. P : E → M türevlenebilir manifold üzerinde bir vektör de-
meti, {xi}, i = 1, · · · , n, manifold üzerinde yerel bir koordinat sistemi ve
{sα}, α = 1, · · · , r, demetin bu koordinat sistemi üzerindeki bir çat�s� olsun.



180 Vektör Alanlar� ve Demetleri

Demet üzerinde bir g metri§i ve bir Γ ba§lant�s� alal�m. Bu durumda Γ
ba§lant�s�n�n metri§i korumas� için gerek ve yeter ko³ul, her i, α, β için,

giαβ =
∑
γ

gγβ Γγiα + gαγ Γγiβ

olmas�d�r.
Ayr�ca,

Γγiα
.
=

1

2

∑
β

gγβ giαβ

bu denklemin bir çözümünü verdi§inden demet üzerinde seçilen her iç çarp�m
için bu iç çarp�mla uyumlu bir ba§lant�n�n var oldu§unu görürüz.

Kan�t : �kinci ifadenin kan�t�n� tamamlamak için ba§lant� formunu belir-
leyen

Γγiα =
1

2

∑
β

gγβ giαβ

ifadesinin koordinat ve çarp�m fonksiyonlar�n�n seçiminden ba§�ms�z oldu§unu
göstermeliyiz. Bunun için E manifoldu üzerine bir Riemann metri§i koyal�m
ve bu metrik yard�m�yla te§et demetini ker(DP ) ve bunun direkt tümleyeninin
toplam� ³eklinde yazal�m:

T∗E = ker(DP : T∗E → T∗M)⊕H ' E ⊕H .

Bu yaz�mda E ile ker(DP ) demetini do§al ³ekilde yer de§i³tiriyoruz. Daha
sonra E manifoldu üzerine koydu§umuz Riemann metri§ini bir g̃ metri§i
ile de§i³tirelim, öyle ki g̃|E = g olsun ve her (u, v) ∈ ker(DP ) × H için
g̃(u, v) = 0 e³itli§i sa§lans�n. Buna göre her i ve α için, g̃iα = 0 olur.
M manifoldunun koordinat seçimi ve demetin bir çarp�m fonksiyonu E ma-
nifoldunun bir koordinat sistemi seçimine kar³�l�k gelecektir. Dolay�s�yla, bu
metri§in belirledi§i metrik ba§�nt�s�, diyelim ki ∇̃ olsun, M üzerindeki ko-
ordinat sistemi ile E demetinin çarp�m fonksiyonu seçiminden ba§�ms�zd�r.
Bu ba§�nt�n�n ker(DP ) ' E üzerine dik izdü³üm fonksiyonu ile birle³imi E
üzerinde bir ba§lant� tan�mlayacakt�r (bkz. Al�³t�rma 35). E§er Γ̃γiα bu ba§�nt�-
n�n yukar�da bahsedilen ³ekilde seçilmi³ bir koordinat sistemindeki Christo�el
sembolleri ise

Γ̃γiα =
1

2

∑
β

g̃γβ (g̃αiβ + g̃iαβ − g̃
β
iα) =

1

2

∑
β

gγβ giαβ

olacakt�r. Dolay�s�yla, kan�t tamamlan�r. 2

Vektör demetleri üzerindeki metriklerin ve ba§lant�lar�n e§riliklerini ve ko-
homolojik özelliklerini Ünite 6'da ele alaca§�z. Fakat daha önce türevlenebilir
formlarda tan�mlad�§�m�z d�³ türevi, üzerinde bir ba§lant� formu verilmi³ olan
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tensör de§erli formlara ta³�mam�z gerekiyor. E§er ν ∈ Ωr(M) türevlenebilir
bir form ve s ∈ Γ(E), üzerinde bir ∇ ba§lant�s� verilmi³ olan, E → M
vektör demetinin bir kesiti ise, bu kesitin d�³ türevi ³u ³ekilde tan�mlan�r:

d∇ : Γ(Ωr(M)⊗ E)→ Γ(Ωr+1(M)⊗ E) ,

d∇(ν ⊗ s) .
= dν ⊗ s+ (−1)rν ∧

∑
j

dxj ⊗∇j s .

�imdi de bu tan�m� kullanarak herhangi bir s =
∑
fk sk kesiti için (d∇◦∇)(s)

bile³kesini hesaplayal�m.

(d∇ ◦ ∇)(s) = d∇(∇s)

= d∇

(∑
k

(dfk ⊗ sk + fk ∇sk)

)

= d∇

∑
k,i

∂fk
∂xi

dxi ⊗ sk +
∑
k,i,l

fk Γlik dxi ⊗ sl


= d∇

∑
i,l

∂fl
∂xi

dxi ⊗ sl +
∑
i,l,k

fk Γlik dxi ⊗ sl


=

∑
i,l

d∇

((
∂fl
∂xi

+
∑
k

fkΓ
l
ik

)
dxi ⊗ sl

)

=
∑
i,l,j

(
∂2fl
∂xi∂xj

+
∑
k

(
∂fk
∂xj

Γlik + fk
∂Γlik
∂xj

))
dxj ∧ dxi ⊗ sl

−
∑
i,l,j,m

(
∂fl
∂xi

+
∑
k

fk Γlik

)
dxi ∧ dxj ⊗ Γmjl sm

=
∑
i,j,k,l

fk
∂Γlik
∂xj

dxj ∧ dxi ⊗ sl

−
∑

i,j,k,l,m

fk Γlik Γmjl dxi ∧ dxj ⊗ sm

=
∑
i,j,k,l

fk
2

(
∂Γljk
∂xi

−
∂Γlik
∂xj

)
dxi ∧ dxj ⊗ sl

+
∑

i,j,k,l,m

fk
2

(
Γmjk Γlim − Γmik Γljm

)
dxi ∧ dxj ⊗ sl

= F∇(s)

olarak bulunur. En son ad�mdaki terim e§rilik (formudur),

F∇ ∈ Γ(Ω2(M)⊗Ω0(M) hom(E,E)) ' Γ(Ω2(M)⊗ E∗ ⊗ E) ,
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ve

Ωl
k =

1

2

∑
ij

(
∂Γljk
∂xi

−
∂Γlik
∂xj

+

(∑
m

Γmjk Γlim − Γmik Γljm

))
dxi ∧ dxj

olmak üzere
F∇ =

∑
kl

Ωl
k s
∗
k ⊗ sl

ile verilir.

3.3.4 Poincaré Yar� Düzlemi

Bu alt bölümde Poincaré Yar� Düzlemi'ni tan�mlay�p bu manifoldun jeodezik-
lerini belirleyece§iz. Poincaré Yar� Düzlemi, üzerindeki Riemann metri§i

g(x, y) =
dx⊗ dx+ dy ⊗ dy

y2

ile verilen
H = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}

yar� düzlemidir. Bu yüzeyin jeodeziklerini incelemeden önce genel bir sonuç
kan�tlayaca§�z (bkz. [35], s. 488, Al�³t�rma 27 ve 41).

Yard�mc� Teorem 3.3.14. γ : [a, b] → (Mn, g) türevlenebilir bir e§ri ve
p : [α, β] → [a, b] , t 7→ s = p(t) bir difeomor�zma olsun. γ e§risinin bir
jeodezik olmas� için gerek ve yeter ko³ul c = γ ◦p e§risinin yerel bir koordinat
sisteminde

d2ck
dt2

+
n∑

i,j=1

Γkij(c(t))
dci
dt

dcj
dt

=
dck
dt

p′′(t)

p′(t)

denklemini sa§lamas�d�r. Ayr�ca c e§risi

d2ck
dt2

+
n∑

i,j=1

Γkij(c(t))
dci
dt

dcj
dt

=
dck
dt

µ(t)

denklemini sa§layan herhangi bir e§ri ise c bir jeodezi§in tekrar parametrize
edilmi³ halidir.

Kan�t : γ = (x1, · · · , xn) ve ci = xi ◦ p olmak üzere c = (c1, · · · , cn)
ile verilsin. �lk önce s = p(t) fonksiyonun bir difeomor�zma oldu§unu ve
γ(s)'nin bir jeodezik oldu§unu kabul edelim. O halde a³a§�daki jeodezik denkle-
mi sa§lan�r:

d2xk
ds2

(s) +
∑
i,j

Γkij(γ(s))
dxi
ds

(s)
dxj
ds

(s) = 0 .
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Di§er taraftan, p′(t) 6= 0 oldu§unu kullanarak (p(t) bir difeomor�zma
oldu§u için türevi her noktada s�f�rdan farkl�d�r)

dxk
ds

=
1

p′(t)

dck
dt

elde ederiz. Tekrar türev alarak

d2xk
ds2

=
1

(p′(t))2

(
d2ck
dt2
− dck

dt

p′′(t)

p′(t)

)
bulunur. Bu ifadeleri yukar�daki jeodezik denkleminde yerine koyarsak teore-
min ifadesindeki denklemi elde ederiz. Di§er taraftan, c teoremin ifadesindeki
denklemi sa§l�yorsa γ e§risinin bir jeodezik oldu§u kolayca görülür.

�kinci ifadenin kan�t� için, M ′(y) = µ(y) olmak üzere (ba³ka bir deyi³le,
M(y) fonksiyonu µ(y) için bir ters türev fonksiyonu olsun)

p(t) =

∫ t

t0

eM(y) dy

olarak tan�mlayal�m. Ayr�ca, p′(t) 6= 0 oldu§u için p(t) bir difeomor�zmad�r.
Art�k birinci k�sm� kullanarak kan�t� bitirebiliriz. 2

�imdi bu yard�mc� teoremi kullanarak Poincaré Yar� Düzlemi'nin tüm jeo-
deziklerini belirleyebiliriz. Bunu üç ad�mda yapaca§�z.

Ad�m 1) �lk önce bu metri§in Christo�el sembollerini hesaplayal�m. β =
{e1 = d

dx , e2 = d
dy} olmak üzere

2(∇e1e1, e1) = ∇e1(e1, e1) = ∇ d
dx

1

y2
= 0

oldu§undan Γ1
11 = 0 bulunur. Benzer ³ekilde

2(∇e2e1, e1) = ∇e2(e1, e1) = ∇ d
dy

1

y2
= − 2

y3

oldu§undan Γ1
12 = Γ1

21 = −1/y elde ederiz. Yine

0 = ∇e1(e1, e2) = (∇e1e1, e2) + (e1,∇e1e2)

e³itli§inden Γ2
11 = −Γ1

12 = 1/y olarak bulunur. Son olarak benzer ³ekilde,
Γ2

22 = −1/y ve Γ1
22 = Γ2

12 = Γ2
21 = 0 olarak hesaplan�r.

Ad�m 2) C merkezi (c, 0) noktas�nda ve yar�çap� R > 0 olan yar� çember
olsun. Bu e§rinin t 7→ (t, γ(t)) = (t,

√
R2 − (t− c)2) parametrizasyonunu

dü³ünelim. Türev alarak

dγ

dt
= − (t− c)√

R2 − (t− c)2
ve

d2γ

dt2
= − R2

γ(t)3
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e³itliklerini elde ederiz. O halde,

γ′(t)

t− c
− γ′(t)2

γ(t)
=

−1

γ(t)
− (t− c)2

γ(t)3

= −γ(t)2 + (t− c)2

γ(t)3

=
−R2

γ(t)3

=
d2γ

dt2

elde ederiz. �imdi bu e§rinin bir jeodezik oldu§unu gösterece§iz. Bunun için
yukar�daki yard�mc� teoremin ikinci k�sm�n� kullanaca§�z. �imdi

µ(t) = −2γ′(t)

γ(t)

alal�m ve e§rimizin c(t) = (c1(t), c2(t)) = (t, γ(t)) koordinatlar�n�n

d2ck
dt2

+

n∑
i,j=1

Γkij(c(t))
dci
dt

dcj
dt

=
dck
dt

µ(t) , k = 1, 2,

denklemlerini sa§lad�§�n� gösterelim:

d2c1

dt2
+

2∑
i,j=1

Γ1
ij(c(t))

dci
dt

dcj
dt

= − −1

γ(t)
γ′(t)− −1

γ(t)
γ′(t)

= −2
γ′

γ

=
dc1

dt
µ(t) .

Benzer ³ekilde di§er koordinat için de

d2c2

dt2
+

2∑
i,j=1

Γ2
ij(c(t))

dci
dt

dcj
dt

=
γ′

t− c
− (γ′)2

γ
+

1

γ
− (γ′)2

γ

= −1

γ
− (2γ′)2

γ
+

1

γ

= γ′ µ(t).

=
dc1

dt
µ(t)

elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le uygun ³ekilde parametrize edildiklerinde bu yar�
çemberler birer jeodeziktir. Benzer ³ekilde y-eksenine paralel do§rular da,
t 7→ (a, bt), (b > 0), birer jeodeziktir.
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Ad�m 3) p ∈ H herhangi bir nokta ve v ∈ TpH herhangi bir te§et vektörü
olsun. E§er v = (v1, v2) = (0, v2) ³eklinde bir vektör ise, bu durumda t 7→
(0, v2t) jeodezi§i (p, v) ikilisinden geçen tek jeodeziktir. Di§er taraftan, v1 6=
0 ise merkezi x-ekseni üzerinde bulunan bir yar� çember (p, v) ikilisinin
üzerinden geçecektir. Son olarak, her (p, v) ikilisi tek bir jeodezik belirledi§i

�ekil 3.3: Hiperbolik yar� düzlemde çe³itli jeodezikler. Bir ucu (a, b) aç�k aral�§�nda
olan ve p noktas�ndan geçen tüm jeodezikler γ1 jeodezi§ine paraleldir.

için Poincaré Yar� Düzlemi'nin tüm jeodezikleri yar� çemberler ve y-eksenine
paralel do§rulard�r.

Bu jeodeziklerin uzunluklar�n�n sonsuz oldu§u kolayca görülebilir (bkz.
Al�³t�rma 36). O halde, Uyar� 3.2.13.1'den dolay� Poincaré Yar� Düzlemi tam
bir metrik uzayd�r.

Ünite 6.1'de bir Riemann metri§ine kar³�lk gelen e§rilik tensörünün bi-
le³enleri tan�mlanacakt�r (bkz. s. 306). Buna göre Poincaré metri§inin e§rilik
tensörünün bile³enleri a³a§�daki gibidir:

R2
121 = R1

212 = − 1

y2
, R1

111 = R2
222 = 0 .

Ricci tensörü ise ³öyledir:

R11 = R1
111 +R2

121 = R2
121 = − 1

y2

R12 = 0

R21 = 0

R22 = R1
212 +R2

222 = R1
212 = − 1

y2
.

Yine ayn� bölümde tan�mlayaca§�m�z, say�sal e§rilik ve Gauss e§rili§i

S =
∑
ij

gij Rij = −2 , κ = −1

sabitleri olarak hesaplan�r (bkz. s. 319).
Al�³t�rma 37 bu düzlemde Öklit'in be³inci kabulünün sa§lanmad�§�n� gös-

termektedir.
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3.3.5 Normal Demet ve Tüp Kom³uluk Teoremi

(M, g) bir Riemann manifold ve L ⊆ M kapal� bir alt manifold olsun.
A³a§�daki ifade ile tan�mlanan

ν(L) = {(p, v) ∈ T∗M | p ∈ L, gp(v, u) = 0, for all u ∈ TpL}

te§et vektörler kümesine L alt manifoldunun M içindeki normal demeti
denir ve ν(L) ile gösterilir. Normal demet T∗M te§et demetinin bir alt
manifoldudur. Ayr�ca normal demetin {(p, v) ∈ ν(L) | v = 0} alt kümesi
L'ye difeomor�k bir alt manifoldudur (bkz. Örnek 3.3.3 ve Al�³t�rma 38). Bu
alt manifolda normal demetin s�f�r kesiti de denir.

Teorem 3.3.15 (Tüp Kom³uluk Teoremi). (M, g), L ⊆ M ve ν(L) yu-
kar�daki gibi olsun. Bu durumda L s�f�r kesitinin öyle bir L ⊂ U ⊆ ν(L)
aç�k kom³ulu§u vard�r ki, Exp : T∗M → M üstel fonksiyonun bu kom³ulu§a
k�s�tlan�³� L ⊆ V ⊆M gibi bir aç�k kom³ulu§a bir difeomor�zma verir:

Exp : U −→ V, (p, v) 7→ Expp(v), (p, v) ∈ ν(L) .

E§er L t�k�z bir manifold ise yeterince küçük ε > 0 say�lar� için,

U = {(p, v) ∈ ν(L) | ‖v‖ < ε}

³eklinde seçilebilir.

Kan�t : Örnek 3.3.3'den dolay� ν(L) manifoldunun (p, 0) noktas�ndaki
te§et uzay�n� TpM te§et uzay� ile e³leyebiliriz:

T(p,0)ν(L) −→ TpL⊕ νp(L) ' TpM .

Ayr�ca yine daha önceki bölümlerden

D(Expp)0 = IdTpM

oldu§unu biliyoruz (bkz. s. 146). O halde, her (p, 0) ∈ ν(L) noktas� için
DExp(p,0) = IdTpM olacakt�r. Bu durumda Ters Fonksiyon Teoremi'nden
Exp : ν(L) → M fonksiyonunun her (p, 0) ∈ ν(L) noktas� etraf�nda bir
difeomor�zma oldu§u sonucuna var�r�z.

�ddia: L manifoldunun verilen her t�k�z K alt kümesi için öyle bir εK > 0
say�s� vard�r ki, Exp : ν(L)→M fonksiyonunun

UεK
.
= {(p, v) ∈ ν(L) | p ∈ K, ‖v‖ < εK}

alt kümesine k�s�tlan�³� bire birdir.

Kan�t: Böyle bir say�n�n var olmamas� durumunda xn, yn ∈ K olmak üzere

lim
n
‖vn‖ = 0 = lim

n
‖un‖
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ve
Exp(xn, vn) = Exp(yn, un)

ko³ullar�n� sa§layan (xn, vn) 6= (yn, un) ∈ ν(L) dizileri vard�r. T�k�zl�k ko³u-
lundan dolay� (xn) dizisini bir alt dizisi ile de§i³tirerek bu dizinin yak�nsak
oldu§unu kabul edebiliriz, limn xn = x0 ∈ K. Di§er taraftan, (yn) dizisinin
bu alt diziye kar³�l�k gelen alt dizisinin ba³ka bir alt dizisi de yak�nsak ola-
cakt�r. O halde, tekrar alt dizilere geçerek hem limn xn = x0 ∈ K hem de
limn yn = y0 ∈ K oldu§unu kabul edebiliriz. Fakat, Exp fonksiyonu sürekli
oldu§undan

x0 = Exp(x0, 0) = lim
n
Exp(xn, vn) = lim

n
Exp(yn, un) = Exp(y0, 0) = y0

elde ederiz. Bu ise Exp fonksiyonunun yerel olarak bire bir olmas� ile çeli³ir
ve böylece iddian�n kan�t� tamamlan�r.

�imdi de L s�f�r kesitini t�k�z alt kümelerinin bir birle³imi olarak yazal�m:

L = ∪n≥1Kn , Kn ⊆ Int(Kn+1), n ≥ 1.

�lk önce n = 1 için bir ε1 > 0 say�s� seçelim, öyle ki

U1
.
= {(p, v) ∈ ν(L) | p ∈ K1, ‖v‖ < ε1}

alt kümesi üzerinde Exp fonksiyonu bire bir olsun. Daha sonra, n = 2 için
ε2 > 0 say�s� seçelim öyle ki, bu sefer Exp fonksiyonu U1 ∪ U2 üzerinde
bire bir olsun (burada Ui alt kümesi benzer ³ekilde Ui

.
= {(p, v) ∈ ν(L) | p ∈

Ki, ‖v‖ < εi} olarak tan�mlanm�³t�r). Bunun yap�labilece§i yukar�daki id-
dian�n kan�t�na benzer ³ekilde görülebilir. Bu ³ekilde devam ederek öyle bir
εn > 0 say�s� seçelim ki Exp fonksiyonu U1 ∪ · · · ∪ Un üzerinde bire bir
olsun. Dolay�s�yla, Exp fonksiyonu

U0
.
= ∪n≥1Un ⊆ ν(L)

aç�k alt kümesi üzerinde bire birdir. Ne Ui alt kümeleri ne de U0 birle³imi
aç�k alt kümelerdir. Di§er taraftan, her n ≥ 1 için, Kn ⊆ Int(Kn+1) ol-
du§undan U

.
= Int(U0) aç�k alt kümesi L ⊆ ν(L) alt manifoldunu içerir.

Son olarak, Exp fonksiyonu s�f�r kesit üzerindeki her nokta etraf�nda yerel
olarak bir difeomor�zma oldu§undan, Exp fonksiyonu U aç�k kümesinden
görüntüsüne istedi§imiz difeomor�zmay� verecektir. 2

Teorem 3.3.15'in gösterimini kullanarak biraz daha ilerleyebiliriz. π : T∗M →
M izdü³üm fonksiyonunun U ⊆ ν(L) alt manifolduna k�s�tlan�³�n� yine
π : U → L ile gösterelim. Bu durumda P = π ◦ Exp−1 : V → L bile³ke
fonksiyonu ³u ³ekilde karakterize edilebilir: Her q ∈ V için, L üzerinde tek
bir P (q) noktas� vard�r, öyle ki, q noktas� L alt manifoldunu dik ³ekilde p
noktas�nda kesen ve tamamen V içinde kalan tek bir jeodezik e§ri üzerinde
bulunur. Bu gözlem P izdü³üm fonksiyonunun a³a§�daki geometrik yorumunu
verir.
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�ekil 3.4: Tüp Kom³uluk

Sonuç 3.3.16. L ⊆M alt manifoldu ayn� zamanda kapal� bir alt küme olsun.
Bu durumda her q ∈ V ve p ∈ L için, d(p, q) ≥ d(q, P (q)) olur ve
e³itlik sadece p = P (q) olmas� durumunda sa§lan�r. Ba³ka bir deyi³le, P (L)
üzerinde q noktas�na en yak�n tek bir nokta vard�r ve o nokta P (q) noktas�d�r.

Kan�t: �lk önce q noktas� etraf�ndaki R = d(q, P (q)) yar�çapl� kapal�
jeodezik yuvar� dü³ünelim: B = Expq(B[0, R]), (burada B[0, R] ile TqM
te§et uzay�ndaki orijin merkezli ve R yar�çapl� kapal� yuvar� gösteriyoruz).
Bu durumda P (q) ∈ B olur. L ∩B kapal� kümesinin q noktas�na en yak�n
noktas� p olsun. �imdi kan�t�n anla³�lmas�n� kolayla³t�rmak için M mani-
foldunun düz metri§e sahip Rn Öklit uzay� oldu§unu kabul edelim. O halde,
e§er R1 = d(p, q) ise B1 = Expq(B[0, R1]) yuvar� L alt manifolduna p
noktas�nda te§et olacakt�r. Dolay�s�yla, p noktas�n� q noktas�na ba§layan
do§ru parças� (jeodezik) L alt manifolduna çapraz olur. Fakat, P fonksi-
yonunun tan�m�ndan dolay� L üzerinde bu özelli§e sahip tek nokta P (q)
noktas�d�r. Di§er bir deyi³le, p = P (q) olmal�d�r ve dolay�s�yla, bu özel du-
rumda kan�t tamamlan�r. Genel durumda ise Exp−1

q difeomor�zmas� ile TqM
te§et uzay�na geri gidelim. Bu durumda p noktas�n� q noktas�na ba§layan
jeodezik yine bir do§ru parças� olacakt�r. O halde, yine B[0, R1] ⊆ TqM yu-
var� Exp−1

q (L) ⊆ TqM alt manifolduna te§et olur. Ba³ka bir deyi³le, orijinden
ç�kan do§ru Exp−1

q (L) ⊆ TqM alt manifolduna çapraz olacakt�r. Son olarak
Gauss Yard�mc� Teoremi uygulayarak p noktas�n� q noktas�na ba§layan jeo-
dezi§in L alt manifolduna çapraz oldu§unu görürüz ve kan�t özel durumda
oldu§u ³ekilde tamamlan�r. 2

Örnek 3.3.17. L ⊆ M = RN Öklit uzay�n�n bir alt manifoldu olsun. Met-
rik düz oldu§undan M 'nin jeodezikleri sadece do§rulard�r. Dolay�s�yla, tüp
kom³uluktan L'ye giden P = π ◦ Exp−1 : V → L izdü³üm fonksiyonu
asl�nda dik izdü³üm fonksiyonudur.

Teorem 3.3.15'in bir uygulamas� olarak ileride çokça kullanaca§�m�z türev-
lenebilir fonksiyonlarla yakla³�m teoremini kan�tlayaca§�z. Türevlenebilir ma-
nifoldlar Öklit uzaylar�na gömülebildi§i için manifoldlar�n topolojisi metrikle-
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nebilirdir. Dolay�s�yla, iki manifold aras�ndaki sürekli fonksiyonlar�n aras�ndaki
uzakl�ktan bahsedebiliriz.

Teorem 3.3.18. M ve N türevlenebilir manifoldlar olmak üzere C∞(M,N)
türevlenebilir fonksiyonlar uzay� C0(M,N) sürekli fonksiyonlar uzay� içinde
yo§undur. Her sürekli f : M → N fonksiyonuna homotopik olan bir türevlene-
bilir g : M → N fonksiyonu vard�r. Ayr�ca iki türevlenebilir fonksiyon sürekli
bir fonksiyon ile homotopik ise bu fonksiyonlar türevlenebilir bir fonksiyon ile
de homotopiktir.

Kan�t : M ⊆ Rm ve N ⊆ Rn oldu§unu kabul edelim. M ⊆ µ ⊆ Rm ve
N ⊆ ν ⊆ Rn tüp kom³uluklar ve P : ν → N izdü³üm fonksiyonu olsun. Bu
tüp kom³ulu§un verilen bir q ∈ N noktas�ndaki kal�nl�§� en az 2εq olsun.
Ba³ka bir deyi³le, Rn Öklit uzay�nda B(q, 2εq) ⊆ ν olacak ³ekilde εq > 0
seçelim. M manifoldunun her birinin kapan�³� t�k�z olan yerel sonlu bir aç�k
örtüsünü ve bu örtü ile uyumlu bir birimin ayr�³�m�n� alal�m:

M ⊆ ∪αUα , ρα : M → R ,
∑
α

ρα(p) = 1 , p ∈M.

f : M → N sürekli bir fonksiyon olsun. Stone-Weierstrass Teoremi'ni kulla-
narak her α için bir gα : Rm → Rn polinom fonksiyonu seçelim öyle ki, her
p ∈ Uα için ‖f(p) − gα(p)‖ < εf(p) olsun (Uα kümesinin kapan�³�n�n t�k�z
oldu§unu kullan�yoruz) (bkz. s. 109, [37]). g : M → Rn, g(p) =

∑
α ρ(p) gα(p)

toplam fonksiyonu olsun. Üçgen e³itsizli§inden

‖f(p)− g(p)‖ =

∥∥∥∥∥∑
α

ρα(p)(f(p)− gα(p))

∥∥∥∥∥ <
(∑

α

ρα(p)

)
εf(p) = εf(p)

elde ederiz. O halde, g(M) ⊆ ν olur ve dolay�s�yla h = P ◦g : M → N türev-
lenebilir bile³ke fonksiyonundan bahsedebiliriz. P fonksiyonun geometrik özel-
liklerinden ‖f(p)− h(p)‖ < 2εf(p) oldu§u aç�kt�r (bkz. Sonuç 3.3.16). εq > 0,
q ∈ N , say�lar�n� istedi§imiz kadar küçük seçebildi§imiz için, C∞(M,N) tü-
revlenebilir fonksiyonlar uzay�n�n C0(M,N) sürekli fonksiyonlar uzay� içinde
yo§un oldu§unu kan�tlam�³ olduk. Di§er taraftan, her t ∈ [0, 1] için

‖f(p)− [(1− t)f(p) + th(p)]‖ = ‖t(f(p)− h(p))‖ < 2εf(p)

oldu§undan

F : M × [0, 1]→ ν, F (p, t) = (1− t)f(p) + th(p) ,

çizgisel homotopisini tan�mlayabiliriz. Bu durumda, (P ◦ F )(p, 0) = f(p) ve
(P ◦ F )(p, 1) = h(p) oldu§undan P ◦ F : M × [0, 1]→ N bile³ke fonksiyonu
istenilen sürekli homotopiyi verir.

Teoremin ikinci k�sm� için, sürekli bir G : M × [0, 1] → N fonksiyonu
ile homotopik olan türevlenebilir hi : M → N , i = 1, 2, fonksiyonlar�
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alal�m. Kan�t� tamamlamak için bu iki türevlenebilir fonksiyonun türevlenebilir
bir H : M × [0, 1] → N fonksiyonu ile homotopik oldu§unu göstermemiz
gerekiyor. G(p, i) = hi(p) fonksiyonlar� türevlenebilir oldu§una göre öyle aç�k
bir M × {0, 1} ⊆ U ⊆ M × [0, 1] kümesi ve türevlenebilir φ : U → N
fonksiyonu vard�r ki, her (p, t) ∈ U için, G(p, t) = φ(p, t) olur. Teoremin
ilk bölümünde verdi§imiz kan�t� kullanarak G homotopisine istenildi§i kadar
yak�n ve homotopik olan türevlenebilir bir ψ : M × [0, 1] → N homotopisi
bulabiliriz. V = M × [0, 1]−M × {0, 1} aç�k kümesi olmak üzere M × [0, 1]
manifoldunun {U, V } aç�k örtüsü ile uyumlu bir {ρU , ρV } birimin ayr�³�m�
seçelim. Bu durumda

P ◦ (ρU G+ ρV ψ) : M × [0, 1]→ N ,

(p, t) 7→ P (ρU (p, t) G(p, t) + ρV (p, t) ψ(p, t)) , (p, t) ∈M × [0, 1],

istenilen türevlenebilir homotopiyi verecektir. 2
Bu teoremin bir uygulamas� için Sayfa 236'e bak�n�z.

3.4 Al�³t�rmalar

1. Uyar� 3.1.4'de verilen vektör alanlar�n�n ak�³lar� hakk�ndaki ifadeleri ka-
n�tlay�n�z.

2. �ki vektör alan�n�n bile³kesinin her zaman bir vektör alan� olmad�§�n�
örnekle gösteriniz.

3. Önerme 3.1.6'n�n kan�t�n� genel durum için veriniz.

4. Önerme 3.1.8 ve Önerme 3.1.9'u kan�tlay�n�z.

5. Sürekli bir f : [0, 1]→ R fonksiyonu her k ≥ 1 tam say�s� için∫ 1

0
f(x) sin kπx dx = 0

e³itli§ini sa§l�yorsa bu fonksiyon sabit s�f�r fonksiyonudur, gösteriniz.

6. Standart Riemann metri§i ile dü³ündü§ümüz gerçel eksenden s�f�r nok-
tas�n� ç�karal�m. Bu manifold üzerindeki hiçbir γ(t) jeodezi§inin tüm
t ∈ R de§erleri için tan�ml� olamayaca§�n� gösteriniz.

7. Türevlenebilir bir M manifoldu üzerinde bir g-Riemann metri§i alal�m.
Bu metri§i koruyan vektör alanlar�na Killing vektör alanlar� denir. �ki
Killing vektör alan�n�n Lie parantezinin de bir Killing vektör alan� ol-
du§unu Sonuç 3.1.10'u kullanarak gösteriniz.
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8. T�k�z bir Mn manifoldu üzerinde sadece iki tane ve yozla³m�³ kritik nok-
tas� olan bir fonksiyon varsa bu manifoldun Sn küresine homeomor�k
oldu§unu gösteriniz ( �kinci Ünite'de yer alan Al�³t�rma 26'y� ve Teo-
rem 3.1.3'ü kullan�n�z). Asl�nda bu homeomor�zma bir nokta haricinde
difeomor�zma olarak da seçilebilir. Bu sonuç 6. Ünite'de ele alaca§�m�z
Milnor'un egzotik küreleri konusunun son ad�m� olacak. (�ki farkl� çözüm
için [27] ve [39] (sayfa 23) numaral� kaynaklara bak�n�z.) Bu sonuç Reeb'in
Küre Teoremi diye an�l�r ve Georges Reeb'in 1946 y�l�nda yay�nlad�§� [32]
makalesinin bir sonucudur.

9. Sayfa 118'deki hesaplamalar� kullanarak birim küre üzerindeki (R3'ten
gelen) standart Riemann metri§inin stereogra�k koordinatlarda

4
dx⊗ dx+ dy ⊗ dy

(1 + x2 + y2)2

ile verildi§ini gösteriniz. Bu metri§in merkezden geçen jeodeziklerinin
do§rular oldu§unu gösteriniz. Döndürmelerin (SO(3)'ün elemanlar�n�n)
metri§i korudu§unu kullanarak kürenin verilen bir noktas�ndan geçen her
joedezi§in bir büyük çember oldu§unu kan�tlay�n�z. Son olarak yar�çap�
r > 0 olan kürenin Gauss e§rili§inin her noktada 1/r oldu§unu göste-
riniz.

10. Karma³�k düzlemin alt uzaylar� olan H = {z ∈ C | Im(z) > 0} Hiperbo-
lik yar� düzlem ile D = {w ∈ C | |w| < 1} birim diski z 7→ w

.
=
iz + 1

z + i
holomor�k dönü³ümü alt�nda izomor�ktirler. Analitik fonksiyonlar tü-
revlerinin s�f�rdan farkl� oldu§u yerde aç� koruyand�r (konformal). Do-
lay�s�yla, bu dönü³üm aç�lar� korur. Hiperbolik yar� düzlemdeki metri§i
bu dönü³üm ile birim diske ta³�rsak

4
dx⊗ dx+ dy ⊗ dy

(1− x2 − y2)2

metri§ini elde ederiz. Hiperbolik düzlemin bu modeline Poincaré Disk
Modeli denir. Bu modelde jeodeziklerin birim çemberi dik aç�larda kesen
çemberler oldu§unu gösteriniz. Karma³�k analizden hat�rlad�§�n�z Möbi-
us transformasyonlar� kullan�rsan�z jeodezik denklemini çözmenize gerek
kalmaz. Poincaré Diski üzerindeki metri§in alan formunu hesaplay�n�z.

11. S0 üzerinde standart düz metrik (dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) olan düzlemi, S1

Al�³t�rma 9'da üzerindeki metri§in aç�k ifadesini yazd�§�m�z birim küreyi
ve son olarak S−1 hiperbolik yar� düzlemi (bkz. Ünite 3.3.4) göstersin.
Bu yüzeylerin κS(p) Gauss e§rili§i, yüzeyin her noktas�nda, s�ras�yla 0,
1 ve −1'dir. Yüzeyler üzerindeki alan formunu dA ile gösterelim. Bu
yüzeylerden herhangi biri üzerinde al�nan ve iç aç�lar� αi, i = 1, 2, 3,
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olan her T jeodezik üçgen için (kenarlar� jeodeziklerin parçalar� olan
üçgen) ∫

T
κ(p) dA = α1 + α2 + α3 − π

oldu§unu gösteriniz. Bu sonucu jeodezik çokgenlere geni³letiniz.

Gauss bu sonucu yüzey üzerindeki herhangi bir metrik için kan�tlam�³t�r.

12. Örnek 3.2.3'dekine benzer ³ekilde özel do§rusal grup SL(n) manifoldu-
nun jeodeziklerini belirleyiniz.

13. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerindeki bir noktada tan�m-
lanan üstel fonksiyonun s�f�r vektöründeki türevinin birim dönü³üm ol-
du§unu gösteriniz: D(Expp)0 = IdTpM (bkz. s. 146).

14. Uyar� 3.2.6'da verilen genelle³tirilmi³ Gauss Yard�mc� Teoremi'ni kan�t-
lay�n�z.

15. Öklit uzay�ndaki herhangi bir U kapal� yuvar� üzerinde bir g Riemann
metri§i alal�m. Bu durumda öyle M,m > 0 pozitif gerçel say�lar� vard�r
ki, bu yuvar içindeki her γ : [a, b]→ U e§risi için

m Le(γ) ≤ Lg(γ) ≤M Le(γ)

olur. (Burada Le(γ) ve Lg(γ) ile γ e§risinin Öklit ve g metriklerine
göre uzunluklar� gösterilmi³tir. Ayr�ca bkz. Teorem 7, s. 428 [35].) Bunun
bir sonucu olarak bir manifold üzerindeki her Riemann metri§inin ayn�
(jeodezik) topolojiyi üretti§ini gösteriniz.

16. Sonuç 3.2.9'u kan�tlay�n�z.

17. A³a§�daki ifade gerçel say�lar�n bir [a, b] kapal� aral�§�nda sürekli olan
fonksiyonlar�n olu³turdu§u, C([a, b]), vektör uzay� üzerinde bir iç çarp�m
tan�mlar:

(f, g)
.
=

∫ b

a
f(t) g(t) dt, f, g ∈ C([a, b]) .

Bu iddian�n kan�t�nda aç�k olmayan tek nokta

(f, f) = 0⇒ f = 0

önermesidir. Bunu görmek için

F (s)
.
=

∫ s

a
f2(t) dt, s ∈ [a, b],

fonksiyonunun da sabit s�f�r fonksiyonu oldu§unu gözlemleyip Analizin
Temel Teoremi'ni kullanmak yeterlidir. �imdi Önerme 3.2.10'da kullan�-
lan Schwarz e³itsizli§i iç çarp�m uzaylar�n�n genel bir özelli§i olur. Bu
ifadeleri kan�tlay�n�z.



Al�³t�rmalar 193

18. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun sabit bir p ∈M noktas�n�
alal�m. Bu noktadan geçen her jeodezi§in tüm gerçel eksende tan�mlan-
d�§�n� kabul edelim. Bu durumda, manifoldun her q ∈M noktas�n�n bu
noktaya uzunlu§u en k�sa olan bir jeodezik ile ba§lanabildi§ini gösteriniz.

Bu birkaç ad�mda yap�labilir. �lk önce, Riemann metri§inin manifold
üzerinde verdi§i metri§i d : M ×M → R ile gösterelim ve bu metrikte
p'den q'ya olan uzakl�k r = d(p, q) > 0 olsun. Ayr�ca p ∈M noktas�n-
daki üstel fonksiyonun B[0, ε] ⊂ TpM yuvar�na k�s�tlan�³�, görüntüsüne
bir difeomor�zma olacak ³ekilde bir ε > 0 seçelim. Bu yuvar�n s�n�r�,
S(ε)

.
= ∂B[0, ε] ⊂ TpM , t�k�z oldu§u için

d(p0, q) = d(Expp(S(ε)), q)

olacak ³ekilde bir p0 ∈ S(ε) noktas� seçebiliriz. Ayr�ca Expp(εv) = p0

olacak ³ekilde bir v ∈ TpM birim vektörü seçelim. Son olarak γ(t)
.
=

Expp(tv), t ∈ R jeodezi§i için d(γ(t), q) = r − t oldu§unu gösteriniz.
Böylece, d(γ(r), q) = 0 olaca§� için q = γ(r) elde edilecektir.

Son ad�m için biraz ipucu verelim:

t0 = sup{t ∈ [0, r] | d(γ(t), q) = r − t}

say�s�n� tan�mlayal�m. E§er t0 = r ise kan�t tamamlan�r. E§er t0 < r ise
p1 = γ(t0) olsun ve öyle bir δ > 0 seçelim ki B[p1, δ] içindeki herhangi
iki nokta en küçük uzunlu§a sahip bir jeodezik ile birbirine ba§lanabilsin.
Bu durumda γ([t0 − δ, t0 + δ]) en k�sa uzunlu§a sahip bir jeodeziktir.
E§er p2 = γ(t0 + δ) noktas� ise d(p, p2) ≤ t0 + δ olacakt�r, çünkü
γ([0, t0 + δ]) jeodezi§inin uzunlu§u t0 + δ kadard�r. Ayr�ca, d(p, q) = r
oldu§u için d(p2, q) ≥ r − t0 − δ olur.

Di§er taraftan, d(p1, q) = r − t0 e³itli§ini ve d metri§i için üçgen
e³itsizli§ini kullanarak

r − t0 − δ ≥ d(p2, q)

elde edilir. Bu ise t0'�n seçimi ile çeli³ir. Böylece kan�t tamamlan�r.

19. Uyar� 3.2.13.2'nin kan�t�n� tamamlay�n�z.

20. Uyar� 3.2.15'e bir örnek veriniz. Ayr�ca bu uyar�n�n üstünde iddia edildi§i
üzere, vektör uzaylar� üzerinde verilen iç çarp�mlar�n bu uzaylar�n tensör
çarp�mlar�na do§al olarak geni³letilebilece§ini gösteriniz.

21. Uyar� 3.2.15'in alt�ndaki paragraftaki iddiay� kan�tlay�n�z.

22. Örnek 3.2.16'ya benzer ³ekilde Rn içinde türevlenebilir bir fonksiyonun
gra�§i olarak xn = f(x1, · · · , xn−1) ile verilen hiper yüzeyi, içinde
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bulundu§u Öklit uzay�n�n Riemann metri§i ile dü³ünelim. Bu metri§e
kar³�l�k gelen hacim eleman�n�n

dvol =
√

1 + f2
x1 + · · ·+ f2

xn−1
dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

oldu§unu gösteriniz.

23. Verilen bir P : E → M vektör demetinin tüm kesitlerinin olu³turdu§u
Γ(E) kümesinin C∞(M) halkas� üzerinde bir modül olu³turdu§unu
gösteriniz.

24. Verilen bir vektör demetinin yap� fonksiyonlar�n� kullanarak elde edilen
vektör demetinin ba³lang�çtaki demete izomor�k oldu§unu gösteriniz.

25. Yönlendirilebilir bir manifoldun te§et vektör demetinin yönlendirilebilir
bir demet oldu§unu gösteriniz.

26. Yönlendirilebilir vektör demetlerinin toplamlar�n�n da yönlendirilebilir
oldu§unu gösteriniz.

27. Herhangi bir P : E → M vektör demeti için E ⊕ E → M demetinin
do§al bir yönlendirmesi oldu§unu ³u ³ekilde gösteriniz: E§er Q : F →M
bir ba³ka vektör demeti ve H : E → F vektör demetleri izomor�zmas�
ise H ⊕ H : E ⊕ E → F ⊕ F yön koruyan bir izomor�zmad�r (bu-
rada E ve F demetlerinin yönlendirilebilir olmas� gerekmemektedir!).
Benzer �kirler ile her türevlenebilir M manifoldu için, M manifol-
du yönlendirilemez olsa dahi, M ×M ve T∗M manifoldlar�n�n do§al
yönlendirmeleri oldu§unu gösteriniz.

28. Yönlendirilebilir bir vektör demetinin determinant�n�n a³ikar do§ru de-
meti oldu§unu gösteriniz.

29. �ki ve dört boyutlu gerçel vektör uzaylar� üzerindeki tüm karma³�k yap�-
lar� belirleyiniz. Boyutu 2n ≥ 4 olan bir gerçel vektör uzay� üzerinde
say�lamaz çoklukta karma³�k yap� oldu§unu gösteriniz.

30. Vektör demetleri üzerinde inceledi§imiz tüm i³lem ve yap�lar�n geri çekme
i³lemi ile yer de§i³tirebilece§ini gösteriniz. Örne§in, yönlendirilebilir bir
demet geri çekildi§inde yine yönlendirilebilir bir demet elde edilir. Ben-
zer ³ekilde, demetlerin toplam veya tensör çarp�mlar�n�n geri çekmesi de
demetlerin geri çekmelerinin toplam veya tensör çarp�mlar�d�r.

31. Örnek 3.3.5 içinde yapt�§�m�z tüm iddialar� kan�tlay�n�z.

32. Burulma tensörünün gerçekten bir tensör oldu§unu gösteriniz.
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33. Uyar� 3.3.11'i göz önünde bulundurarak ³unu kan�tlay�n�z: ∇ manifold
üzerindeki M ×R a³ikar vektör demeti üzerinde bir ba§lant� olsun. Bu
durumda bir λ ∈ R say�s� vard�r öyle ki, her f ∈ C∞(M) için

∇(f) = df + λ f

olur. (E§er ba§lant� bir Riemann metri§inden elde edilmi³se λ = 0 ol-
du§unu görmü³tük; bkz. s. 174.)

34. Önerme 3.3.12'nin kan�t�n� tamamlay�n�z.

35. Sonuç 3.3.13'ün kan�t�n�n içinde bahsedilen dik izdü³üm yard�m�yla tan�m-
lanan ifadenin gerçekten bir ba§lant� oldu§unu gösteriniz.

36. Poincaré Yar� Düzlemi'nin jeodeziklerinin sonsuz uzunlukta oldu§unu
gösteriniz.

37. Poincaré Yar� Düzlem geometrisinin Öklit'in be³inci kabulünü sa§lama-
d�§�n� gösteriniz (bkz. �ekil 3.3).

38. (M, g) bir Riemann manifoldu ve L ⊆M kapal� bir alt manifold olmak
üzere ν(L) normal demetinin T∗M içinde bir alt manifold oldu§unu
gösteriniz. Ayr�ca normal demetin s�f�r kesitinin L manifolduna difeo-
mor�k bir alt manifold oldu§unu gösteriniz.

39. (M, g) bir Riemann manifoldu ve L ⊂ ∂M , manifoldun s�n�r�n�n bir
t�k�z ve ba§lant�l� bir bile³eni olsun. Tüp Kom³uluk Teoremi'nin kan�-
t�n� takip ederek a³a§�daki ifadeyi kan�tlay�n�z: Öyle bir ε > 0 say�s�
vard�r ki, Riemann metri§inin vermi³ oldu§u Exp : ν(L) → M üstel
fonksiyonunun U = L × (−ε, 0] alt kümesine k�s�tlan�³� V = Exp(U)
görüntüsüne bir difeomor�ktir.

�ekil 3.5: Exp : U → V ⊂M

Bu sonucu kullanarak birer s�n�r bile³enleri difeomor�k olan iki manifol-
du bu s�n�r bile³enleri boyunca birbirine yap�³t�rarak bir ba³ka manifold
elde ederiz. A³a§�daki ³ekle (�ekil 3.6)bakarak detaylar� yazma i³ini size
b�rak�yoruz.
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�ekil 3.6: M ⊃ L× (−ε, ε) ∼ L× (−ε, ε) ⊂ N, (x, t) ∼ (x,−t)



��nsanlara hiçbir ³ey ö§retemezsiniz; sadece
kendi kendilerine ke³fetmeleri için yard�m ede-
bilirsiniz.�

-Galileo Galilei

4
De Rham Kohomoloji

Bu ünitede türevlenebilir manifoldlar üzerindeki türevlenebilir formlar�n olu³-
turdu§u De Rham kohomoloji gruplar�n� hesaplayarak bunlar�n baz� geometrik
ve topolojik sonuçlar�n� inceleyece§iz. Homoloji ve kohomoloji teorileri modern
geometri ve topolojinin en etkili araçlar�ndand�r. Asl�nda homoloji ve kohomo-
loji topolojik uzaylar kategorisinden de§i³meli gruplar (veya halkalar) katego-
risine birer funktor olarak ele alabiliriz. Homoloji genellikle sadece de§i³meli
bir grup ya da vektör uzay� iken kohomoloji do§al bir ³ekilde halka (cebir)
yap�s�na sahiptir ve bu sebeple daha etkili bir araçt�r. Baz� durumlarda koho-
moloji, manifoldlar ve daha genelde topolojik uzaylar üzerinde belirli topolojik
veya geometrik yap�lar�n varl�§�na engel olarak kar³�m�za ç�kar. Bunun d�³�nda
kohomoloji ve homoloji s�n��and�rma problemlerinde de çok kullan�³l�d�r. �öyle
ki, topolojik nesneleri kar³�la³t�rmak cebirsel nesnelere nazaran genelde daha
zor bir i³tir. Bu nedenle homoloji ve kohomoloji funktorlar� oldukça yararl�d�r.
Bir örnek vermek gerekirse, R2 ve R3 topolojik uzaylar�n�n homeomor�k
olmad�klar�n� (ko)homoloji kullanmadan kan�tlamay� deneyebilirsiniz (bkz. So-
nuç 4.3.15). Bu ve sonraki ünitelerde bunun bir çok örne§ini ayr�nt�l� biçimde
ele alaca§�z.

De Rham Kohomolojisinin topolojik manifoldlardaki kar³�l�§� tekil koho-
molojidir. De Rham Kohomolojisi ile ilgili olarak ele alaca§�m�z hemen hemen
her konunun tekil kohomolojide kar³�l�§� vard�r. Tekil (ko)homoloji konusun-
da en kapsaml� ve yayg�n kullan�lan kitaplardan baz�lar� [19], [6], [30] ve [13]
numaral� referanslard�r.

�ki, üç ve dört boyutlu türevlenebilir manifoldlar�n topoloji ve geometrileri
ayr� ayr� çal�³ma alanlar� olu³turmaktad�r. Bu konular� kapsayan kaynaklardan
birkaç� [14], [21] ve [4] numaral� referanslard�r.
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4.1 De Rham Kohomoloji

4.1.1 De Rham Kohomolojisinin Tan�m�

Her bir Ak (k ∈ Z) de§i³meli bir grup (ya da vektör uzay�) olmak üzere

(A∗, d∗) : · · · dk−2−−−→ Ak−1
dk−1−−−→ Ak

dk−→ Ak+1
dk+1−−−→ · · ·

³eklindeki bir grup (vektör uzay�) homomor�zmalar� dizisinde herhangi ard�³�k
iki homomor�zman�n bile³kesi s�f�r oluyorsa, dk+1 ◦ dk = 0, Ak'lere zincir
gruplar� ve bu diziye de bir zincir yap�s� denir. Bir zincir yap�s� için

Im(dk−1 : Ak−1 → Ak) ⊆ ker(dk : Ak → Ak+1)

oldu§u kolayca görülür. Bu zincir yap�s�n�n kohomolojisi

Hk(A∗, d∗)
.
=

ker(dk : An → Ak+1)

Im(dk−1 : Ak−1 → Ak)

bölüm grubu olarak tan�mlan�r.
Sayfa 97'de türevlenebilir birM manifoldu üzerinde tan�ml� bir ω ∈ Ωk(M)

k-formunun dω = 0 olmas� durumunda kapal� form ve dν = ω olacak ³ekilde
bir ν ∈ Ωk−1(M) (k−1)-formunun var olmas� durumunda da tam form olarak
adland�r�ld�§�n� görmü³tük. Yine d2 = 0 oldu§undan her tam formun ayn�
zamanda kapal� oldu§unu söylemi³tik. Buna göre M manifoldunun üzerindeki

(Ω∗(M), d∗) : · · · dk−2−−−→ Ωk−1(M)
dk−1−−−→ Ωn(M)

dk−→ Ωk+1(M)
dk+1−−−→ · · ·

vektör uzay� zincir yap�s�na manifoldun De Rham zincir yap�s� ve yap�n�n
k'inci kohomolojisine de manifoldun k'inci De Rham kohomolojisi denir. Bu
kohomoloji vektör uzay� Hk

DR(M) ile gösterilir. Tan�m�ndan anla³�laca§� gibi
Hk
DR(M) manifold üzerindeki kapal� k-formlar�n olu³turdu§u vektör uzay�n�n

tam k-formlar�n olu³turdu§u vektör uzay�na bölümüdür. Ba³ka bir deyi³le,

Hk
DR(M)

.
=

ker(dk : Ωk(M)→ Ωk+1(M))

Im(dk−1 : Ωk−1(M)→ Ωk(M))

manifold üzerinde kapal� olan fakat tam olmayan türevlenebilir k-formlar�n
olu³turdu§u vektör uzay�d�r. Dolay�s�yla, e§er bu vektör uzay� s�f�r vektör uzay�
ise manifold üzerindeki her kapal� k-form tamd�r. Kapal� bir ω k-formunun
kohomolojide belirledi§i s�n�f [ω] ∈ Hk

DR(M) ile gösterilir.

Önerme 4.1.1. Her ba§lant�l� M manifoldu için H0
DR(M) = R olur.

Kan�t : [φ] ∈ H0
DR(M) olsun. φ : M → R kapal� bir 0-form oldu§undan

her yerel koordinat sisteminde

0 = dφ =

dim(M)∑
i

∂φ

∂xi
dxi
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olacakt�r. O halde, φ : M → R fonksiyonu yerel olarak sabittir. Fakat, M
manifoldu ba§lant�l� oldu§undan φ bir sabite e³it olmal�d�r. Di§er taraftan,
manifold üzerindeki her sabit fonksiyon kapal� bir 0-form verecektir. 2

M manifoldunun sonlu tane topolojik bile³eni varsa,M = ∪̇ki=1Mi kolayca
her n ≥ 0 için, Hn

DR(M) = ⊕ki=1H
n
DR(Mi) oldu§unu görürüz. Dolay�s�yla,

s�f�r�nc� kohomoloji, manifoldun ba§lant�l� bile³enlerinin say�s�n� verir. Böylece
kohomolojinin manifoldlar�n topolojik özelliklerini yans�tan cebirsel nesneler
oldu§unun ilk örne§ini görmü³ olduk.

F : M → N türevlenebilir manifoldlar�n türevlenebilir bir fonksiyonu
olsun. F ∗ ◦ d = d ◦ F ∗ oldu§undan F ∗ kapal� formlar� kapal�, tam formlar�
da tam formlara geri çekecektir. Ayr�ca F ∗ formlar üzerindeki vektör uzay�
yap�s�n� korudu§undan, F ∗ kohomoloji vektör uzaylar� aras�nda bir do§rusal
homomor�zma verir:

F ∗ : Hn
DR(N)→ Hn

DR(M) , [ω] 7→ [F ∗(ω)] .

Di§er taraftan, F ∗ d�³ çarp�m� korudu§u için

F ∗ : H∗DR(N) = ⊕Hn
DR(N)→ ⊕Hn

DR(M) = H∗DR(M)

bir R-cebir homomor�zmas�d�r: [ω], [ν] ∈ H∗DR(N) olmak üzere

F ∗([ω] ∧ [ν]) = F ∗([ω]) ∧ F ∗([ν]) .

A³a§�daki önermenin kan�t�n� okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz (bkz.
Al�³t�rma 1).

Önerme 4.1.2. F : M → N ve G : N → L türevlenebilir manifoldlar�n tü-
revlenebilir fonksiyonlar� olsun. Bu durumda, (G◦F )∗ = F ∗ ◦G∗ olur. Ayr�ca,
e§er 1M : M →M manifoldun birim fonksiyonu ise 1∗M homomor�zmas� da
H∗DR(M) kohomoloji cebirinin birim fonksiyonu olur.

Bu önermenin içeri§i De Rham kohomoloji cebirleri türevlenebilir manifold-
lar kategorisinden gerçel say�lar üzerindeki cebirlere bir funktor verir ³eklinde
ifade edilebilir.

Örnek 4.1.3. 1) M n-boyutlu bir manifold ise M üzerindeki her n-form
kapal� olacakt�r, çünkü M üzerinde s�f�rdan ba³ka (n+ 1)-form yoktur.
2) I ⊆ R aç�k bir aral�k ve ω = f(x) dx I üzerinde bir 1-form olsun.
O halde, e§er F (x) f 'nin bir ters türevi ise (örne§in, a ∈ I olmak üzere,
F (x) =

∫ x
a f(t) dt olarak alabiliriz) dF = ω olaca§�ndan ω tamd�r ve

dolay�s�yla H1
DR(I) = 0 olur.

3) U düzlemin aç�k bir alt kümesi ve

ω = f(x, y) dx+ g(x, y) dy ∈ Ω1(U)
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bu küme üzerinde bir 1-form olsun. dω = (gx − fy) dx ∧ dy oldu§undan bu
formun kapal� olmas� fy = gx ko³uluna denktir. Di§er taraftan, bu formun tam
olmas� dφ = φx dx + φy dy = ω olacak ³ekilde bir φ ∈ Ω0(U) fonksiyonun
var olmas�na denktir. �imdi bu türevlenebilir formu U kümesi üzerinde bir
diferansiyel denklem gibi görelim:

f dx+ g dy = 0 .

Diferansiyel denklemler dersinden hat�rlayaca§�m�z gibi e§er ω formu kapal�y-
sa ve U aç�k kümesi basit ba§lant�l� ise (U bölgesinin içinde hiç bo³luk yoksa)
bu diferansiyel denklem tam diferansiyel denklem olarak adland�r�l�r ve çözümü
de φ(x, y) = C ³eklinde verilir. Dolay�s�yla, e§er U basit ba§lant�l� bir küme
ise H1

DR(U) = 0 olacakt�r. Daha sonra tekrar ele alacak olsak da, φ(x, y)
fonksiyonunun nas�l bulundu§unu gösterelim: U içinde sabit bir p0 ∈ U nok-
tas� seçelim. Verilen herhangi p ∈ U noktas� için φ(p) ³u ³ekilde tan�mlan�r:
�lk önce γ : [a, b]→ U , γ(a) = p0 ve γ(b) = p olacak ³ekilde bir e§ri alal�m.
�imdi

φ(p) =

∫ b

a
γ∗(ω)

olarak tan�mlans�n. Green Teoremi'nden (bkz. s. 111) dolay�, ω kapal� 1-form
oldu§u için bu integral bu iki noktay� birle³tiren e§rinin seçiminden ba§�ms�zd�r.
Son olarak e§riyi a³a§�daki ³ekildeki gibi seçerek Analizin Temel Teoremi'nden
φx = f ve φy = g oldu§unu kolayca görürüz (φx = f için γ1(t) ve φy = g
için γ2(t)).

�ekil 4.1: φx = f ve φy = g oldu§unu görmek için kullan�lan e§riler

4) Daha önceki bölümlerde de ele ald�§�m�z

ω =
x dy − y dx
x2 + y2

∈ Ω1(R2 − {(0, 0)})

formu kapal�d�r (dω = 0) fakat tam de§ildir. Çünkü e§er dφ = ω ise
φ = tan−1(y/x) + C olur, fakat bu fonksiyon R2 − {(0, 0)} kümesinin her
noktas�nda tan�ml� de§ildir. O halde, H1

DR(R2 − {(0, 0)}) kohomoloji vektör
uzay� s�f�rdan farkl�d�r (bkz. Önerme 4.1.5 ve Örnek 4.2.5).
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A³a§�daki önerme kapal� formlar için bir tam olmama kriteri olu³turur.

Önerme 4.1.4. M s�n�r� olmayan t�k�z yönlendirilebilir n-boyutlu bir manifold
ve ω ∈ Ωn(M) olsun. E§er ω bir tam form ise∫

M
ω = 0

olur. Dolay�s�yla, M üzerinde integrasyon

Hn
DR(M)

∫
−→ R, [ν] 7→

∫
M
ν

iyi tan�ml� bir vektör uzay� homomor�zmas� verir.

Kan�t : ω ∈ Ωn(M) bir tam form olsun. O halde ω = dν olacak ³ekilde
bir ν ∈ Ωn−1(M) formu vard�r. �imdi Stokes Teoremi'nden∫

M
ω =

∫
M
dν =

∫
∂M

ν =

∫
∅
ν = 0

elde ederiz.
�kinci k�sm�n kan�t�n� okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�r-

ma 2). 2

Buraya kadar verdi§imiz bilgilerin �³�§�nda bir boyutlu manifoldlar�n koho-
molojilerini hemen hemen hesaplam�³ durumday�z:

H0
DR(R) = H0

DR(S1) = R;

her k > 1 için Hk
DR(R) = Hk

DR(S1) = 0 ve H1
DR(R) = 0 olur. O

halde, ³u ana kadar hesaplanmam�³ tek kohomoloji grubu çemberin birinci
kohomolojisidir: H1

DR(S1).

Önerme 4.1.5. Çemberin birinci kohomolojisinden gerçel say�lar� tan�mlanan

I : H1
DR(S1)

∫
−→ R, [ν] 7→

∫
S1

ν ,

integral homomor�zmas� bir izomor�zmad�r.

Kan�t : ω =
x dy − y dx

2π
∈ Ω1(S1) formunu

P : R→ S1, θ 7→ (cos θ, sin θ),

fonksiyonu ile geri çekersek P ∗(ω) = dθ/(2π) elde ederiz. Bu durumda∫
S1

ω =

∫ 2π

0

dθ

2π
= 1
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oldu§undan I : H1
DR(S1) → R homomor�zmas� örtendir. �imdi de bu ho-

momor�zman�n çekirde§ini hesaplayal�m: ν ∈ Ω1(S1) için I([ν]) = 0 ol-
sun. P ∗(ν) = f(θ) dθ olacak ³ekilde bir f : R → R fonksiyonu seçelim.
ν(P (θ)) = ν(P (θ + 2π)) oldu§undan f fonksiyonu 2π ile periyodiktir: Her

θ ∈ R için, f(θ + 2π) = f(θ). F : R→ R, F (θ) =

∫ θ

0
f(t) dt fonksiyonu f

için bir ters türevdir: dF = F ′(θ) dθ = f(θ) dθ = P ∗(ν). Di§er taraftan,

0 = I([ν]) =

∫ 2π

0
f(t) dt

oldu§undan

F (θ + 2π) =

∫ θ+2π

0
f(t) dt

=

∫ θ

0
f(t) dt+

∫ θ+2π

θ
f(t) dt

= F (θ) +

∫ 2π

0
f(t) dt

= F (θ)

elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le, F (θ) fonksiyonu F = F̃ ◦P olacak ³ekilde bir
F̃ : S1 → R fonksiyonu verir. Buna göre,

P ∗(dF̃ ) = d(P ∗(F̃ )) = d(F̃ ◦ P ) = dF = P ∗(ν)

ve dolay�s�yla P ∗(ν − dF̃ ) = 0 olur. Son olarak, P : R→ S1 yerel olarak her
nokta yak�n�nda bir difeomor�zma oldu§undan son e³itlik ancak ν − dF̃ = 0
olmas� durumunda sa§lan�r. Ba³ka bir deyi³le [ν] = [dF̃ ] = 0 olmal�d�r.
Böylece kan�t tamamlan�r. 2

Uyar� 4.1.6. �leride her boyuttaki küre için ayn� sonucu kan�tlayaca§�z: n > 0
olmak üzere H0

DR(Sn) = Hn
DR(Sn) = R ve her k 6= 0, n için Hk

DR(Sn) =
0'd�r. Fakat kan�t oldukça farkl� olacakt�r (bkz. Örnek 4.3.8).

Örnek 4.1.3'den dolay� H1
DR(D2) = 0 oldu§unu biliyoruz. Bu sonucu

yukar�daki önerme ile birle³tirirsek ilginç geometrik ve topolojik sonuçlar elde
ederiz.

Tan�m 4.1.7. X topolojik bir uzay ve A ⊆ X alt uzay ve r : X → A sürekli
bir fonksiyon olsun. E§er her x ∈ A için, r(x) = x oluyorsa A alt uzay�na
X'in bir küçültmesi ve r : X → A fonksiyonuna da küçültme fonksiyonu denir

Teorem 4.1.8. Öklit uzay�ndaki iki boyutlu yuvardan s�n�r�na hiçbir türevle-
nebilir r : D2 → S1 küçültme fonksiyonu yoktur.
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Kan�t : Kan�tlamak istedi§imiz iddian�n tersine bir r : D2 → S1 küçültme
fonksiyonunun var oldu§unu kabul edelim. Bu durumda, e§er i : S1 → D2

içerme fonksiyonunu gösterirse r ◦ i : S1 → S1 bile³ke fonksiyonu S1 çem-
berinin birim fonksiyonu olur. O halde, kohomoloji düzeyinde verilen

(r ◦ i)∗ : H1
DR(S1) = R −→ R = H1

DR(S1)

homomor�zmas� da birim dönü³ümdür. Fakat H1
DR(D2) = 0 oldu§undan

i∗ : H1
DR(D2) → H1

DR(S1) homomor�zmas� da a³ikar olacakt�r. Bu durum
yukar�daki bile³ke homomor�zmas�n�n birim dönü³üm olmas� ile aç�k bir ³ekilde
çeli³ir. Sonuç olarak böyle bir küçültme fonksiyonu yoktur. 2

�ekil 4.2: Teorem 4.1.8 sayesinde davulun derisi gergin bir ³ekilde kalabiliyor!

Sonuç 4.1.9. Her türevlenebilir f : D2 → D2 fonksiyonun en az bir sabit
noktas� vard�r.

Kan�t : Diyelim ki f : D2 → D2 sabit noktas� olmayan bir fonksiyon
olsun. O halde, her x ∈ D2 için, f(x) 6= x olur. Her x ∈ D2 için f(x)
noktas�ndan ba³layan ve x noktas�ndan geçen �³�n�n diskin s�n�r�n� kesti§i
noktay� r(x) ile gösterelim. Bu ³ekilde tan�mlanan r : D2 → ∂D2 = S1

fonksiyonun türevlenebilir oldu§u kolayca görülür (bkz. Al�³t�rma 3). Ayr�ca bu
fonksiyonun tan�m�ndan dolay� her x ∈ ∂D2 için, r(x) = x olacakt�r. Ba³ka
bir deyi³le, r : D2 → S1 bir küçültme fonksiyonudur. Fakat bu yukar�daki
teoremle çeli³ir. Dolay�s�yla, f(x) = x olacak ³ekilde en az bir x ∈ D2 noktas�
vard�r. 2

Uyar� 4.1.10. �ki boyutlu disk için kan�tlad�§�m�z bu sonuç asl�nda her boyut-
taki disk için do§rudur. Üst boyutlardaki kan�t yukar�da verdi§imiz kan�t�n ayn�-
s�d�r. Bir boyutlu disk için ise kan�t Ara De§er Teoremi'nin basit bir uygula-
mas�d�r. Asl�nda yukar�daki iki sonuç sürekli fonksiyonlara da genellenebilir
(bkz. Örnek 5.1.8).

4.2 Poincaré Yard�mc� Teoremi

Bu bölümde Poincaré Yard�mc� Teoremi diye bilinen a³a§�daki sonucu kan�tla-
yaca§�z ve daha sonra da bu sonucun bir kaç uygulamas�n� verece§iz.
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Yard�mc� Teorem 4.2.1. I ⊆ R bir aral�k olmak üzere türevlenebilir her M
manifoldu için

H∗DR(M × I) = H∗DR(M)

olur.

Kan�t : Pr : M × I → M ilk bile³ene izdü³üm fonksiyonu ve a ∈ I
herhangi bir sabit nokta olmak üzere

ia : M →M × I , x 7→ (x, a), x ∈M,

içerme fonksiyonu olsun. Kan�t�n yerel yap�s�ndan dolay� manifoldu bir koor-
dinat kom³ulu§u olarak alaca§�z: M × I = U × I, x1, · · · , xn, U üzerindeki
koordinatlar ve t de I aral�§� üzerindeki koordinat olsun. Bu durumda U×I
çarp�m manifoldu üzerindeki her k-form ³u iki tipteki terimlerin sonlu bir top-
lam�d�r: I ve J uzunluklar� s�ras�yla k− 1 ve k olan toplu endeksler olmak
üzere

f(x, t) dxI ∧ dt ve g(x, t) dxJ .

�imdi

P (f(x, t) dxI ∧ dt) = (−1)k−1

(∫ t

a
f(x, s) ds

)
dxI

ve P (g(x, t) dxJ) = 0 ile tan�mlanan

P : Ωk(M × I)→ Ωk−1(M × I)

do§rusal dönü³ümünü dü³ünelim (bu dönü³ümün koordinat sisteminin seçimin-
den ba§�ms�z oldu§unun gösterilmesini al�³t�rmalara b�rak�yoruz; bkz. Al�³t�r-
ma 4). Bu dönü³üm d�³ türev dönü³ümünün tam tersi bir ³ekilde formlar�n
derecesini bir azaltmaktad�r. Bu integral dönü³ümü d�³ türev dönü³ümünün
tersi gibi gözükse de formlardaki hesaplamalar biraz farkl� sonuçlar verir. As-
l�nda do§rudan basit bir hesapla

(d ◦ P + P ◦ d)(f(x, t) dxI ∧ dt) = f(x, t) dxI ∧ dt

ve
(d ◦ P + P ◦ d)(g(x, t) dxJ) = (g(x, t)− g(x, a)) dxJ

oldu§unu görürüz. Son olarak bu formlar� ia ◦ Pr : M × I →M × I bile³kesi
ile geri çekelim:

(Pr∗ ◦ i∗a)(f(x, t) dxI ∧ dt) = 0

ve
(Pr∗ ◦ i∗a)(g(x, t) dxJ) = g(x, a) dxJ .

O halde her ω ∈ Ωk(M × I) için,

(d ◦ P + P ◦ d)(ω) = ω − (Pr∗ ◦ i∗a)(ω)
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olur.
�imdi ω ∈ Ωk(M × I) kapal� bir form olsun. Bu durumda

[ω]− (Pr∗ ◦ i∗a)[ω] = [d(P (ω))] + [P (dω)] = 0

oldu§undan Pr∗ ◦ i∗a bile³ke homomor�zmas� kohomoloji seviyesinde birim
dönü³ümdür. Di§er taraftan, (Pr ◦ ia) : M →M fonksiyonu birim fonksiyon
oldu§u için i∗a ◦Pr∗ bile³ke homomor�zmas� da kohomoloji seviyesinde birim
dönü³ümdür. Ba³ka bir deyi³le,

Pr∗ : Hk
DR(M × I)→ Hk

DR(M)

ve
i∗a : Hk

DR(M)→ Hk
DR(M × I)

homomor�zmalar� birbirlerinin tersidir ve dolay�s�yla her ikisi de izomor�zma-
d�r. 2

Bu sonucu art arda kullanarak a³a§�daki sonucu buluruz.

Sonuç 4.2.2. Her k ≥ 0 tam say�s� ve türevlenebilir M manifoldu için

H∗DR(M × Rk) = H∗DR(M)

olur. Ayr�ca her i > 0 için, H i
DR(Rk) = 0'd�r.

Önerme 4.2.3. I ⊆ R herhangi bir aral�k olmak üzere

i∗a : Hk
DR(M × I)→ Hk

DR(M)

homomor�zmas� a ∈ I noktas�n�n seçiminden ba§�ms�zd�r.

Kan�t : ω =
∑

‖I‖=k−1

fI(x, t) dxI ∧ dt +
∑
‖J‖=k

gJ(x, t)dxJ ∈ Ωk(M × I)

kapal� bir form olsun. O halde

0 = dω =
∑

‖I‖=k−1

∑
i

∂fI(x, t)

∂xi
dxi ∧ dxI ∧ dt+

∑
‖J‖=k

∑
i

∂gJ(x, t)

∂xi
dxi ∧ dxJ

+
∑
‖J‖=k

∂gJ(x, t)

∂t
dt ∧ dxJ

elde ederiz. �imdi bu formu
∂

∂t
vektör alan� ile daralt�rsak

(−1)k−1
∑

‖I‖=k−1

∑
i

∂fI(x, t)

∂xi
dxi ∧ dxI =

∑
‖J‖=k

∂gJ(x, t)

∂t
dxJ
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e³itli§ini buluruz. Di§er taraftan, ω formunu it fonksiyonu ile geri çekip
t-de§i³kenine göre t = a noktas�nda türevini al�rsak

d

dt
|t=a(i∗t (ω)) =

∑
‖J‖=k

∂gJ(x, a)

∂t
dxJ

= (−1)k−1
∑

‖I‖=k−1

∑
i

∂fI(x, a)

∂xi
dxi ∧ dxI

= (−1)k−1d

 ∑
‖I‖=k−1

fI(x, a) dxI


ifadesine ula³�r�z. Ba³ka bir deyi³le, i∗t (ω) formunun t-de§i³kenine göre türevi
bir tam formdur. Dolay�s�yla, [i∗t (ω)] kohomoloji s�n�f� t-de§erinden ba§�ms�z-
d�r. 2

M ve N türevlenebilir manifoldlar, I bir aral�k, a, b ∈ I, ve F :
M × I → N türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyona f(x) = F (x, a)
ve g(x) = F (x, b) fonksiyonlar� aras�nda bir homotopi denir. Bazen sadece f
ve g homotopiktir de denir ve f ' g ile gösterilir. f = F ◦ ia ve g = F ◦ ib
oldu§u için yukar�daki önermenin bir sonucu olarak

f∗ = g∗ : H∗DR(N)→ H∗DR(M)

oldu§unu görürüz. X, Y topolojik uzaylar, f : X → Y ve g : Y → X sürekli
fonksiyonlar olsun. E§er g◦f ' 1X ve f ◦g ' 1Y birim dönü³ümlerine homo-
topikler ise bu uzaylara homotopi denk uzaylar denir. Yukar�da kan�tlad�§�m�z
sonuçlara göre M ve N türevlenebilir fonksiyonlar arac�l�§�yla homotopi
denk türevlenebilir manifoldlar ise bu manifoldlar�n kohomoloji gruplar� izo-
mor�ktir.

Uyar� 4.2.4. Rastgele seçilen a < c < d < b ∈ R gerçel say�lar� için her biri
içerme fonksiyonun üretti§i homomor�zma olan ³u homomor�zmalar dizisini
dü³ünelim:

H∗DR(R×M)
f−→ H∗DR([a, b]×M)

g−→ H∗DR((a, b)×M)
h−→ H∗DR([c, d]×M)

Yukar�da elde etti§imiz sonuçlara göre g◦f ve h◦g bile³keleri izomor�zmad�r,
çünkü her ikisi de difeomor�zmalara homotopiktir. Dolay�s�yla, g homomor-
�zmas� hem örten hem de bire birdir. Ba³ka bir deyi³le, g bir izomor�zmad�r.
O halde, bu dizideki tüm homomor�zmalar birer izomor�zmad�r.

Örnek 4.2.5. I herhangi bir aral�k ve P : S1× I → S1 izdü³üm fonksiyonu
olmak üzere, yukar�da kan�tlad�§�m�z sonuçlar� kullanarak,

P ∗ : H∗DR(S1)→ H∗DR(S1 × I)
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homomor�zmas�n�n bir izomor�zma oldu§unu görürüz. Ayr�ca her n ∈ N için

f : Sn × (0,∞)→ Rn+1 − {0} , (x, t) 7→ (tx),

bir difeomor�zma oldu§undan Hk
DR(Rn+1 − {0}) = Hk

DR(Sn) elde edilir.
�imdi de Örnek 2.3.13'de ele ald�§�m�z Möbius �eridi'nin, MB, kohomolo-

jisini hesaplayal�m:

MB = R× [0, 1]/(x, y) ∼ (x+ 1, 1− y).

C = {(x, y) ∈ MB | y = 1/2} alt manifoldunun çembere difeomor�k oldu§u
kolayca görülür. f : C → MB, (x, 1/2) 7→ (x, 1/2) içerme ve g : MB → C,
(x, y) 7→ (x, 1/2) izdü³üm fonksiyonu olsun. Bu durumda g ◦ f = 1C ve
f ◦ g ' 1MB oldu§u görülür:

F : MB × [0, 1]→MB , F ((x, y), t) = (x, t/2 + (1− t)y),

olarak tan�mlan�rsa F ((x, y), 0) = (x, y) ve F ((x, y), 1) = (x, 1/2) olaca§�n-
dan f ◦g Möbius �eridi'nin birim fonksiyonuna homotopik olacakt�r. O halde,
f∗ : H∗DR(MB)→ H∗DR(C) bir izomor�zmad�r.

Bu bölümde son olarak iki boyutlu kürenin kohomolojisini hesaplayaca§�z.
Kullanaca§�m�z hesaplama yöntemi bir sonraki bölümün temel konusu olaca§�
için bu kan�t ayr�ca önemlidir.

Teorem 4.2.6. Kürenin ikinci kohomolojisinden gerçel say�lara tan�mlanan

I : H2
DR(S2)

∫
−→ R, [ν] 7→

∫
S2

ν ,

integral homomor�zmas� bir izomor�zmad�r.

Kan�t : Bir önceki bölümde ω0 = x dy ∧ dz− y dx∧ dz+ z dx∧ dy olmak
üzere ∫

S2

ω0 = 4π

oldu§unu görmü³tük. Dolay�s�yla, integral homomor�zmas� örtendir. �imdi de∫
S2

ω = 0 olacak ³ekilde bir ω ∈ Ω2(S2) (kapal�) 2-formu alal�m. Kan�t�n

tamamlanmas� için bu formun tam oldu§unu göstermek yeterlidir. Bunun için
N = {(x, y, z) ∈ S2 |z > −1/2} ve S = {(x, y, z) ∈ S2 |z < 1/2} alt
kümelerini dü³ünelim. Her iki alt küme de iki boyutlu yuvara difeomor�ktir
ve H2

DR(D2) = 0 oldu§undan ω formunun bu aç�k kümelere k�s�tlamalar�
tam formdur. Ba³ka bir deyi³le, ω|N = dνN ve ω|S = dνS olacak ³ekilde
νN ∈ Ω1(N) ve νS ∈ Ω1(S) 1-formlar� vard�r. Rt = {(x, y, z) ∈ S2 |z > t}
kümesi olmak üzere her t ∈ (−1/2, 1/2) için

0 =

∫
ω =

∫
Rt

ω +

∫
S2−Rt

ω =

∫
Rt

dνN +

∫
S2−Rt

dνS



208 De Rham Kohomoloji

oldu§undan Stokes Teoremi'ni kullanarak∫
z=t

νN − νS = 0

e³itli§ini elde ederiz. Di§er taraftan, z = t çemberinden N ∩ S silindirine
giden içerme fonksiyonu kohomolojide izomor�zma verdi§i için νN − νS = df
olacak ³ekilde bir f : N ∩ S → R 0-formu vard�r. Bu fonksiyonu tüm S alt
manifoldunun türevlenebilir bir fonksiyonuna geni³letelim. �imdi

ν(p)
.
=

{
νN (p) , p ∈ N
νS(p) + df(p) , p ∈ S ,

formunu tan�mlayal�m. N ∩ S ara kesit kümesi üzerinde

νS + df = νS + (νN − νS) = νN

oldu§undan ν küre üzerinde iyi tan�mlanm�³ bir 1-formdur. Son olarak

dν(p) =

{
dνN (p) , p ∈ N
dνS(p) + d2f(p) , p ∈ S

=

{
ω|N (p) , p ∈ N
ω|S (p) , p ∈ S

= ω(p)

oldu§undan kan�t tamamlan�r. 2

4.3 Hesaplamalar ve Uygulamalar

Bu bölümde ilk önce, sadece çemberin ve bir delikli düzlemin kohomolojisini
kullanarak baz� topolojik de§i³mezler tan�mlay�p hesaplamalar yapaca§�z. Da-
ha sonra, manifoldlar�n kohomolojilerini hesaplamakta çokça kullan�lan Mayer-
Vietoris dizisi yard�m�yla baz� temel manifoldlar�n kohomolojilerini hesaplaya-
ca§�z.

4.3.1 Sar�lma, Dönme ve Geçi³me Say�lar�

Poincaré Yard�mc� Teoremi'nin sonucu olarak

Hk
DR(R2 − {0}) = Hk

DR(S1 × R1) ' Hk
DR(S1)

oldu§unu biliyoruz. Dolay�s�yla, bir boyutlu

H1
DR(R2 − {0}) ' H1

DR(S1)

kohomoloji grubu ω =
x dy − y dx
2π (x2 + y2)

∈ Ω1(R2 − {0}) kapal� formuyla üretilir.

f : S1 → R2 − {0} türevlenebilir bir fonksiyon ise bu fonksiyonun sar�lma
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say�s�
∫
S1

f∗(ω) ile tan�mlan�r ve ω(f) ile gösterilir. Bu say� her zaman

bir tam say�d�r ve asl�nda f(S1) e§risinin düzlemin merkezi etraf�nda kaç
defa sar�ld�§�n� gösterir. Saat yönünün tersi istikametinde sar�lma pozitif, saat
yönünde ise sar�lma negatif tam say�lara kar³�l�k gelir. Asl�nda

P : R2 − {0} → S1 , (x, y) 7→ (x, y)

‖(x, y)‖
,

izdü³üm fonksiyonu olmak üzere f fonksiyonunun sar�lma say�s�, P ◦ f :
S1 → S1 bile³kesinin derecesinden ba³ka bir ³ey de§ildir, çünkü f ile P ◦ f
fonksiyonlar� homotopiktir (bkz. Teorem 4.3.22). Ayr�ca Al�³t�rma 19 kullan�-
larak f fonksiyonun homotopi s�n�f�n�n sadece sar�lma say�s� ile belirlendi§i
kolayca gösterilebilir. �ekil 4.3 Stokes Teoremi'ni kullanarak bu say�n�n nas�l
hesaplanabilece§ini göstermektedir. �ekil 4.3a sar�lma say�s� iki olan bir e§ri-
nin görüntüsüdür. Bu e§rinin sar�lma say�s�n�n gerçekten iki oldu§unu taral�
bölgelere Stokes Teoremi'ni uygulayarak görebiliriz: Taral� bölgeler orijini içer-
medi§i için ∫

∂Ri

ω =

∫
Ri

dω = 0

oldu§u aç�kt�r. Buradan∫
S1

f∗(ω) =

∫
C=f(S1)

ω =
4∑
i=1

∫
Ci

ω

elde edilir. Son iki integral orijin C3 ve C4 e§rilerinin d�³�nda kald�§� için s�f�ra
e³it olur. Di§er taraftan ilk iki integral Stokes teoreminden dolay� yar�çap� ye-
terince küçük S1

r çemberi boyunca integraline e³it olacakt�r. O halde, sar�lma
say�s� ∫

S1

f∗(ω) =

4∑
i=1

∫
Ci

ω = 2

∫
S1
r

ω = 2

olarak bulunur.

Örnek 4.3.1. Herhangi bir n ∈ Z tam say�s� için,

f : S1 → S1 ⊆ R2 − {0} , f(cos θ, sin θ) = (cosnθ, sinnθ) ,

ile tan�mlanan fonksiyonun sar�lma say�s� n olacakt�r: Do§rudan hesap yapa-
rak f∗(ω) = nω oldu§u kolayca görülür ve dolay�s�yla,

ω(f) =

∫
S1

f∗(ω) = n

∫
S1

ω = n

olarak elde edilir.
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(a) Sar�lma say�s� iki olan bir e§ri: t ∈ [0, 2π] olmak üzere
x(t) = (3 + sin(t+ 10)) cos 2t , y(t) = −(4 + cos(t+ 3)) sin 2t

(b) Sar�lma say�s�n�n Stokes (Greens') Teoremi'nin yard�m�yla hesaplanmas�

�ekil 4.3
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γ : S1 → R2 bir dald�rma fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun te§et do§ru-
sunu veren

σ : S1 → R2 − {0} , σ(θ) = γ̇(θ)

Gauss gönderiminin sar�lma say�s�na γ e§risinin dönme say�s� denir ve Rot(γ)
ile gösterilir. Dolay�s�yla, bir dald�rma fonksiyonun dönme say�s� bu e§rinin
te§etinin e§ri üzerinde hareket ederken saat yönünün tersi istikametinde kaç tur
döndü§ünü söyler. A³a§�daki örnekte çe³itli e§rilerin dönme say�lar� verilmi³tir.

Örnek 4.3.2. 1) γ : S1 → R2 , γ(p) = p dald�rma fonksiyonun dönme say�s�
birdir (bkz. �ekil 2.1).
2) γ : S1 → R2 , γ(x, y) = (y, xy) dald�rma fonksiyonun dönme say�s�n�n s�f�r
oldu§u ³ekilden görülür (�ekil 4.4). Bu say�y� do§rudan tan�m�n� kullanarak da
hesaplayabiliriz: Fonksiyonu γ(θ) = (sin θ, sin θ cos θ) , θ ∈ [0, 2π], olarak
yazarsak σ(θ) = γ̇(θ) = (cos θ, cos 2θ), buluruz ve dolay�s�yla

σ∗(ω) =
cos 2θ sin θ − 2 cos θ sin 2θ

2π (cos2 θ + cos2 2θ)
dθ

elde ederiz.

�ekil 4.4: Te§et vektörler pozitif y-eksenine hiçbir zaman paralel olmad�§� için e§ri
üzerinde hareket ederken te§et vektörleri merkez etraf�nda tam bir dönü³ yapmamak-
tad�r. Dolay�s�yla, e§rinin dönme say�s� s�f�rd�r.

O halde, e§rinin dönme say�s�

Rot(γ) =

∫
S1

σ∗(ω)

=

∫ 2π

0

cos 2θ sin θ − 2 cos θ sin 2θ

2π (cos2 θ + cos2 2θ)
dθ

=

∫ π

−π

cos 2θ sin θ − 2 cos θ sin 2θ

2π (cos2 θ + cos2 2θ)
dθ

= 0

olur. En son e³itlik integrali al�nan ifadenin tek fonksiyon olmas�n�n sonucudur.
3) Kutupsal koordinatlarda r = sin 3θ , θ ∈ [0, π], ile verilen e§rinin para-
metrik ifadesi

γ : [0, π]→ R2 , γ(θ) = (sin 3θ cos θ, sin 3θ sin θ)
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gibidir ve �ekil 4.5'ten dönme say�s�n�n iki oldu§u kolayca görülür. Hesap ya-
parsak

σ(θ) = γ̇(θ) = (2 cos 4θ + cos 2θ, 2 sin 4θ − sin 2θ)

olarak buluruz ve dolay�s�yla

σ∗(ω) =
1

2π

14 + 4 cos 6θ

5 + 4 cos 6θ
dθ

elde ederiz. Bu durumda, e§rinin dönme say�s�

Rot(γ) =

∫
S1

σ∗(ω)

=
1

2π

∫ π

0

14 + 4 cos 6θ

5 + 4 cos 6θ
dθ

=
1

12π

∫ 6π

0

14 + 4 cosφ

5 + 4 cosφ
dφ

=
3

12π

∫ 2π

0

14 + 4 cosφ

5 + 4 cosφ
dφ

=
1

4π

∫ π

−π

14 + 4 cosφ

5 + 4 cosφ
dφ

=
1

2π

∫ ∞
−∞

18 + 10u2

(9 + u2)(1 + u2)
du

= 2

olarak hesaplan�r. Sondan ikinci e³itlik u = tan(φ/2) de§i³ken dönü³ümü
yard�m�yla elde edilmi³tir.

�ekil 4.5: Dönme say�s� iki olan bir e§ri: r = sin 3θ, θ ∈ [0, π]. E§rinin, düzlemde
verilen hemen hemen her vektöre paralel olan tam olarak iki te§et vektörü oldu§una
dikkat ediniz!

4) Kutupsal koordinatlarda r = sin 2θ , θ ∈ [0, 2π], ile verilen e§rinin dönme
say�s�n�n üç oldu§u �ekil 4.6'dan kolayca görülür. �ntegral ile dönme say�s�n�n
hesaplanmas� ise al�³t�rma olarak sizlere b�rak�lm�³t�r (bkz. Al�³t�rma 6).
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�ekil 4.6: Dönme say�s� üç olan bir e§ri: r = sin 2θ, θ ∈ [0, 2π].

�ekil 4.7: Trefoil dü§ümü:
x(t) = (4 + cos 3t) cos 2t,
y(t) = (4 + cos 3t) sin 2t ve
z(t) = sin 3t, t ∈ [0, 2π]. Bu
dü§üm [(x2 + y2 + z2) + 15]2 =
64(x2 + y2) ile verilen
torusun içinde oturmakta-
d�r (bkz. Örnek 2.3.5). �ki
boyutlu resim ise dü§ümün
(x, y, z) 7→ (x, y + 0.5z)
do§rusal dönü³ümü alt�ndaki
görüntüsüdür.

A³a§�daki önerme dönme say�s�n�n dald�rma fonksiyonun topolojik özelliklerini
yans�tt�§�n�n bir delilidir. Kan�t� için Do Carmo'ya bakabilirsiniz ([10], s. 460,
Teorem 2).

Önerme 4.3.3. E§er herhangi bir dald�rma fonksiyonu asl�nda bir gömme
fonksiyonu ise bu fonksiyonun dönme say�s� her zaman ±1 olur.

H1
DR(R2 − {0}) ' R kohomolojisinin son bir uygulamas� olarak S3 içindeki

iki dü§ümün geçi³me say�s�ndan bahsedece§iz. i : S1 → S3 türevlenebilir bir
gömme fonksiyonu olsun. Bu gömme fonksiyonunun K = i(S1) görüntüsüne
bir dü§üm denir. K ⊂ S3 alt manifoldu f : S3 → R ve g : S3 → R gibi iki
türevlenebilir fonksiyonun ortak s�f�r� olsun,

K = {p ∈ S3 | f(p) = 0 = g(p)} ,

öyle ki, her p ∈ K için, {∇f(p),∇g(p), T (p)
.
= i̇(t0)} (i(t0) = p) kümesi

TpS
3 vektör uzay� için pozitif bir taban olsun (bu üçlü sa§ el kural�na uysun).

Bu durumda

ωK =
f dg − g df
2π (f2 + g2)

∈ Ω1(S3 −K)
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formuna K dü§ümünün geçi³me formu denir. �imdi küreden bir nokta ç�kar-
tarak dü§ümün R3 içinde kald�§�n� kabul edelim. p ∈ K herhangi bir nokta
olmak üzere, Γp bu noktadan geçen ve ∇f(p), ∇g(p) vektörlerine paralel
olan düzlem olsun. Bu düzlem üzerindeki her bir q ∈ Γp noktas�n�

q − p = u ∇f(p) + v ∇g(p)

³eklinde yazarak Γp düzlemi üzerinde u, v do§rusal koordinat sistemini elde
ederiz. Bu do§rusal koordinat sistemini f, g : Γp → R fonksiyonlar�n�n verdi§i
koordinat sistemi ile de§i³tirelim. Bu durumda

f(q) = f(u, v) = f (p+ u ∇f(p) + v ∇g(p))

ve

g(q) = g(u, v) = g (p+ u ∇f(p) + v ∇g(p))

fonksiyonlar�n�n do§rusal u, v koordinatlara göre türevlerinden olu³an Jako-
biyen matrisi

J =
∂(f, g)

∂(u, v)
=

(
∇f(p) · ∇f(p) ∇g(p) · ∇f(p)
∇f(p) · ∇g(p) ∇g(p) · ∇g(p)

)
³eklinde olacakt�r. Bu matrisin determinant� 0 < θ < π iki gradyan vektörü
aras�ndaki aç� olmak üzere

det(J) = ‖∇f(p)‖2‖∇g(p)‖2 − (∇f(p) · ∇g(p))2 = ‖∇f(p)‖2‖∇g(p)‖2 sin2 θ

olarak elde edilir. Dolay�s�yla, x = f ve y = g, do§rusal u, v koordinat-
lar�yla ayn� yönlendirmeye sahip bir ba³ka koordinat sistemi verir. Ayr�ca, ωK
formunun bu düzleme k�s�tlan�³� ise

ωK =
x dy − y dx
2π (x2 + y2)

∈ Ω1(Γp − {p})

formu olacakt�r.
E§er j : S1 → S3, L

.
= j(S1), L ∩ K = ∅, olacak ³ekilde bir ba³ka

yönlendirilmi³ dü§üm ise ∫
L
ωK

gerçel say�s�na bu iki yönlendirilmi³ dü§ümün geçi³me say�s� denir ve l(K,L)
ile gösterilir. �ekil 4.8 ve Stokes Teoremi'ni kullanarak bu say�n�n her zaman
bir tam say� oldu§unu görürüz. Bu say� L dü§ümünün K dü§ümü etraf�nda
saat yönünün tersi istikametindeki dönme say�s�ndan ba³ka bir ³ey de§ildir.
Yönlendirilmi³ dü§ümlerin geçi³me say�s�n�n simetrik oldu§u kolayca görülür:

l(K,L) = l(L,K) .
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�ekil 4.8: L dü§ümü ile Tre-
foil'in geçi³me say�s�n� Stokes
Teoremi'ni yard�m�yla bulabili-
riz. Bunun için L dü§ümünün
belli bölümlerini R3 − K için-
de hareket ettirerek yandaki ³e-
kildeki gibi Γp düzleminin içine
itebiliriz. Geçi³me say�n� veren
integralin bu düzlem içinde ka-
lan k�sm� ise düzlemin merkezi
etraf�ndaki sar�lma say�s� ola-
cakt�r.

Gauss geçi³me say�s�n� farkl� bir ³ekilde tan�mlam�³t�r: i, j : S1 → R3 yukar�-
daki ayr�k dü§ümler olsun. Bu durumda

φ : S1 × S1 → R3 − {0}, (s, t) 7→ i(s)− j(t)

ve

ω3 =
x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy

4π (x2 + y2 + z2)3/2

olmak üzere

±
∫
S1×S1

φ∗(ω3)

gerçel say�s� bu iki dü§ümün geçi³me say�s�d�r (bkz. Al�³t�rma 7).

Uyar� 4.3.4. 1) Bir düzlem ile birbirinden ayr�lan iki dü§ümün geçi³me say�-
s�n�n s�f�r oldu§u kolayca görülür. �ekil 4.9'da verilen örnek ise bunun tersinin
do§ru olmad�§�n� gösterir.

�ekil 4.9: Geçi³me say�s� s�f�r olan iki dü§üm: l(K,L) = 0.

2) K = {p ∈ S3 | f(p) = 0 = g(p)} ve ε2 + ν2 > 0 ko³ulunu sa§layan
yeterince küçük ε ve ν say�lar� için Kε,ν = {p ∈ S3 | f(p) = ε, g(p) = ν}
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ile veriliyorsa (Kε,ν dü§ümü K'nin bir ötelemesi ise) l(Kε,ν ,K) geçi³me
say�s�n� hesaplayal�m.

l(Kε,ν ,K) =

∫
K
ωKε,ν =

∫
K

(f − ε) dg − (g − ν) df

2π ((f − ε)2 + (g − ν)2)
= 0

integrali aç�k bir ³ekilde s�f�ra e³ittir, çünkü K üzerinde df = dg = 0'd�r. Bu
dü§ümü kendisini kesmeyecek ³ekilde itince geçi³me say�s� s�f�rdan farkl� de§er-
ler alabilir. Asl�nda, geçi³me say�s� istedi§imiz tam say�ya e³it olacak ³ekilde
dü§ümü itebiliriz (bkz. Al�³t�rma 8).
3) Son olarak geçi³me say�s�n� hesaplaman�n bir di§er yolunu daha verelim:

K = {p ∈ S3 | f(p) = 0 = g(p)} ⊂ S3

dü§ümünün L dü§ümünü kesmeyen yeterince küçük bir tüp kom³ulu§unun
s�n�r� T 2 = ∂N olsun (N = {p ∈ S3 | f2(p) + g2(p) ≤ ε2}). Bu durumda

l(K,L) = ±
∫
T 2

ωK ∧ ωL

olur. Bunu görmek için T 2 torusunu T 2 = Kε,0 × S1 ³eklinde yazal�m.
l(Kε,0, L) = l(K,L) ve l(K,S1) = ±1 oldu§undan∫

T 2

ωK ∧ ωL = ±
∫
Kε,0

ωL ·
∫
S1

ωK = ±l(K,L) · 1 = ±l(K,L)

elde edilir (bkz. Al�³t�rma 8).

Geçi³me say�s�n�n bir genellemesi için 5. Ünite'deki Al�³t�rma 8'e bakabilir-
siniz.

4.3.2 Mayer-Vietoris Dizisi

(A∗, d∗) : · · · dn−2−−−→ An−1
dn−1−−−→ An

dn−→ An+1
dn+1−−−→ · · ·

³eklindeki bir grup (vektör uzay�) zincir yap�s� olsun. E§er herhangi bir n tam
say�s� için, Im(dn−1 : An−1 → An) = ker(dn : An → An+1) (Hn(A∗, d∗) = 0)
ise bu yap�ya n'inci seviyede tamd�r denir. E§er her n için Hn(A∗, d∗) = 0
ise bu zincire tam zincir denir.

0→ A→ B → C → 0

³eklinde bir tam zincire k�sa tam dizi veya yap� denir.

Uyar� 4.3.5. Yukar�da verdi§imiz dizinin daha k�sas� sadece bir izomor�zma-
d�r. Ba³ka bir deyi³le,

0→ A
f−→ B → 0
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dizisinin tam olmas� için gerek ve yeter ko³ul f : A→ B homomor�zmas�n�n
bir izomor�zma olmas�d�r. Benzer ³ekilde,

· · · dn−2−−−→ An−1
dn−1−−−→ An

dn−→ An+1
dn+1−−−→ · · ·

tam dizisinde dn−1 = 0 = dn+1 olmas� için gerek ve yeter ko³ul dn homo-
mor�zmas�n�n bir izomor�zma olmas�d�r.

Verilen iki (A∗, d
A
∗ ) ve (B∗, d

B
∗ ) zincir yap�lar� aras�ndaki bir

f∗ = (fn : An → Bn)

homomor�zmalar dizisi her n için,

dB ◦ fn = fn+1 ◦ dA

ko³ulunu sa§l�yorsa bu homomor�zmalar dizisine zincir fonksiyonu (homomor-
�zmas�) denir.

f∗ : (A∗, d
A
∗ )→ (B∗, d

B
∗ ) ve g∗ : (B∗, d

B
∗ )→ (C∗, d

C
∗ ) iki zincir fonksiyonu

olsun. E§er her n için

0→ An
fn−→ Bn

gn−→ Cn → 0

bir k�sa tam dizi oluyorsa

0→ A∗
f∗−→ B∗

g∗−→ C∗ → 0

zincir fonksiyonlar� dizisine k�sa tam zincir yap�lar� dizisi denir.
Her f∗ : (A∗, d

A
∗ ) → (B∗, d

B
∗ ) zincir fonksiyonu kohomoloji düzeyinde

homomor�zma verir: f∗ : Hn(A∗) → Hn(B∗). Burada tek dikkat edilmesi
gereken nokta her n için

dB ◦ fn = fn+1 ◦ dA

oldu§undan kohomoloji düzeyinde f∗([a])
.
= [f∗(a)] ³eklinde tan�mlanan

homomor�zman�n iyi tan�ml� oldu§udur. Bu basit al�³t�rmay� okuyucuya b�-
rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 9). �imdi bu bölümde çokça kullanaca§�m�z cebirsel
bir sonucu verelim.

Teorem 4.3.6.
0→ A∗

f∗−→ B∗
g∗−→ C∗ → 0

bir k�sa tam zincir yap�lar� dizisi olsun. Bu durumda kohomoloji düzeyinde

· · · δ−→ Hn(A∗)
f∗−→ Hn(B∗)

g∗−→ Hn(C∗)
δ−→ Hn+1(A∗)

f∗−→ · · ·

³eklinde bir uzun tam dizi vard�r.
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Kan�t : Kan�t�n büyük bir bölümü a³a§�daki ³ekilde bulunan oklar� takip
etmekten ibarettir. f∗ ve g∗ homomor�zmalar�n�n neden iyi tan�ml� oldu§u
ve dizinin tam dizi oldu§unun gösterilmesi okuyucuya b�rak�lm�³t�r. Kan�t�n
içinde aç�k olmayan tek k�s�m

δ : Hn(C∗)→ Hn+1(A∗)

ba§lant� homomor�zmas�n�n tan�mlanmas�d�r. Bu k�sm�n kan�t� teoremin geri
kalan�n kan�tlanmas�nda izlenebilecek yolu da göstermektedir. A³a§�daki de§i³-
meli ³ekli dü³ünelim.

0→ An−1
f−→ Bn−1

g−→ Cn−1 → 0

↓ d ↓ d ↓ d

0 → An
f−→ Bn

g−→ Cn → 0

↓ d ↓ d ↓ d

0→ An+1
f−→ Bn+1

g−→ Cn+1 → 0

Herhangi bir [c] ∈ Hn−1(C∗) eleman� alal�m. g : Bn−1 → Cn−1 örten ol-
du§u için g(b) = c olacak ³ekilde bir b ∈ Bn−1 vard�r. Diyagram�n sa§ üst
dikdörtgeni de§i³meli oldu§undan g(d(b)) = d(g(b)) = d(c) = 0 elde edilir. O
halde, f(a) = d(b) olacak ³ekilde bir a ∈ An vard�r. a ∈ An eleman�n�n ka-
pal� oldu§unu (d(a) = 0) ³u ³ekilde görebiliriz: f(d(a)) = d(f(a)) = d2(b) = 0
ve f : An+1 → Bn+1 bire bir oldu§undan d(a) = 0 elde edilir. Son olarak
δ([c])

.
= [a] ³eklinde tan�mlan�r. Elbette bunun iyi tan�ml� bir homomor�z-

ma oldu§unun gösterilmesi de gerekmektedir. Bunu da kan�t�n geri kalan� gibi
okuyucuya b�rak�yoruz. 2

Bu cebirsel sonucu manifoldlar�n De Rham kohomolojilerini hesaplamak için
kullanaca§�z. Mayer-Vietoris dizisi diye adland�r�lan bu sonuç iki aç�k küme-
sinin birle³imi olarak ifade edilen bir manifoldun kohomolojisini bu alt küme-
lerinin kohomoloji gruplar� cinsinden ifade etmektedir: M türevlenebilir bir
manifold ve M = U ∪ V bu manifoldun iki aç�k kümenin birle³imi olarak ya-
z�l�m� olsun. iU : U →M , iV : V →M ve jU : U ∩V → U , jV : U ∩V → V
ile içerme fonksiyonlar�n� gösterelim.

Teorem 4.3.7. Her k ≥ 0 tam say�s� için

0→ Ωk(M)
i∗U⊕i

∗
V−−−−→ Ωk(U)⊕ Ωk(V )

j∗U−j
∗
V−−−−→ Ωk(U ∩ V )→ 0

dizisi tamd�r ve dolay�s�yla

· · · δ−→ Hk
DR(M)

i∗U⊕i
∗
V−−−−→ Hk

DR(U)⊕Hk
DR(V )

j∗U−j
∗
V−−−−→ Hk

DR(U ∩ V )
δ−→ · · ·

³eklinde bir uzun tam dizi vard�r.
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Kan�t : Bir önceki teoremden dolay� tek yapmam�z gereken

0→ Ωk(M)
i∗U⊕i

∗
V−−−−→ Ωk(U)⊕ Ωk(V )

j∗U−j
∗
V−−−−→ Ωk(U ∩ V )→ 0

dizisinin tam oldu§unu göstermektir.
M = U ∪ V oldu§undan M üzerindeki bir formun hem U hem de V

alt kümelerine k�s�tlamalar� s�f�r ise bu form M üzerinde de s�f�r olacakt�r.
Dolay�s�yla, i∗U ⊕ i∗V homomor�zmas� bire birdir.

(iU , iV ) ◦ jU = (iU , iV ) ◦ jV

e³itli§inden dolay� Im(i∗U ⊕ i∗V ) ⊆ ker(j∗U − j∗V ) oldu§u kolayca görülür. Di§er
taraftan, j∗U (ωU )− j∗V (ωV ) = 0 olacak ³ekilde ωU ∈ Ωk(U) ve ωV ∈ Ωk(V )
varsa

ω(p) =

{
ωU (p) , p ∈ U
ωV (p) , p ∈ V

ile tan�mlanan ω ∈ Ωk(M) formu için (i∗U ⊕ i∗V )(ω) = (ωU , ωV ) olacakt�r.
Dolay�s�yla, ker(j∗U − j∗V ) ⊆ Im(i∗U ⊕ i∗V ) ve ker(j∗U − j∗V ) = Im(i∗U ⊕ i∗V ) elde
edilir. Son olarak j∗U − j∗V homomor�zmas�n�n örten oldu§unu gösterelim.
Bunun için bir ω ∈ Ωk(U ∩ V ) formu alal�m. M = U ∪ V aç�k örtüsü ile
uyumlu bir {ρU , ρV } birimin ayr�³�m� alal�m. ρU fonksiyonu U d�³�nda
s�f�rd�r. Bu durumda, ρU ω ∈ Ωk(U ∩ V ) formunun tan�m kümesini bu formu
V − (U ∩ V ) üzerinde s�f�r tan�mlayarak geni³letirsek ρU ω formunu Ωk(V )
içinde dü³ünülebiliriz. Benzer ³ekilde ρV ω ∈ Ωk(U) olacakt�r. O halde,
(j∗U − j∗V )(ρV ω,−ρU ω) = (ρU + ρV ) ω = ω e³itli§ini elde ederiz. Ba³ka bir
deyi³le, j∗U − j∗V homomor�zmas� örtendir. 2

Bu kan�t�n ana �krini bir önceki bölümde verilen H2
DR(S2) = R sonucunun

kan�t�nda da görmü³tük.

Örnek 4.3.8. Bu örnekte n-boyutlu Sn küresinin kohomoloji gruplar�n� he-
saplayaca§�z. Asl�nda n endeksi üzerine tümevar�m yöntemi ile

Hk
DR(Sn) =

{
R , k = 0 veya n
0 , di§er hallerde

oldu§unu kan�tlayaca§�z. Örnek 4.1.5'de n = 1 durumunu zaten görmü³tük.
Fakat kan�t�n bütünlü§ünü bozmamak için bu bilgiyi kullanmayal�m. U = Sn−
{(0, · · · , 0,−1)} ve V = Sn − {(0, · · · , 0, 1)} olmak üzere Sn = U ∪ V
olarak yazal�m. Bu durumda U ve V alt uzaylar� Rn'ye ve U ∩ V ara
kesiti de Sn−1 × R manifolduna difeomor�k olacakt�r. O halde, her k >
0 için Hk

DR(U) = 0 = Hk
DR(V ) ve Hk

DR(U ∩ V ) = Hk
DR(Sn−1 × R) =

Hk
DR(Sn−1) oldu§unu görürüz (son e³itlik Poincaré Yard�mc� Teoremi'nden

elde edilir). �imdi Mayer-Vietoris dizisinin bir parças�n� yazal�m:

· · · → Hk−1
DR (Sn)→ Hk−1

DR (U)⊕Hk−1
DR (V )→ Hk−1

DR (Sn−1)
δ−→ Hk

DR(Sn)→
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Hk
DR(U)⊕Hk

DR(V )→ · · · .

�lk önce, k = 1 durumuna bakal�m:

0→ H0
DR(Sn)→ H0

DR(U)⊕H0
DR(V )→ H0

DR(Sn−1)
δ−→ H1

DR(Sn)→ 0.

Buradan aç�k bir ³ekilde H1
DR(S1) = R ve n > 1 için H1

DR(Sn) = 0
oldu§unu görürüz. Yukar�daki diziyi n = 1, k > 1 için tekrar yazarsak

0
δ−→ Hk

DR(S1)→ 0

ve dolay�s�yla Hk
DR(S1) = 0 elde ederiz. O halde, tümevar�m�n n = 1

ba³lang�ç ko³ulunun sa§land�§�n� göstermi³ olduk.
�imdi n > 1 durumunu ele alal�m. Sn ba§lant�l� oldu§undan H0

DR(Sn) =
R oldu§unu biliyoruz; dolay�s�yla k > 0 alabiliriz. Bu durumda k 6= n oldu§u
zaman, tümevar�m hipotezinden dolay�, yukar�daki dizi

· · · → Hk−1
DR (U)⊕Hk−1

DR (V )→ 0
δ−→ Hk

DR(Sn)→ 0 · · ·

haline gelecektir. Ba³ka bir deyi³le Hk
DR(Sn) = 0 olur. Di§er taraftan k =

n > 1 ise dizi
0→ Hk−1

DR (Sn−1)
δ−→ Hk

DR(Sn)→ 0 · · ·

haline gelece§inden Hk−1
DR (Sn−1)

δ−→ Hk
DR(Sn) homomor�zmas� bir izomor�z-

ma olacakt�r. Ba³ka bir deyi³le, n > 1 için Hn
DR(Sn) = R oldu§unu görürüz.

Böylece kan�t tamamlan�r.
Daha önce H1

DR(S1) = R olmas�n�n baz� topolojik sonuçlar�n� görmü³tük
(bkz. Teorem 4.1.8, Sonuç 4.1.9). Bu sonuçlar�n n-boyutlu küre Sn için ge-
nellemeleri al�³t�rmalarda verilmi³tir (bkz. Al�³t�rma 10 ve 11).

Örnek 4.3.9. Bu örnekte yine tümevar�m yöntemiyle

Hk
DR(CPn) =

{
R , k = 0, 2, · · · , 2n
0 , di§er hallerde

oldu§unu gösterece§iz. CP 1 = S2 için bu sonucu yukar�daki örnekte gördük.
�imdi n > 1 oldu§unu kabul edelim. p = [0 : · · · : 0 : 1] ∈ CPn noktas�n�n
U = {[z0 : z1 : · · · : zn] ∈ CPn | zn 6= 0} kom³ulu§u ve V = CPn − {p}
kümeleri aç�k bir ³ekilde tüm projektif uzay� örter. U aç�k kümesinin Cn = R2n

manifolduna
[z0 : · · · : zn] 7→ (z0/zn, · · · , zn−1/zn)

fonksiyonu ile difeomor�k oldu§unu zaten biliyoruz. O halde, U ∩ V ara kesit
kümesi de R2n − {(0, · · · , 0)} = S2n−1 × R manifolduna difeomor�ktir. V
kümesinin kohomolojisini hesaplayabilmek için

Pt([z0 : · · · : zn]) = [z0 : · · · : zn−1 : tzn], t ∈ [0, 1],
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ile verilen Pt : V → V homotopisini dü³ünelim. t = 1 de§eri için P1 = 1V ,
birim dönü³ümdür. Di§er taraftan,

P0(V ) = H = {[z0 : · · · : zn] ∈ CPn | zn = 0} ∼= CPn−1

olur. E§er i : H → V içerme fonksiyonunu gösterirse P0 ◦ i = 1H olacakt�r.
Ayr�ca Pt : V → V fonksiyonu P1 = 1V birim dönü³ümünden P0 =
i ◦ P0 fonksiyonuna bir homotopi verir. Ba³ka bir deyi³le, V ile H = CPn−1

homotopi denk manifoldlard�r ve dolay�s�yla, her k için i∗ : Hk
DR(V ) →

Hk
DR(H) bir izomor�zmad�r (bkz. s. 206).
�imdi, CPn = U ∪ V için Mayer-Vietoris dizisini yazal�m:

· · · → Hk−1
DR (S2n−1)

δ−→ Hk
DR(CPn)→ Hk

DR(U)⊕Hk
DR(V )→

Hk
DR(S2n−1)→ · · · .

Yine H0
DR(CPn) = R oldu§u için k > 0 alabiliriz. O halde, 0 < k ≤ 2n− 2

ise dizi
· · · → 0

δ−→ Hk
DR(CPn)→ 0⊕Hk

DR(H)→ 0 · · ·

haline gelecektir. Dolay�s�yla, Hk
DR(CPn) → Hk

DR(H) = Hk
DR(CPn−1) bir

izomor�zma olur. Benzer ³ekilde k = 2n− 1 için dizi

· · · → H2n−2
DR (S2n−1)

δ−→ H2n−1
DR (CPn)→ 0⊕H2n−1

DR (CPn−1)→ · · ·

³eklinde olacakt�r. Fakat boyutu a³mas�ndan dolay� H2n−1
DR (CPn−1) = 0 oldu§u

için H2n−1
DR (CPn) vektör uzay� da s�f�r olmal�d�r. Son olarak k = 2n al�rsak

dizi
0→ H2n−1

DR (S2n−1)
δ−→ H2n

DR(CPn)→ 0⊕ 0→ · · ·

olaca§�ndan H2n
DR(CPn) = H2n−1

DR (S2n−1) = R elde ederiz. Böylece kan�t
tamamlanm�³ oldu. Asl�nda i : CPn−1 = H → CPn içerme fonksiyonun
kohomolojide, k = 0, 1, · · · , 2n− 2 için, izomor�zma verdi§ini de gördük.

Örnek 2.3.25'den dolay� ∫
CPn

ωnFS > 0

olaca§�ndan, her 0 ≤ k ≤ n için, ωkFS kohomoloji grubunun üreteci olacakt�r.
Asl�nda ayn� nedenlerden dolay�, e§er i : Mn → CPN bir t�k�z karma³�k alt
manifold ise her 0 ≤ k ≤ n için,

i∗ : H2k
DR(CPN )→ H2k

DR(M)

homomor�zmas� bire bir olacakt�r. Dolay�s�yla, her 0 ≤ k ≤ n için, H2k
DR(M)

kohomoloji grubu s�f�rdan farkl�d�r.
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Örnek 4.3.10. Bu örnekte S3 × S1 çarp�m manifoldunun kohomolojisini
hesaplayaca§�z (S1'i düzlemdeki birim çember olarak alal�m). U = S3× (S1−
{(−1, 0)}) ve V = S3× (S1−{(1, 0)}) aç�k kümeleri olmak üzere S3×S1 =
U ∪V yazabiliriz. Bu durumda U ve V kümeleri S3 manifolduna ve U ∩V
kümesi de S3 × {(0,−1), (0, 1)} manifolduna homotopi denktir. O halde, her
k için,

Hk
DR(U) = Hk

DR(S3) = Hk
DR(V ) ve Hk

DR(U ∩ V ) = Hk
DR(S3)⊕Hk

DR(S3)

olur. �imdi Mayer-Vietoris dizisini kullanal�m; örne§in ikinci kohomoloji gru-
bunu hesaplamak için,

· · · → H1
DR(U ∩ V )→ H2

DR(S3 × S1)→ H2
DR(U)⊕H2

DR(V )→ · · ·

yazarsak dizinin bu k�sm�n�n ilk ve son terimleri s�f�r oldu§u için

H2
DR(S3 × S1) = 0

oldu§unu görürüz. Benzer ³ekilde,

Hk
DR(S3 × S1) =

{
R , k = 0, 1, 3, 4
0 , di§er hallerde

oldu§unun gösterilmesini al�³t�rma olarak okuyucuya b�rak�yoruz.
Örnek 2.1.14'de tan�mlam�³ oldu§umuz bu karma³�k ve t�k�z manifoldun

karma³�k do§rusal uzaya gömülemeyece§ini görmü³tük (bkz. Örnek 2.3.24). �im-
di ise bu manifoldun ikinci kohomoloji grubunun s�f�r oldu§unu gördük. O halde,
bir önceki örnekten dolay� bu manifold ayn� zamanda hiçbir karma³�k projektif
uzay�n da bir alt manifoldu olamaz!

Yukar�da kulland�§�m�z tekni§i kullanarak, m 6= n için

Hk
DR(Sn × Sm) =

{
R , k = 0, m, n, m+ n
0 , di§er hallerde

ve

Hk
DR(Sn × Sn) =


R , k = 0, 2n
R2 , k = n
0 , di§er hallerde

oldu§unu görebiliriz (bkz. Al�³t�rma 12). Bir sonraki ünitede görece§imiz Kün-
neth Formülü (bkz. Sonuç 5.3.5) çarp�m manifoldlar�n�n kohomolojilerini he-
saplaman�n oldukça pratik bir metodudur.

Uyar� 4.3.11. Bir önceki ünitede gördü§ümüz Tüp Kom³uluk Teoremi'ni ve
Mayer-Vietoris kohomoloji dizisini kullanarak t�k�z manifoldlar�n kohomoloji-
lerinin sonlu boyutlu oldu§unu gösterebiliriz (bkz. Al�³t�rma 13 ve Sonuç 4.4.4).



Hesaplamalar ve Uygulamalar 223

4.3.3 T�k�z Destekli Kohomoloji

Herhangi bir M manifoldunun üzerinde tan�ml� tüm t�k�z destekli türevlene-
bilir k-formlar Ωk(M) vektör uzay� içinde bir alt uzay olu³tururlar. Bu alt
uzay� Ωk

c (M) ile gösterece§iz. Di§er taraftan, M manifoldunun t�k�z des-
tekli her ω ∈ Ωk

c (M) formunun d�³ türevi de t�k�z destekli olaca§�ndan bu
vektör uzaylar� d�³ türev dönü³ümü ile birlikte (Ω∗c(M), d∗) zincir yap�s�n�
verir. Bu yap�n�n kohomolojisine t�k�z destekli De Rham Kohomolojisi denir
ve H∗c (M) ile gösterilir. E§er manifoldun kendisi t�k�z ise Ωk

c (M) = Ωk(M)
ve dolay�s�yla H∗c (M) = H∗DR(M) olaca§�ndan bu kohomoloji sadece t�k�z
olmayan manifoldlar aç�s�ndan önem ta³�r. Örne§in, De Rham kohomolojinin
birbirinden ay�ramad�§� farkl� boyutlardaki Öklit uzaylar�n� bu kohomoloji ile
ay�rabiliriz.

Uyar� 4.3.12. f : M → N türevlenebilir manifoldlar�n türevlenebilir düzgün
bir fonksiyonu ise her t�k�z kümenin ters görüntüsü t�k�z olacakt�r. Dolay�s�yla,
f∗ : Hk

c (N) → Hk
c (M) iyi tan�ml� bir homomor�zma olur. Benzer ³ekilde,

e§er
ft : M × [0, 1]→ N

türevlenebilir düzgün bir homotopi ise f0 ve f1 fonksiyonlar�n�n kohomolojide
verdikleri homomor�zmalar ayn� olacakt�r.

Örnek 4.3.13. M = R manifoldunun t�k�z destekli kohomolojisini hesapla-
yal�m. Gerçel eksen üzerinde d�³ türevi s�f�r olan fonksiyonlar�n sadece sabit
fonksiyonlar oldu§unu biliyoruz. Di§er taraftan t�k�z bir bölgenin d�³�nda s�f�r
olan tek sabit fonksiyon s�f�r fonksiyonudur. Ba³ka bir deyi³le, H0

c (R) = 0
olur. Birinci kohomolojiyi hesaplamak için ise∫

R
: H1

c (R)→ R, [w] 7→
∫
R
ω ,

integral homomor�zmas�n� dü³ünelim. Bu homomor�zman�n iyi tan�ml� ol-
du§unu ³u ³ekilde görebiliriz: R üzerinde t�k�z destekli bir ω = f(x) dx
formu alal�m. E§er bu form için dF = F ′(x) dx = f(x) dx = ω olacak
³ekilde bir F ∈ Ω0

c(R) varsa yeterince büyük her m gerçel say�s� için
F (m) = 0 = F (−m) olacakt�r. O halde,∫

R
f(x) dx = 0

olacakt�r. Dolay�s�yla, integral homomor�zmas� iyi tan�ml�d�r. Di§er taraftan
e§er ∫

R
ω =

∫
R
f(x) dx = 0

ise F (x) =
∫ x
−∞ f(t) dt fonksiyonu dF = ω ko³ulunu sa§layan t�k�z destekli

bir fonksiyon olacakt�r. Dolay�s�yla, integral homomor�zmas� bire birdir. Bu
homomor�zman�n örten oldu§u ise kolayca görülür. O halde, H1

c (R) = R
olur.
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Teorem 4.3.14. M türevlenebilir bir manifold olmak üzere her k ≥ 0 tam
say�s� için

Hk+1
c (M × R) = Hk

c (M)

e³itli§i sa§lan�r.

Kan�t : Poincaré Yard�mc� Teoremi'nin kan�t�nda oldu§u gibi M mani-
foldunun her U ⊆ M koordinat sistemi için U × R aç�k kümesi M × R
manifoldu için bir koordinat sistemi verecektir. Ayr�ca M ×R üzerindeki her
form bu tip koordinat sistemlerinde t�k�z olarak desteklenen formlar�n bir top-
lam�d�r. Dolay�s�yla, bu tipteki koordinat sistemlerinde desteklenen formlarla
çal�³arak genellikten hiçbir ³ey kaybetmeyiz.

ρ : R → R t�k�z destekli ve gerçel eksen üzerindeki integrali bire e³it olan
türevlenebilir bir fonksiyon olsun. �imdi iki tane vektör uzay� homomor�zmas�
tan�mlayal�m:

Ψ : Ωk
c (M)→ Ωk+1

c (M × R), Ψ(f(x) dxK) = ρ(t)f(x) dt ∧ dxK ,

ve
Φ : Ωk+1

c (M × R)→ Ωk
c (M),

Φ(f(x, t) dt ∧ dxK) =

(∫
R
f(x, t) dt

)
dxK ve Φ(f(x, t) dxK) = 0.

Burada M manifoldu üzerindeki yerel koordinat sistemi x ile gösterilirken,
t gerçel eksen üzerindeki koordinat� göstermektedir. Poincaré Yard�mc� Teore-
mi'nde oldu§u gibi bu homomor�zmalar�n iyi tan�ml�l�§� gösterilmelidir (bkz.
Al�³t�rma 4).
ρ : R → R fonksiyonun seçiminden dolay� Φ ◦ Ψ = 1Ωkc (M) oldu§u kolayca
görülür.

Herhangi bir ν = g(x) dxK ∈ Ωk
c (M) formu için,

Ψ(dν) = Ψ(dg ∧ dxK)

= ρ(t) dt ∧ dg ∧ dxK

ve buradan da

d(Ψ(ν)) = d(ρ(t)g(x) dt ∧ dxK)

= ρ(t) (dg ∧ dt ∧ dxK)

= −ρ(t) (dt ∧ dg ∧ dxK)

= −Ψ(dν)

elde edilir. Ba³ka bir deyi³le, d ◦Ψ = −Ψ ◦d olur ve dolay�s�yla bu homomor-
�zma kohomoloji düzeyinde Ψ : Hk

c (M)→ Hk+1
c (M ×R) homomor�zmas�n�

verir.
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�imdi de herhangi bir ω = f(x, t) dt ∧ dxK ∈ Ωk+1
c (M × R) formu için,

Φ(dω) = Φ(d(f(x, t) ∧ dt ∧ dxK))

= Φ(df ∧ dt ∧ dxK)

= −
∫
R

(df ∧ dxK) dt

ve benzer ³ekilde

d(Φ(ω)) = d

((∫
R
f(x, t) dt

)
dxK

)
=

∫
R

(df ∧ dxK) dt

= −Φ(dω)

elde ederiz. Son olarak e§er ω = f(x, t) dxK ∈ Ωk
c (M × R) ise, tan�mdan

dolay� Φ(ω) = 0 olacakt�r. Ayr�ca,

dω =
∂f

∂t
dt ∧ dxK +

∑
j

∂f

∂xj
dxj ∧ dxK

olur. Buradan da

Φ(dω) =

(∫
R

∂f

∂t
dt

)
dxK = 0

elde edilir (son e³itlik f(x, t) fonksiyonun t�k�z destekli olmas�n�n bir sonucu-
dur). Sonuç olarak yine, d ◦ Φ = −Φ ◦ d oldu§undan bu homomor�zma da
kohomoloji düzeyinde Φ : Hk

c (M,×R)→ Hk
c (M) homomor�zmas�n� verir. O

halde, kohomoloji düzeyinde de Φ ◦Ψ = 1Hk
c (M) e³itli§i korunur.

�imdi de Ψ ◦ Φ = 1Hk+1
c (M×R) e³itli§ini göstermeye çal�³al�m:

ω =
∑
‖I‖=k

fI(x, t) dt ∧ dxI +
∑

‖J‖=k+1

gJ(x, t) dxJ ∈ Ωk+1(M × R)

kapal� bir form olsun. O halde

ω − (Ψ ◦ Φ)(ω) =
∑
‖I‖=k

[
fI(x, t)− ρ(t)

(∫
R
fI(x, t) dt

)]
dt ∧ dxI

+
∑

‖J‖=k+1

gJ(x, t) dxJ

elde ederiz. hI(x, t) = fI(x, t) − ρ(t)
(∫

R fI(x, t) dt
)

olarak tan�mlans�n. Bu
durumda her x ∈M için, ∫

R
hI(x, t) dt = 0
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oldu§undan

HI(x, t) =

∫ t

−∞
hI(x, s) ds

fonksiyonu t�k�z destekli olacakt�r. Ayr�ca dω = 0 oldu§undan∑
‖I‖=k

∂fI
∂xj

(x, t) dxj ∧ dxI =
∑

‖J‖=k+1

∂gJ
∂t

(x, t) dxJ

olacakt�r. Biraz hesap yaparak

d

 ∑
‖I‖=k

HI(x, t) dxI

 =
∑
‖I‖=k

[
fI(x, t)− ρ(t)

(∫
R
fI(x, t) dt

)]

dt ∧ dxI +
∑
‖I‖=k

(∫ t

−∞

∂hI(x, s)

∂xj
ds

)
dxj ∧ dxI

= ω − (Ψ ◦ Φ)(ω)−
∑

‖J‖=k+1

gJ(x, t) dxJ

+
∑
‖I‖=k

(∫ t

−∞

∂hI(x, s)

∂xj
ds

)
dxj ∧ dxI

elde ederiz. �kinci toplam� ayr�ca inceleyelim:

∑
‖I‖=k

(∫ t

−∞

∂hI(x, s)

∂xj
ds

)
dxj ∧ dxI =

∑
‖I‖=k

(∫ t

−∞

∂fI(x, s)

∂xj
ds

)

dxj ∧ dxI +
∑
‖I‖=k

(∫ t

−∞
ρ(s)

(∫
R

∂fI(x, r)

∂xj
dr

)
ds

)
dxj ∧ dxI

=

∫ t

−∞

 ∑
‖I‖=k

∂fI(x, s)

∂xj
dxj ∧ dxI

 ds

+

∫ t

−∞
ρ(s)

∫
R

 ∑
‖I‖=k

∂fI(x, r)

∂xj
dxj ∧ dxI

 dr

 ds

=

∫ t

−∞

 ∑
‖J‖=k+1

∂gJ
∂t

(x, s)dxJ

 ds

+

∫ t

−∞
ρ(s)

∫
R

 ∑
‖J‖=k+1

∂gJ
∂t

(x, r) dxJ

 dr

 ds

=
∑

‖J‖=k+1

gJ(x, t) dxJ
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olur. Bunu bir önceki paragraf ile birle³tirirsek

ω − (Ψ ◦ Φ)(ω)

formunun tam oldu§unu görürüz. Ba³ka bir deyi³le,

Ψ ◦ Φ = 1Hk+1
c (M×R)

e³itli§ini kan�tlam�³ olduk. Böylece teoremin kan�t� tamamlan�r. 2

Örnek 4.3.13'deki �kirleri de kullanarak bu teoremin kolay birkaç sonucunu
hemen yazabiliriz.

Sonuç 4.3.15. Her n do§al say�s� için,∫
Rn

: Hn
c (Rn) −→ R

integral homomor�zmas� bir izomor�zmad�r. Ayr�ca, her m 6= n do§al say�s�
için

Hm
c (Rn) = 0

olur.

Sonuç 4.3.16. Yönlendirilebilir, ba§lant�l� her n-boyutlu M manifoldu için,∫
M

: Hn
c (M) −→ R

integral homomor�zmas� bir izomor�zmad�r. Özel olarak, e§er M t�k�z ise
Hn
DR(M) = R olur.

Kan�t :Manifoldu her biri Rn difeomor�k yönlendirilmi³ koordinat sistem-

�ekil 4.10: Sonuç 4.3.16'n�n kan�t�nda kulland�§�m�z koordinat sistemleri zinciri.

leri ile kaplayarak manifold üzerindeki her formu bu koordinat sistemleri içinde
t�k�z olarak desteklenen formlar�n toplam� olarak yazabiliriz. �imdi iki farkl� ko-
ordinat sistemi içinde t�k�z olarak desteklenen iki n-form alal�m: ωi ∈ Ωn(Vi),
i = 0, 1, Vi ∼= Rn

∫
M ω1 = 1 olsun. Bu iki kümeden seçilen iki noktay� sürekli

bir e§ri ile ba§layal�m. Daha sonra bu e§riyi U0 = V0, Um = V1, Ui∩Ui+1 6= ∅,
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i = 0, · · · ,m − 1, olacak ³ekilde koordinat sistemleriyle örtelim (e§ri t�k�z ol-
du§u için sonlu tane koordinat kom³ulu§u ile bunu yapabiliriz). Hn

c (U0) = R
oldu§u için U0 ∩ U1 içinde t�k�z olarak desteklenen bir ν formu vard�r ki
[ω0] = [ν] ∈ Hn

c (M) olur. Bu ³ekilde devam ederek [ω0] = [µ] olacak ³ekilde
Ul içinde desteklenen bir µ formu vard�r. O halde, [ω0] = (

∫
M ω0) [ω1] olur.

Böylece kan�t tamamlan�r. 2

Sonuç 4.3.17. U ⊆ Rn y�ld�z ³eklinde aç�k bir küme ise

Hk
c (U) =

{
R , k = n
0 , di§er hallerde

olur.

Kan�t : Yukar�daki sonuçtan dolay� sadece 0 ≤ k < n oldu§u durumu
incelemek yeterlidir. U içinde bir noktay� ba³lang�ç noktas� seçelim ve bu
nokta etraf�nda yar�çap� sonlu bir B(0, r) yuvar� alal�m. Herhangi bir ω ∈
Ωk
c (U) kapal� formu alal�m. 1 > a ∈ R, bu formun desteklendi§i t�k�z K ⊆ U

kümesi için, a · K .
= {ax | x ∈ K} ⊆ B(0, r) ko³ulunu sa§layan bir pozitif

say� olsun.

φ : U × [a, 1]→ U, φt(x) = tx, (x, t) ∈ U × [a, 1],

homotopisi düzgün bir fonksiyon oldu§undan φa(x) ve φ1(x) = idU difeo-
mor�zmalar� U kümesinin t�k�z destekli kohomoloji gruplar� aras�nda ayn�
homomor�zmay� verecektir. Bu durumda, φa(K) ⊆ B(x, r) oldu§undan ω
formunun deste§inin B(0, r) yuvar� içinde kald�§�n� kabul edebiliriz. Fakat,
bu yuvar Rn'e difeomor�k oldu§undan ω tam form olmal�d�r. 2

T�k�z Destekli Ba§�l Kohomoloji Dizisi. U ⊆ M aç�k bir alt küme ise
U içinde t�k�z desteklenen her türevlenebilir fonksiyon M − U üzerine s�f�r
olarak geni³letilerek M üzerinde t�k�z olarak desteklenen bir fonksiyon olarak
görülebilir. Dolay�s�yla, Ωk

c (U) vektör uzay�n� Ωk
c (M)'nin bir alt uzay� olarak

görebiliriz. O halde, her k için

0→ Ωk
c (U)→ Ωk

c (M)→ Ωk
c (M)/Ωk

c (U)→ 0

bir tam dizisi vard�r. �imdi Teorem 4.3.6'y� kullanarak kohomoloji düzeyinde

· · · δ−→ Hn
c (U)→ Hn

c (M)→ Hn
c (M,U)→ Hn+1

c (U)→ · · ·

³eklinde bir uzun tam dizi elde ederiz. Bu dizinin içindeki H∗c (M,U) terimi
(Ω∗c(M)/Ω∗c(U), d∗) zincir kompleksinin kohomolojisidir ve t�k�z destekli ba§�l
kohomoloji olarak adland�r�l�r. Bu dizi özellikle, L ⊂M bir alt manifold olmak
üzere, U = M−L, oldu§u durumda ilginç topolojik sonuçlar verir. Bu topolojik
sonuçlara geçmeden önce Hk

c (M,M − L) kohomolojisini hesaplayal�m.
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Teorem 4.3.18. M manifold ve L ⊆ M bir alt manifold olmak üzere, her
k ≥ 0 için,

Hk
c (M,M − L)

'−→ Hk
c (L)

geri çekme homomor�zmas� bir izomor�zmad�r.

Kan�t : L ⊆ U ⊆ M ile L alt manifoldunun bir aç�k tüp kom³ulu§unu
gösterelim ve P : U → L bu kom³ulu§un izdü³üm fonksiyonu olsun (bkz.
Teorem 3.3.15 ve Sonuç 3.3.16). ρ : M → [0, 1], U içinde desteklenen ve
L'nin bir kapal� K kom³ulu§unda bire e³it olan türevlenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu kapal� kom³ulu§un tümleyenini V = M −K ile gösterelim.

�imdi herhangi bir [ν] ∈ Hk
c (L) s�n�f� alal�m. Bu durumda

ω = ρ P ∗(ν) ∈ Ωk
c (M)

L alt manifolduna k�s�tlamas� ν olan bir k-form olur. Bu formun kendisi
kapal� bir form olmasa da V aç�k kümesinin d�³�nda kapal� bir form olacakt�r,
çünkü bu küme üzerinde ρ fonksiyonu bire e³ittir. O halde,

ω = ρ ω + (1− ρ) ω

yazarsak [ω] ∈ Hk
c (M,M − L) olaca§�ndan, i : L → M içerme fonksiyonu

olmak üzere, i∗ : Hk
c (M,M − L)→ Hk

c (L) homomor�zmas� örtendir.
Bu homomor�zman�n bire bir oldu§unu göstermek için, L alt manifoldu-

na k�s�tlamas� s�f�r olan bir [ω] ∈ Hk
c (M,M − L) kohomoloji s�n�f� alal�m.

Gerekirse U silindirik kom³ulu§unu küçülterek ω ∈ Ωk
c (U) oldu§unu kabul

edebiliriz. P ∗ : Hk
DR(U)→ Hk

DR(L) bir izomor�zma oldu§undan dν = P ∗(ω)
olacak ³ekilde bir ν ∈ Ωk−1(U) formu vard�r. Bu durumda ρν ∈ Ωk

c (Int(K))
formu Int(K) aç�k kümesi üzerinde halen d(ρ ν) = ω e³itli§ini sa§layacakt�r.
Ba³ka bir deyi³le, Hk

c (M,M − L) kohomoloji grubu içinde [ω] = 0'd�r ve
böylece teoremin kan�t� tamamlanm�³ olur. 2

�imdi t�k�z destekli kohomolojinin bir sonucu olarak Jordan Kapal� E§ri
Teoremi'nin genel halini kan�tlayabiliriz.

Teorem 4.3.19. M ⊆ Rn+1 içinde n-boyutlu, ba§lant�l�, yönlendirilebilir ve
t�k�z bir alt manifold olsun. Bu durumda Rn+1−M biri s�n�rl� di§eri s�n�rs�z
iki bile³enden olu³ur. Her iki bile³enin de kapan�³lar� s�n�r� M olan s�n�rl�
manifoldlard�r.

Kan�t : U = Rn+1 −M olmak üzere

· · · → Hn
c (Rn+1)→ Hn

c (Rn+1, U)→ Hn+1
c (U)→ Hn+1

c (Rn+1)→

Hn+1
c (Rn+1, U)→ · · ·

tam dizisini dü³ünelim. Daha önceki hesaplamalar� kullanarak

Hn
c (Rn+1) = 0, Hn+1

c (Rn+1) = R
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ve
Hn
c (Rn+1, U) = Hn

c (M) = R, Hn+1
c (Rn+1, U) = Hn+1

c (M) = 0

oldu§unu görürüz. O halde,

Hn+1
c (U) = R2

olmal�d�r. Ba³ka bir deyi³le, U = Rn+1 −M aç�k kümesinin V1 ve V0 gibi
iki ba§lant�l� bile³eni vard�r. M manifoldu t�k�z oldu§undan yar�çap� sonlu bir
yuvar�n içinde kalacakt�r. Di§er taraftan bu yuvar�n d�³�, ba§lant�l� oldu§undan,
bu iki bile³enden birinin içinde kalacakt�r, diyelim ki V1 olsun. O halde, V1

s�n�rs�z ve V0 ise s�n�rl� olacakt�r. Teoremin son bölümünün kan�t�n� okuyucuya
al�³t�rma olarak b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 14). 2

Yukar�daki teoremde n = 1 alal�m. O halde, her türevlenebilir kapal� C ⊆ R2

e§risi düzlemi iki parçaya ay�r�r. Bunlardan biri s�n�rl� di§eri ise s�n�rs�zd�r. Bu
klasik sonuç Jordan Kapal� E§ri Teoremi olarak bilinir.

Örnek 4.3.20. L = K1 ∪ · · · ∪ Kr ⊂ R3 = M r-tane ayr�k türevlenebilir
dü§ümün birle³imi olsun. U = M − L alal�m ve

· · · δ−→ Hn
c (U)→ Hn

c (M)→ Hn
c (M,U)→ Hn+1

c (U)→ · · ·

t�k�z destekli ba§�l kohomoloji dizisini yazal�m. Basit bir ³ekilde ³u sonuca var�-
r�z:

H0
c (R3 − L) = 0;

H1
c (R3 − L) = H0

DR(L) = Rr;

H2
c (R3 − L) = H1

DR(L) = Rr;

H3
c (R3 − L) = H3

c (R3) = R;

H i
c(R3 − L) = 0 , i > 3.

K ⊂ Rn içinde t�k�z bir alt manifold olsun. Bu durumda dim(K) ≤ k− 1
olur, çünkü e§er dim(K) = n ise K ⊂ Rn aç�k bir alt küme olur. Di§er
taraftan, K t�k�z oldu§u için ayn� zamanda kapal� bir alt kümedir. Fakat Rn
ba§lant�l� oldu§undan K = Rn elde ederiz ki, bu da K'n�n t�k�zl�§� ile çeli³ir.

�imdi t�k�z destekli ba§�l kohomoloji dizisini kullanarak a³a§�daki sonucu
kolayca kan�tlayabiliriz.

Teorem 4.3.21 (Alexander Dualite Teoremi). K ⊂ Rn ' Sn−{p} ⊂ Sn, n ≥
2, içinde t�k�z bir alt manifold olsun. O halde,

H0
c (Rn −K) = 0;

H i
c(Rn −K) = H i−1

DR (K), i = 1, · · · , n− 1;
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Hn
c (Rn −K) = Hn−1

DR (K)⊕ R;

ve benzer ³ekilde
H0
c (Sn −K) = 0;

H1
c (Sn −K) = H0

DR(K)/R;

H i
c(S

n −K) = H i−1
DR (K), i = 2, · · · , n− 1;

Hn
c (Sn −K) = Hn−1

DR (K)⊕ R.

T�k�z Destekli Kohomoloji için Mayer-Vietoris Dizisi. Bu bölümü t�-
k�z destekli kohomoloji için Mayer-Vietoris dizisini vererek bitirece§iz. Bu dizi
daha önce De Rham kohomolojisi için verdi§imiz Mayer-Vietoris dizisinden
farkl�l�k gösterir. Bunun nedeni aç�k bir kümeyi bir manifolda gömen fonksiyo-
nun düzgün bir fonksiyon olmayabilece§i ve dolay�s�yla da herhangi bir U ⊆M
aç�k kümesi için

i∗ : Ωk
c (M)→ Ωk

c (U)

k�s�tlan�³ fonksiyonunun iyi tan�ml� olmayaca§�d�r. Di§er taraftan, e§er bir ma-
nifold M = U ∪ V ³eklinde aç�k kümelerinin birle³imi olarak yaz�labiliyorsa

0→ Ωk
c (U ∩ V )

iU⊕iV−−−−→ Ωk
c (U)⊕ Ωk

c (V )
jU−jV−−−−→ Ωk

c (M)→ 0

dizisinin tam oldu§u kolayca görülür (iU , iV , jU , jV homomor�zmalar� içerme
fonksiyonlar�n�n do§al olarak verdikleri homomor�zmalard�r). Asl�nda sadece
son homomor�zman�n örten oldu§unun gösterilmesi çok kolay olmayabilir. Bu-
nu göstermek için M = U ∪ V aç�k örtüsüyle uyumlu bir {ρU , ρV } birimin
ayr�³�m�n� seçelim. �imdi her ω ∈ Ωk

c (M) için ω = ρUω+ρV ω, ρUω ∈ Ωk
c (U)

ve ρV ω ∈ Ωk
c (V ) olaca§�ndan homomor�zma örtendir.

Bu dizi bize a³a§�daki uzun t�k�z destekli kohomoloji tam dizisini verir:

· · · → Hk
c (U ∩ V )→ Hk

c (U)⊕Hk
c (V )→ Hk

c (M)→ Hk+1
c (U ∩ V )→ · · · .

Bu dizide fonksiyonlar ile bu fonksiyonlar�n t�k�z destekli kohomolojide verdik-
leri homomor�zmalar ayn� yönde gitmektedirler. Bundan dolay� t�k�z destekli
De Rham kohomoloji kovaryant funktordur. Di§er taraftan, homomor�zma-
lar�n fonksiyonlar�n tersine gitti§i De Rham Kohomolojisi ise kontravaryant
bir funktordur. Her iki kohomolojinin Mayer-Vietoris dizilerini kullanarak bir
sonraki bölümde Poincaré �zomor�zmas�'n�n bir kan�t�n� verece§iz (bkz. Teo-
rem 4.4.1).

Düzgün Fonksiyonlar�n Derecesi. f : M → N n-boyutlu, türevlene-
bilir, yönlendirilmi³ ba§lant�l� manifoldlar�n düzgün bir fonksiyonu olsun. Bu
durumda

f∗ : Hn
c (N)→ Hn

c (M)
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bir boyutlu gerçel vektör uzaylar�n�n homomor�zmas� olacakt�r. Manifoldlar�n
üzerinde [ωM ] ∈ Hn

c (M) ve [ωN ] ∈ Hn
c (N) gibi integralleri bire e³it olan

kohomoloji s�n��ar� seçelim. f∗([ωN ]) = λ [ωM ] olacak ³ekilde seçilen λ ∈ R
say�s�na f : M → N fonksiyonun derecesi denir ve deg(f) ile gösterilir. E§er
f : M →M ise her a ∈ Hn

c (M) için f∗(a) = deg(f) a olacakt�r.
Asl�nda düzgün fonksiyonlar�n derecesi tamamen geometrik bir ³ekilde de

tan�mlanabilir: f : M → N fonksiyonu düzgün oldu§u için N içindeki her
noktan�n ters görüntüsü t�k�z bir küme olacakt�r. Sard Teoremi'ni kullanarak
bu fonksiyonun q ∈ N gibi bir düzgün de§erini alal�m. Bu durumda f−1(q)
M manifoldunun s�f�r boyutlu bir alt manifoldu olacakt�r. Bu alt manifold
t�k�z oldu§u için sonlu say�da noktadan ibarettir.

f−1(q) = {p1, · · · , pk}

olsun. f : M → N fonksiyonunun türevi her pi noktas�nda izomor�zma ola-
ca§�ndan bu türev fonksiyonun pi ∈M noktas�ndaki (M 'nin yönü sayesinde)
yönlendirilmi³ taban� q ∈ N noktas�n�n yönlendirilmi³ bir taban�na gönde-
recektir. Bu yönlendirme N manifoldunun bu noktas�ndaki yönlendirmesiyle
uyumlu ise f fonksiyonun pi noktas�ndaki yerel derecesi ′′+1′′, e§er uyumlu
de§ilse ′′− 1′′dir denir ve deg(f)pi = +1 veya deg(f)pi = −1 olarak yaz�l�r.
�imdi, bu iki derece kavram�n�n asl�nda ayn� oldu§unu gösterelim.

Teorem 4.3.22. f : M → N n-boyutlu, türevlenebilir, yönlendirilmi³ ba§-
lant�l� manifoldlar�n düzgün bir fonksiyonu, q ∈ N noktas� bu fonksiyonun
düzgün bir de§eri ve f−1(q) = {p1, · · · , pk} olsun. Bu durumda

deg(f) =
k∑
i=1

deg(f)pi

olur ve dolay�s�yla deg(f) bir tam say�d�r.

Kan�t : Her pi noktas� etraf�nda bir Ui kom³ulu§u alal�m öyle ki

f : Ui → f(Ui)
.
= Vi

bir difeomor�zma olsun. q ∈ V ⊆ V1 ∩ · · · ∩ Vk ba§lant�l� aç�k bir kom³uluk
olmak üzere Ui kümelerini f−1(V ) ∩ Ui ara kesiti ile yer de§i³tirerek her
i = 1, · · · , k için, f : Ui → V k�s�tlamas�n�n bir difeomor�zma oldu§unu
kabul edebiliriz. Her Ui kümesi de ba§lant�l� olacakt�r. ω ∈ Ωn

c (V ) ⊆ Ωn
c (N)

integrali bire e³it olan bir form olsun. Bu durumda her i = 1, · · · , k için,∫
Ui

f∗(ω) = deg(f)pi

(∫
V
ω

)
= deg(f)pi

olacakt�r. Son olarak,

deg(f) =

∫
M
f∗(ω) =

k∑
i=1

(∫
Ui

f∗(ω)

)
=

k∑
i=1

deg(f)pi
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kan�t� bitirir. 2
A³a§�daki teoremin kan�t�n� okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�yoruz (bkz. Al�³-
t�rma 15).

Teorem 4.3.23. f : M → N ve g : N → K ba§lant�l�, yönlendirilmi³, türev-
lenebilir manifoldlar�n düzgün fonksiyonlar� olsun. O halde, a³a§�daki iddialar
do§rudur.

1. Düzgün homotopiler fonksiyonlar�n derecesini korur. Dolay�s�yla, e§er h :
M →M birim fonksiyona homotopik ise deg(h) = 1 olur.

2. deg(g ◦ f) = deg(f) deg(g)

3. E§er f örten de§ilse deg(f) = 0'd�r.

4. E§er f : M → N yönü koruyan n-katl� bir örtü uzay� foksiyonu ise
deg(f) = n'dir.

Yukar�daki teoremde e§er manifoldlardan herhangi biri yönlendirilebilir
de§ilse tam say� de§erli derece yerine mod 2 de§erli dereceden bahsedebi-
liriz. Detaylar Ünite 5 Al�³t�rma 17'da okuyucuya b�rak�lm�³t�r.

Örnek 4.3.24. 1) f : R→ R f(t) = nt, n ∈ Z, fonksiyonu için

deg(f) = sgn(n)

oldu§u halde bu fonksiyonun S1 = R/Z çemberi üzerinde verdi§i

f̃ : S1 → S1, eit 7→ eint

fonksiyonun derecesi n'ye e³ittir, çünkü bu fonksiyon yönü koruyan n-katl� bir
örtü uzay� fonksiyonudur.

Benzer ³ekilde A ∈M(n,Z) tam say� katsay�l� bir matris ve

ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn

ise kolayca A∗(ω) = det(A) ω oldu§u görülür. Ba³ka bir deyi³le,

A : Rn → Rn

do§rusal dönü³ümü hacim formunu det(A) kat�na ç�kar�r. Bu dönü³ümün,
n-boyutlu torus Tn = Rn/Zn üzerinde vermi³ oldu§u dönü³ümün derecesi de
det(A)'ya e³ittir (bkz. Al�³t�rma 16).
2) P : R→ R derecesi n olan bir polinom fonksiyonu olsun:

P (x) = xn + · · ·+ a1x+ a0 .

E§er n bir çift say� ise
lim

x→±∞
P (x) = +∞
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(a) f0(x) = x(x + 4)(x − 3)/10
fonksiyonu gra�§i ha�fçe çeki³ti-
rilerek düzgün bir homotopi ile
f1(x) = x homeomor�zmas�-
na dönü³türülebilir: ft(x) = (1 −
t)f0(x) + tf1(x), t ∈ [0, 1].

(b) f(x) = (x4 − 12x2 + 3x)/10.
Cebirsel derecesi çift say� olan bir
polinom fonksiyonu örten olmaya-
ca§� için s�f�r topolojik derecesine
sahiptir.

�ekil 4.11

oldu§u için, P (x) fonksiyonu örten de§ildir ve yukar�daki teoremden dolay�
derecesi s�f�rd�r. �imdi de P (x) polinomunun derecesinin tek oldu§unu kabul
edelim. Bu durumda

lim
x→+∞

P (x) = +∞ ve lim
x→−∞

P (x) = −∞

oldu§u için P (x) polinomu örtendir. Di§er taraftan, P ′(x) türev fonksiyonu
derecesi çift olan bir polinomdur. [−C,C] aral�§� P ′(x) = 0 denkleminin tüm
çözümlerini içeren bir aral�k olsun. O halde, her x 6∈ [−C,C] için P ′(x) > 0
olur. Dolay�s�yla, bu aral�§�n d�³�nda P (x) kesin artan bir fonksiyondur. P (x)
polinomunun tüm yerel maksimum ve minimum de§erleri P ([−C,C]) aral�§�n-
da olacakt�r. Dolay�s�yla, her L 6∈ P ([−C,C]) de§eri için P (x0) = L olacak
³ekilde tek bir x0 ∈ R say�s� vard�r. Son olarak, P ′(x0) > 0 oldu§undan
deg(P ) = 1 elde edilir. Ba³ka bir deyi³le, monik P (x) polinomunun fonk-
siyon derecesi bu polinomun derecesinin (mod 2)'deki de§erine e³ittir. Monik
polinomu −1 ile çarparsak derecesini de −1 ile çarpm�³ oluruz (bkz. Al�³-
t�rma 17).
3) F : C → C F (z) = zn, fonksiyonun s�f�r d�³�nda hiçbir kritik noktas�
yoktur. Dolay�s�yla, F (0) = 0 d�³�ndaki her de§er bu fonksiyonun düzgün bir
de§eridir.

F−1(1) = {ζk = e
2πik
n | k = 0, · · · , n− 1}

ve karma³�k do§rusal fonksiyonlar yönü korudu§undan bu fonksiyonun her bir
ζk noktas�ndaki yerel derecesi +1 olacakt�r. O halde, deg(F ) = n olmal�d�r.

�imdi de P : C → C derecesi n olan bir karma³�k polinom fonksiyonu
olsun:

P (z) = zn + · · ·+ a1z + a0 .
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E§er
|z| ≥ R = 2(1 + |a0|+ · · ·+ |an−1|)

ise

1

2
|z|n ≥ 1

2
R|z|n−1 ≥ (1 + |a0|+ · · ·+ |an−1|) |zn−1|

≥ |an−1z
n−1|+ · · ·+ |a1z|+ |a0|

≥ |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|

olur. Bu durumda,

Pt : C× [0, 1]→ C, Pt(z) = zn + t(an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0)

homotopisi, her |z| ≥ R için,

|Pt(z)| ≥
1

2
|z|n

e³itsizli§ini sa§lar. Ba³ka bir deyi³le,

|Pt(z)| ≤ C ⇒ |z| ≤ max{R, n
√

2C}

önermesi do§rudur. Bu durumda Pt, P0 = F ile P1 = P aras�nda düzgün
bir homotopi olur. Dolay�s�yla, deg(P ) = deg(F ) = n elde edilir.

Polinomun derecesi pozitif ise yukar�daki teoremden dolay� P (z) örten
olmal�d�r. Ba³ak bir deyi³le, P (z0) = 0 olacak ³ekilde en az bir z0 ∈ C
karma³�k say�s� vard�r. Dolay�s�yla, Cebirin Temel Teoremi'ni kan�tlam�³ olduk.

Benzer bir sonuç kuaterniyon cebiri için Eilenberg ve Niven taraf�ndan 1944
y�l�nda kan�tlanm�³t�r (bkz. Ünite 6, Al�³t�rma 20 ve [12]).

Uyar� 4.3.25. Karma³�k f(z) = z ve g(z) = z2 polinomlar�n�n dereceleri
farkl� oldu§u için Pt(z) = tz2+(1−t)z çizgisel homotopisi düzgün bir fonksiyon
olamaz. Gerçekten de, P−1

t (0) ters görüntüsü s�n�rs�z

{(z, t) ∈ C× [0, 1] | t(1− z) = 1}

kümesini içerir.
E§er g(z) = z3 seçseydik yukar�daki küme

{(z, t) ∈ C× [0, 1] | t(1− z2) = 1}

olurdu ki, bu küme de t�k�z de§ildir. Fakat polinomlar� gerçel say�lara k�s�tlarsak
ayn� küme t�k�z olacakt�r.

Örnek 4.3.26. 1) τ : Sn → Sn, τ(x) = −x, ters kutupsal difeomor�zmas�
sadece tek boyutlu kürelerde yönü korur. Dolay�s�yla,

deg(τ) = (−1)n+1
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e³itli§i sa§lan�r.
2) (θ, z) küre üzerindeki kutupsal koordinatlar ve n ∈ Z olmak üzere

f : S2 → S2, (x, y, z) 7→ (Re((x+ iy)n), Im((x+ iy)n), z),

fonksiyonunun derecesi n olur. Bunu görmek için, ω = dθ∧dz hacim formu
olmak üzere f∗(ω) = nω oldu§unu görmek yeterlidir.

Benzer ³ekilde her m,n ∈ Z, n > 0, tam say� çifti için, deg(f) = m
olacak ³ekilde bir f : Sn → Sn fonksiyonu vard�r. Asl�nda yönlendirilmi³
ve t�k�z her manifolddan ayn� boyuttaki küreye derecesi bir olan bir fonksiyon
vard�r (bkz. Al�³t�rma 18).

3) Her n > 1 tam say�s� için, türevlenebilir her f : S2n → CPn fonksi-
yonunun derecesi s�f�rd�r: ωFS karma³�k projektif uzay üzerindeki Fubini-Study
formu ise ωnFS projektif uzay üzerinde bir hacim formudur. Di§er taraftan,
H2
DR(S2n) = 0 oldu§u için

f∗([ωFS ]n) = (f∗([ωFS ]))n = 0

elde ederiz. Dolay�s�yla, deg(f) = 0 sonucuna var�r�z.
Asl�nda bu örnek bize derecesi s�f�rdan farkl� her f : M2n → CPn fonk-

siyonun kohomolojide bire bir homomor�zma verdi§ini gösterir. Dolay�s�yla,
e§er deg(f) 6= 0 ise, her 0 ≤ k ≤ n için, H2k

DR(M) 6= 0 olmal�d�r.

Bir önceki ünitede gördü§ümüz Teorem 3.3.18 sayesinde türevlenebilir t�-
k�z manifoldlar aras�ndaki sürekli fonksiyonlar�n derecesini de tan�mlayabiliriz.
Boyutlar� ayn� olan t�k�zM ve N türevlenebilir manifoldlar� aras�nda sürekli
bir f : M → N fonksiyonu alal�m. Teorem 3.3.18 bu fonksiyonun türev-
lenebilir bir g : M → N fonksiyonuna homotopik oldu§unu ve böyle iki
fonksiyonun da türevlenebilir bir homotopi ile birbirine ba§lanabilece§ini gös-
termi³ti. Dolay�s�yla, sürekli f : M → N fonksiyonun derecesini homotopik
oldu§u herhangi bir türevlenebilir fonksiyonun derecesi olarak tan�mlayabiliriz:

deg(f)
.
= deg(g) .

Önerme 4.3.27. Yukar�daki f : M → N sürekli fonksiyonu yönlendirilmi³
t�k�z manifoldlar�n bir homeomor�zmas� ise derecesi ±1'dir. Örten olmayan
sürekli bir fonksiyonun derecesi ise s�f�rd�r. Dolay�s�yla, bu homeomor�zmaya
homotopik her sürekli fonksiyon örten olmal�d�r.

Kan�t : Bu homeomor�zmaya ve tersine homotopik olan iki türevlenebilir
fonksiyon alal�m,

f ' g : M → N ve f−1 ' h : N →M .

O halde, türevlenebilir h ◦ g : M → M fonksiyonu M manifoldunun birim
fonksiyonuna sürekli bir homotopi ile homotopiktir. Yukar�daki paragraftan
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dolay� bu sürekli homotopiyi türevlenebilir bir homotopi ile de§i³tirebiliriz.
�imdi Teorem 4.3.23'ü kullanarak

1 = deg(h ◦ g) = deg(h) deg(g)

ve dolay�s�yla deg(g) = deg(h) = ±1 elde ederiz. Böylece ilk k�sm�n kan�t�
tamamlan�r.

�kinci k�sm�n kan�t�n� ³u ³ekilde yapabiliriz. E§er bir k : M → N sürekli
fonksiyonu örten de§ilse her iki manifold da t�k�z oldu§undan N − k(M) bo³
olmayan aç�k bir kümedir. Bu aç�k küme bir yuvar içerdi§i için (manifoldlar�
Öklit uzaylar�na gömülü alabiliriz ve dolay�s�yla onlar� metrik uzay olarak kabul
edebiliriz) k fonksiyonuna homotopik olan ama örten olmayan bir l : M →
N türevlenebilir fonksiyonu bulabiliriz. Dolay�s�yla, Teorem 4.3.23'den dolay�
deg(k) = deg(l) = 0 elde ederiz ve böylece kan�t tamamlan�r. 2

Uyar� 4.3.28. �imdi yukar�daki önermenin bir uygulamas�n� görelim. Tü-
revlenebilir manifoldlar�n sürekli fonksiyonlar�n� türevlenebilir fonksiyonlara
dönü³türme i³lemi baz� kay�plara neden olabilir. Bunu bir örnek ile aç�klama-
ya çal�³al�m: Birbirine homeomor�k olup difeomor�k olmayan dört boyutlu t�k�z
türevlenebilir manifoldlar�n var oldu§unu biliyoruz (bkz. Örnek 3.33, s. 160, [1].
Ayr�ca bkz. [14]). O halde, M1 ve M2 homeomor�k ama difeomor�k olma-
yan t�k�z, ba§lant�l�, yönlendirilmi³ türevlenebilir iki manifold ve f : M1 →M2

bu manifoldlar aras�nda bir homeomor�zma olsun. g : M1 → M2 bu homeo-
mor�zmaya homotopik türevlenebilir bir fonksiyon ise deg(g) = deg(f) = ±1
olaca§�ndan g fonksiyonu da örten olmal�d�r. E§er g bir dald�rma fonksiyonu
ise Ters Fonksiyon Teoremi'nden dolay� g her nokta etraf�nda yerel bir difeo-
mor�zma olmal�d�r. Fakat f bire bir oldu§undan ve g fonksiyonu da f 'e
istenildi§i kadar yak�n seçilebilece§inden g fonksiyonu da bire bir olmal�d�r.
Ba³ka bir deyi³le, g bir difeomor�zma olmal�d�r. O halde, g fonksiyonun
dald�rma olmad�§� noktalar her zaman vard�r.

Bu bölümü a³a§�daki iki önerme ile bitirece§iz.

Önerme 4.3.29. f : (Dn, ∂Dn) → (Dn, ∂Dn) türevlenebilir bir fonksiyon
olsun öyle ki, f−1(∂Dn) = ∂Dn ko³ulu sa§lans�n. Int(Dn) = Dn−∂Dn ≈ Rn
difeomor�zmas� alt�nda

deg(∂f : ∂Dn → ∂Dn) = deg(Int(f) : Rn → Rn)

olur.

Kan�t : �lk önce f−1(∂Dn) = ∂Dn ko³ulundan dolay�

Int(f) : Int(Dn)→ Int(Dn)

fonksiyonun iyi tan�ml� ve düzgün bir fonksiyon oldu§unu belirtelim. �imdi,
U = Int(Dn) ⊆ Dn aç�k alt kümesi için t�k�z destekli kohomoloji dizisini
yazal�m:

0 = Hn−1
c (Dn)→ Hn−1

c (Dn, Int(Dn))→ Hn
c (Int(Dn))→ Hn

c (Dn) = 0 .



238 De Rham Kohomoloji

Yukar�da yapt�klar�m�zdan dolay� Hn
c (Int(Dn)) = Hn

c (Rn) ' R oldu§u için
Hn−1
c (Dn, Int(Dn)) ' R elde ederiz. O halde bu dizi bize a³a§�daki de§i³meli

diyagram� verir:

0 −→ Hn−1
c (∂Dn) −→ Hn

c (Int(Dn)) −→ 0

↓ (∂f)∗ ↓ Int(f)∗

0 −→ Hn−1
c (∂Dn) −→ Hn

c (Int(Dn)) −→ 0 .

Son olarak (∂f)∗ = ×deg(∂f) ve Int(f)∗ = ×deg(Int(f)) oldu§undan
kan�t tamamlan�r. 2

Uyar� 4.3.30. Herhangi bir f : (Dn, ∂Dn)→ (Dn, ∂Dn) fonksiyonu alal�m.
Bu durumda

gt : Dn × [0, 1]→ Dn, (x, t) 7→ (1− t+ t‖x‖2)f(x)

homotopisi a³a§�daki özellikleri sa§lar:

1. g0 = f ;

2. Her t ∈ [0, 1] için, gt|∂Dn = f|∂Dn;

3. g−1
1 (∂Dn) = ∂Dn.

O halde, yukar�daki önermeden dolay� g1 : (Dn, ∂Dn)→ (Dn, ∂Dn) fonksiyo-
nu için

deg(∂f : ∂Dn → ∂Dn) = deg(∂g1 : ∂Dn → ∂Dn)

= deg(Int(g1) : Rn → Rn)

elde ederiz. Asl�nda bu üç ko³ulu sa§layan her gt homotopisi için ayn� sonucu
elde ederiz.

Önerme 4.3.31. Derecesi s�f�r olan her f : Sn → Sn fonksiyonu bir sabite
homotopiktir.

Kan�t : N ve S har�eri birim kürenin kuzey ve güney kutuplar�n�
göstersin. Genellikten hiç kaybetmeden N ∈ Sn noktas�n�n bir düzgün de§er
oldu§unu kabul edelim. f fonksiyonunun derecesi s�f�r oldu§undan f−1(N) =
{p1, · · · , pk, q1, · · · , qk} oldu§unu kabul edebiliriz öyle ki, f fonksiyonu her
bir pi noktas� etraf�nda yönü koruyan, qi etraf�nda da yönü ters çeviren
bir difeomor�zma olur. Küre üzerinde standart Riemann metri§ini alal�m. p ∈
{p1, · · · , pk, q1, · · · , qk} olmak üzere

g = Exp−1
N ◦ f ◦ Expp : Rn ' TpSn → Rn ' TNSn
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orijin etraf�nda bir difeomor�zma verecektir (her iki te§et uzay� üzerindeki
iç çarp�m da Rn üzerindeki standart iç çarp�md�r). g fonksiyonun tan�ml�
oldu§u bir B(0, r0) yuvar� alal�m. ρ([0, r0/4]) = {0} ve ρ([3r0/4, r0]) = {1}
ko³ullar�n� sa§layan azalan ve türevlenebilir bir ρ : [0, r0]→ [0, 1] fonksiyonu
seçelim. L = Dg(0) merkezdeki türev fonksiyonu, t ∈ [0, 1] ve bt(x) =
ρ(t+ (1− t)‖x‖) olmak üzere,

gt : B(0, r0)→ Rn, x 7→ bt(x) g(x) + (1− bt(x)) L(x)

homotopisini tan�mlayal�m. Homotopinin uç noktalar�, g1 = g ve g0 =
ρ(‖x‖) g(x)+ (1−ρ(‖x‖)) L(x) ³eklindedir. Her t ∈ [0, 1] ve ‖x‖ ≥ 3/4 için
gt(x) = g(x) oldu§undan bu homotopi f fonksiyonunu B[0, 3r0/4] yuvar�
d�³�nda de§i³tirmeyecektir. Di§er taraftan, e§er ‖x‖ ≤ 1/4 ise g0(x) = L(x)
olur. Ba³ka bir deyi³le, g ve dolay�s�yla f bu küçük disk içinde homotopi
yard�m�yla L do§rusal fonksiyonuna dönü³mü³tür.

Sabit bir t ∈ [0, 1] de§eri için Dgt türevini hesaplayal�m:

Dgt(x) = L+ (g(x)− L) ∇(bt(x)) + bt(x) (Dg(x)− L) .

‖x‖ yeterince küçük oldu§unda hem g(x)−L hem de Dg(x)−L fonksiyonlar�
çok küçük de§erler alacakt�r, çünkü L = Dg(0) türev fonksiyonudur. O halde,
L do§rusal bir izomor�zma oldu§undan gt fonksiyonu orijin etraf�nda halen
bir difeomor�zmad�r.

�imdi, türevin tan�m�n� kullanarak g fonksiyonunu

g(x) = Dg(0)(x) + a(x) ‖x‖

³eklinde yazal�m. Asl�nda limx→0 a(x) = 0 oldu§undan r0 > 0 yar�çap�n�
her x ∈ B(0, r0) için, L(x) ≥ 2‖a(x)‖‖x‖ olacak ³ekilde seçebilirdik. Bu
durumda, yuvar�n herhangi bir x0 noktas� için gt(x0) = 0 olursa

|bt(x0)| ‖a(x0)‖ ‖x0‖ ≥ 2 ‖a(x0)‖ ‖x0‖

elde ederiz. Di§er taraftan, |bt(x)| ≤ 1 oldu§undan x0 = 0 veya a(x0) = 0
olmal�d�r. Fakat, a(x0) = 0 olmas� durumunda da L(x0) = 0 olaca§�ndan
yine x0 = 0 elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le, her t ∈ [0, 1] için 0 de§eri gt
için düzgün bir de§erdir ve g−1

t (0) = f−1(0) e³itli§i sa§lan�r.
Tüm bunlar�n sonucu olarak, f fonksiyonunu bir homotopi ile de§i³tirerek

her bir p ∈ {p1, · · · , pk, q1, · · · , qk} noktas�n�n etraf�ndaki bir yuvarda do§ru-
sal bir fonksiyon ile verildi§ini kabul edebiliriz (p ∈ Sn ve N ∈ Sn noktalar�
etraf�nda Exp (jeodezik sprey) fonksiyonlar�n�n verdi§i koordinat sistemlerini
al�yoruz).

�imdi do§rusal L : Rn → Rn operatörünü ortogonal bir operatör ile
de§i³tirece§iz: Bunun için ilk önce L operatörünün

L = [C1 C2 · · · Cn]
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matris gösteriminin sütunlar�na homotopiler yard�m�yla Gram-Schmidt i³lemi
uygulayaca§�z. Örne§in, matrisin ilk sütununu

t 7→ t
C1

‖C1‖
+ (1− t) C1 , t ∈ [0, 1]

homotopisi ile birim vektör yapaca§�z. Daha sonra ikinci sütunu

t 7→ C2 − t < C1, C2 > C1 , t ∈ [0, 1]

homotopisi ile de§i³tirerek birinci sütun ile dik konuma getirece§iz. Daha sonra
tekrar ikinci sütunu birim vektöre dönü³türece§iz ve bu ³ekilde devam ederek
L operatörünü GL(n,R) grubu içinde ortogonal bir matrise homotopi ile
ba§layaca§�z. Önceki paragra�arda yap�lana benzer ³ekilde f fonksiyonunu
bir homotopi ile de§i³tirerek, fonksiyonun her bir p ∈ {p1, · · · , pk, q1, · · · , qk}
noktas�n�n etraf�ndaki bir yuvarda ortogonal do§rusal bir dönü³üm ile veril-
di§ini kabul edebiliriz. Bu noktalar�n etraf�nda ayr� ayr� seçti§imiz r0'lar�n
en küçü§ünü r1 ile gösterelim. O halde, her bir p ∈ {p1, · · · , pk, q1, · · · , qk}
noktas� için

f|B[0,r1]
: B[0, r1]→ Sn

k�s�tlan�³� izometrik ³ekilde p noktas�ndan geçen jeodezik çemberleri N nok-
tas�ndan geçen jeodezik çemberlere gönderir. Ba³ka bir deyi³le, bu k�s�tlan�³
fonksiyonlar� O(n) izometri grubunun elemanlar� ile temsil edilirler.

Bu arada f fonksiyonunu homotopi ile de§i³tirmeye devam edelim öyle ki,
1) B[p, r1] yuvarlar� üzerinde f hiç de§i³mesin;
2) B[p, 2r1]−B[p, r1] aras�nda f fonksiyonu jeodezikler boyunca yeterince

h�zl� giderek B[p, 2r1] yuvarlar�n�n s�n�r�nda S ∈ Sn de§erini als�n: Her bir
p ∈ {p1, · · · , pk, q1, · · · , qk} için, f(∂B[p, 2r1]) = {S} olsun (r1 say�s�n�
yeterince küçük seçerek bu yuvarlar�n ayr�k oldu§unu kabul ediyoruz);

3) f fonksiyonu bu yuvarlar d�³�nda hiçbir zaman N ∈ Sn de§erini
almad�§�ndan ve Sn − {N} ' Rn alt uzay� S noktas�na büzülebilece§inden
f fonksiyonun, yuvarlar�n d�³�ndaki bölgede bir homotopi ile de§i³tirilerek
B[p, 2r1] yuvarlar� d�³�nda sabit S de§eri ald�§�n� kabul edebiliriz.

Bu durumda f : Sn → Sn fonksiyonu bir noktaya baz� γi e§rileri ile
ba§lanm�³ k-tane küreden olu³an bir X bölüm uzay�ndan Sn'ye giden sürekli
bir fonksiyon verir (bkz. �ekil 4.12). Ayr�ca π : Sn → X bölüm fonksiyonu
ve f̃ : X → Sn ise f 'nin bölüm uzay�nda üretti§i fonksiyonu göstersin. O
halde, f = f̃ ◦ π olur. Bölüm uzay�ndaki her bir küre ters i³aretli iki diski
simetrik ³ekilde içermektedir. f̃ fonksiyonu kürenin alt ve üst yar�s�nda, Dn

i−
ve Dn

i+, birbirine göre ters i³aretli oldu§undan

f̃Dni− = f̃Dni+ ◦Ai

olacak ³ekilde bir Ai ∈ O(n)− SO(n) matrisi bulabiliriz. Fonksiyon ekvator
üzerinde sabit S de§erini ald�§�ndan Ai matrisini türevlenebilir bir e§ri ile

(x0, x1, · · · , xn) 7→ (−x0, x1, · · · , xn)
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�ekil 4.12: Bölüm uzay�n�n temsili resmi

dönü³ümünün matrisine ba§layarak f̃ fonksiyonunu homotopi ile öyle de§i³ti-
rebiliriz ki

f̃(x0, x1, · · · , xn) = f̃(−x0, x1, · · · , xn)

olur. Bu durumda, t ∈ [0, 1] ve (x0, y) = (x0, x1, · · · , xn) olmak üzere

Ht(x0, y) =


f̃(x0, y) , t ≤ x0 ≤ 1

f̃(t, y) , 0 ≤ x0 ≤ t
f̃(t, y) , −t ≤ x0 ≤ 0

f̃(x0, y) , −1 ≤ x0 ≤ t

homotopisi f̃ fonksiyonunu bölüm uzay�n�n her bir küresinde N de§erini
alan fonksiyona dönü³türür. Bu s�rada f̃ fonksiyonun γi e§rileri üzerindeki
görüntüleri homotopi ile de§i³erek S noktas�ndan N noktas�na giden e§rilere
dönü³ürler. Sonuç olarak f̃ ve dolay�s�yla f fonksiyonu sürekli bir homotopi
alt�nda görüntü kümesi küre üzerinde S noktas�n� N noktas�na ba§layan
k-tane e§ri olan bir sürekli fonksiyona dönü³ür. Bu homotopiyi kendisine ye-
terince yak�n türevlenebilir bir homotopi ile de§i³tirerek f fonksiyonun örten
olmayan bir fonksiyona homotopik oldu§unu görürüz. O halde, son bir türevle-
nebilir homotopi yard�m�yla fonksiyonun sabite homotopik oldu§unu görürüz.
2

Bu kan�t�n daha iyi anla³�labilmesi için f : S1 → S1 durumunu ipuçlar�
vererek al�³t�rmalara b�rakaca§�z (bkz. Al�³t�rma 19).

Uyar� 4.3.32. 1) f : M → Sn ba§lant�l�, t�k�z ve yönlendirilmi³ bir mani-
folddan küreye derecesi s�f�r olan türevlenebilir bir fonksiyon ve p ∈ Sn bu
fonksiyonun düzgün bir de§eri olsun. Fonksiyonu bir homotopi ile de§i³tirerek
f−1(p) kümesinin bir Dn ⊆ M diskinin içinde kald�§�n� kabul edebiliriz
(uygun t�k�z destekli vektör alanlar�n�n üretti§i ak�³larla ters görüntüdeki sonlu
noktay� ortak bir diske ta³�yarak yap�labilir). Bu durumda F (M −Dn) 6= Sn

olaca§�ndan fonksiyon bu diskin d�³�nda bir sabite homotopik olur. O halde, f
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fonksiyonu M/(M − Dn) ≈ Sn bölüm uzay�ndan küreye bir fonksiyon ve-
rir. �imdi yukar�daki teoremi kullanarak bu son fonksiyonun ve dolay�s�yla f
fonksiyonunun bir sabite homotopik oldu§unu görürüz.
2) f : M → Sn ba§lant�l�, t�k�z ve yönlendirilemeyen bir manifolddan kü-
reye türevlenebilir bir fonksiyon ve p ∈ Sn bu fonksiyonun düzgün bir de§eri
olsun. Yine fonksiyonu bir homotopi ile de§i³tirerek f−1(p) kümesinin bir
Dn ⊆M diskinin içinde kald�§�n� kabul edebiliriz. Ayr�ca ters görüntü küme-
sindeki noktalar�n i³aretlerini istedi§imiz gibi seçebiliriz, çünkü her noktadan
geçen türevlenebilir ve yönü ters çeviren bir kapal� e§ri vard�r. Dolay�s�yla, dis-
kin içindeki noktalar�n i³aretlerini uygun ³ekilde seçip fonksiyonu homotopi ile
de§i³tirerek verilen herhangi q1, q2 ∈ f−1(p) ters görüntü çiftini eleyebiliriz.
O halde, fonksiyonun derecesi f−1(p) kümesinin eleman say�s� çift ise s�f�r,
tek ise bir olmal�d�r.
3) Yukar�daki kan�tlar� biraz daha ilerleterek derecesi ayn� olan iki f1 : M →
Sn ve f2 : M → Sn fonksiyonun homotopik oldu§unu gösterebiliriz (bkz.
Al�³t�rma 20).

Yukar�da bahsetti§imiz sonuçlar için en iyi kitaplardan birisi [16] numaral�
kaynakt�r.

4.4 Poincaré �zomor�zmas�

Bu bölümde ilk olarak, Poincaré �zomor�zma Teoremi olarak bilinen ve yönlen-
dirilebilir manifoldlar�n, tümleyen boyutlu De Rham kohomoloji vektör uzayla-
r� aras�nda do§al bir izomor�zman�n varl�§�n� gösteren teoremi verece§iz. Daha
sonra, bu izomor�zmay� kullanarak manifoldlar�n topolojilerine dair önemli
sonuçlar kan�tlayaca§�z.

M ba§lant�l�, yönlendirilmi³, n-boyutlu türevlenebilir bir manifold olsun ve
0 ≤ k ≤ n bir tam say� olsun. Bu durumda, her ω ∈ Ωk

c (M) ve ν ∈ Ωn−k(M)
formlar� için ω ∧ ν ∈ Ωn

c (M) formu da t�k�z destekli olaca§�ndan∫
M

ω ∧ ν

integrali iyi tan�ml� olacakt�r. Asl�nda bu integral bize bilineer bir form verir:

Hk
c (M)×Hn−k

DR (M) −→ R, ([ω], [ν]) 7→
∫
M

ω ∧ ν .

Bu form sayesinde kohomoloji vektör uzaylar� ve dualleri aras�nda a³a§�daki
do§al do§rusal fonksiyonu yazabiliriz:

DM : Hk
DR(M) −→ (Hn−k

c (M))∗, (DM ([ν])) ([ω]) =

∫
M

ω ∧ ν .

A³a§�da DM Poincaré homomor�zmas�n�n bir izomor�zma oldu§unu göste-
rece§iz.
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E§er vektör uzaylar� sonlu boyutlu ise, DM 'nin izomor�zma olmas�n�n

Hk
c (M)×Hn−k

DR (M) −→ R, ([ω], [ν]) 7→
∫
M

ω ∧ ν

bilineer formunun yozla³mam�³ (dejenere olmayan) olmas�na denk oldu§u ko-
layca görülür.

Teorem 4.4.1 (Poincaré �zomor�zmas�). M yönlendirilmi³, ba§lant�l�, türev-
lenebilir n-boyutlu bir manifold olmak üzere, her 0 ≤ k ≤ n için,

DM : Hk
DR(M) −→ (Hn−k

c (M))∗, (DM ([ν])) ([ω]) =

∫
M

ω ∧ ν

do§rusal homomor�zmas� bir izomor�zmad�r. E§er manifold t�k�z ise Poincaré
izomor�zmas�

DM : Hk
DR(M) −→ (Hn−k

DR (M))∗

halini al�r.

Kan�ta geçmeden önce s�k s�k ba³vuraca§�m�z a³a§�daki cebirsel sonucu
verelim (kan�t� kolay oldu§u için okuyucuya b�rak�lm�³t�r, bkz. Al�³t�rma 21).

Yard�mc� Teorem 4.4.2 (Be³li Yard�mc� Teorem). Sat�rlar� tam dizi ve için-
deki her bir dikdörtgeni de§i³meli olan

A1 → A2 → A3 → A4 → A5

↓ f1 ↓ f2 ↓ f3 ↓ f4 ↓ f5

B1 → B2 → B3 → B4 → B5

vektör uzay ve homomor�zmalar�n�n olu³turdu§u diyagram� dü³ünelim. E§er,
f1, f2, f4 ve f5 birer izomor�zma ise f3 de bir izomor�zmad�r.

Teorem 4.4.1'in Kan�t� : Kan�t be³ ad�mdan olu³maktad�r.

Ad�m 1) Teorem M = Rn için do§rudur: k 6= n oldu§u zaman Hk
c (M) =

0 = (Hn−k
DR (M))∗ olaca§�ndan sadece k = n durumunu incelememiz yeterlidir.

Manifold üzerinde t�k�z destekli ve integrali bire e³it bir ω formu seçelim.
Bu durumda 0 6= [ω] ∈ Hn

c (M) ' R eleman� kohomolojinin bir üreteci
olacakt�r. [1] ∈ H0

DR(M) ' R grubunun üreteci olan ve sabit bir de§erini alan
fonksiyonun kohomoloji s�n�f� ise∫

Rn
ω ∧ 1 = 1

olaca§�ndan bu ad�m�n kan�t� tamamlanm�³ olur. Rn ile bu küme içindeki aç�k
ve y�ld�z biçimindeki bir kümenin kohomoloji gruplar� izomor�k olaca§�ndan
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bu ad�m Rn içindeki her konveks aç�k küme için de kan�tlanm�³ olur (bkz.
Sonuç 4.3.17).

Ad�m 2) Lk(M) ile (Hk
c (M))∗ dualini gösterelim. U, V ⊆M aç�k kümeler

olmak üzere U ∪ V t�k�z destekli kohomoloji ve De Rham kohomolojisinin
duali için Mayer-Vietoris dizilerinin olu³turdu§u ³u diyagram� dü³ünelim:

→ Hk
DR(U ∪ V )→ Hk

DR(U)⊕Hk
DR(V )→ Hk

DR(U ∩ V )→ Hk+1
DR (U ∪ V )→

↓ D ↓ D⊕D ↓ D ↓ D

→ Ln−k(U∪V )→ Ln−k(U)⊕Ln−k(V )→ Ln−k(U∩V )→ Ln−k−1(U∪V ) · · · .

Tüm dü³ey homomor�zmalar Poincaré homomor�zmalar�n� göstermektedir.
Bu ad�mda diyagramdaki tüm dikdörtgenlerin i³aretli-de§i³meli oldu§unu gös-
terece§iz. �lk iki dikdörtgen için kan�t çok aç�kt�r, çünkü tüm yatay fonksiyonlar
içerme fonksiyonlar�ndan elde edilmi³tir.

Son dikdörtgenin i³aretli-de§i³meli oldu§unu görebilmek için ba§lant� ho-
momor�zmalar�n�n nas�l tan�mland�§�n� hat�rlamam�z gerekmektedir: �lk önce

δ : Hn−k−1
c (U ∪ V )→ Hn−k

c (U ∩ V )

homomor�zmas�n�n nas�l tan�mland�§�n� görelim. [ω] ∈ Hn−k−1
c (U ∪V ) olsun.

Teorem 4.3.6'daki Zig-Zag homomor�zmas�n�n tan�m�ndan ω = ξ − µ olacak
³ekilde s�ras�yla U ve V içinde t�k�z destekli ξ ve µ formlar� vard�r, öyle
ki δ([ω]) = [dξ] = [dµ] olur.

Di§er taraftan,

δ : Hk
DR(U ∩ V )→ Hk+1

DR (U ∪ V )

ise ³u ³ekilde tan�mlan�r. Herhangi bir [a] ∈ Hk
DR(U ∩ V ) s�n�f� alal�m. Bu

durumda, a = b − c olacak ³ekilde, b ∈ Ωk(U) ve c ∈ Ωk(V ) formlar�
vard�r. Asl�nda De Rham kohomolojinin Mayer-Vietoris dizisinin kan�t�ndan bu
formlar�n sadece U ∩ V aç�k kümesinde desteklendi§ini görürüz. Son olarak,
ba§lant� homomor�zmas�

δ(a)
.
=

{
db U üzerinde
dc V üzerinde

ile tan�mlan�r. Bu durumda,

δ∗(D([a]))([ω]) =

∫
U∩V

δ(ω) ∧ a =

∫
U∩V

dξ ∧ (b− c)

olur. Di§er taraftan,

D([δ([a])])([ω]) =

∫
U∪V

ω ∧ δ(a) =

∫
U∪V

(ξ − µ) ∧ δ(a)
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olur. Ayr�ca, b ve c formlar�n�n asl�nda U ∩ V içinde desteklendi§ini
akl�m�zda tutarak son integrali açarsak∫

U∪V
(ξ − µ) ∧ δ(a) =

∫
U
ξ ∧ δ(a)−

∫
V
µ ∧ δ(a)

=

∫
U
ξ ∧ db−

∫
V
µ ∧ dc

=

∫
U∩V

ξ ∧ db−
∫
U∩V

µ ∧ dc

elde ederiz. �imdi de, U ∩ V manifoldunun s�n�r�n�n olmamas�n�, integralleri
al�nan ξ ∧ db, µ ∧ dc formlar�n�n U ∩ V içinde t�k�z destekli olduklar�n� ve

d(ξ ∧ b) = dξ ∧ b+ (−1)k ξ ∧ db, d(µ ∧ c) = dµ ∧ c+ (−1)k µ ∧ dc

e³itliklerini Stokes Teoremi'nde kullanarak, son integralin

(−1)k+1

∫
U∩V

dξ ∧ b− (−1)k+1

∫
U∩V

dµ ∧ c = (−1)k+1

∫
U∩V

dξ ∧ (b− c)

oldu§unu görürüz. Bu, kan�t� bitirir. 2

O halde, Poincaré homomor�zmas� U , V ve U ∩ V aç�k kümeleri için birer
izomor�zma ise, Ad�m 2 ve Be³li Yard�mc� Teorem sayesinde U ∪ V aç�k
kümesi için de bir izomor�zmad�r.

Ad�m 3) Teorem ayr�k bir {Uα ⊆ M} aç�k küme koleksiyonunun her bir
eleman� için do§ru ise bu kümelerin U = ∪ Uα birle³imi için de do§ru-
dur: Hk

DR(U) = ΠαH
k
DR(Uα) direkt çarp�m�na izomor�ktir. Di§er taraf-

tan, Hk
c (U) = ⊕αHk

c (Uα) direkt toplam�na ve dolay�s�yla, duali de yine
Lk(U) = ΠαL

k(Uα) direkt çarp�m�na e³ittir.

Ad�m 4) Teorem her U ⊆ Rn aç�k kümesi için do§rudur. Bunun için önce
topolojik bir sonuç kan�tlayaca§�z.

�ddia: Rn içindeki her aç�k küme U ve V gibi iki aç�k kümenin birle³imi
olarak yaz�labilir öyle ki, U , V ve U ∩ V her biri sonlu tane Rn içindeki
dikdörtgen bölgenin birle³imi olan aç�k kümelerin ayr�k bir birle³imidir.

�ddian�n kan�t�: Yard�mc� Teorem 2.2.1'den dolay� her manifold, dolay�s�yla
da Rn içindeki her aç�k küme Kn ⊆ Int(Kn+1), n ∈ N, ko³ulunu sa§la-
yan bir (Kn) t�k�z alt kümeler dizisinin birle³imi olarak yaz�labilir. �imdi
K1 t�k�z kümesini sonlu tane aç�k dikdörtgen ile örtelim öyle ki her bir dik-
dörtgen Int(K2) içinde kals�n. Bu dikdörtgenler R1, · · · , Ri1 olsun. Daha
sonra, K2−Int(K1) t�k�z bölgesini örten ve Int(K3) içinde kalan sonlu tane
S1, · · · , Sj1 aç�k dikdörtgeni seçelim. Bu ³ekilde devam edelim. Son olarak, U
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ve V kümelerini U = ∪Ri ve V = ∪Sj olarak tan�mlarsak iddian�n kan�t�
tamamlanm�³ olur.

�ddiay� kabul ederek bu ad�m�n kan�t�n� bitirelim. R1 aç�k bir dikdörtgen
ise Rn'e difeomor�k olaca§�ndan teorem R1 için do§rudur (Ad�m 1). �imdi
teoremin k tane aç�k dikdörtgenin birle³imi için do§ru oldu§unu kabul edelim.
Bu birle³imi A ile gösterelim ve B = Rk+1 bir ba³ka aç�k dikdörtgen olsun.
Bu durumda A∩B yine k-tane aç�k dikdörtgenin birle³imi olacakt�r. O halde
teorem A, B ve A∩B için do§rudur. Son olarak, Ad�m 2'den dolay� teorem
A ∪B için de do§ru olur. Dolay�s�yla, tümevar�mdan dolay� teorem her sonlu
say�da aç�k dikdörtgenin birle³imi için kan�tlanm�³ olur. Bu durumda Ad�m 4,
�ddia'n�n ve Ad�m 3'ün bir sonucudur.

Ad�m 5) Önceki ad�m�n içindeki iddian�n kan�t�n� takip ederek ³unu göste-
rebiliriz: M manifoldu U ve V gibi iki aç�k kümenin birle³imi olarak
yaz�labilir öyle ki, U , V ve U ∩ V her biri sonlu tane Rn içindeki aç�k
kümenin birle³imi olan aç�k kümelerin ayr�k bir birle³imidir. Bu durumda ön-
ceki ad�mlardan dolay�, teorem U , V ve U ∩ V için do§ru olaca§�ndan
M = U ∪ V için de do§ru olacakt�r. Böylece kan�t tamamlan�r. 2

Uyar� 4.4.3. Teoremin topolojik sonuçlar�na geçmeden önce do§rusal cebire
ait bir önermeyi hat�rlayal�m: Herhangi bir V vektör uzay�n�n ikinci dualine
izomor�k olmas� için gerek ve yeter ko³ul bu uzay�n sonlu boyutlu olmas�d�r
(bkz. Al�³t�rma 22). O halde, t�k�z her M manifoldu için Poincaré izomor�z-
mas�ndan dolay�

Hk
DR(M) ' (Hn−k

DR (M))∗ ' ((Hk
DR(M))∗)∗ ' (Hk

DR(M))∗∗

sa§lanaca§�ndan bu manifoldun tüm kohomoloji vektör uzaylar�n�n sonlu boyut-
lu olmas� gerekti§ini görürüz (Tüp Kom³uluk Teoremi ve Mayer-Vietoris ko-
homoloji dizisi bu sonucun ba³ka bir kan�t�n� verir; bkz. Uyar� 4.3.11 ve Al�³-
t�rma 13).

Sonuç 4.4.4. Ba§lant�l� t�k�z bir manifoldun tüm De Rham kohomoloji vektör
uzaylar� sonlu boyutludur.

Sonuç 4.4.5. Mn ba§lant�l� bir manifold olmak üzere Hn
DR(M) = R olmas�

için gerek ve yeter ko³ul manifoldun s�n�rs�z, t�k�z ve yönlendirilebilir olmas�d�r.
E§er manifold t�k�z de§ilse ya da yönlendirilebilir de§ilse Hn

DR(M) = 0 olur.

Kan�t : Sonuç 4.3.16'ten dolay� t�k�z ve yönlendirilebilir manifoldlar için
Hn
DR(M) = R oldu§unu biliyoruz. Manifold yönlendirilebilir ama t�k�z de§ilse

H0
c (M) = 0 oldu§undan Poincaré izomor�zmas� bize Hn

DR(M) = 0 sonucunu
verir. E§er manifold yönlendirilebilir de§ilse, yönü ters çeviren bir e§ri boyunca
ilerleyerek bir koordinat diski üzerinde tan�ml� bir formun ters i³aretlisi ile
ayn� kohomoloji s�n�f�n� temsil etti§ini görürüz. Bu durumda yine Hn

DR(M) =
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0 elde edilir. Son olarak, e§er manifold yönlendirilebilir s�n�rl� ve t�k�z ise,
yönlendirilebilir t�k�z ve s�n�rs�z W = M ∪∂M (−M) manifoldu için (bkz.
Ünite 3, Al�³t�rma 39) Mayer-Vietoris dizisini yazarsak

· · · → Hn−1
DR (∂M)→ Hn

DR(W )→ Hn
DR(M)⊕Hn

DR(−M)→

Hn
DR(∂M) = 0→ · · ·

elde edilir. Fakat, Hn
DR(W ) ' R ve Hn

DR(M) ' Hn
DR(−M) oldu§undan

Hn
DR(M) = 0 olmas� gerekti§ini görürüz. 2

Örnek 4.4.6. T�k�z olmayan M = R2 − Z2 manifoldunun birinci De Rham
kohomolojisi sonsuz boyutludur. Her (m,n) ∈ Z2 için

ωm,n =
x dy − y dx

2π ((x−m)2 + (y − n)2)
∈ Ω1(M)

³eklinde tan�mlanan formlar kapal�d�r ve do§rusal ba§�ms�z bir küme olu³turur-
lar. Asl�nda daha fazlas�n� söyleyebiliriz. Bu manifold için H1

c (M) say�labilir
bir tabana sahip sonsuz boyutlu bir vektör uzay� iken, H1

DR(M) ve bunun
duali taban� say�lamaz büyüklükte bir vektör uzay�d�r. Dolay�s�yla, t�k�z olma-
yan manifoldlar için Hk

c (M) ve (Hn−k
DR (M))∗ izomor�k olmayabilir (bkz.

Al�³t�rma 23).

Örnek 4.4.7. M = R2 − {(0, 0)} bir delikli diskin birinci kohomolojisinin

üretecinin ω =
x dy − y dx
x2 + y2

oldu§unu görmü³tük. Bu eleman�n Poincaré

dualini veren ν = DM (ω) ∈ H1
c (M) formu, r =

√
x2 + y2 ve ρ : (0,∞) →

[0, 1],
∫ ∞

0
ρ(r) dr = 1 ko³ulunu sa§layan t�k�z destekli bir fonksiyon olmak

üzere a³a§�daki gibidir:

ν = ρ(r) dr = ρ(r)
x dx+ y dy√

x2 + y2
.

Gerçekten de∫
M
ν ∧ ω =

∫ ∞
0

∫ 2π

0

ρ(r)

2πr3
(x dx+ y dy) ∧ (x dy − y dx) = 1

olur. Benzer ³ekilde K = {f = 0, g = 0} ⊆ S3 ile verilen bir dü§ümün

geçi³me formunun ωK =
f dg − g df
2π(f2 + g2)

∈ H1
DR(S3 −K) Poincaré duali

ν = ρ(
√
f2 + g2)

f df + g dg√
f2 + g2

∧ ds

formunun skaler kat�d�r. Buradaki ds 1-formu ∇(f) × ∇(g) vektör d�³
çarp�m�n�n metrik dualidir.
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Tan�m 4.4.8. Hk
DR(M) De Rham kohomoloji vektör uzay� sonlu boyutlu olan

bir M türevlenebilir manifoldunun k'inci Betti say�s� bk(M)
.
= dim(Hk

DR(M))
olarak tan�mlan�r. E§er M manifoldunun tüm kohomoloji gruplar� sonlu
boyutlu ise manifoldun Euler karakteristi§i Betti say�lar�n�n

χ(M)
.
=

dim(M)∑
k=0

(−1)k bk(M)

de§i³meli toplam� olarak tan�mlan�r.

Betti say�lar� ve dolay�s�yla Euler karakteristi§i manifoldun difeomor�zma
de§i³mezleridir. Mayer-Vietoris tam dizisi kullan�larak elde edilen a³a§�daki
sonuç Euler karakteristi§inin asl�nda bir çe³it ölçüm oldu§unu göstermektedir.
(Ayr�ca bkz. Al�³t�rma 25)

Sonuç 4.4.9. M türevlenebilir bir manifold ve U ve V bu manifoldun tüm
Betti say�lar� sonlu olan iki aç�k kümesi olsun. E§er U ∩ V ve U ∪ V aç�k
kümelerinin tüm Betti say�lar� da sonlu ise

χ(U ∪ V ) = χ(U) + χ(V )− χ(U ∩ V )

olur.

Kan�t : Her terimi sonlu boyutlu ve sadece sonlu tanesi s�f�r vektör uzay�n-
dan farkl� olan vektör uzaylar�n�n bir

· · · δi−1−−→ Ai
fi−→ Bi

gi−→ Ci
δi−→ Ai+1

fi+1−−−→ · · ·

tam dizisini alal�m. Her Ai (benzer ³ekilde Bi, Ci ) için

dimAi = dim Imfi + dim ker fi

oldu§u aç�kt�r. χ(A) =
∑

i(−1)i dimAi olarak tan�mlans�n (benzer ³ekilde
χ(B) ve χ(C)'yi de tan�mlayal�m). Yukar�daki dizinin taml�§�ndan dolay�
Imδi = ker fi+1, ker δi = Imgi, ve Imfi = ker gi oldu§unu biliyoruz. Bu
durumda

χ(C) + χ(A) =
∑
i

(−1)i[(dim Imδi + dim ker δi)

+ (dim Imfi + dim ker fi)]

=
∑
i

(−1)i[(dim ker fi+1 + dim Imgi)

+ (dim ker gi + dim ker fi)]

=
∑
i

(−1)i(dim Imgi + dim ker gi)

+
∑
i

(−1)i(dim ker fi + dim ker fi+1)

= χ(B) + 0 = χ(B)
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elde ederiz. Son olarak U ve V aç�k kümelerinin Mayer-Vietoris dizisinde
Ai

.
= H i

DR(U ∪ V ), Bi
.
= H i

DR(U)⊕H i
DR(V ), ve Ci

.
= H i

DR(U ∩ V ), alarak
kan�t� tamamlar�z. 2

Uyar� 4.4.10. Öklit düzleminin a³a§�daki ³ekilde verilen aç�k alt kümeleri için
χ(U) = 1 = χ(V ) oldu§u halde U ∩ V ve U ∪ V aç�k kümelerinin Euler
Karakteristikleri iyi tan�ml� de§ildir, çünkü H0

DR(U ∩ V ) ve H1
DR(U ∪ V )

sonsuz boyutludur (bkz. �ekil 4.13).

�ekil 4.13: U ve V basit ba§lant�l� olduklar� halde birle³im ve kesi³imleri oldukça
karma³�k bir topolojiye sahip olabilirler.

Di§er taraftan U, V, U ∩ V, U ∪ V aç�k kümelerinin herhangi üçünün
Euler karakteristikleri iyi tan�ml� ise dördüncünün Euler karakteristi§i de iyi
tan�ml�d�r.

Poincaré izomor�zmas�n�n kolay bir sonucunu a³a§�da veriyoruz (bkz. Al�³-
t�rma 24).

Sonuç 4.4.11. M tek boyutlu yönlendirilebilir s�n�r� olmayan t�k�z bir mani-
fold ise χ(M) = 0 olur.

Bu sonuç yönlendirilemeyen t�k�z tek boyutlu manifoldlar için de do§rudur.
Kan�t� için biraz daha beklememiz gerekiyor (bkz. Sonuç 5.3.10).

Di§er taraftan M4n+2 boyutlu yönlendirilebilir t�k�z bir manifold ise kolayca
χ(M) ≡ b2n+1(M) (mod 2) oldu§unu görebiliriz. Poincaré izomor�zmas�n�n
sonucu olarak

H2n+1(M)×H2n+1(M) −→ R, ([ω], [ν]) 7→
∫
M

ω ∧ ν

bilineer formunun yozla³mam�³ (dejenere olmayan) oldu§unu biliyoruz. Ayr�ca
(2n + 1) tek say� oldu§u için bu bilineer form ters simetriktir. Son olarak,
sadece çift boyutlu gerçel vektör uzaylar� yozla³mam�³ ters simetrik bilineer
form ta³�yabildikleri için b2n+1(M) çift say� olmal�d�r. O halde a³a§�daki
sonucu kan�tlam�³ olduk:
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Sonuç 4.4.12. M boyutu 4n+ 2 olan yönlendirilebilir s�n�r� olmayan t�k�z
bir manifold ise χ(M) bir çift say�d�r.

Uyar� 4.4.13. Yukar�daki sonucun hipotezindeki dim(M) = 4n + 2 ko³ulu
kald�r�lamaz çünkü (gerçel) dört boyutlu CP 2 karma³�k projektif düzlemin
Euler say�s� üçtür.

4.5 Al�³t�rmalar

1. Önerme 4.1.2'yi kan�tlay�n�z.

2. Önerme 4.1.4'ün kan�t�n� tamamlay�n�z.

3. Sonuç 4.1.9'un kan�t�nda tan�mlanan r : D2 → ∂D2 = S1 fonksiyonun
türevlenebilir oldu§unu gösteriniz.

4. Yard�mc� Teorem 4.2.1'in kan�t�nda tan�mlanan

P : Ωk(M × R)→ Ωk−1(M × R)

do§rusal dönü³ümünün manifold üzerinde seçilen yerel koordinat siste-
minden ba§�ms�z oldu§unu ve dolay�s�yla iyi tan�ml� oldu§unu gösteriniz.

5. R2 − {(0, 0)} üzerinde kapal� bir ω = f(x, y)dx + g(x, y)dy 1-formu
alal�m, öyle ki her (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)} için

|f(x, y)| ≤ 1
4
√
x2 + y2

ve |g(x, y)| ≤ 1
4
√
x2 + y2

e³itsizlikleri sa§lans�n. Stokes Teoremi'ni kullanarak bu formun tam ol-
du§unu gösteriniz. Asl�nda bu sonuç daha genel durumda da do§rudur:
s ∈ R ve R =

√
x2 + y2 olmak üzere, her (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)} için

|f(x, y)| ≤ 1

Rs
ve |g(x, y)| ≤ 1

Rs

e³itsizlikleri sa§lans�n. E§er s 6= 1 ise ω formu tamd�r, kan�tlay�n�z.

6. Kutupsal koordinatlarda r = sin 2θ, θ ∈ [0, 2π], ile verilen e§rinin dönme
say�s�n�n üç oldu§unu gösteriniz.

7. �ki ayr�k dü§ümün geçi³me say�s�n�n sayfa 215'de Gauss'un tan�mlad�§�
say� ile ayn� oldu§unu kan�tlay�n�z.

8. Uyar� 4.3.4.2 ve 4'teki iddialar� kan�tlay�n�z.

9. Verilen bir f∗ : (A∗, d
A
∗ ) → (B∗, d

B
∗ ) zincir fonksiyonunun kohomoloji

düzeyinde homomor�zma verdi§ini gösteriniz (bkz. s. 217):

f∗ : Hn(A∗)→ Hn(B∗) , f
∗([a])

.
= [f∗(a)], a ∈ An .
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10. Öklit uzay�ndaki n-boyutlu yuvardan s�n�r�na hiçbir türevlenebilir r :
Dn → Sn−1 küçültme fonksiyonu yoktur, gösteriniz (bkz. Teorem 4.1.8).

11. Her türevlenebilir f : Dn → Dn fonksiyonun en az bir sabit noktas�
vard�r, gösteriniz (bkz. Sonuç 4.1.9).

12. Mayer-Vietoris kohomoloji dizisini kullanarak Sn × Sm manifoldunun
kohomolojilerini hesaplay�n�z.

13. Tüp Kom³uluk Teoremi'ni ve Mayer-Vietoris kohomoloji dizisini kulla-
narak t�k�z manifoldlar�n tüm kohomolojilerinin sonlu boyutlu oldu§unu
kan�tlayabiliriz. Bunun için manifoldu, diyelim ki Mm olsun, bir Ök-
lit uzay�na gömelim: Mm ⊆ Rn. Manifoldu, Rn içinde sonlu tane aç�k
konveks alt küme ile örtelim, öyle ki bu kümelerin birle³imi manifoldun
bir tüp kom³ulu§unu olu³tursun: M ⊂ U1 ∪ · · · ∪UN ⊂ Rn. O halde, bu
konveks kümelerin birle³iminin kohomolojisi manifoldun kohomolojisine
e³ittir. Son olarak, Mayer-Vietoris dizisini ve tümevar�m metodunu kul-
lanarak sonlu tane aç�k konveks kümenin birle³iminin kohomolojisinin
sonlu boyutlu oldu§unu gösteriniz. (Bkz. Uyar� 4.3.11 ve Sonuç 4.4.4.)

14. Teorem 4.3.19'un kan�t�n� tamamlay�n�z.

15. Teorem 4.3.23'i kan�tlay�n�z.

16. Örnek 4.3.24.1'in içindeki iddiay� kan�tlay�n�z.

17. S�f�rdan farkl� gerçel

p(x) = anx
n + · · ·+ a0 ve q(x) = bmx

m + · · ·+ b0

polinomlar�n�n do§rusal ft(x) = (1 − t)p(x) + tq(x), t ∈ [0, 1], homo-
topisini dü³ünelim. Bu homotopinin düzgün olmas� için gerek ve yeter
ko³ulun deg(p(x)) = deg(q(x)) (mod 2) ve anbm > 0 oldu§unu kan�t-
lay�n�z.

18. Yönlendirilmi³ ve t�k�z her manifolddan ayn� boyuttaki küreye derecesi
bire e³it olan bir fonksiyonun varl�§�n� kan�tlay�n�z.

19. Derecesi s�f�r olan türevlenebilir her f : S1 → S1 fonksiyonunun bir
sabite homotopik oldu§unu gösteriniz. Bunu fonksiyonun düzgün bir de-
§erinin ters görüntüsünü ele alarak ³u ³ekilde yap�n�z: Fonksiyonun bir
p ∈ S1 düzgün de§eri etraf�nda küçük bir p ∈ U ⊆ S1 aral�§� alal�m. Bu
aral�§�n ters görüntüsü her biri bu aral�§a f fonksiyonu ile difeomor�k
olan sonlu say�daki V1, · · · , Vk aral�klar�ndan olu³acakt�r. Ayr�ca aral�k-
lar�n çember üzerinde ard�³�k ³ekilde dizildi§ini kabul edebiliriz. Ard�³�k
Vi ve Vi+1 aral�klar�n�n aras�nda kalan aral�§�n, diyelim ki [ai, bi] olsun,
tam orta noktas�n� qi olarak adland�ral�m. �imdi f fonksiyonunun her
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bir Vi ve [ai, bi] aral�klar�na k�s�tlan�³lar�n� uygun bir homotopi yard�-
m�yla do§rusal fonksiyonlara dönü³türelim. Elde etti§imiz fonksiyona yi-
ne f diyelim. Bu fonksiyon, e§er ard�³�k Vi ve Vi+1 aral�klar�nda ters
yerel derecelere sahipse, [ai, ai+1] aral�§�nda sabit olacakt�r. Bu durumda
fonksiyonu Vi ∪ [ai, ai+1] ∪ Vi+1 birle³iminde yine bir homotopi yard�-
m�yla sabit fonksiyona dönü³türebiliriz, öyle ki, homotopinin her ad�m�
bu aral�§� U kümesinin kapan�³�n�n içine gönderir. Fonksiyonun derece-
si s�f�r oldu§u için bu i³lemi tekrar ederek sonunda sabit bir fonksiyona
ula³�r�z. Bu sonucu kullanarak çemberden çembere giden fonksiyonlar�n

�ekil 4.14: Fonksiyonun Vi ve Vi+1 aç�k kümeleri üzerindeki yerel derecelerinin
s�ras�yla −1 ve +1 oldu§u durum.

homotopi s�n��ar�n�n bir grup olu³turdu§unu ve grubun tam say�lar gru-
buna, [f : S1 → S1] 7→ deg(f), derece fonksiyonu ile izomor�k oldu§unu
kan�tlay�n�z.

20. Boyutu n ≥ 0 olan bir manifold üzerinde tan�ml� ve dereceleri e³it
herhangi iki türevlenebilir (sürekli) f1 : M → Sn ve f2 : M → Sn

fonksiyonlar�n�n homotopik olduklar�n� gösteriniz.

21. Be³li Yard�mc� Teorem olarak bilinen Yard�mc� Teorem 4.4.2'yi kan�tla-
y�n�z.

22. Herhangi bir F cismi üzerinde tan�ml� V vektör uzay�n�n dualine
izomor�k olmas� için sonlu boyutlu olmas� gerekti§ini gösteriniz. �pucu:
Vektör uzay�n�n sonsuz elemanl� bir β = {vλ | λ ∈ Λ} Hamel taban�
varsa, her A ⊆ Λ alt kümesi için taban elemanlar� üzerinde

fA : V → F, fA(vλ) =

{
1 , λ ∈ A
0 , λ 6∈ A ,

ile tan�mlanan fonksiyonellerin olu³turdu§u say�lamaz kümenin dual uzay
içinde do§rusal ba§�ms�z oldu§unu gösteriniz.

23. Örnek 4.4.6'n�n içinde geçen iddialar� kan�tlay�n�z.

24. Tek boyutlu t�k�z ve yönlendirilebilir bir manifoldun Euler karakteristi§i-
nin s�f�r oldu§unu gösteriniz.
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25. M herhangi bir manifold ve {Li} bu manifoldun kapal� alt manifold-
lar�n�n sonlu bir ailesi olsun, öyle ki, bu aile kesi³imler alt�nda kapal�
olsun ve yine bu ailenin birbirini içermeyen herhangi iki Li, Lj eleman�
çapraz kesi³sin (çapraz kesi³imin tan�m� için 5. Ünite'ye bak�n�z). Bu aile-
nin üretti§i en küçük Boolean cebirinin (ba³ka bir deyi³le B kümesinin
elemanlar� ile onlar�n tümleyenlerinin sonlu birle³imleri) elemanlar�n�n
topolojik bile³enlerinin olu³turdu§u ailenin üretti§i Boolean cebirini de
B gösterelim.

Bu yap�y� bir örnekle aç�klayal�m: M = R2 ve L = x-ekseni olsun. Tek
elemanl� B = {L} ailesinin üretti§i Boolean cebiri {∅, L,R2 − L,R2}
oldu§u halde B üst ve alt yar� düzlemleri de içermektedir.

(a) M = S2 birim küresi ve B = {S0, S1} olmak üzere B cebirinin
tüm elemanlar�n� listeleyiniz. �ki boyutlu küre için olu³turdu§unuz
yap�y� Sn, RPn ve CPn manifoldlar�na geni³letiniz.

(b) Euler karakteristi§i aç�k kümeler üzerinde toplamsal olsa da genelde
toplamsal de§ildir. Örne§in, M = R ve L = {0} alt manifoldunu
dü³ünelim. M = L ∪ (M − L) ayr�k birle³imi için

χ(M) = 1 6= 3 = 1 + 2 = χ(L) + χ(M − L)

olur ve dolay�s�yla Euler karakteristi§i toplamsal de§ildir.

(c) Herhangi bir M manifoldun t�k�z destekli Euler karakteristi§i
χc(M)

.
=
∑

i (−1)i H i
c(M) ile tan�mlan�r (toplam�n sonlu olmas�

ko³ulu alt�nda). U ⊆M aç�k bir alt küme olmak üzere

χc(M − U)
.
=
∑
i

(−1)i H i
c(M,U)

ile tan�mlan�r. �imdi yukar�daki örne§i tekrar ele alal�m:

χc(M) = −1 = 1− 2 = χ(L) + χ(M − L) .

Asl�nda t�k�z destekli ba§�l kohomoloji dizisi sayesinde kolayca

χc(M) = χc(U) + χc(M − U)

oldu§u gösterilebilir.

(d) E§er χc fonksiyonu B cebirinin her eleman� üzerinde sonlu bir
de§er al�yorsa, χc fonksiyonun bu cebir üzerinde toplamsal oldu§u-
nu gözlemleyiniz.

(e) A de§i³meli bir grup ve φ : M → A herhangi bir fonksiyon olsun.
E§er her a ∈ A için φ−1(a) ∈ B oluyorsa bu fonksiyonun M
üzerinde (t�k�z destekli) Euler karakteristi§ine göre integrali∫

M
φ dχc

.
=
∑
a∈A

χc(φ
−1(a)) a ,
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toplam� olarak tan�mlan�r (yine toplam�n sonlu oldu§u durumda).
A = Z olmas� durumunda

∫
M 1 dχc = χc(M) oldu§unu gösteriniz.

(f) M manifoldu gerçel cebirsel bir küme (herhangi bir RN için-
de sonlu tane polinomun ortak s�f�rlar�n�n kümesi) ise B cebirini
M kümesinin yar� cebirsel alt kümelerinin (polinom e³itsizlikleri ile
tan�mlanan alt kümeler) ailesi olarak seçebiliriz. T�k�z desteki koho-
moloji aile üzerinde toplamsal olacakt�r. Bunu kullanarak cebirsel
geometrik birçok sonucu elde etmek mümkündür.
Euler karakteristi§inin bir ölçüm olarak kullan�labilece§i üzerine ilk
makale Oleg Viro taraf�ndan yaz�lm�³t�r ([40]). Bu �kirlerin birçok
uygulamas�n� da içeren önemli bir kaynak olarak [17] numaral� re-
ferans� da vermeliyiz. Bu makalelerde bahsedilen integral tekni§inin
birçok uygulamas�n� bulabilirsiniz.

(g) Biraz cebirsel topoloji bilen okuyucular�m�za ³u hat�rlatmay� ya-
pal�m: T�k�z destekli tekil kohomoloji kullanarak yukar�da yapt�kla-
r�m�z� CW-kompleks yap�s�na sahip topolojik uzaylara geni³letebi-
liriz.



�Bir konuyu aç�kl�§a kavu³turup tam anlam�yla
bitirdi§im zaman, o konudan uzakla³�r�m. Bu
sayede tekrar karanl�klara dalabilirim.�

-Carl Friedrich Gauss

5
Kesi³im Teorisi

Bu ünitede türevlenebilir manifoldlar�n topolojik özelliklerini alt manifoldlar�
yard�m�yla anlamaya çal�³aca§�z. Bunu yapmak için alt manifoldlar�n kesi³im
teorisini kullanaca§�z. Alt manifoldlar�n kesi³im teorisini de Sard Teoremi'nin
bir uygulamas� olan dik kesi³im teorisi ile kuraca§�z. Alt manifoldlar�n kesi³i-
mini kohomoloji s�n��ar� yard�m�yla ifade edece§iz ve bunu kullanarak Euler
karakteristik s�n�f�n� tan�mlayaca§�z. Euler s�n�f�n� vektör alanlar�n�n s�f�rlar�
ile ili³kilendirece§iz. Bu konularla ilgili en iyi kaynaklardan birisi [16] numa-
ral� kitapt�r. Euler s�n�f�n�n Riemann yüzeylerine uygulamas� olarak Riemann-
Hurwitz ve Hurwitz teoremlerini verece§iz. Bu teoremler cebirsel e§riler ko-
nusunun da klasik sonuçlar�d�r. Cebirsel geometri konusunda daha kapsaml�
kaynaklar için [15], [18] ve [13] numaral� referanslara bakabilirsiniz.

5.1 Çapraz Kesi³im

Tan�m 5.1.1. f : K → M ve g : L → M türevlenebilir manifoldlar�n
türevlenebilir fonksiyonlar� olsun. E§er f(p) = g(q) ko³ulunu sa§layan her
(p, q) ∈ K × L ikilisi için

(Df)p(TpK) + (Dg)q(TqL) = Tf(p)M

ko³ulu sa§lan�yorsa bu iki fonksiyon çapraz kesi³iyor deriz ve bunu f t g
³eklinde gösteririz.

Uyar� 5.1.2. 1) E§er dim(K) + dim(L) < dimM ise f t g olmas� için
gerek ve yeter ko³ul f ve g fonksiyonlar�n�n görüntülerinin ortak noktas�
olmamas�d�r:

f t g ⇔ f(K) ∩ g(L) = ∅ .

255
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2) E§er L = {q1, · · · , qk} sonlu noktadan olu³an bir manifold ise, f t g
olmas� her g(qi) ∈M noktas�n�n f için düzgün bir de§er olmas�na denktir.
Dolay�s�yla, bu durumda f t g ise {p ∈ K | f(p) ∈ g(L)} kümesi K içinde
bir alt manifolddur.

Sard Teoremi'nin bir sonucu olan a³a§�daki teorem, çapraz kesi³imin te-
mel özelliklerini tasvir etmesi aç�s�ndan önemlidir. K�saca söylemek gerekirse
teorem fonksiyonlar�n çapraz kesi³mesinin kararl� bir durum oldu§unu göster-
mektedir.

Teorem 5.1.3. f : K → Rn ve g : L → Rn türevlenebilir manifoldlar�n
türevlenebilir fonksiyonlar� olsun. Bu durumda ölçümü s�f�r olan öyle bir C ⊆
Rn kümesi vard�r ki, her w ∈ Rn − C için,

fw(x)
.
= f(x) + w, x ∈ K,

olmak üzere fw t g olur.
E§er K t�k�z bir manifold ve g : L → Rn düzgün bir fonksiyon ise

C kümesi ölçümü s�f�r olan kapal� bir küme olur. Ayr�ca, bu durumda e§er
ba³lang�çta f t g ise, öyle bir δ > 0 say�s� vard�r ki, her w ∈ Rn, ‖w‖ < δ
için, yine fw t g olur.

Kan�t : g − f : K × L→ Rn, (g − f)(x, y) = g(y)− f(x), ile tan�mlanan
fonksiyonunun kritik de§erlerinin kümesini C ile gösterelim. Bu durumda,
herhangi bir w ∈ Rn noktas�n�n bu fonksiyonun bir kritik de§eri olmas� tam
olarak,

D(g − f)(p,q) : T(p,q)K × L→ TwRn ,

türev fonksiyonunun örten olmad�§�, fakat w = g(q)−f(p) ko³ulunu sa§layan
bir (p, q) ∈ K × L ikilisinin varl�§�na denktir. O halde, w ∈ Rn − C ise
w = g(q)− f(p) ko³ulunu sa§layan her (p, q) ∈ K × L ikilisi için

D(g − fw)(p,q) = (Dg)q − (Dfw)p = (Dg)q − (Df)p = D(g − f)(p,q)

türev fonksiyonu örtendir. Di§er bir deyi³le, w ∈ Rn − C ko³ulu fw t g
ko³uluna denktir.

E§er K t�k�z bir manifold ve g : L → Rn düzgün bir fonksiyon ise
g − f fonksiyonu da düzgün olur. Di§er taraftan, g − f fonksiyonunun
kritik noktalar kümesi kapal�d�r, çünkü her türevlenebilir fonksiyonun kritik
noktalar�n�n kümesi kapal� bir kümedir. O halde, bu kapal� kümenin g − f
düzgün fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü olan C kritik de§erler kümesi de
kapal�d�r. Son olarak, e§er ba³lang�çta f t g ise 0 ∈ Rn vektörü kapal� C ⊆
Rn alt kümesinin d�³�ndad�r. O halde, s�f�r vektörünün bir B(0, δ) kom³ulu§u
da C'nin d�³�nda kalacakt�r. 2
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Uyar� 5.1.4. Yukar�daki teoremin ikinci k�sm�ndaki sonucu biraz daha kuvvet-
lendirebiliriz. w : K → Rn a³a§�daki ko³ullar� sa§layan bir fonksiyon olsun:

1) C kümesi yine g − f fonksiyonunun kritik de§erler kümesi olmak üzere
w(K) ∩ C = ∅ olsun;

2) N(f(K)), f(K) görüntü kümesinin t�k�z bir kom³ulu§u olmak üzere, her
(p, q) ∈ K×(L∩N(f(K))) için, ‖Dw‖p < ‖D(g−f)‖(p,q) e³itsizli§i sa§lans�n.
(Asl�nda f t g oldu§unu kabul etti§imiz için s�f�r sabit fonksiyonuna yeterince
C1-yak�n her fonksiyon bu ko³ulu sa§lar.) Bu durumda, fw = f+w fonksiyonu
g fonksiyonuna yine çapraz olacakt�r.

Örnek 5.1.5. f : S1 → R3, g : S1 → R3 iki türevlenebilir fonksiyon ve K =
f(S1), L = g(S1) görüntü kümeleri olsun. O halde, yukar�daki önermeden
dolay� ölçümü s�f�r olan t�k�z bir C ⊆ R3 kümesi d�³�ndaki her, w ∈ R− C,
vektörü için K + w = {x+ w | x ∈ K} olmak üzere

(K + w) ∩ L = ∅

olur. C kümesinin ölçümü s�f�r oldu§undan w vektörü istenildi§i kadar küçük
seçilebilir. Ba³ka bir deyi³le, K ve L kümelerinden birini istedi§imiz kadar
küçük bir vektör boyunca öteleyerek bu iki kümenin kesi³memesini sa§layabili-
riz.

�ekil 5.1: K ve L dört ayr� noktada kesi³irken K + w ve L kesi³miyor.

Teorem 5.1.3 Rn yerine herhangi bir türevlenebilir manifold al�nd�§�nda
da do§rudur.

Sonuç 5.1.6. f : K → M ve g : L → M türevlenebilir manifoldlar�n
türevlenebilir fonksiyonlar� olsun. E§er g : L→M düzgün bir fonksiyon ise,
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f fonksiyonuna istedi§imiz kadar yak�n ve ayn� zamanda homotopik öyle bir
f̃ : K →M fonksiyonu vard�r ki f̃ t g olur.

Ayr�ca, e§er ba³lang�çta f t g ise, f fonksiyonuna yeterince yak�n her
f̃ fonksiyonu da f̃ t g ko³ulunu sa§lar.

Kan�t : M manifoldunu Rm'ye difeomor�k {φi : Vi → Rm} koordinat
kom³uluklar� ile örtelim. Daha sonra, K manifoldunu her bir eleman�n�n
kapan�³� t�k�z olan yerel sonlu ve say�labilir bir {Uk}, k ∈ N aç�k örtüsü ile
örtelim öyle ki, her bir f(Uk) bir Vi(k)'nin içinde kals�n. Yine her bir k
için a³a§�daki ko³ullar� sa§layan türevlenebilir ρk : M → [0, 1] fonksiyonlar�
seçelim:

1. Her k için, ρk(Uk) = {1} ve

2. f(supp(ρk)) kapan�³� t�k�z olan ve Vi(k) içinde kalan bir alt küme olsun.

�imdi k = 1 için,

f1 = fw1(p) =

{
φ−1
k(i)(φk(i)(f(p)) + ρ1(p)w1) , p ∈ supp(ρ1),

f(p) , p 6∈ supp(ρ1) ,

³eklinde tan�mlanan fonksiyon g ile U1 üzerinde dik kesi³ecek ³ekilde iste-
di§imiz kadar küçük bir w1 ∈ Rm vektörü seçelim. Yukar�daki uyar�dan
dolay� öyle bir δ > 0 say�s� vard�r ki, ‖f1 − h‖U1

< δ ko³ulunu sa§layan
her h : K → M fonksiyonu U1 üzerinde g'ye çapraz olur. O halde, f1

fonksiyonunu U2 üzerinde yeterince küçük bir vektör ile öteleyerek elde ede-
ce§imiz f2 fonksiyonu U1 ∪ U2 üzerinde g'ye dik hale gelecektir. U1 ∪ U2

t�k�z oldu§u için ayn� oyunu tekrar ederek tan�mlayaca§�m�z f3 fonksiyonu
U1 ∪ U2 ∪ U3 üzerinde g'ye çapraz olacakt�r. Tümevar�m yöntemi ile her n
için, U1 ∪ · · · ∪ Un üzerinde g'ye çapraz olan ve f 'ye istedi§imiz kadar
yak�n bir fn bulabiliriz. Elde etti§imiz (fn) fonksiyon dizisinin kurulu³un-
dan dolay�, her Un için öyle bir kn do§al say�s� vard�r ki, her k ≥ kn ve
p ∈ Un için, fn(p) = fk(p) olur. O halde,

f̃ = lim
k
fk

fonksiyonu arad�§�m�z fonksiyondur.
�kinci k�sm�n kan�t� benzer �kirlerle yap�labilece§inden okuyucuya al�³t�rma

olarak b�rak�lm�³t�r (bkz. Al�³t�rma 1). 2

Uyar� 5.1.2.2'nin bir genellemesi olan a³a§�daki teoremde g : L → M fonk-
siyonunu bir gömme fonksiyonu olarak alaca§�z. Ayr�ca bu durumda, f t g
yerine f t L yazaca§�z.

Teorem 5.1.7. f : K →M türevlenebilir bir fonksiyon ve L ⊆M kapal� bir
alt manifold olsun. E§er f t L ise f−1(L) ⊆ K ters görüntüsü dim(K) +
dim(L)− dim(M) boyutlu bir alt manifolddur.
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Ayr�ca K s�n�r� olan bir manifold ve f|∂K t L ise f−1(L) ⊆ K ters
görüntüsü s�n�r� olan bir manifold olur öyle ki,

∂f−1(L) = (∂K) ∩ f−1(L)

olur.

Kan�t : Ll ⊆ Mm kapal� bir alt manifold oldu§u için her q ∈ L noktas�
etraf�nda M için öyle bir (y1, · · · , yl, yl+1, · · · , ym) koordinat sistemi seçe-
biliriz ki, L alt manifoldu yl+1 = · · · = ym = 0 denklem sisteminin çözümü
olur. �imdi de U ⊆ Kk üzerinde bir (x1, · · · , xk) koordinat sistemi seçelim
öyle ki

(y1, · · · , ym) = (f1(x1, · · · , xk), · · · , fm(x1, · · · , xk)) = f(x1, · · · , xk)

olsun. O halde, bu koordinat sisteminde

f−1(L) = {x = (x1, · · · , xk) | fl+1(x) = · · · = fm(x) = 0}

ile verilir. Ayn� koordinat sisteminde tan�ml�

g : U → Rm−l, x 7→ g(x) = (fl+1(x), · · · , fm(x)),

fonksiyonunu dü³ünelim. f t L çapraz kesi³me ko³ulu 0 ∈ Rm−l noktas�n�n
g : U → Rm−l fonksiyonu için bir düzgün de§er olmas�na denktir. Son olarak,
f−1(L) manifoldu bu koordinat sisteminde tam olarak g−1(0) ters görüntü-
süne e³it oldu§undan f−1(L) ⊆ K boyutu k− (m− l) = k+ l−m olan bir
alt manifolddur. Böylece ilk k�sm�n kan�t� tamamlan�r.

Teoremin ilk k�sm�ndan dolay�, f−1(L)∩ (K − ∂K) ve f−1(L)∩ ∂K ara
kesitleri s�ras�yla (k+ l−m) ve (k+ l−m− 1)-boyutlu manifoldlard�r. Yine
de f−1(L) ∩ ∂K manifoldunun f−1(L)'nin s�n�r� oldu§unu göstermeliyiz.
Bunun için herhangi bir p ∈ ∂K ∩ f−1(L) s�n�r noktas� etraf�nda koordinat
sistemi seçelim:

Hk = {(x1, x2, · · · , xk) ∈ Rk | x1 ≤ 0} .

f|∂K t L oldu§undan fl+1(x), · · · , fm(x) fonksiyonlar�n�n x2, · · · , xk de§i³-
kenlerine göre k�smi türevlerinden olu³an matrisin rank� m− l'dir. Genellikten
bir ³ey kaybetmeden bu matrisin son (m−l)×(m−l)'lik alt matrisinin tersinin
var oldu§unu kabul edebiliriz. Bu durumda

(x1, · · · , xk) −→ (x1, · · · , xl+k−m, fl+1, · · · , fm)

fonksiyonu bir difeomor�zma olur ve dolay�s�yla da yeni bir koordinat sistemi
tan�mlar. Bu yeni koordinat sisteminde f−1(L) ' g−1(0) ters görüntüsü tam
olarak

{(x1, · · · , xl+k−m, 0 · · · , 0) ∈ Hk} ' Hl+k−m

oldu§undan kan�t tamamlan�r. 2
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Örnek 5.1.8. Bu örnekte Dn diskinden s�n�r�na sürekli bir küçültme fonk-
siyonunun var olmad�§�n� gösterece§iz. Tersine böyle bir küçültme fonksiyonun
varl�§�n� kabul edelim: r : Dn → ∂Dn = Sn−1. Bu fonksiyonun türevlenebilir
bir f : Dn → Sn−1 yakla³�m�n� alal�m. Küçültme fonksiyonu diskin s�n�-
r�nda birim fonksiyon oldu§undan türevlenebilirdir ve dolay�s�yla türevlenebilir
yakla³�m�n�n da s�n�rda birim fonksiyon oldu§unu kabul edebiliriz. Ayr�ca bu
türevlenebilir yakla³�m�n da bir küçültme fonksiyonu oldu§unu kabul edebiliriz.
�imdi bu türevlenebilir küçültme fonksiyonun bir düzgün p ∈ Sn−1 de§eri-
ni seçelim. Bu durumda C = f−1(p) s�n�r� olan t�k�z ve 1-boyutlu bir alt
manifolddur. Yukar�daki teoremi ve f 'nin s�n�rda birim fonksiyon olmas�n�
kullanarak, ∂C = f−1(p) ∩ Sn−1 = {p} elde ederiz. Fakat bir boyutlu t�k�z
bir manifoldun s�n�r� tek bir noktadan olu³amaz; dolay�s�yla bu bir çeli³kidir.
O halde, r : Dn → ∂Dn = Sn−1 gibi bir küçültme fonksiyonu yoktur.

5.2 Alt Manifoldlar�n Kesi³imi ve Poincaré Duali

Bu bölümde alt manifoldlar�n kesi³im teorisini kuraca§�z. Daha sonra bu teoriyi
kohomoloji ve Poincaré dualli§i ile ili³kilendirece§iz ve son olarak bu teorinin
bir uygulamas� olarak baz� manifoldlar�n kohomoloji cebirlerinin çarp�m yap�-
lar�n� alt manifoldlar�n kesi³imleri yard�m�yla inceleyece§iz.

Manifoldlar�n kesi³im teorisini bir önceki bölümde inceledi§imiz çapraz ke-
si³im ve Alt Ünite 2.3.5 yard�m�yla olu³turaca§�z. Alt Ünite 2.3.5'te inceledi§i-
miz vektör uzaylar�n�n kesi³im teorisini do§rudan te§et uzaylara uygulayarak
alt manifoldlar�n kesi³imlerinin yönünü belirleyece§iz: Ll,Kk ⊆ Mm yön-
lendirilmi³ bir manifoldun yönlendirilmi³ kapal� alt manifoldlar� olsun. E§er
f : L→M ve g : K →M içerme fonksiyonlar� çapraz kesi³iyorsa L∩K ara
kesiti M manifoldunun (k+ l−m)-boyutlu yönlendirilmi³ bir alt manifoldu
olur. E§er yönlendirmeleri dikkate almazsak L∩K sadece (k+ l−m)-boyutlu
bir alt manifold olur.

E§er bu iki alt manifold çapraz kesi³miyorsa ikisinden birini ha�fçe oyna-
tarak çapraz kesi³ir pozisyona getirebiliriz. Farkl� oynatmalardan elde edilecek
çapraz kesi³imlerin temel de§i³mezini a³a§�daki önermede aç�klayaca§�z.

Önerme 5.2.1. f : L → M ve g : K → M iki kapal� alt manifold olsun.
Ayr�ca fi : L → M , i = 0, 1, f içerme fonksiyonuna homotopik ve g'ye
çapraz olan iki fonksiyon olsun. Bu durumda (k+ l−m)-boyutlu f0(L)∩g(K)
ve f1(L)∩g(K) alt manifoldlar� (k+l−m+1) boyutlu bir W manifoldunun
s�n�r� olurlar. E§er L, K ve M yönlendirilmi³ manifoldlar ise W manifoldu
da yönlendirilmi³ olarak seçilebilir öyle ki,

∂W = (f1(L) ∩ g(K)) ∪ −(f0(L) ∩ g(K))

olur.

Kan�t : Kan�t önceki bölümün sonuçlar�ndan kolayca elde edilir. �kinci
k�sm�n kan�t� için, f0 ve f1 fonksiyonlar�n� birbirine ba§layan ve g'ye çapraz
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olan bir F : K × [0, 1] → M homotopi fonksiyonu seçelim. Bu durumda
W = F−1(g(K)) olacakt�r. Yönlendirmelerle ilgili ifadenin kan�t�n� okuyucuya
b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 2). 2

Kapal� K ve L alt manifoldlar�ndan birinin t�k�z ve k + l = m olmas�
durumunda ara kesiti say�sal bir de§i³mez ile ifade edebiliriz: Bir boyutlu,
t�k�z, ba§lant�l� s�n�rl� bir manifoldun s�n�r� iki noktadan olu³ur. E§er mani-
fold yönlendirilmi³ ise s�n�r noktalar� da ters i³aretli olarak yönlendirilir. Bu
durumda önceki önermeden ³u sonucu elde ederiz.

Sonuç 5.2.2. Bir önceki önermede oldu§u gibi L ve K kapal� alt manifold-
lar�n�n boyutlar�n�n toplam� k+l = m ve ikisinden biri t�k�z ise, f0(L)∩g(K)
ve f1(L) ∩ g(K) çapraz kesi³imleri sonlu say�da noktadan olu³ur. W ise bir
boyutlu t�k�z bir manifolddur. Ayr�ca e§er manifoldlar yönlendirilmi³ ise W
ve dolay�s�yla s�n�r� da yönlendirilmi³ olacakt�r. Int(fi(L), g(K)), i = 0, 1,
ile bu ara kesiti olu³turan noktalar�n i³aretli toplam�n� gösterirsek

Int(f0(L), g(K)) = Int(f1(L), g(K))

olur. Yönlendirmeleri dikkate almazsak (örne§in, manifoldlardan biri yönlen-
dirilemiyorsa)

Int(f0(L), g(K)) ≡ Int(f1(L), g(K)), (Mod 2)

(Z2 de§erli kesi³im say�s�) elde ederiz.

Yukar�daki sonuçla iyi tan�ml� oldu§unu gösterdi§imiz Int(fi(L), g(K))
say�s�na f(L) ve g(K) alt manifoldlar�n�n kesi³im say�s� denir ve k�saca
Int(K,L) ile gösterilir.

Uyar� 5.2.3. 1) E§er K, L veya M manifoldu yönlendirilemez ise baz�
özel durumlar d�³�nda sadece (Mod 2) kesi³im say�s�ndan bahsedebiliriz (bkz.
Uyar� 5.3.1.3 ve Örnek 5.3.2.3).
2) E§er K = L ise Int(K,K) say�s�na K alt manifoldunun kendisi ile
kesi³im say�s� denir.
3) Vektör uzaylar�n�n yönlendirmelerini hat�rlayarak

Int(K,L) = (−1)klInt(L,K)

elde ederiz (m = k + l oldu§unu kabul ediyoruz). Dolay�s�yla, e§er m = 2k
ve k tek say� ise Int(K,K) = 0 olur.

Örnek 5.2.4. 1) M = T 2 = S1 × S1, L = S1 × {p} ve K = {q} × S1

alt manifoldlar olmak üzere L t K = {(p, q)} tek noktada çapraz kesi³irler.
O halde, Int(L,K) = ±1 olur (yönlendirmelere ba§l� olarak i³aret de§i³ir).
Int(L,L) = 0 oldu§u da kolayca görülür (ayr�ca bkz. Al�³t�rma 3).
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2) M = CP 2 karma³�k projektif düzlemde bir L = CP 1 do§rusu alal�m.
L alt manifoldunun kendisi ile kesi³imini almak için bu do§ruyu biraz oyna-
tarak ba³ka bir do§ru elde edelim. �ki farkl� do§ru tek bir noktada dik kesi³e-
cektir. Tüm do§rular� karma³�k yönlendirmeleriyle dü³ünürsek kesi³imin i³a-
reti pozitif olacakt�r. Dolay�s�yla, Int(L,L) = 1 olacakt�r. Örnek 5.2.11.3'de
karma³�k homojen polinomlar�n s�f�rlar� olarak ifade edilen alt manifoldlar�n
kesi³im say�s�n� hesaplayaca§�z.
3) �imdi de gerçel projektif uzay� ele alal�m: M = RP 2 ve L = RP 1 olsun.
M yönlendirilemeyen bir manifold oldu§u için sadece Z2 de§erli kesi³imden
bahsedebiliriz. Bir önceki örne§e benzer ³ekilde Int(L,L) = 1 olur. (Bkz.
Ayr�ca Al�³t�rma 16)
4)M = S2 iki boyutlu kürenin üzerindeki herhangi iki t�k�z e§rinin kesi³imi her
zaman s�f�rd�r! Asl�nda bu H1

DR(S2) = 0 kohomolojisinin ve Teorem 5.2.6'n�n
bir sonucudur.

Tan�m 5.2.5. Ll ⊆ Mm yönlendirilmi³ bir manifoldun yönlendirilmi³ ve
kapal� bir alt manifoldu olsun. Bu durumda Stokes Teoremi'nden dolay�

φ : H l
c(M)→ R, [ω] 7→

∫
L
ω ,

bir homomor�zma verir (ω t�k�z destekli oldu§u için bu formun kapal� L alt
manifolduna k�s�tlan�³� da t�k�z desteklidir). O halde,

DM : Hm−l
DR (M) −→ (H l

c(M))∗, (DM ([ν])) ([ω]) =

∫
M

ω ∧ ν ,

Poincaré izomor�zmas�ndan dolay� bir ve yaln�z bir [νL] ∈ Hm−l
DR (M) s�n�f�

vard�r, öyle ki, her [ω] ∈ H l
c(M) için,∫

L
ω = φ([ω]) =

∫
M

ω ∧ νL

olur. Bu forma L ⊆M alt manifoldunun Poincaré duali denir.

Teorem 5.2.6. Mm yönlendirilmi³ bir manifold ve Ll yönlendirilmi³ kapal�
bir alt manifold olsun. Bu durumda [νL] ∈ Hm−l

DR (M) bu alt manifoldun
Poincaré duali olmak üzere, her yönlendirilmi³ t�k�z Km−l ⊆M alt manifoldu
için

Int(L,K) =

∫
K
νL

olur.

Kan�t : Kk ⊆ M yönlendirilmi³ t�k�z bir alt manifold olsun (k = m− l).
�imdi M manifoldu üzerine bir Riemann metri§i koyal�m ve K ⊆ M alt
manifoldunun normal demetine bu metri§i k�s�tlayal�m. Tüp Kom³uluk Teore-
mi'nden normal demetin s�f�r kesitinin bir K ⊆ V ⊆ N(K) aç�k kom³ulu§unun
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K ⊆ U ⊆ M alt manifoldunun bir aç�k kom³ulu§una difeomor�k oldu§unu
biliyoruz. K alt manifoldu t�k�z oldu§undan s�f�r kesitinin uygun bir ε > 0
kom³ulu§unun V içinde kalmas�n� sa§layabiliriz. Normal demeti a³a§�daki
gibi yazal�m:

N(K) =
⋃̇

α
(Uα × Rm−k)/(x, y) ∼ (x, gαβ(x)(y)), (x, y) ∈ Uα × Rm−k ,

öyle ki, her iki manifold da yönlendirilmi³ oldu§u için geçi³ fonksiyonlar� gαβ :
Uα ∩ Uβ → SO(m− k), ³eklinde olsun. Her α için, Uα × Rm−k üzerindeki
(x, y) = (x1, · · · , xk, y1, · · · , ym−k) koordinat sistemini kullanarak ωα = dy1∧
· · ·∧dym−k formunu olu³tural�m. Geçi³ fonksiyonlar� SO(m−k) de§erli oldu§u
için g∗αβ(ωβ) = ωα olacakt�r. Dolay�s�yla, bu formlar bize N(K) normal
demeti üzerinde bir ω (m − k)-formu tan�mlar. Bu formun kapal� oldu§u
kolayca görülür. �imdi a³a§�daki ko³ullar� sa§layan bir ρ : [0,∞) → [0, 1]
fonksiyonu seçelim:

1) Her t ∈ [0, ε/2] için ρ(t) = 1, ve

2) her t > ε için ρ(t) = 0, olsun.

O halde, ρ(‖y‖2) : N(K) → [0, 1] türevlenebilir bir fonksiyondur (‖y‖ ile
y = (y1, · · · , ym−k) vektörünün normal demetin üzerindeki iç çarp�ma göre
normunu gösteriyoruz). Ayr�ca bu fonksiyon sadece y de§i³kenine ba§l� ol-
du§undan ρ(‖y‖2) ω formu N(K) üzerinde kapal�d�r. Form V d�³�nda
tamamen s�f�r oldu§undan bu formun difeomor�zma alt�ndaki görüntüsü de,
U d�³�nda s�f�r tan�mlanarak, tüm M manifolduna geni³letilebilir. Formun
normal demetin bir {x0} × Rm−k li� üzerindeki integralinin de§eri

a =

∫
{x0}×Rm−k

ρ(‖y‖2) ω

olsun. �imdi µK =
1

a
ρ(‖y‖) ω ∈ Ωm−k(M) kapal� formunu ele alal�m ve

Int(K,L) =

∫
L
µK

oldu§unu gösterelim. K manifoldunun t�k�z olmas�ndan ve ρ fonksiyonunun
seçiminden dolay� bu form t�k�z desteklidir: µK ∈ Ωm−k

c (M).
i0 : L→M içerme fonksiyonunu küçük bir it : [0, 1]×L→M homotopisi

ile de§i³tirelim öyle ki, K t i1(L) olsun. Stokes Teoremi'nden dolay�∫
L
µK =

∫
i0(L)

µK =

∫
L
i∗0(µK) =

∫
L
i∗1(µK) =

∫
i1(L)

µK

olacakt�r. L ve i1(L) alt manifoldlar�n�n Poincaré duallerinin de ayn� olaca§�
aç�kt�r (bkz. Tan�m 5.2.5). Dolay�s�yla, K ve L alt manifoldlar�n�n çapraz
kesi³tiklerini kabul edebiliriz. Di§er taraftan, L kapal� ve K t�k�z oldu§undan

L t K = {x1, · · · , xs}
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kümesi sonlu olacakt�r. �ntegralini ald�§�m�z µK formu K alt manifoldunun
U kom³ulu§u d�³�nda s�f�r de§eri alaca§� için integrali difeomor�zma yard�-
m�yla normal demetin s�f�r kesitinin V kom³ulu§una ta³�yabiliriz. Her bir
kesi³im noktas� bir çapraz kesi³im oldu§undan ε > 0 say�s�n� yeterince küçük
seçerek L∩V manifoldunun her bir Vj topolojik bile³enini, {xj}×Rm−k∩V
lif parças�nda tan�ml� türevlenebilir bir fonksiyonun gra�§i olarak görebiliriz.
Ayr�ca,

Vj → {xj} × Rm−k ∩ V
difeomor�zmas�n�n yönlendirmeyi korumas� için gerek ve yeter ko³ul xj ke-
si³im noktas�n�n sgn(xj) i³aretinin pozitif olmas�d�r. O halde, yine Stokes

�ekil 5.2: L ve K manifoldlar�n�n xj−1, xj ve xj+1 noktalar�ndaki kesi³im
i³areti s�ras�yla −,+,−'dir.

Teoremi'nden∫
L
µK =

∫
L∩U

µK =
∑
j

sgn(xj)

∫
{xj}×Rm−k∩V

µK

elde ederiz. Son olarak ∫
{xj}×Rm−k∩V

µK = 1

oldu§undan ∫
L
µK =

∑
j

sgn(xj) = Int(K,L)

sonucuna var�r�z. Bu e³itli§i L alt manifoldunun νL Poincaré dual formu
yard�m�yla

Int(K,L) =

∫
L
µK =

∫
M
µK ∧ νL =

∫
V
µK ∧ νL

olarak yazal�m. Son olarak, V kom³ulu§u yerel olarak W × Rl ³eklinde
yaz�labildi§i (W ⊆ K aç�k bir küme olmak üzere) ve yine her x ∈W için∫

{x}×Rm−k∩V
µK = 1
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oldu§undan ∫
V
µK ∧ νL = (−1)kl

∫
K
νL

elde ederiz. Böylece kan�t tamamlan�r:

Int(L,K) = (−1)kl Int(K,L) =

∫
K
νL .

2

Uyar� 5.2.7. Yukar�daki teoremde olu³turdu§umuz [µL] s�n�f�n�n da her [ω] ∈
H l
c(M) için,

φ([ω]) =

∫
L
ω =

∫
M

ω ∧ µL

e³itli§ini sa§lad�§�n� görmek zor de§ildir. Dolay�s�yla, [µL] = [νL] olmal�d�r.
Buna ra§men Teorem 5.2.6'da verilen

Int(L,K) =

∫
K
νL

özelli§inin [νL] s�n�f�n� tamamen belirledi§ini göstermi³ de§iliz. Kolayca görü-
lece§i üzere bunun için ³u ifadeyi kan�tlamak yeterli olurdu: Kapal� bir ω ∈
Ωk(M) fomunun tam olmas� için gerek ve yeter ko³ul her t�k�z Kk ⊆M yön-
lendirilmi³ alt manifoldu için

∫
K ω = 0 integralinin s�f�r olmas�d�r. Fakat bu

iddia do§ru de§ildir. Di§er taraftan her f : Kk →M türevlenebilir fonksiyonu
için

∫
K f
∗(ω) = 0 ise ω formu tamd�r (burada Kk sadece yönlendirilmi³

t�k�z bir manifolddur; M içinde bir alt manifold olmas� gerekmiyor). En son
yazd�§�m�z iddia tekil homolojinin bir konusudur ve Steenrod Temsil Teoremi
(Representability Theorem) olarak bilinir (bkz. Corollary 15.3, s.49, [8]).

Bundan sonra L ⊆M alt manifoldunun Poincaré dualini [µL] ile göste-
rece§iz.

Uyar� 5.2.8. F : K × [0, 1] → M sürekli fonksiyonu F0 : K → M ile
F1 : K → M türevlenebilir gömme fonksiyonlar� aras�nda bir homotopi ol-
sun. Bir önceki bölümün sonuçlar�n� kullanarak, homotopinin uç fonksiyon-
lar�n� de§i³tirmeden, homotopiyi türevlenebilir hale getirebiliriz. O halde, ho-
motopinin uç fonksiyonlar�n�n verdi§i F0(K) ve F1(K) alt manifoldlar� için
µF0(K) = µF1(K) olur.

Örnek 5.2.9. 1) M = Rn veya Sn ise, her 1 ≤ k < n için Hk
DR(M) = 0

oldu§undan, boyutlar�n�n toplam� n olan pozitif boyutlu biri t�k�z di§eri kapal�
herhangi yönlendirilmi³ iki alt manifoldun kesi³im say�s� her zaman s�f�rd�r.

2) M t�k�z ve yönlendirilmi³ bir manifold ve p ∈M olmak üzere K = {p}
tek noktadan olu³an bir alt manifold ise µK ∈ Hn

DR(M) formu için
∫
M µK =

1 olur, çünkü K ile L = M alt manifoldlar� sadece p noktas�nda kesi³irler.
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A³a§�daki teoremin kan�t�n�, yukar�daki sonuçlar�n kan�tlar�na benzer ol-
du§undan, okuyucuya b�rak�yoruz.

Teorem 5.2.10. Kk, Ll ⊆Mm çapraz kesi³en iki kapal� alt manifold ve µK ∈
Ωm−k(M) ile µL ∈ Ωm−l(M) bu alt manifoldlar�n Poincaré dualleri olsun. Bu
durumda µK∧µL ∈ Ω2m−k−l(M) formu da K∩L alt manifoldunun Poincaré
duali olur. Di§er taraftan, i : K → M içerme fonksiyonu ise i∗(µL) ∈
Hm−l
DR (K) kohomoloji s�n�f� K ∩ L ⊆ K alt manifoldunun Poincaré duali

olur.

Bu sonuçlar� kullanarak baz� manifoldlar�n kohomoloji halkalar�n� hesaplaya-
biliriz.

Örnek 5.2.11. 1) Σg ile a³a§�daki resimde verilen g-cinsli (�ng. genus g
olan) yönlendirilebilen yüzeyi gösterelim. Yüzey ba§lant�l� oldu§undan b0(Σg) =
1 ve yönlendirilebilir oldu§undan b2(Σg) = 1 olur. Yüzey d�³ normal vektör ile
yönlendirilmi³ olsun. Bu durumda, yüzeyin oklarla yönlendirilmi³ bir boyutlu
αi ve βi, i = 1, · · · , g, alt manifoldlar�n�n Poincaré dualleri ai = D(αi), ve
bi = D(βi), olmak üzere aiaj = bibj = 0 olur, çünkü bu s�n��ara kar³�l�k gelen
alt manifoldlar hiç kesi³miyorlar. Benzer ³ekilde, [ν] ∈ H2

DR(Σg) ' R mani-
fold üzerindeki integrali bire e³it olan bir üreteç ise, her i, j = 1, · · · , g için,
aibj = δijν elde ederiz. O halde, [ai] ve [bi] kohomoloji s�n��ar� do§rusal
ba§�ms�zd�rlar. Ba³ka bir deyi³le, b1(Σg) ≥ 2g olur. Asl�nda, b1(Σg) = 2g'dir.
Bunu tümevar�m ile hesaplayabiliriz: g = 1 için b1(Σ1) = b1(T 2) = 2 ol-
du§unu biliyoruz. Tümevar�m ad�m� için Σg+1 yüzeyini Σg ve Σ1 = T 2

yüzeylerinin ba§lant�l� toplam� olarak yazal�m. Mayer-Vietoris dizisi yard�m�yla
kan�t� bitirebiliriz (bkz. Al�³t�rma 4). Bu durumda yüzeyin kohomoloji cebiri

H∗DR(Σg) = R[xi, yi; i = 1, · · · , g]/(xixj , yiyj , xiyj − δij)

de§i³meli bölüm cebirine izomor�ktir.

�ekil 5.3: Üç boyutlu Öklit uzay� içinde d�³ normal vektör ile yönlendirilmi³ cinsi g
olan yüzey. Int(αi, βj) = δij, i, j = 1, · · · , g.

2) H = {z0 = 0} ile CPn karma³�k projektif uzay�n�n 2n−2 boyutlu alt
manifoldunu gösterelim. H = CPn−1 oldu§u kolayca görülür. a ∈ H2

DR(CPn)
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bu H alt manifoldun Poincaré dualini göstersin. H alt manifoldunun kendisi
ile çapraz kesi³imi H t H = CPn−2 olur. Benzer ³ekilde bu alt manifoldun
kendisi ile k-defa çapraz kesi³imi de

H t · · · t H = CPn−k

olacakt�r. CP 0 = {pt} tek noktadan olu³an bir alt manifold olaca§�ndan∫
CPn

an = 1

elde edilir. O halde, [a]k ∈ H2k
DR(CPn) ' R kohomoloji grubunun bir üreteci-

dir. Ba³ka bir deyi³le, kohomoloji cebiri

H∗DR(CPn) = R[a]/(an+1)

polinom cebirine izomor�ktir.
3) f(z0, z1, z2) ∈ C[z0, z1, z2] derecesi d ≥ 1 olan homojen bir polinom

olsun. E§er 0 ∈ C bu polinomun bir düzgün de§eri ise f−1(0) ters görüntüsü
C3 içinde karma³�k iki boyutlu ve t�k�z olmayan bir alt manifold olacakt�r.
Di§er taraftan, bu manifoldun projektivizasyonu

C = {[z0 : z1 : z2] ∈ CP 2 | f(z0, z1, z2) = 0}

karma³�k projektif düzlem içinde bir boyutlu bir alt manifold olur (bkz. Al�³-
t�rma 5). Bu durumda C'ye tekil noktas� olmayan derecesi d olan karma³�k
projektif e§ri denir. Alt�nc� Ünite'de bu karma³�k e§rinin cinsi

g =
(d− 1)(d− 2)

2

olan yönlendirilebilir yüzey oldu§unu görece§iz. Manifold karma³�k oldu§undan
do§al bir yönlendirmesi vard�r. Bu karma³�k e§rinin rastgele bir karma³�k pro-
jektif do§ru, diyelim ki H olsun, ile kesi³imi d noktadan olu³acakt�r (çünkü
derecesi d olan karma³�k bir polinomun genelde tam olarak d tane kö-
kü vard�r). Bu durumda, karma³�k kesi³imler her zaman pozitif oldu§undan
C t H = d olur. O halde, Teorem 5.2.6'i kullanarak, H alt manifoldunun
Poincaré duali a ∈ H∗DR(CP 2) olmak üzere, C alt manifoldunun Poin-
caré dualinin da ∈ H∗DR(CP 2) oldu§unu görürüz. Bu ise dereceleri d1 ve
d2 olan iki e§rinin kesi³iminin d1d2 olmas�n� gerektirir (Teorem 5.2.6). Son
yazd�§�m�z sonuç cebirsel geometride Bézout Teoremi olarak an�l�r. Burada sa-
dece tekil noktas� olmayan e§riler için ifade etti§imiz bu teorem çok daha genel
durumlarda da geçerlidir. Bunun için [13, 15, 18] numaral� referanslara baka-
bilirsiniz.
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5.3 Vektör Demetleri ve Poincaré-Hopf Teoremi

5.3.1 Vektör Demetlerinin Euler Karakteristi§i

M manifoldu üzerinde rank� k-olan yönlendirilmi³ bir Em+k → Mm vektör
demetinin s�f�r kesitini L ' M ile gösterelim. S�f�r kesitinin kendisi (asl�nda,
ha�f oynat�lm�³ hali olan L̃) ile çapraz kesi³imi

K = L t L̃ ⊆ L = M ⊆ E

olsun. Boyutu 2m− (m+ k) = m− k olan K manifoldunu L = M 'nin bir
alt manifoldu olarak görürsek bu alt manifoldun [µK ] ∈ Hk

DR(M) Poincaré
dualine vektör demetinin Euler karakteristik s�n�f� denir ve e(E) ile gösterilir.
Asl�nda, s : M → E vektör demetinin türevlenebilir bir kesiti ise bu kesitin
s(M) görüntüsü ile s�f�r kesitinin çapraz kesi³imini K alt manifoldu olarak
alabiliriz (Sonuç 5.1.6'dan dolay� s kesiti ha�fçe oynat�larak bu her zaman
yap�labilir). Bu tan�mdan yönlendirilmi³ izomor�k vektör demetlerinin Euler
s�n��ar�n�n ayn� olaca§� aç�kt�r.

Uyar� 5.3.1. 1) E§er M t�k�z, yönlendirilebilir bir manifold ve E → M
rank� k = m olan bir vektör demeti ise e(E) ∈ Hm

DR(M) ' R Euler
karakteristik s�n�f�n� bu s�n�f�n manifold üzerindeki integrali ile e³leyebiliriz:

e(E)↔
∫
M

e(E) .

Bu integralin de§eri olan say� vektör demetinin s�f�r kesitinin kendisi ile çapraz
kesi³imi olaca§�ndan bir tam say� olmal�d�r. Euler s�n�f� ve Euler say�s� için
genelde ayn� gösterimi kullanaca§�z. Bu tam say� vektör demetinin Euler say�s�
olarak adland�r�l�r. M manifoldunun te§et demetinin Euler say�s�na k�saca
manifoldun Euler say�s� da denir. E§er k = m bir tek say� ise Euler say�s�
kesitin kendisi ile çapraz kesi³imi oldu§undan bu say� s�f�r olmal�d�r.

2) Bir vektör demetinin hiç s�f�r� olmayan bir kesiti varsa Euler s�n�f� s�f�rd�r.
O halde, paralellenebilir her manifoldun te§et demetinin Euler s�n�f� (say�s�)
s�f�rd�r.

3) Ll ⊆ M2l yönlendirilmi³ bir manifoldun yönlendirilemeyen bir t�k�z alt
manifoldu olsun. Bu alt manifoldun ba³ka bir alt manifold ile kesi³im say�s�
tan�ml� olmasa da kendisi ile kesi³im say�s� iyi tan�ml�d�r. Bunu görmek için
bu alt manifoldu, her ad�m� bir gömme fonksiyonu olan bir Ft : L → M ,
t ∈ [0, ε], homotopisi ile çok az hareket ettirerek elde edilen Fε(L) = L̃ ma-
nifoldu ile sonlu say�da noktada çapraz kesi³tirelim. F0(p) = Fε(q) ∈ M bir
kesi³im noktas� olsun. Homotopi manifoldu çok az hareket ettirdi§i için p ∈ L
ve q ∈ L noktalar�n�n ayn� koordinat sisteminde kald�§�n� kabul edebiliriz.
Bu durumda bu koordinat sistemi üzerine konulan her yönlendirme bu iki nok-
tadaki TpL ve TqL̃ te§et uzaylar�n� yönlendirecektir. Koordinat kom³ulu§u
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üzerine konan yönlendirmeyi de§i³tirince her iki te§et uzay�n�n yönlendirmesi
ayn� anda de§i³ece§i için

TpL⊕ TqL̃

toplam vektör uzay� üzerindeki yönlendirme de§i³meyecektir. Ba³ka bir deyi³le

TpL⊕ TqL̃

toplam vektör uzay� koordinat sisteminin yönlendirmesinden ba§�ms�z olarak
bir yönlendirmeye sahiptir. Bu yönlendirmeyi TF0(p)M te§et uzay�n�n yönlen-
dirmesi ile kar³�la³t�rarak kesi³im noktas�n�n i³aretini belirleriz. Bu i³aretlerin
toplam� kesi³im say�s�n� verecektir. (Bkz. Örnek 5.3.2.3.)

Örnek 5.3.2. 1) M = T 2 = S1×S1 ve E = T∗T
2 → T 2 te§et demeti olsun.

X(θ1, θ2) = d
dθ1

vektör alan� s�f�r olmayan bir s : T 2 → T∗T
2 kesiti verecektir.

O halde, bu vektör demetinin Euler s�n�f� (ve dolay�s�yla Euler say�s�) s�f�rd�r.
Asl�nda her Tn-torusu paralellenebilir oldu§undan te§et demetlerinin Euler
s�n��ar� s�f�rd�r.

2) Örnek 2.1.10.2'de ele ald�§�m�z karma³�k projektif do§runun, CP 1 = S2,
(karma³�k) te§et demetinin Euler say�s�n� hesaplayal�m. Daha önce, te§et de-
metinin

T∗CP 1 = T∗C ∪̇ T∗C /(x, v) ∼ (1/x,−v/x2),

oldu§unu ve s1(x) = −s2(x) = 1+x2

2 ifadesi ile verilen s : CP 1 → T∗CP 1

vektör alan�n�n i ve −i olmak üzere iki tane s�f�r� oldu§unu görmü³tük. Bu
fonksiyonlar�n s�f�rlar�n�n oldu§u noktalardaki türevleri s�f�rdan farkl� oldu§u
için te§et demetinin s�f�r kesiti bu kesit ile dik kesi³ir. Ayr�ca, bu demetin s�f�r
kesiti ile yine ayn� demetin yukar�daki fonksiyonlar ile verilen kesiti T∗CP 1

karma³�k manifoldunun karma³�k alt manifoldlar� oldu§undan, her iki kesi³im
noktas�n�n i³areti de pozitiftir. O halde, S2 = CP 1 iki boyutlu küresinin te§et
demetinin Euler say�s� ikidir. Benzer ³ekilde, Örnek 3.3.5'de tan�mlad�§�m�z

O(k) = C× C ∪̇ C× C /(x, v) ∼ (1/x, v/xk),

(x, v) ∈ C− {0} ×C, karma³�k do§ru demetinin, k ≥ 0 olmak üzere her ho-
mojen polinom kesitinin k-tane karma³�k kökü vard�r ve dolay�s�yla bu demetin
Euler say�s� k'dir.

3) Uyar� 5.3.1.3'te tan�mlad�§�m�z yönlendirilemeyen manifoldlar�n kendisi ile
kesi³im say�s�na bir örnek verelim. Her M manifoldunun T∗M te§et demeti-
nin do§al bir yönlendirmesi vard�r (manifold yönlendirilemez olsa bile): Bunu
görmek için manifold üzerinde bir (x1, · · · , xn) koordinat sistemi alal�m ve
T∗M te§et demeti üzerinde, yi = ∂

∂xi
olmak üzere (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)

fonksiyonlar�n�n verdi§i koordinat sistemini dü³ünelim. Manifold üzerindeki
(x1, · · · , xn) koordinat sistemini de§i³tirsek dahi (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) ko-
ordinat sisteminin verdi§i yönlendirme de§i³mez (bkz. Al�³t�rma 11).
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�imdi RP 2 gerçel projektif uzay�n� S2 küresinin ters kutupsal simetriye
bölümü olarak görelim. Bu durumda bir önceki örnekte verdi§imiz te§et demeti
kesiti gerçel projektif uzay�n te§et demetinin bir kesitini verir. Küre üzerindeki
vektör alan�n�n iki s�f�r� projektif uzayda tek bir s�f�r noktas�na indirgenir. Son
olarak, bölüm fonksiyonu yerel bir difeomor�zma oldu§undan kesi³imin i³areti
korunur. Ba³ka bir deyi³le, gerçel projektif düzlemin Euler say�s� e(RP 2) =
1'dir.

Dolay�s�yla, bu örnek bize yönlendirilemeyen manifoldlar�n Euler s�n��ar�
olmasa da Euler say�lar�n�n iyi tan�ml� oldu§unu göstermektedir.

4) �imdi de RP 2 ⊆ CP 2 alt manifoldunun kendisi ile kesi³im say�s�n� bu-
lal�m. Karma³�k projektif düzlemi karma³�k yap�s�ndan elde etti§imiz yönlen-
dirme ile dü³ünece§iz. (z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2) yerel koordinat sisteminde
bulunan herhangi bir p ∈ RP 2 noktas�nda karma³�k düzlemin te§et uzay�n�
karma³�k yönlendirmesiyle dü³ünelim:

TpCP 2 =

〈
∂

∂x1
,
∂

∂y1
,
∂

∂x2
,
∂

∂y2

〉
.

Bu durumda bir alt uzay olarak

TpRP 2 =

〈
∂

∂x1
,
∂

∂x2

〉
olacakt�r. Karma³�k projektif düzlemin her bir te§et uzay� asl�nda bir karma³�k
vektör uzay� oldu§undan gerçel projektif düzlemin te§et vektörlerini karma³�k
i-say�s�yla çarparak normal demetin vektörlerini elde ederiz. Asl�nda bu bize
te§et demetinden normal demete bir izomor�zma verir:

T∗RP 2 → νRP 2 ,

(
p, v = a

∂

∂x1
+ b

∂

∂x2

)
7→
(
p, iv = a

∂

∂y1
+ b

∂

∂y2

)
.

Bu vektör demetler izomor�zmas�n� Tüp Kom³uluk Teoremi ile birle³tirerek
gerçel projektif uzay�n te§et demetinden RP 2 ⊆ CP 2 alt manifoldunun bir
kom³ulu§una difeomor�zma elde ederiz. Yönlendirmeleri kar³�la³t�rarak bunun
yönü de§i³tirdi§ini görürüz. O halde, RP 2 ⊆ CP 2 alt manifoldunun kendisi
ile kesi³im say�s� −1'dir. (Al�³t�rma 12 yönlendirilemeyen yüzeylerin kendileri
ile negatif say�da kesi³ti§i örnekler verecektir).

5) Bir önceki örnekteki hesab� bir de alt manifoldu hareket ettirip kendisiyle
do§rudan kesi³tirerek yapal�m.

φt : CP 2 → CP 2, [z0 : z1 : z2] 7→ [z0 : eitz1 : e2itz2]

difeomor�zma ailesi (bu bir vektör alan� ak�³�d�r)

RP 2 = {[z0 : z1 : z2] ∈ CP 2 | Im(zi) = yi = 0, i = 0, 1, 2}
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gerçel projektif uzay�

RP 2
t = {[x0 : eitx1 : e2itx2] ∈ CP 2 | xi ∈ R, i = 0, 1, 2}

alt manifolduna gönderir. Bu iki manifold

[1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1]

noktalar�nda çapraz kesi³irler. �imdi çok küçük ve pozitif t-de§erleri için, bu
üç noktadaki kesi³im say�lar�n� ayr� ayr� hesaplayal�m:
[1:0:0]: U0 = {z0 6= 0} koordinat kom³ulu§unda parametrizasyonlar�

(x1/x0, x2/x0) ve (eitx1/x0, e
2itx2/x0)

ile verilen bu iki alt manifold, üzerindeki koordinatlar (z1/z0, z2/z0) olan
karma³�k düzlemde kesi³irler. �ki manifoldun bu noktadaki te§et uzaylar�n� yan
yana koyarsak

(x1/x0, x2/x0, e
itx1/x0, e

2itx2/x0)

koordinatlar�na kar³�l�k gelen vektörleri buluruz. Oysa, ayn� noktadaki karma³�k
yönlendirme

(x1/x0, e
itx1/x0, x2/x0, e

2itx2/x0)

ile uyumludur. Bu iki yönlendirme ters oldu§undan bu noktadaki kesi³imin i³a-
reti −1'dir.
[0:1:0]: U1 = {z1 6= 0} koordinat kom³ulu§unda ise bu iki alt manifold

(x0/x1, x2/x1) ve (e−itx0/x1, e
itx2/x1)

ile parametrelendirilirler. �ki manifoldun bu noktadaki te§et uzaylar�n� yan yana
koyarsak

(x0/x1, x2/x1, e
−itx0/x1, e

itx2/x1)

koordinatlar�na kar³�l�k gelen vektörleri buluruz. Di§er taraftan, ayn� noktadaki
karma³�k yönlendirme

(x0/x1,−e−itx0/x1, x2/x1, e
itx2/x1)

ile uyumludur. Bu iki yönlendirme ayn� oldu§undan bu noktadaki kesi³im 1'dir.
[0:0:1]: Benzer ³ekilde U2 = {z2 6= 0} koordinat kom³ulu§unda bu iki alt
manifold

(x0/x2, x1/x2) ve (e−2itx0/x2, e
itx1/x2)

ile parametrilendirilir ve üzerindeki koordinatlar (z0/z2, z1/z2) olan karma³�k
düzlemde kesi³irler. �ki manifoldun bu noktadaki te§et uzaylar�n� yan yana
koyarsak

(x0/x2, x1/x2, e
−itx0/x2, e

itx1/x2)
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koordinatlar�na kar³�l�k gelen vektörleri buluruz. Bu noktadaki karma³�k yön-
lendirme

(x0/x2,−e−2itx0/x2, x1/x2,−e−itx1/x2)

ile uyumludur. Bu iki yönlendirme yine ters oldu§undan bu noktadaki kesi³im
−1'dir.

O halde, kesi³im say�s� −1 + 1− 1 = −1'dir.

Pozitif yerine negatif (küçük) t-de§eri için kesi³imleri hesaplarsak bu üç
noktan�n i³aretleri s�ras�yla 1, −1 ve −1 olurdu, dolay�s�yla toplam yine
−1 olarak kal�rd�.

Yukar�daki örneklerin hepsinde te§et demetlerin Euler say�lar�n�n, mani-
foldlar�n Euler karakteristiklerine (Bkz Tan�m 4.4.8) e³it oldu§unu gördük.
Poincaré-Hopf Teoremi olarak bilinen Teorem 5.3.9 bunun bir tesadüf olma-
d�§�n� gösterecektir. Bu teoremin kan�t�n� Bott ve Tu'nun Di�erential Forms in
Algebraic Topology ([5]) adl� kitab�ndaki kan�t� model alarak yapaca§�z. Morse
teoresini (bkz. [28, 39]) kullanan bir kan�t için Madsen ve Tornehave'nin From
Calculus to Cohomology ([24]) adl� kitab�na bakabilirsiniz. Bu teorem ayr�ca,
türevlenebilir manifoldlar�n üçgenlenebilir olmas�ndan faydalan�larak da kan�t-
lanabilir. Fakat bizim alt yap�m�z bu iki yöntem için de uygun de§ildir. Bir
sonraki bölümde Poincaré-Hopf Teoremi'ni kan�tlamak için ihtiyaç duyaca§�-
m�z bir tak�m sonuçlar� görece§iz.

5.3.2 Gysin Tam Dizisi

Bu bölümde önceki bölümlerin bir uygulamas� olarak verilen yönlendirilmi³ bir
π : Em+r →Mm vektör demetinin taban�n�n, li�nin ve tüm uzay�n�n kohomo-
lojilerinden olu³an ve Gysin tam dizisi olarak bilinen tam diziyi kuraca§�z. Bu
diziyi kurmak için, ilk önce t�k�z destekli kohomoloji bölümünde kan�tlad�§�m�z

Hk+1
c (M × R) = Hk

c (M)

izomor�zmas�n� hat�rlayal�m (bkz. Teorem 4.3.14). Bu izomor�zma, t�k�z des-
tekli ve gerçel eksen üzerindeki integrali bire e³it olan türevlenebilir ρ : R→ R
bir fonksiyon yard�m�yla ,

1. Ψ : Ωk
c (M)→ Ωk+1

c (M × R), Ψ(f(x) dxK) = ρ(t)f(x) dt ∧ dxK , ve

2. Φ : Ωk+1
c (M × R)→ Ωk

c (M),

Φ(f(x, t) dt ∧ dxK) =

(∫
R
f(x, t) dt

)
dxK ve Φ(f(x, t) dxK) = 0,
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homomor�zmalar� taraf�ndan verilir. R üzerindeki t�k�z destekli ρ(t) dt 1-
formunu Rr üzerindeki t�k�z destekli ρ(t21 + · · ·+ t2r) dt1 ∧ · · · ∧ dtr r-formu
ile de§i³tirerek

Hk+r
c (M × Rr) = Hk

c (M)

izomor�zmas�n� elde ederiz.
Asl�nda bu kan�t bize daha genel olarak, vektör demetinin dikey t�k�z des-

tekli kohomolojisi ile demetin taban�n�n De Rham kohomolojisi aras�nda da
bir izomor�zma verir:

Hk+r
vc (M × Rr) = Hk

DR(M).

(Dikey t�k�z destekli kohomoloji grubu, deste§inin her bir lif ile kesi³imi t�k�z
olan ω ∈ Ω(E) formlar�n�n olu³turduklar� alt uzay olarak tan�mlan�r.)

�imdi M manifoldunu bu demetin s�f�r kesiti ve dolay�s�yla bir alt ma-
nifoldu olarak görelim ve [µM ] ∈ Hr

DR(E) ile bu alt manifoldun Poincaré
dualini gösterelim (bkz. Teorem 5.2.6). µM ∈ Ωr(E) formu kurulu³u itibar�yla
lif yönünde t�k�z desteklidir ve demetin her bir li� boyunca integrali bire e³ittir.
Ba³ka bir deyi³le µM formuyla d�³ çarp�m almak bize Thom �zomor�zmas�
olarak bilinen

Hk
DR(M)

π∗−→ Hk
DR(E)

∧µM−−−→ Hk+r
vc (E)

izomor�zmas�n� verir. Yukar�daki tan�mdan dolay� bu izomor�zman�n tersi de
li�er boyunca integral alma homomor�zmas�na kar³�l�k gelecektir:

Hk+r
vc (E)

∫
Rr−−→ Hk

DR(M) .

Daha detayl� bir kan�t ³u ³ekilde verilebilir. �lk önce bu homomor�zmalar�n
demetin her

φα : π−1(Uα)→ Uα × Rr

çarp�m�nda bir izomor�zma verdi§ini görürüz. Daha sonra M = ∪α Uα ve
E = ∪α Ũα = ∪α (Uα × Rr) birle³imine ayn� anda Mayer-Vietoris dizisini
uygular�z:

· · · → Hk
DR(U ∩ V )→ Hk

DR(U)⊕Hk
DR(V )→ Hk

DR(U ∪ V )→ · · ·

↓ ∧µU∩V ↓ ∧µU⊕∧µV ↓ ∧µU∪V
· · · → Hk+r

vc (Ũ ∩ Ṽ )→ Hk+r
vc (Ũ)⊕Hk+r

vc (Ṽ )→ Hk+r
vc (Ũ ∪ Ṽ )→ · · · .

Buradan, tümevar�m metodu ile her sonlu adet Uα'n�n birle³imi için sonuç
kan�tlanm�³ olur. Di§er taraftan, her t�k�z destekli türevlenebilir form böyle
bir sonlu birle³imin içinde desteklenece§inden sonuç M manifoldu için de
kan�tlanm�³ olur.

�imdi de bu izomor�zmay� kullanarak vektör demetleri için Gysin Tam
Dizisi'ni kural�m. Vektör demeti üzerine bir metrik koyal�m ve π : P → M
ile bu demetin birim küre demetini gösterelim:

P = {(p, v) ∈ E | ‖v‖p = 1} .
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E0 = E − M aç�k alt kümesi ise (M 'yi E demetinin s�f�r kesiti olarak
al�yoruz) E0 = P × R oldu§undan dü³ey homomor�zmalar� izomor�zmalar
olan a³a§�daki diyagram de§i³melidir:

Hk+r
vc (E0) −→ Hk+r

vc (E)∫
R
↓ ' ' ↓

∫
Rr

Hk+r−1
DR (P )

∫
Sr−1−−−−→ Hk

DR(M)

�imdi Gysin Tam Dizisi'ni verebiliriz:

Teorem 5.3.3. π : E →M türevlenebilir bir M manifoldu üzerinde yönlen-
dirilmi³ rank� r-olan bir gerçel vektör demeti olsun. π : P → M bu demetin
birim küre demeti olmak üzere a³a§�daki dizi tamd�r:

· · · π
∗
−→ H i−1

DR (P )

∫
Sr−1−−−−→ H i−r

DR (M)
∧e(E)−−−−→ H i

DR(M)
π∗−→ H i

DR(P )

∫
Sr−1−−−−→ · · · .

Burada H i−1
DR (P )

∫
Sr−1−−−−→ H i−r

DR (M) ile li�er üzerinde integral alma i³lemine

kar³�l�k gelirken, H i−r
DR (M)

∧e(E)−−−−→ H i
DR(M) vektör demetinin Euler s�n�f� ile

d�³ çarp�m homomor�zmas�d�r.

Kan�t : Dördüncü Ünite'de görmü³ oldu§umuz t�k�z destekli kohomoloji
dizisinin kurulu³undaki �kirlerin benzerlerini kullanarak (bkz. s.228) (E0, E)
ikilisinin dikey t�k�z destekli kohomoloji dizisini yazal�m (ayr�ca bkz. Al�³t�r-
ma 6):

· · · → H i
vc(E0)→ H i

vc(E)→ H i
DR(M)→ H i+1

vc (E0)→ · · · .

�imdi yukar�daki de§i³meli diyagram� kullanarak H i
vc(E0) ' H i−1

DR (P ) ve
H i
vc(E) ' H i−r

DR (M) yazarsak dizimiz

· · · π
∗
−→ H i−1

DR (P )

∫
Sr−1−−−−→ H i−r

DR (M)
∧µM−−−→ H i

vc(E)→

H i
DR(M)

π∗−→ H i
DR(P )

∫
Sr−1−−−−→ · · ·

haline dönü³ür. Son olarak, µM kohomoloji s�n�f�

H i
vc(E)→ H i

DR(M)

homomor�zmas� alt�nda E → M demetinin Euler s�n�f�na gitti§i için (Teo-
rem 4.3.18 ve kan�t�na bak�n�z) bu dizinin

H i−r
DR (M)

∧µM−−−→ H i
vc(E)→ H i

DR(M)

k�sm�
H i−r
DR (M)

∧e(E)−−−−→ H i
DR(M)

ile de§i³tirilebilir ve böylece kan�t tamamlan�r. 2
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5.3.3 Leray-Hirsch ve Künneth Teoremleri

Bu bölümde De Rham Kohomolojisi için Leray-Hirsch Teoremi'ni ve bunun
özel hali olan Künneth Teoremi'ni verece§iz. Bunun için ilk önce vektör de-
metine benzer ³ekilde lif demetinin tan�m�n� verece§iz: P ve F türevlene-
bilir manifoldlar ve π : P → M türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Ayr�ca,
{Uα}α∈Λ M -manifoldunun aç�k bir örtüsü olsun, öyle ki, her α ∈ Λ için bir
φα : π−1 → Uα × F difeomor�zmas� var olsun ve bu difeomor�zma

πF : Uα × F → Uα, (x, v) 7→ x,

olmak üzere π = πF ◦ φα, α ∈ Λ, ko³ulunu sa§las�n. Bu durumda, (π, P,M)
üçlüsüne, ya da k�saca π : P → M fonksiyonuna, M üzerinde li� F
manifoldu olan türevlenebilir lif demeti denir.

Kohomolojileri sonlu boyutlu vektör uzaylar� olan, türevlenebilir bir F
manifoldunu lif olarak kabul eden türevlenebilir bir π : P → M lif demeti
alal�m. Bu durumda, H∗DR(P ) kohomoloji halkas�n�

π∗ : H∗DR(M)→ H∗DR(P )

halka homomor�zmas� yard�m�yla bir H∗DR(M)-modülü olarak görebiliriz.

Teorem 5.3.4 (Leray-Hirsch Teoremi). Li� türevlenebilir bir F manifoldu
olan türevlenebilir bir π : P →M lif demeti alal�m. E§er her bir life k�s�tlan�³�
H∗DR(F ) vektör uzay�n�n taban� olan sonlu bir {x1, · · ·xN} ⊆ H∗DR(P ) kümesi
varsa, H∗DR(P ) taban� {x1, · · ·xN} olan serbest H∗DR(M)-modülüdür.

Kan�t : Kan�t Poincaré �zomor�zmas�'n�n kan�t�na çok benzerdir ve yine ad�m-
lardan olu³ur.

Ad�m 1) U ⊆ M lif demetinin üzerine k�s�tlan�³� çarp�m ³eklinde yaz�lan,
noktaya homotopi denk olan bir aç�k alt küme olsun. Bu durumda PU

.
=

π−1(U) → U k�s�tlan�³� için PU ' U × F aç�k kümesi F manifolduna
homotopi denk olaca§�ndan teorem U için do§rudur (burada xi kohomoloji
s�n��ar�n�n U kümesine k�s�tlan�³lar�n� al�yoruz).

Ad�m 2) �imdi bir Mayer-Vietoris dizisi yard�m�yla ³unu kan�tlayaca§�z: E§er
teorem U, V ⊆ M ve U ∩ V aç�k kümeleri için do§ru ise U ∪ V aç�k
kümesi için de do§rudur. �lk önce Mayer-Vietoris tam dizilerini tam üçgenler
³eklinde yazarak a³a§�daki de§i³meli prizmay� dü³ünelim. (Burada tam üçgen
³u anlama gelmektedir. Bir üçgen olu³turan üç vektör uzay� veya modül ile
bunlar�n aras�ndaki üç homomor�zman�n her birinin çekirde§i bir önceki ho-
momor�zman�n görüntüsüne e³ittir.)
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H∗DR(PU∪V )

δP ↗ ↑ ↘ iP

H∗DR(PU∩V )
JP←−− H∗DR(PU )⊕H∗DR(PV )

↑ | ↑

| H∗DR(U ∪ V ) |

| δ ↗ ↘ i |

H∗DR(U ∩ V )
J←− H∗DR(U)⊕H∗DR(V )

Prizman�n alt ve üst taban�ndaki tam üçgenler Mayer-Vietoris dizilerinin di-
rekt toplamlar� al�narak olu³turulmu³tur (bkz. Al�³t�rma 7). Ayr�ca dü³ey ho-
momor�zmalar lif demetinin izdü³üm fonksiyonu taraf�ndan belirlenen homo-
mor�zmalard�r.

�imdi ω =
∑
aixi ∈ H∗DR(PU∪V ), ai ∈ H∗DR(U ∪ V ), ³eklinde bir

s�n�f alal�m ve ω = 0 oldu§unu kabul edelim. O halde, ai = 0 oldu§unu
göstermeliyiz. 0 = iP (ω) =

∑
i(ai)xi oldu§u için hipotezden dolay� i(ai) = 0

elde ederiz. Bu durumda baz� bi ∈ H∗DR(U ∩V ) s�n��ar� için ai = δ(bi) olur.
Buradan, ν =

∑
bixi ∈ H∗DR(PU∩V ) olmak üzere

δP (v) =
∑

δ(bi)xi =
∑

aixi = ω = 0

elde ederiz. Diyagramdaki üçgenlerin tam olmas�n� kullanarak ν = JP (µ) ola-
cak ³ekilde bir µ ∈ H∗DR(PU ) ⊕ H∗DR(PV ) s�n�f� buluruz. Yine hipotezden
dolay�, bi = J(ci) olacak ³ekilde ci ∈ H∗DR(U)⊕H∗DR(V ) s�n��ar� vard�r. O
halde,

ai = δ(bi) = J(δ(ci)) = 0

elde ederiz ve böylece bu ad�m�n kan�t�n�n ilk yar�s�n� bitirmi³ oluruz.
Kan�t�n ikinci yar�s� için herhangi bir ω ∈ H∗DR(PU∪V ) s�n�f� alal�m. Bu

durumda, baz� ai ∈ H∗DR(U) ⊕H∗DR(V ) s�n��ar� için iP (ω) =
∑
aixi olur.

Buradan,
0 = JP (iP (ω)) =

∑
J(ai)xi

ve dolay�s�yla J(ai) = 0 elde ederiz. O halde, üçgenin taml�§�n� tekrar kulla-
narak baz� bi ∈ H∗DR(U ∪V ) s�n��ar� için ai = i(bi) yazabiliriz. Bu durumda,
ν =

∑
bixi ∈ H∗DR(PU∪V ) s�n�f� için

iP (ν) =
∑

i(bi)xi =
∑

aixi = iP (ω)

oldu§undan iP (ω− ν) = 0 elde ederiz. O halde, ω− ν = δP (
∑

i cixi) olacak
³ekilde ci ∈ H∗DR(U ∩ V ) s�n��ar� bulabiliriz. Son olarak,

ω = ν + δP (
∑
i

cixi) =
∑

bixi +
∑

δ(ci)xi =
∑

(bi + δ(ci))xi
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yazarak ikinci ad�m�n kan�t�n� bitiririz.

Ad�m 3) Kolayca görülebilece§i gibi, e§er teorem ayr�k bir {Uα ⊆M} aç�k
kümeler ailesinin her bir eleman� için do§ru ise bu kümelerin U = ∪ Uα
birle³imi için de do§rudur. Ele ald�§�m�z {x1, · · ·xN} kümesinin sonlu olmas�
bu ad�m için gereklidir! (bkz. Al�³t�rma 9)

Son olarak, M manifoldunu U ve V gibi iki aç�k kümenin birle³imi
olarak yazabiliriz öyle ki, U , V ve U ∩ V kümeleri, her biri birinci ad�mda
ele ald�§�m�z aç�k kümelerin sonlu birle³imi ³eklinde yaz�labilen aç�k kümelerin
ayr�k bir birle³imidir (Poincaré �zomor�zmas�'n�n, Teorem 4.4.1, kan�t�n�n 4.
ad�m�ndaki iddian�n kan�t�na bak�n�z). Bu durumda önceki ad�mlardan dolay�,
teorem U , V ve U ∩ V için do§ru olaca§�ndan M = U ∪ V için de do§ru
olacakt�r. Böylece kan�t tamamlan�r. 2

�imdi bu teoremin bir sonucu olarak Künneth Formülü'nü verelim: P =
M ×N →M izdü³üm fonksiyonunu a³ikar bir lif demeti olarak görüp Leray-
Hirsch Teoremi'ni buna uygularsak a³a§�daki teoremi elde ederiz.

Sonuç 5.3.5 (Künneth Formülü). M ve N türevlenebilir manifoldlar olsun.
E§er H∗DR(N) vektör uzay� sonlu boyutlu ise her k ∈ N için,

Hk
DR(M ×N) ' ⊕i+j=k H i

DR(M)⊗Hj
DR(N)

izomor�zmas� vard�r.

Tan�m 5.3.6. Tüm kohomoloji vektör uzaylar� sonlu boyutlu olan bir M ma-
nifoldunun Poincaré serisi

PM (t)
.
=

∞∑
k=0

bk(M) tk

olarak tan�mlan�r.

Örnek 5.3.7. Mm ve Nn tüm kohomoloji vektör uzaylar� sonlu boyutlu olan
iki manifold ise M ×N çarp�m manifoldunun Poincaré serisi, Künneth For-
mülü'nden, iki çarpan�n Poincaré serilerinin çarp�m� olarak hesaplan�r. Özel
halde, Tn = S1 × · · · × S1 çarp�m manifoldunun Poincaré serisi PTn(t) =
(1 + t)n olacakt�r.

Künneth Formulü'nde M×N →M izdü³üm fonksiyonu bize a³ikar lif demeti
yap�s� verir ve bu yüzden Leray-Hirsch Teoremi'nin ihtiyaç duydu§u kohomo-
loji s�n��ar� M ×N → N ikinci izdü³üm fonksiyonu ile li�erden geri çekilerek
kolayca elde edilir. Karma³�k bir vektör demetinin projektivizasyonunun koho-
molojisini ifade eden a³a§�daki sonucun kan�t�nda ise karma³�k projektif uzay�n
kohomolojisini veren Fubini-Study formundan yararlanaca§�z (bkz. Alt Ünite
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2.3.8): E → M rank� k > 0 olan bir karma³�k vektör demeti olsun. Bu
vektör demetinin her bir li�nin projektivizasyonunu alal�m:

P (E)
.
= E − {0} /u ∼ λu, λ ∈ C∗ .

Bu durumda P : P (E)→M li� CP k−1 olan bir lif demetidir (bkz. Al�³t�r-
ma 10). E →M demetinin üzerine Hermityan bir iç çarp�m koyarak demetin
yap� fonksiyonlar�n�n U(k− 1) de§erli oldu§unu kabul edebiliriz. Dolay�s�yla,
demetin bir U × CP k−1 yerel çarp�m� üzerinde

ωFS(p, [z0 : z1 : · · · : zk−1]) =
i

2
∂∂̄ log ‖(z0, z1, · · · , zk−1)‖2

³eklinde tan�mlanan Fubini-Study formu tüm demet üzerinde kapal� bir 2-form
verir. Bu formun kuvvetlerinin olu³turdu§u

{1, [ωFS ], · · · , [ωFS ]k−1}

kümesi her bir li�n kohomolojisinin bir taban�n� verdi§i için Leray-Hirsch Teo-
remi'ni kullanarak a³a§�daki sonucu buluruz.

Sonuç 5.3.8. H∗DR(P (E)) halkas� taban�

{1, [ωFS ], · · · , [ωFS ]k−1} ⊂ H∗DR(P (E))

alt kümesi olan serbest bir H∗DR(M)-modüldür.

5.3.4 Poincaré-Hopf Teoremi

Teorem 5.3.9 (Poincaré-Hopf). Türevlenebilir yönlendirilebilir ve t�k�z her
manifoldun Euler say�s� Euler karakteristi§ine e³ittir.

Kan�t : Göstermemiz gereken e³itlik te§et demetinin Euler s�n�f�n�n mani-
fold üzerindeki integralinin manifoldun Euler karakteristi§ine e³it oldu§udur:

χ(M) =

∫
M

e(T∗M) .

�lk önce, sa§ taraftaki integrali ba³ka bir integral ile de§i³tirece§iz. A³a§�daki

f : M →M ×M, x 7→ (x, x),

fonksiyonu görüntüsü olan

∆
.
= {(x, x) ∈M ×M | x ∈M}

kö³egenine bir difeomor�zmad�r. Dolay�s�yla,

Df∗ : T∗M → T∗∆ ⊆ T∗(M ×M)
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bir izomor�zmad�r. Di§er taraftan, e§er ν(∆), ∆ ⊆M×M alt manifoldunun
normal demeti ise,

T∗∆→ ν(∆), (v, v) 7→ (v,−v)

fonksiyonu yine bir vektör demeti izomor�zmas�d�r. (Bunu görmek için M üze-
rine herhangi bir g Riemann metri§i koyal�m. Bu durumda, (g, g) çarp�m�
M×M üzerinde bir metrik verir. �imdi, kö³egenin her (v, v) te§et vektörünün
normal demetin (w,−w) vektörüne dik oldu§u kolayca görülür.) O halde, M
manifoldunun te§et demeti içinde kendisi ile kesi³imi ∆ ⊆M×M alt manifol-
dunun kendisi ile kesi³imine e³ittir. Ba³ka bir deyi³le, e§er ω ∈ Hm

DR(M ×M)
s�n�f� ∆ ⊆M ×M alt manifoldunun Poincaré duali ise∫

M
e(T∗M) =

∫
∆
ω ,

olur. �imdi, ω ∈ Hm
DR(M × M) s�n�f�n� hesaplayal�m: H∗DR(M) vektör

uzay�n�n bir {ai} taban�n� alal�m. Poincaré izomor�zmas�n� kullanarak ayn�
vektör uzay�n�n öyle bir {bj} taban�n� bulabiliriz ki, her i, j için∫

M
ai ∧ bj = δij

olur. �imdi ise πi : M ×M →M , i = 1, 2, koordinatlara izdü³üm fonksiyon-
lar� olmak üzere, cebirsel topolojide kö³egen yakla³�m� olarak bilinen sonucu
kan�tlayaca§�z.

�ddia: Yukar�daki gösterimi kabul edersek

ω =
∑

(−1)deg(ai) π∗1(ai) ∧ π∗2(bi) ,

olur.

�ddian�n kan�t�: Künneth Teoremi'nden dolay� baz� cij gerçel say�lar� için

ω =
∑

cij π
∗
1(ai) ∧ π∗2(bj)

oldu§unu biliyoruz. Ayr�ca f : M → M ×M kö³egen difeomor�zmas� olmak
üzere, ∫

∆
π∗1(bl) ∧ π∗2(ak) =

∫
M

f∗(π∗1(bl) ∧ π∗2(ak))

=

∫
M
bl ∧ ak

= (−1)deg(ak) deg(bl) δkl
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e³itli§ini elde ederiz. Di§er taraftan ω, ∆ ⊆M×M alt manifoldunun Poincaré
duali oldu§undan∫

∆
π∗1(bl) ∧ π∗2(ak) =

∫
M×M

π∗1(bl) ∧ π∗2(ak) ∧ ω

=
∑

cij

∫
M×M

(π∗1(bl) ∧ π∗2(ak)) ∧ (π∗1(ai) ∧ π∗2(bj))

=
∑

cij (−1)deg(ai) (deg(ak)+deg(bl))∫
M×M

(π∗1(ai) ∧ π∗1(bl)) ∧ (π∗2(ak) ∧ π∗2(bj))

=
∑

cij (−1)deg(ai) (deg(ak)+deg(bl))∫
M×M

π∗1(ai ∧ bl) ∧ π∗2(ak ∧ bj)

=
∑

cij (−1)deg(ai) (deg(ak)+deg(bl))δil δkj

= clk (−1)deg(al) (deg(ak)+deg(bl))

buluruz. Son olarak, bu iki sonucu kar³�la³t�rarak

cij = (−1)deg(ai)δij

elde ederiz ve böylece iddian�n kan�t� tamamlan�r.

�imdi teoremin kan�t�n� bitirebiliriz:

∫
M
e(T∗M) =

∫
∆
ω

=

∫
∆

(∑
(−1)deg(ai) π∗1(ai) ∧ π∗2(bi)

)
=

∑
(−1)deg(ai)

∫
M

f∗(π∗1(ai) ∧ π∗2(bi))

=
∑

(−1)deg(ai)

∫
M

ai ∧ bi

=
∑

(−1)deg(ai)

= χ(M) .

2

Bu teoremi kullanarak örtü uzaylar�n�n Euler karakteristiklerine dair a³a§�daki
sonucu kan�tlayabiliriz.

Sonuç 5.3.10. f : M → N t�k�z ba§lant�l� manifoldlar�n mertebesi k pozitif
tam say�s� olan bir örtü uzay� izdü³ümü olsun. Bu durumda manifoldlar�n Euler
karakteristikleri aras�nda χ(M) = k χ(N) e³itli§i vard�r.



Vektör Demetleri ve Poincaré-Hopf Teoremi 281

Kan�t : Yukar�daki teoremden dolay� e(T∗M) = k e(T∗N) oldu§unu
göstermek yeterlidir. π : T∗N → N te§et demeti izdü³üm fonksiyonu olmak
üzere

f∗(T∗N) = {(p, w) ∈M × T∗N | f(p) = π(w)} −→M

te§et demetinin geri çekmesini dü³ünelim. Örtü uzay� izdü³ümü yerel bir di-
feomor�zma oldu§undan

φ : T∗M −→ f∗(T∗N), (p, v) 7→ (p,Dfp(v)),

vektör demeti fonksiyonu bir izomor�zmad�r, çünkü her (p, v) ∈ T∗M için,
π(Dfp(v)) = f(p)'dir ve Dfp : TpM → Tf(p)N bir vektör uzay� izomor�z-
mas�d�r. �imdi, e§er s : N → T∗N s�f�r kesitini çapraz kesen bir kesit ise,
s̃ : M → f∗(T∗N) ∼= T∗M, p 7→ (p, s(f(p))) yine s�f�r kesitine çapraz olan bir
kesit verir. f : M → N derecesi k olan yerel bir difeomor�zma oldu§undan,
s kesitinin her bir s�f�r�na kar³�l�k s̃ kesitinin tam olarak k tane ayn� i³arete
sahip s�f�r� olacakt�r. Son olarak, manifoldlar�n Euler say�lar� bu kesitlerin s�-
f�rlar�n�n i³aretli toplam� oldu§undan e(T∗M) = k e(T∗N) oldu§unu görürüz.
2

Uyar� 6.1.9.2 bu sonucun bir genellemesini verir.

Uyar� 5.3.11. Sonlu bir G grubu türevlenebilir bir M manifoldu üzerine
difeomor�zmalar yard�m�yla serbest olarak etki ediyorsa f : M → M/G = N
bölüm uzay� asl�nda mertebesi k = |G| olan bir örtü uzay� olur. Bu durumda
χ(M) = k χ(N) olaca§�ndan χ(M) tam say�s�n�n k = |G| ile bölünebildi§ini
görürüz. Bunun bir sonucu olarak çift boyutlu bir küre üzerinde serbest etkisi
olan tek grubun iki elemanl� grup oldu§u sonucuna var�r�z, çünkü χ(S2n) =
2'dir (Z2 grubunun küre üzerindeki p 7→ −p ters kutupsal etkisi serbest bir
etkidir).

Bir ba³ka çarp�c� örnek daha verelim: Türevlenebilir t�k�z bir M manifol-
dunun serbest bir S1 (çember) etkisine sahip oldu§unu kabul edelim. Her sonlu
devirli grup çemberin bir alt grubu oldu§undan manifoldun Euler karakteristi§i
tüm pozitif tam say�lara kalans�z bölünebilmelidir. Bu ise ancak χ(M) = 0
olmas� halinde mümkündür. Bu gözlemin bir sonucu olarak ³unu söyleyebiliriz:
Her pozitif boyutlu t�k�z Lie grubu çembere homeomor�k bir alt grup içerir ve
dolay�s�yla bu Lie grup üzerinde serbest etki eden bir çember vard�r. O halde,
pozitif boyutlu her t�k�z Lie grubunun Euler karakteristi§i s�f�rd�r.

5.3.5 Lefschetz Sabit Nokta Teoremi

Türevlenebilir t�k�z birM manifoldunun türevlenebilir f : M →M fonksiyo-
nunu ele alal�m. Bu fonksiyonu homotopi s�n�f� içinde de§i³tirerek 1M : M →
M , p 7→ p birim dönü³ümüne dik hale getirelim. Bu durumda, f fonksiyo-
nun sabit noktalar�, M ×M içinde ∆ ⊆ M ×M kö³egeni ile f : M → M
fonksiyonun

Γf = {(p, f(p)) ∈M ×M | p ∈M}
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gra�§inin dik kesi³im noktalar�na kar³�l�k gelecektir. Bu nedenle, f 'nin sabit
noktalar�n�n i³aretli say�s� sonlu f t 1M say�s� olarak tan�mlanabilir. Bu
say�y� Λf ile gösterelim. Asl�nda f : M →M fonksiyonunun homotopi s�n�f�
ile belirlenen i³aretli sabit nokta say�s� bu fonksiyonun kohomoloji seviyesinde
verdi§i homomor�zma yard�m�yla da hesaplanabilir: Teorem 5.3.9'ün kan�t�n�n
bir sonucu olarak a³a§�daki teoremi elde ederiz. Teoremin ifadesindeki Tr(f∗)
terimi kohomoloji düzeyinde tan�mlanan f∗ do§rusal homomor�zmas�n�n izini
göstermektedir.

Teorem 5.3.12.

Λf =
∑
k

(−1)k Tr(f∗ : Hk
DR(M)→ Hk

DR(M))

Kan�t : Teorem 5.3.9'ün gösterimini kullanmaya devam edece§iz.

ω =
∑

(−1)deg(ai) π∗1(ai) ∧ π∗2(bi) ,

kö³egenin Poincaré duali ve φ : M →M ×M , p 7→ (p, f(p)), olmak üzere

Γf t ∆ = (−1)dimM∆ t Γf = (−1)dimM

∫
Γf

ω = (−1)dimM

∫
M
φ∗(ω)

say�s�n�n Λf 'ye e³it oldu§unu göstermek teoremin kan�t�n� bitirecektir.

f∗(bi) =
∑
j

λij bj

olmak üzere

∑
k

(−1)k Tr(f∗ : Hk
DR(M)→ Hk

DR(M)) =
∑
i

(−1)deg bi λii

oldu§u aç�kt�r. O halde do§rudan hesap yaparak,
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(−1)dimM

∫
M
φ∗(ω) =

∑
i

(−1)dimM−deg(ai)

∫
M

φ∗(π∗1(ai) ∧ π∗2(bi))

=
∑
i

(−1)deg(bi)

∫
M

φ∗(π∗1(ai)) ∧ φ∗(π∗2(bi))

=
∑
i

(−1)deg(bi)

∫
M

1∗M (ai) ∧ f∗(bi)

=
∑
i

(−1)deg(bi)

∫
M

ai ∧ f∗(bi)

=
∑
ij

(−1)deg(bi)

∫
M

ai ∧ λij bj

=
∑
ij

(−1)deg(bi) λij

∫
M

ai ∧ bj

=
∑
i

(−1)deg(bi) λij δij

= Λf .

elde edilir ve böylece kan�t tamamlan�r. 2

Örnek 5.3.13. M Euler karakteristi§i s�f�r olmayan bir t�k�z manifold olsun.
Bu durumda manifoldun özde³lik fonksiyonuna homotopik olan her fonksiyonun
en az |χ(M)| tane sabit noktas� olacakt�r.

5.3.6 Riemann-Hurwitz Teoremi

Bu üniteyi t�k�z Riemann yüzeylerinin aras�ndaki analitik fonksiyonlar�n yü-
zeylerin topolojik de§i³mezleriyle nas�l etkile³ti§ini gösteren Riemann-Hurwitz
Teoremi ve t�k�z Riemann yüzeylerinin otomor�zma gruplar�n�n eleman say�-
lar�n� s�n�rlayan Hurwitz Teoremi ile bitirece§iz. �lk önce analitik fonksiyonlara
dair bir gözlemde bulunaca§�z: f : U → V , 0 ∈ U ∩ V ⊆ C, aç�k kümeleri
aras�nda f(0) = 0 ko³ulunu sa§layan, sabit olmayan bir analitik fonksiyon
olsun. Fonksiyonun z = 0 noktas�ndaki s�f�r�n�n derecesi d ≥ 1 olsun. Bu
durumda

f(z) = adz
d + · · ·+ anz

n + · · · ,
olacak ³ekilde an ∈ C, ad 6= 0, say�lar� vard�r. Di§er taraftan,

g(z) = ad + · · ·+ anz
n−d + · · · ,

analitik fonksiyonu g(0) 6= 0 ko³ulunu sa§lad�§� için bu fonksiyonu, s�f�r�n
etraf�ndaki daha küçük bir aç�k küme üzerinde, bir h(z) analitik fonksiyonu
için, g(z) = eh(z) ³eklinde yazabiliriz. O halde,

f(z) = (z e
h(z)
d )d
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olur. Elde edilen bu d say�s�na fonksiyonun bu noktadaki rami�kasyon endeksi
denir ve e0 ile gösterilir. Asl�nda bu say� fonksiyonun z = 0 noktas�ndaki

deg0(f) yerel derecesidir. Burada ω = z e
h(z)
d fonksiyonu analitik bir izomor-

�zma oldu§undan ³u sonuca var�r�z: Her analitik fonksiyon, yerel olarak uygun
bir analitik koordinat dönü³ümü alt�nda, ω 7→ z 7→ ωd ³eklinde ifade edilebilir.
Rami�kasyon endeksinin birden büyük oldu§u noktalar�n izole noktalar olaca§�
aç�kt�r. Dolay�s�yla, φ : Σ1 → Σ2 iki t�k�z Riemann uzay� aras�nda analitik bir
dönü³üm ise, bu dönü³üm sonlu nokta d�³�nda yerel bir izomor�zmad�r. Ba³ka
bir deyi³le, öyle bir R = {p1, · · · , pk} ⊆ Σ2 sonlu nokta kümesi vard�r ki,
φ : Σ1 − φ−1(R)→ Σ2 −R bir örtü uzay�d�r. �imdi bir p ∈ R noktas� alal�m
ve bu noktan�n ters görüntüsü {q1, · · · , qr} = φ−1(p) olsun. Seçti§imiz bu p
noktas�n�n etraf�ndaki küçük bir aç�k kümede desteklenen bir hacim formunu
yukar� çekerek integralini alal�m. Fonksiyonun yerel ifadesi z 7→ zd ³eklinde
olaca§�ndan

N = deg φ =

r∑
i=1

deg(φ)qi =

r∑
i=1

eqi

elde ederiz.
�imdi Σ2 Riemann yüzeyi üzerinde bir X vektör alan� alal�m, öyle

ki, izole noktalardan olu³an s�f�rlar� (vektör alan� te§et demetin s�f�r kesiti ile
çapraz kesi³sin) R kümesini içersin ve bu kümenin her noktas�ndaki endeksi
+1 olsun. �stenilen vektör alan�n� ³u ³ekilde kurabiliriz. �lk önce her p ∈ R
noktas� etraf�nda bu noktay� merkez kabul eden ve birbirinden ayr�k (x, y)
koordinat sistemleri seçelim. Ayr�ca, koordinat sistemlerinin yönü Riemann
yüzeyinin karma³�k yönü ile ayn� olsun. Her bir koordinat sisteminin içinde
tan�mlanan

(x, y) 7→ (1− (x2 + y2))(x, y)

vektör alan�n� birim yuvar�n d�³�nda tamamen s�f�r olacak ³ekilde tüm Riemann
yüzeyine geni³letelim (bkz. �ekil 5.4). Elde etti§imiz bu vektör alanlar�n�n top-
lam�n� R kümesinin küçük bir kom³ulu§u d�³�nda ha�fçe oynatarak te§et deme-
tin s�f�r kesitine dik hale getirelim. Bu vektör alan� her bir p ∈ R noktas�nda
istedi§imiz özelliklere sahiptir. O halde, arad�§�m�z vektör alan�n� elde etmi³
olduk. φ : Σ1−φ−1(R)→ Σ2−R fonksiyonu yerel difoemor�zma oldu§undan,
her q ∈ Σ1 − φ−1(R) noktas�nda Dφq(X̃(q)) = X(φ(q)) ko³ulunu sa§layan
bir

X̃ : Σ1 − φ−1(R)→ T∗(Σ1 − φ−1(R))

vektör alan� vard�r. Ayr�ca X vektör alan�n�n Σ2 − R içinde kalan her
s�f�r�na kar³�l�k X̃ alan�n�n Σ1−φ−1(R) içinde ayn� i³arete sahip tam olarak
N = deg(φ) adet s�f�r� vard�r. �imdi de X̃ alan�n�n tüm Riemann yüzeyine
geni³letilebilece§ini gösterelim. Bunun için herhangi bir q ∈ φ−1(R) noktas�
alal�m. Fonksiyonun yerel ifadesinin z 7→ ω = zd ³eklinde ve X vektör
alan�n da, bu koordinat sisteminde, X(ω) = ω ile verildi§ini kabul edebiliriz
(bu noktalarda endeksi +1 olarak seçmi³tik). O halde, z 6= 0, oldu§u
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�ekil 5.4: Birim disk üzerinde tan�ml� (x, y) 7→ (1− (x2 + y2))(x, y) vektör alan�

durumda, X̃(z) = z/d oldu§unu görürüz, çünkü z 7→ zd fonksiyonun te§et
uzayda verdi§i do§rusal fonksiyon

Dφz : TzC→ TzdC , (z, v) 7→ (zd, dzd−1v)

ile verilir. �imdi her iki vektör alan�n�n s�f�rlar�n�n endekslerini sayarak

χ(Σ1)− |φ−1(R)| = deg(φ) (χ(Σ2)− |R|)

denklemini elde ederiz. Bu sonuç a³a§�daki haliyle Riemann-Hurwitz Teoremi
olarak bilinir:

Teorem 5.3.14 (Riemann-Hurwitz Teoremi). φ : Σ1 → Σ2 iki t�k�z Riemann
yüzeyi aras�nda analitik bir dönü³üm olsun. Bu durumda,

χ(Σ1) = deg(φ) χ(Σ2)−
∑
q∈Σ1

(eq − 1)

e³itli§i her zaman do§rudur.

�imdi de bu teoremin bir sonucu olarak Hurwitz'in bir ba³ka teoremini
verece§iz.

Teorem 5.3.15 (Hurwitz Teoremi). Σg, g ≥ 2, t�k�z bir Riemann yüzeyi ve
G ≤ Aut(Σg) yüzeyin analitik otomor�zmalar�n�n sonlu bir alt grubu olsun.
Bu durumda grubun mertebesi |G| ≤ 84(g − 1) e³itsizli§ini sa§lar.

Kan�t : T�k�z Σg yüzeyinin herhangi bir f : Σg → Σg homeomor�zmas�-
n�n sonsuz tane sabit noktas� olsayd� bu sabit noktalar�n bir p ∈ Σg y�§�lma
noktas� olurdu. E§er bu homeomor�zma asl�nda bir analitik difeomor�zma ise
p ∈ Σg noktas� etraf�nda alaca§�m�z karma³�k bir kom³uluk bize s�f�rlar�n�n
y�§�lma noktas� olan bir analitik fonksiyon verirdi (örne§in g(z) = f(z) − z
fonksiyonu). Bu ise f otomor�zmas�n�n bu kom³uluk üzerinde ve dolay�s�yla
tüm yüzey üzerinde birim fonksiyon oldu§unu gösterir. O halde, e§er f ∈ G
sonlu grubunun birim eleman� d�³�nda bir eleman� ise f otomor�zmas�n�n
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ancak sonlu say�da sabit noktas� olabilir. Di§er taraftan, G grubunun kendisi
de sonlu oldu§undan öyle bir sonlu C ⊂ Σg kümesi vard�r ki, G grubu
Σg−C aç�k yüzeyi üzerinde serbest olarak etki eder. G grubunun C kümesi
üzerindeki etkisinin yörüngeleri O1, · · · ,On olsun. Grup her bir yörüngeye
transitif etki etti§i için G grubunun yörüngenin tüm noktalar�ndaki davran�³�
benzer olacakt�r. Ba³ka bir deyi³le, e§er bir f ∈ G eleman�, herhangi bir
p1 ∈ Oi noktas�n�n bir kom³ulu§unda f(z) = zk ile veriliyorsa, f fonksiyo-
nu bu yörüngedeki tüm noktalarda ayn� ³ekilde davranacakt�r. Buradan Σg/G
bölüm uzay�n�n da bir t�k�z karma³�k türevlenebilir bir yüzey oldu§unu görürüz
(bkz. Al�³t�rma 13). Diyelim ki, Σh = Σg/G olsun. Bu durumda, yukar�daki
teoremden dolay�, N = |C|, C kümesinin eleman say�s� olmak üzere,

2− 2g −N = |G| (2− 2h− n)

e³itli§ini elde ederiz. Teoremin hipotezindeki g ≥ 2 ko³ulundan dolay� 2−2h−
n 6= 0 oldu§unu görürüz. Ayr�ca, ki = |G|/|Oi|, i = 1, · · · , n, say�lar� olarak
tan�mlan�rsa (yörüngedeki herhangi bir noktan�n sabitleyicisinin mertebesi)
yukar�daki e³itlikten

|G| = 2(g − 1)
1

2(h− 1) +
∑n

i=1(1− 1/ki)

elde edilir. Grubun bu yörüngedeki etkisi serbest olmad�§�ndan ki ≥ 2 olmal�-
d�r. Amac�m�z G grubunun mertebesi için bir üst s�n�r bulmak oldu§undan,

2(h− 1) +
n∑
i=1

(1− 1/ki)

ifadesinin, h ≥ 0 ve ki ≥ 2, tam say�lar olmak üzere, alabilece§i en küçük
pozitif de§eri bulmal�y�z. E§er n ≥ 4 ise bu de§er (ancak h = 0 ve n = 4
olmas� durumunda)

−2 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+

2

3
=

1

6

ve 0 ≤ n ≤ 3 için ise (ve yine ancak h = 0 ve n = 3 olmak üzere)

−2 +
1

2
+

2

3
+

6

7
=

1

42

olarak bulunur. Böylece ispat biter. 2

Örnek 5.3.16. Karma³�k projektif düzlemde dördüncü dereceden

x3y + y3z + z3x = 0

homojen polinomu cinsi
1

2
(4− 1)(4− 2) = 3
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olan bir Riemann yüzeyi verir (bkz. Örnek 6.2.10). Klein Kuartik (Quartic)
olarak bilinen bu yüzeyin otomor�zmalar grubunun mertebesi 168'dir ve bu
say� yukar�daki teoremde verilen üst s�n�rd�r. Asl�nda bu otomor�zmalar gru-
bunun mertebesi 168 olan tek basit grup oldu§u bilinmektedir. Klein Kuartik,
hiperbolik geometriden cebirsel geometriye, say�lar teoresinden grup teoriye ve
karma³�k analize kadar matemati§in bir çok dal�n� ilgilendirmektedir (bkz. [18],
s.348).

5.4 Al�³t�rmalar

1. Sonuç 5.1.6'n�n kan�t�n� tamamlay�n�z.

2. Önerme 5.2.1'in kan�t�n� tamamlay�n�z.

3. Aralar�nda asal herhangi iki p ve q tam say�lar� için T 2 = R2/Z2

torusu üzerinde
t 7→ (tp, tq), t ∈ R,

ile parametrize edilen Cp,q alt manifoldunu dü³ünelim. Torusun düzle-
min standart yönlendirmesiyle ve Cp,q alt manifoldunun da yukar�da
verilen parametrizasyonu ile yönlendirildi§ini kabul edelim. Bu ³ekilde
verilen Cp1,q1 ve Cp2,q2 alt manifoldlar�n�n kesi³im say�s�n� hesaplay�-
n�z.

4. Mayer-Vietoris dizisini kullanarak cinsi g olan yönlendirilebilir yüzeyin
kohomoloji cebirini hesaplay�n�z (bkz. Örnek 5.2.11.1).

5. Projektif karma³�k düzlemin homojen bir f(z0, z1, z2) ∈ C[z0, z1, z2] po-
linomunun s�f�r� olarak tan�mlanan

Cf = {[z0, z1, z2] ∈ CP 2 | f(z0, z1, z2) = 0}

alt kümesini dü³ünelim. E§er 0 ∈ C noktas� f : C3 → C fonksiyonun bir
düzgün de§eri ise bu alt kümenin bir alt manifold oldu§unu gösteriniz.

6. Teorem 5.3.3'nin kan�t�nda kullan�lan dikey t�k�z destekli kohomoloji di-
zisinin varl�§�n� kan�tlay�n�z.

7. Teorem 5.3.4'ün kan�t�n�n birinci ad�m�nda verilen Mayer-Vietoris tam
üçgenini model alarak herhangi bir

· · · → An → Bn → Cn → An+1 → · · ·

tam dizisini a³a§�daki ³ekilde oldu§u gibi bir tam üçgen olarak yazabiliriz.

A∗ = ⊕nAn

↗ ↘
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C∗ = ⊕nCn ←− B∗ = ⊕nBn
Bu üçgenin tam oldu§unu gösteriniz. Ba³ka bir deyi³le, her bir homomor-
�zman�n çekirde§inin bir önceki homomor�zman�n görüntüsü oldu§unu
gösteriniz.

8. Bu al�³t�rmada sayfa 114'da

ω0,Rn =
ωSn−1

nAn
∈ Ωn−1(Rn − {0})

ve sayfa 214'de

ωK =
f dg − g df
2π (f2 + g2)

∈ Ω1(S3 −K)

³eklinde tan�mlad�§�m�z geçi³me formlar�n�n aras�ndaki ili³kiyi ortaya ç�-
kartaca§�z. �lk önce ω0,Rn formunun Hn−1

DR (Rn −{0}) = R kohomoloji
grubunun üreteci oldu§unu hat�rlayal�m.

Orijinin a³a§�daki türevlenebilir

F : Rk+n → Rn , x = (x1, · · · , xn+k) 7→ (f1(x), · · · , fn(x)), x ∈ Rn+k,

fonksiyonunun bir düzgün de§eri oldu§unu kabul edelim ve bu düzgün
de§erin F−1(0) ters görüntüsü olan manifoldu Kk ile gösterelim. Bu
durumda ωK,Rk+n

.
= F ∗(ω0,Rn) ∈ Ωn−1(Rk+n −K) kapal� formu

1

nAn

n∑
i=1

(−1)i−1fi
df1 ∧ · · · ∧ dfi−1 ∧ dfi+1 · · · ∧ dfn

(f2
1 + · · ·+ f2

n)n/2

ile verilir ve 4. Ünite'de oldu§u gibi K ⊂ Rk+n alt manifoldunun geçi³me
formu olarak adland�r�l�r. A³a§�daki ifadeleri kan�tlay�n�z.

(a) Bu al�³t�rman�n ba³�nda bahsetti§imiz 1-form

ωK =
f dg − g df
2π (f2 + g2)

∈ Ω1(S3 −K),

F : R3 → R2 , (x, y, z) 7→ (f(x, y, z), g(x, y, z)) fonksiyonu olmak
üzere F ∗(ω0,R2) formuna e³ittir.

(b) Ln−1 ⊂ Rk+n − K t�k�z yönlendirilebilir alt manifold ve n > 1
olsun. E§er L manifoldunu iç K manifoldunu ise d�³ bölgesin-
de bar�nd�ran bir Sn+k−1 küresi varsa l(K,L) say�s� s�f�rd�r.
Bunu göstermek için L alt manifoldunu Sn+k−1 küresi içinde
bir φ : L × [0, 1] → Sn+k−1 homotopisi ile kürenin merkezine
s�k�³t�ral�m. Homotopinin gömme fonksiyonu olmayan di§er ucu sa-
bit fonksiyon oldu§undan Stokes Teoremi kan�t� tamamlar. n > 1
kabulünü nerede kulland�k?
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(c) L yine t�k�z yönlendirilebilir ve pozitif boyutlu olmak üzere∫
L
ωK,Rk+n

integralinin bir tam say� oldu§unu gösteriniz. Bu say� geçi³me say�s�
olarak adland�r�l�r ve l(K,L) ile gösterilir. Bunu göstermek için
yine bir φ : L × [0, 1] → Rk+n − K homotopisi alal�m, öyle ki
φ(x, 0) fonksiyonu L alt manifoldunun gömme fonksiyonu olsun ve
homotopinin di§er ucu, φ(L, 1), K alt manifoldunu d�³�nda b�rakan
bir Sn+k−1 küresinin içinde kals�n. Böyle bir kürenin varl�§�n� K =
F−1(0) alt manifoldunun kapal� olmas�ndan söyleyebiliyoruz. Yine
ayn� nedenden φ homotopisini uçlar�n� hiç de§i³tirmeden K ile
çapraz kesi³ecek ³ekilde ha�fçe oynatabiliriz. O halde, homotopinin
görüntüsü K ile uçlar�n�n d�³�nda kalan sonlu noktada kesi³ecektir.
Her bir kesi³im noktas� geçi³me say�s�n� ±1 ile de§i³tirecektir.
Homotopinin φ(L, 1) ucu bir kürenin içinde kald�§�ndan bir önceki
bölümden dolay� kan�t tamamlan�r.

(d) Kk ve Ln−1 geçi³me formlar� tan�ml� t�k�z alt manifoldlar ise
a³a§�daki e³itlik do§rudur.∫

L
ωK,Rk+n = ±

∫
K
ωL,Rk+n

(e) K = {0} ⊂ R alt manifoldunun geçi³me formu

ω0,R1 =
x

2|x|

fonksiyonudur (0-formudur). S0 = {−1−, 1+} = ∂[−1, 1] s�n�r ma-
nifoldunu aral�ktan ald�§� yönlendirme ile dü³ünerek

∫
S0 ω0,R1 = 1

oldu§unu gösteriniz. Di§er taraftan, L = {1+} ⊂ R yönlendirilmi³
alt manifoldu üzerindeki

∫
L ω0,R1 = 1/2 integrali bir tam say� de§il-

dir. Neden? K = ∂[a, b], ab 6= 0 olmak üzere,
∫
K ω0,R1 integralini

hesaplay�n�z.

(f) K = S0 ⊂ R alt manifoldunun geçi³me formunun

ωS0,R1 =
x2 − 1

2|x2 − 1|

fonksiyonu oldu§unu gösteriniz. Bu formun çe³itli s�f�r boyutlu yön-
lendirilmi³ t�k�z L ⊂ R alt manifoldlar� üzerinde integralini hesap-
lay�n�z ve buldu§unuz sonuçlar� yorumlay�n�z.

9. Teorem 5.3.4'ün kan�t�n�n üçüncü ad�m�ndaki F manifoldunun kohomo-
lojisinin sonlu boyutlu olmamas� durumunda do§ru olmayaca§�n� göste-
riniz: F a³a§�da resmi verilen ve cinsi sonsuz olan yüzey ve P = R× F
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a³ikar demet olsun. O halde, {Ui = (i − 1, i + 1)} sonsuz ailesi olmak
üzere ω =

∑
i∈Z µai kohomoloji s�n�f� {µai , µbi | i ∈ N} ⊆ H1

DR(P ) kü-
mesinin gerdi§i R ' H∗DR(M)-modülünün bir eleman� de§ildir. Neden?
(Burada µL ile L ⊆ F alt manifoldunun Poincaré dualini gösteriyoruz.)

�ekil 5.5: Cinsi sonsuz olan yüzey

10. E →M rank� k > 0 olan bir karma³�k vektör demeti olsun. Bu vektör
demetinin her bir li�nin projektivizasyonunu alarak elde edilen

P (E)
.
= E − {0} /u ∼ λu, λ ∈ C∗

bölüm uzay�n�n, li� CP k−1 olan bir P : P (E) → M lif demeti ol-
du§unu gösteriniz. Bu demetin geçi³ fonksiyonlar� ile karma³�k vektör
demetininkileri kar³�la³t�r�n�z.

11. Örnek 5.3.2.3'de ifade edilen iddiay� kan�tlay�n�z. Di§er taraftan, e§er
(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) fonksiyonlar�n�n vermi³ oldu§u yönlendirme ye-
rine (x1, y1, · · · , xn, yn) fonksiyonlar�n�n verdi§i yönlendirmeyi alsayd�k
gerçel projektif düzlemin Euler say�s�n�n e(RP 2) = 1 yerine −1 ola-
ca§�n� gözlemleyiniz. Bu nedenle te§et demeti üzerindeki `do§ru' yönlen-
dirmenin (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) fonksiyonlar�n�n verdi§i yönlendirme
oldu§u sonucuna var�yoruz.

12. Cinsi en az iki olan bir yüzey alal�m. Bu yüzeyi a³a§�daki ³ekilde verilen
Z2-grup etkisine bölersek yönlendirilemeyen bir yüzey elde ederiz. Bu
yüzeyin Euler say�s�n�n da negatif oldu§unu gösteriniz (�ekil 5.6).

13. Teorem 5.3.15'in kan�t�n�n ilk k�sm�n� kullanarak, t�k�z bir Riemann yü-
zeyinin sonlu bir analitik otomor�zma grubuna bölümünün de t�k�z bir
Riemann yüzeyi oldu§unu gösteriniz.

�ekil 5.6: Yüzey üzerindeki Z2-grup et-
kisi φ(x, y, z) = (−x,−y,−z) ters
kutupsal fonksiyonu ile verilsin; bu du-
rumda bölüm uzay� cinsi 2g + 1 olan
yönlendirilemeyen yüzey olur.
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14. Fermat e§risi olarak bilinen ve karma³�k projektif düzlem içinde zn0 +
zn1 ±zn2 = 0 (n ≥ 4) denklemiyle tan�mlanan yüzeyin tüm karma³�k ana-
litik otomor�zmalar�n� bulunuz. Karma³�k e§rinin (Riemann yüzeyinin)
derecesinin n ≤ 3 oldu§u durumlarda otomor�zma grubu sonlu olur mu?
Bu yüzeylerin yönü korumayan gerçel analitik otomor�zmalar� var m�-
d�r? Bu yüzeyleri elde etti§iniz otomor�zma gruplar�na bölünce ne elde
ederiz (n ≥ 4)?

15. Ünite 2, Al�³t�rma 24'de iddia edilen a³a§�daki ifadeyi kan�tlay�n�z: Kar-
ma³�k projektif uzay CPn'nin karma³�k boyutu m olan bir Mm ⊆ CPn
karma³�k alt manifoldunu alal�m. Bu durumda, ωFS karma³�k projektif
uzay üzerindeki Fubini-Study formu olmak üzere

1

πm

∫
M

ωmFS

integrali pozitif bir tam say�d�r.

16. Bu al�³t�rmada gerçel projektif düzlemin R3 içine gömülemeyece§ini
kan�tlayaca§�z. Verece§imiz kan�t [3] numaral� referanstan esinlenilerek
elde edilmi³tir. Yüzeylerin R3 içine dald�rmalar� ile ilgili daha kapsaml�
bir okuma için bu makaleye bakabilirsiniz. �lk önce gerçel projektif düz-
lemin R3 içine gömüldü§ünü kabul edelim ve bu gömülmü³ RP 2 ⊂ R3

gerçel projektif düzlemin içindeki

RP 1 = {[x0 : x1 : 0] | [x0 : x1 : 0] ∈ RP 2}

gerçel projektif do§rusunu ele alal�m. Örnek 5.2.4'te RP 1 alt manifoldu-
nun RP 2 içindeki kendisi ile kesi³iminin 1 ∈ Z2 oldu§unu görmü³tük.
Asl�nda RP 1 alt manifoldunun RP 2 içindeki tüp kom³ulu§unun Mö-
bius �eridi oldu§u gösterilebilir. Bu Möbius �eridi'ni MB ile gösterelim.
Di§er taraftan, hem RP 1 hem de R3 manifoldlar� yönlendirilebilir
olduklar� için RP 1 alt manifoldunun R3 içindeki N tüp kom³ulu§u
RP 1 üzerinde yönlendirilmi³ bir disk demeti olarak görülebilir:

D2 → N → RP 1 .

Tüp kom³ulu§u yeterince küçük seçersek MB = RP 2∩N olacakt�r. Disk
demeti içindeki diskleri yönlendirmelerini kullanarak 90◦ döndürelim.
Bu döndürme i³leminin sonucunda MB alt manifoldunun görüntüsü bir
ba³ka, diyelim ki MB′ olsun, Möbius �eridi'dir ve MB′ ∩RP 2 = RP 1

alt manifoldudur. �imdi MB′ içinde RP 1 ile tek noktada çapraz
kesi³en bir C çemberi alal�m. O halde, R3 manifoldunun C ve RP 2

alt manifoldlar� bu tek noktada çapraz kesi³irler. Ba³ka bir deyi³le, bu iki
alt manifoldun Z2 kesi³im say�s� birdir. Fakat her iki alt manifold da t�k�z
oldu§u için bunlardan birini herhangi bir vektör boyunca yeterince uzak
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(a) RP 2 içindeki RP 1'in kom³u-
lu§u olan MB Möbius �eridi.

(b) MB Möbius �eridi'nin 90◦

döndürülmesiyle elde edilen MB′

ve onun içinde RP 1 ve RP 2'yi
tek noktada kesen C e§risi.

�ekil 5.7

bir yere ötelersek bu iki manifold kesi³meyecektir ve dolay�s�yla kesi³im
say�s� asl�nda bir de§il, s�f�rd�r. Bu çeli³ki kan�t� tamamlar. Kan�t�n (eksik
buldu§unuz muhtemel) detaylar� okuyucuya b�rak�lm�³t�r.

Ayn� kan�t Möbius �eridi'ni içeren iki boyutlu t�k�z manifoldlar�n, ba³ka
bir deyi³le yönlendirilemeyen t�k�z yüzeylerin, R3 içine gömülemeyece§i-
ni gösterir. Özel durumda Klein �i³esi'de R3'e gömülemez.

Aç�kça görüldü§ü üzere RP 3 ve RP 2×R 3-boyutlu manifoldlar� gerçel
projektif düzlemi bir alt manifold olarak kabul ederler ve dolay�s�yla yu-
kar�daki kan�tta R3 yerine bu iki manifolddan birini koyamay�z. Neden?

Son olarak, S3 ve RP 3 manifoldlar�n�n difeomor�k olmad�§�n� kan�tla-
y�n�z.

17. Sayfa 233'te ayn� boyuta sahip yönlendirilmi³ manifoldlar aras�ndaki
fonksiyonlar için tan�mlanan tam say� de§erli derecenin özelliklerini ver-
mi³tik. Bu al�³t�rmada ise bu sonuçlar� yönlendirilemeyen manifoldlara
geni³letece§iz. f : M → N n-boyutlu ba§lant�l� t�k�z türevlenebilir ma-
nifoldlar�n fonksiyonu olsun. N manifoldu içinde al�nan herhangi bir p
noktas�n� s�f�r boyutlu bir alt manifold olarak alarak bu fonksiyonun mod
2 derecesini fonksiyonun bu alt manifold ile Mod 2 kesi³im say�s� ola-
rak tan�mlayal�m: deg2(f)

.
= Int(f(M), p) (Mod 2) (bkz. Sonuç 5.2.2).

A³a§�daki iddialar� kan�tlay�n�z.

(a) Homotopiler fonksiyonlar�n Mod 2 derecesini korur. Dolay�s�yla, e§er
h : M →M birim fonksiyona homotopik ise deg2(h) = 1 olur.

(b) deg2(g ◦ f) = deg2(f) deg2(g)

(c) E§er f örten de§ilse deg2(f) = 0'd�r.

(d) E§er f : M → N yönlendirilmi³ manifoldlar�n bir fonksiyonu ise,
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bu fonksiyonun tam say� de§erli derecesi ile Mod 2 de§erli derecesi
Mod 2'de birbirine denktir: deg2(f) ≡ deg(f) (Mod 2).

Bu ve sonraki iki al�³t�rmada Arf de§i³mezini ve bir topolojik uygulamas�-
n� verece§iz. Arf de§i³mezini Dye'n�n makalesini takip ederek sunaca§�z
(bkz. [11]). Asl�nda Dye'n�n makalesini de basitle³tirece§iz. Dye karakte-
risti§i iki olan herhangi bir mükemmel (perfect) cisim üzerinde çal�³�rken
biz kendimizi sadece iki elemanl� F2 cismine k�s�tlayaca§�z.

18. (a) �ki elemanl� F2 cismi üzerinde boyutu çift say� olan bir V vektör
uzay� alal�m. E§er Q : V → F2 bir kuadratik form (derecesi iki olan
bir homojen polinom fonksiyon) ise bu form yard�m�yla a³a§�daki
³eklide tan�mlanan

B : V × V → F2 , B(u, v)
.
= Q(u+ v) +Q(u) +Q(v), u, v ∈ V,

fonksiyon (ters) simetrik ve bilineerdir, gösteriniz. (Cismin karak-
teristi§i iki de§il ise B(u, v) bu ifadenin yar�s� olarak tan�mlan�r.
Örne§in bkz. s. 345.) Bu form hem simetrik hem de ters simetriktir.
Ayr�ca bilineer form yozla³mam�³ ise (dejenere de§ilse) kuadratik
forma da yozla³mam�³ diyece§iz.

(b) E§er bilineer form yozla³mam�³ ise, V uzay�n�n öyle bir β =
{e1, f1, · · · , en, fn} taban� vard�r ki, her i, j = 1 · · · , n, için

B(ei, ej) = B(fi, fj) = 0 ve B(ei, fj) = δij

olur. Bu özelli§e sahip tabana bilineer formun bir simplektik taban�
denir. Her yozla³mam�³ bilineer formun bir simplektik taban� ol-
du§unu gösteriniz. B bilineer formunu koruyan do§rusal dönü³üm-
lere simplektik dönü³ümler denir:

S : V → V , B(u, v) = B(S(u), S(v)), her u, v ∈ V için.

Bir dönü³ümün simplektik olmas� için yeter ve gerek ko³ul dönü³ü-
mün verilen bir (her) simplektik taban� yine bir simplektik taba-
na götürmesidir. Gösteriniz. Ayr�ca simplektik dönü³ümler GL(V )
içinde bir alt grup olu³turur.

(c) Her w ∈ V vektörü için,

Tw : V → V , u 7→ Tw(u) = u+B(u,w) w, u ∈ V,

ile tan�mlanan do§rusal fonksiyona bir transveksiyon denir. Trans-
veksiyonlar�n simplektik dönü³ümler oldu§unu gösteriniz. Bu al�³t�r-
man�n geri kalan�nda her simplektik dönü³ümün transveksiyonlar�n
sonlu bir çarp�m� (bile³kesi) oldu§unu görece§iz. Bunu verilen her-
hangi bir di§er simplektik taban� uygun transveksiyonlarla de§i³ti-
rip β taban�n� elde ederek yapaca§�z.
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(d) β′ bilineer formun bir ba³ka simplektik taban� olsun. Bu taban�n
her eleman�

∑
i(aiei+ bifi), ai, bi ∈ F2 = {0, 1}, ³eklinde olacakt�r.

Bu taban�n içinde e1 terimini içeren bir eleman vard�r (neden?).
Ba³ka bir deyi³le, a1 = 1 olacak ³ekilde bir taban eleman� var-
d�r. Bu eleman için ayn� zamanda b1 = 1 ise β′ taban�na Tf1
transveksiyonunu uygulayal�m. Tf1(e1 +f1) = e1 olaca§� için içinde
e1 +f1 toplam� olan taban eleman�n�n görüntüsü e1 eleman�n� içe-
rip (a1 = 1) f1 eleman�n� içermeyen (b1 = 0) bir eleman olacakt�r.
Bu eleman� u olarak adland�ral�m.
Daha sonra elde etti§imiz taban (muhtemelen Tf1(β′) taban�) için-
den B(u, v) = 1 olacak ³ekilde bir v taban eleman� seçelim (taban
simplektik oldu§unu için bu ³ekilde tek bir eleman vard�r). Bu v
eleman� β taban�na göre yaz�ld�§�nda f1 eleman�n� içermek zorun-
dad�r. E§er v eleman� ayn� zamanda e1'i de içeriyorsa bu tabana
Te1 ◦ Tf1 çarp�m�n� uygulayal�m:

e1

Tf1−→ e1 + f1
Te1−→ f1

e1 + f1

Tf1−→ e1
Te1−→ e1

oldu§u için {u, v} kümesinin transveksiyonlar alt�ndaki görüntü-
sünün {e1 + u′, f1 + v′} kümesi oldu§unu kabul edebiliriz, öyle ki,
u′ ve v′ vektörleri ne e1 ne de f1 terimini içerirler. Ayr�ca,
B(u, v) = 1 oldu§u için B(u′, v′) = 0 olmal�d�r.
Son olarak bu tabana

Te1 ◦ Te1+v′ ◦ Tf1 ◦ Tf1+u′

çarp�m�n� uygularsak elde edilen simplektik taban

{e1, f1, u1, v1, · · · , un−1, vn−1}

³eklinde olur, öyle ki hiçbir ui, vi ne e1 ne de f1 terimini içerir.

(e) B formunun {u1, v1, · · · , un−1, vn−1} kümesinin gerdi§i alt uza-
ya k�s�tlamas� da simplektik olacakt�r. Dolay�s�yla, tümevar�m me-
toduyla, β′ taban�na sonlu tane transveksiyon uygulayarak β =
{e1, f1, · · · , en, fn} taban�n� elde ederiz.

(f) Verilen herhangi bir simplektik taban�, bu tabana sonlu tane trans-
veksiyon uygulayarak β taban�na dönü³türme i³leminin bir al-
goritmas� oldu§unu gördük. Dolay�s�yla, s�ral� simplektik tabanlar
ile simplektik matrisler aras�nda bire bir e³leme oldu§una göre veri-
len herhangi bir simplektik matrisi transveksiyonlar�n sonlu çarp�m�
³eklinde yazman�n bir algoritmas�n� yazabiliriz.

(g) �u ifadeleri kan�tlay�n�z: Her transveksiyonun karesi birim dönü-
³ümdür. S�f�rdan farkl� her vektörü eleman� olarak kabul eden bir
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simplektik taban vard�r. Dolay�s�yla, tüm transveksiyonlar, simp-
lektik grup içinde, birbirine e³leniktir. Simplektik grubun herhangi
bir transveksiyon içeren tek normal alt grubu kendisidir. Bu grubun
yap�s� hakk�nda neler söyleyebilirsiniz? Küçük bir üreteç listesi nas�l
kurulabilir?

19. Bir önceki al�³t�rman�n gösterimi kullanarak devam edelim. Q : V → F2

yozla³mam�³ kuadratik formunun Arf de§i³mezi B : V ×V → F2 formu
yard�m�yla ³u ³ekilde tan�mlan�r: β = {e1, f1, · · · , en, fn} kümesi B için
simplektik bir taban olmak üzere

Arf(Q)
.
=

n∑
i=1

Q(ei) Q(fi).

(a) �lk önce de§i³mezin iyi tan�ml� oldu§unu görelim. Bunun için B
formunun bir ba³ka β′ = {u1, v1, · · · , un, vn} simplektik taban�n�
alal�m. Bu durumda,

n∑
i=1

Q(ei) Q(fi) =

n∑
i=1

Q(ui) Q(vi)

e³itli§ini kan�tlamal�y�z. Bir önceki al�³t�rmadan dolay� baz� q ∈ V
için β′ = Tq(β) oldu§unu kabul edebiliriz. Ba³ka bir deyi³le, her
i = 1, · · · , n için,

ui = Tq(ei) = ei +B(ei, q) q ve vi = Tq(fi) = fi +B(fi, q) q

olur. O halde,

Q(ui) = Q(ei +B(ei, q) q)

= Q(ei) +Q(B(ei, q) q) +B(ei, B(ei, q) q)

= Q(ei) + (B(ei, q))
2 Q(q) + (B(ei, q))

2

= Q(ei) + (1 +Q(q)) (B(ei, q))
2

ve ayn� ³ekilde Q(vi) = Q(fi) + (1 +Q(q)) (B(fi, q))
2 elde ederiz.

Dolay�s�yla, e§er Q(q) = 1 ise bu ad�m�n kan�t� tamamlan�r. O
halde, Q(q) = 0 oldu§unu kabul edelim. E§er q =

∑
i(aiei + bifi)

ise Q(ui) = Q(ei) + b2i ve Q(vi) = Q(fi) + a2
i olarak hesaplan�r.
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Buradan do§rudan hesap yaparak,

n∑
i=1

Q(ui) Q(vi) =

n∑
i=1

(Q(ei) + b2i ) (Q(fi) + a2
i )

=

n∑
i=1

Q(ei)Q(fi) + a2
iQ(ei) + b2iQ(fi) + a2

i b
2
i

=

n∑
i=1

Q(ei)Q(fi) + a2
iQ(ei) + b2iQ(fi) + aibi

=
n∑
i=1

Q(ei)Q(fi) +Q(aiei + bifi)

=
n∑
i=1

Q(ei)Q(fi) +
n∑
i=1

Q(aiei + bifi)

ve son olarak
∑n

i=1 Q(aiei+bifi) = Q(q) = 0 oldu§unu kullanarak
de§i³mezin iyi tan�ml� oldu§unu göstermi³ oluruz.

(b) �imdi de Arf de§i³mezinin denk kuadratik formlar için ayn� kald�§�n�
görelim: Q1 ve Q2 ayn� V vektör uzay� üzerinde iki denk form
olsun. Dolay�s�yla, öyle bir L : V → V do§rusal izomor�zmas�
vard�r ki, her v ∈ için Q2(v) = Q1(L(v)) e³itli§i sa§lan�r. Bu
durumda bu iki forma kar³�l�k gelen simplektik formlar için

B2(u, v) = B1(L(u), L(v)) , u, v ∈ V,

e³itli§i sa§lan�r. Dolay�s�yla, e§er β = {e1, f1, · · · , en, fn} B1 için
bir simplektik taban ise

β′
.
= L−1(β) = {L−1(e1), L−1(f1), · · · , L−1(en), L−1(fn)}

kümesi de B2 için bir simplektik taban olu³turur. O halde,

Arf(Q2) =

n∑
i=1

Q2(L−1(ei)) Q2(L−1(fi))

=

n∑
i=1

Q1(LL−1(ei)) Q1(LL−1(fi))

=

n∑
i=1

Q1(ei) Q1(fi)

= Arf(Q1)

(c) Yukar�da verdi§imiz sonucun tersi de do§rudur: V vektör uzay�
üzerinde verilen ve Arf de§i³mezleri ayn� olan Q1 ve Q2 kuadratik
formlar�n�n denk olduklar�n�n gösterilmesini size b�rak�yoruz.
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20. Bu al�³t�rmada ad�mlar halinde dü§ümler için Arf de§i³mezini tan�m-
layaca§�z. �lk ad�m yüzeylerin birinci tekil homolojisinin alternatif bir
tan�m�n� vermek olacak. Daha sonra üç boyutlu Öklit uzay�nda verilen
bir dü§ümün herhangi bir Seifert yüzeyinin Arf de§i³mezini tan�mlaya-
ca§�z. Son olarak da bu de§i³mezin Seifert yüzeyinden ba§�ms�z oldu§unu
ve dolay�s�yla sadece dü§üm taraf�ndan belirlendi§ini gösterece§iz.

(a) S = Σg,1 ⊂ R3 cinsi g ve bir s�n�r bile³eni olan yönlendirilebilir
yüzey olsun. Örnek 5.2.11'den dolay� αi ve βi, i = 1, · · · , g,
alt manifoldlar�n�n Poincaré dualleri ai = D(αi), ve bi = D(βi),
olmak üzere birinci kohomoloji vektör uzay�n�n

H1
DR(S) =< ai, bi | i = 1, · · · , g >

taban� ile verildi§ini biliyoruz. Bunun kan�t� s�n�r� olmayan yüzey-
den bir disk ç�kart�larak Mayer-Vietoris dizisi yard�m�yla kolayca
yap�labilir.

�ekil 5.8: Üç boyutlu Öklit uzay� içinde d�³ normal vektör ile yönlendirilmi³ cinsi g
olan bir s�n�r bile³enli yüzey. Int(αi, βj) = δij, i, j = 1, · · · , g.

Düzlemdeki S1 birim çemberini saat yönünün tersi ile yönlen-
direlim ve L ile bu çemberden S yüzeyine giden tüm gömme
fonksiyonlar�n�n kümesini gösterelim:

L = {f : S1 → S | f bir gömme fonksiyonudur.}.

Ayr�ca H ile taban� L olan serbest de§i³meli grubunu gösterelim:

H =

 ∑
i=1,··· ,k

nifi | ni ∈ Z, fi ∈ L, i = 1, · · · , k, 1 ≤ k ∈ Z

 .

H grubu üzerinde ∼ denklik ba§�nt�s� ³u ³ekilde tan�mlans�n:∑
i=1,··· ,k

nifi ∼
∑

j=1,··· ,l
mjgj
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m∑
i=1,··· ,k

ni

∫
S1

f∗i (ω) =
∑

j=1,··· ,l
mj

∫
S1

g∗j (ω), ∀ω ∈ H1
DR(S).

�imdi kesi³im say�lar� ni = Int(f, αi) ve mi = Int(g, βi) olan
herhangi bir f ∈ L gömme fonksiyonunun∑

i=1,··· ,g
miαi − niβi

eleman�na denk oldu§unu gösteriniz. Bu sonucu kullanarak H/ ∼
bölüm grubunun taban� {αi, βi | i = 1, · · · , g} olan serbest de§i³-
meli grup oldu§unu gösteriniz (H grubunun elemanlar� ile bu ele-
manlar�n denklik s�n��ar� için ayn� gösterimi kullan�yoruz). Rank�
2g olan H/ ∼ bölüm grubuna yüzeyin tam say� katsay�l� birinci te-
kil homoloji grubu denir ve H1(S,Z) ile gösterilir. Ayr�ca, yüzeyin
Z2 katsay�l� birinci tekil homoloji grubu da

H1(S,Z2)
.
=

H1(S,Z)

2H1(S,Z)

ile tan�mlanan 2g boyutlu Z2 vektör uzay�d�r.

H1(S,Z2) vektör uzay�n�n her eleman�n� temsil eden bir f ∈ L
gömme fonksiyonu oldu§unu gösteriniz.

(b) Yukar�da tan�mlad�§�m�z her iki homoloji grubu üzerinde kesi³im
formu tan�mlayabiliriz. Kesi³im formu taban elemanlar� için

(αi, αj) = 0 = (βi, βj) ve (αi, βj) = δij , her 1 ≤ i, j ≤ g, için,

³eklinde ve di§er elemanlar için de do§rusall�k kullan�larak tan�m-
lan�r.

�imdi herhangi iki f, g ∈ L gömmesi alal�m. E§er bu elemanlar�n
homoloji s�n��ar� s�ras�yla hf ve hg ise

Int(f, g) = (hf , hg)

oldu§unu gösteriniz. Dolay�s�yla, f gömme fonksiyonunun homoloji
s�n�f�n� da f ile göstermek herhangi bir kar�³�kl�§a yol açmayacakt�r.

(c) Yüzey üzerinde bir f ∈ L, f : S1 → S, gömme fonksiyonu
alal�m. Fonksiyonu yüzeyin yönlendirmesini veren N vektör alan�
boyunca iterek bir f̃ : S1 → R3 gömme fonksiyonu elde ederiz. �tme
miktar�n� s�f�rdan büyük ama yeterince küçük seçerek f̃(S1)∩ S =
∅ olmas�n� sa§layabiliriz. Bu fonksiyonun f̃(S1) görüntüsünün
geçi³me formunu ω

f̃
ile gösterelim.
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�imdi g ∈ L bir ba³ka gömme fonksiyonu ise bu f̃ ile g'nin

l(f̃ , g) =

∫
g
ω
f̃

=

∫
S1

g∗(ω
f̃
)

geçi³me say�s�n�n bir tam say� oldu§unu biliyoruz. Bu say�n�n (mod
2) de§erini yine l(f̃ , g) ile gösterelim. Bu say�n�n fonksiyonlar�n
homotopileri alt�nda de§i³medi§ini gösteriniz. Dolay�s�yla, f ve g
fonksiyonlar�n�n çapraz kesi³ti§ini kabul edebiliriz. Bu durumda

l(f̃ , g) = l(g̃, f) + Int(f, g) (mod 2),

oldu§unu gösteriniz.
�imdi ayn� (mod 2) homoloji s�n�f�n� temsil eden iki f, g ∈ L
fonksiyonu için l(f̃ , f) = l(g̃, g) oldu§unu gösteriniz. O halde,
Q : H1(S,Z2) → Z2 , Q(x) = l(x̃, x) fonksiyonu iyi tan�ml�d�r.
E§er x homoloji s�n�f�n� temsil eden gömülmü³ bir çemberi de x
ile gösterirsek Q(x) say�s� x e§risi boyunca yüzeyin kendi etraf�nda
kaç tur (mod 2) döndü§ünü göstermektedir.
Bu fonksiyonun her x, y ∈ H1(S,Z2)

Q(x+ y) = Q(x) +Q(y) + Int(x, y)

e³itli§ini sa§lad�§�n� ve dolay�s�yla bir kuadratik form oldu§unu kan�t-
layal�m:

Q(x+ y) =

∫
x+y

ωx̃+y

=

∫
x
ωx̃+y +

∫
y
ωx̃+y

=

∫
x+y

ωx̃ + Int(x+ y, x) +

∫
x+y

ωỹ + Int(x+ y, y)

=

∫
x+y

ωx̃ +

∫
x+y

ωỹ + Int(x+ y, x+ y)

=

∫
x+y

ωx̃ +

∫
x+y

ωỹ + 0

=

∫
x
ωx̃ +

∫
y
ωx̃ +

∫
x
ωỹ +

∫
y
ωỹ

= Q(x) +Q(y) + Int(x, y).

O halde, R3 içinde verilen her tek s�n�r bile³enli yönlendirilmi³
yüzeyin Arf de§i³mezini Arf(Q) olarak tan�mlayabiliriz.
Son olarak Arf(Q) de§i³mezinin yüzeyin yönlendirmesinden ba-
§�ms�z oldu§unu gösteriniz (genelde l(f̃ , g) yönlendirmeden ba§�m-
s�z de§ildir!).
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(a) R3 içine gömülmü³ tek s�n�r bi-
le³enli yönlendirilebilir cinsi iki olan
yüzey, Σ1

2.

(b) α1, β1, α2, β2 e§rileri yüzeyin
birinci homolojisinin simplektik bir
taban�n� verir.

(c) Yüzeyin s�n�r� olan K dü§ümünün Arf de§i³-
mezi Arf(K) = Q(α1)Q(β1) + Q(α2)Q(β2) =
0 · 0 + 1 · 1 = 1 olur.

�ekil 5.9: Arf De§i³mezi bir olan dü§üm örne§i
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(d) �imdi de R3 içinde verilen yönlendirilmi³ bir K dü§ümünün
Arf de§i³mezini tan�mlayal�m (bkz. �ekil 5.9). Bunun için ilk ön-
ce bu dü§ümü s�n�r� olarak kabul eden yönlendirilmi³ bir S yü-
zeyi alal�m. Bu yüzeye dü§ümün bir Seifert yüzeyi denir. Seifert
yüzeyinin varl�§�n�n kan�t�n� size b�rak�yoruz (ayr�ca bkz. [22], s.16).
K dü§ümünün Arf de§i³mezi Seifert yüzeyin Arf de§i³mezi olarak
tan�mlan�r:

Arf(K)
.
= Arf(Q).

Son olarak bu say�n�n dü§ümü s�n�rlayan Seifert yüzeyinin seçimin-
den ba§�ms�z oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için K dü§ümünü
s�n�rlayan iki Seifert yüzeyi alal�m: S1 ve S2, ∂S1 = K = ∂S2.
Bu yüzeylerin üzerindeki kuadratik formlar�m�z da s�ras�yla Q1 ve
Q2 olsun. O halde, Arf(Q1) = Arf(Q2) oldu§unu göstermeliyiz.

�lk önce bu iki yüzeyin sadece K dü§ümü boyunca kesi³ti§ini kabul
edelim. Dolay�s�yla, Σg = S1∪−S2 s�n�r� olmayan yönlendirilebilir
t�k�z g cinsli bir yüzeydir. Bu al�³t�rmada tek s�n�r bile³enli yüzeyler
için elde etti§imiz tüm sonuçlar s�n�r� olmayan t�k�z yüzeyler için
de geçerlidir. Ayr�ca Σg yüzeyinin üzerindeki kesi³im formu ile
kuadratik form bile³enlerinin formlar�n�n toplam�d�r: Q = Q1⊕Q2.
O halde, Arf(Q) = 0 oldu§unu görmeliyiz.

Bunu görmek için ilk önce yüzeyin R3 içinde üç boyutlu t�k�z bir
V manifoldunu s�n�rlad�§�n� gözlemleyiniz (bkz. Teorem 4.3.19):
∂V = Σg. Buradan i : Σg → V içerme fonksiyonu olmak üze-
re i∗ : H2

DR(V ) → H2
DR(Σg) homomor�zmas�n�n s�f�r oldu§unu

görürüz. Bunu kullanarak ³u ifadeyi kan�tlay�n�z: Σg yüzeyinin
kesi³im formunun öyle bir

{α1, β1, · · · , αg, βg} ⊂ H1(Σg,Z2)

simplektik taban� vard�r ki, her j = 1, · · · , g için,∫
αj

i∗(a) = 0, her a ∈ H1
DR(V ) için,

veya ∫
βj

i∗(a) = 0, her a ∈ H1
DR(V ) için,

önermesi do§rudur. Dolay�s�yla, bu simplektik taban

Q(αj)Q(βj) = 0, her j = 1, · · · , g, için,

ko³ulunu sa§lar. Ba³ka bir deyi³le, Σg yüzeyinin Arf(Q) de§i³-
mezi s�f�rd�r.
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Bunu kan�tlamak için yüzeyi Σg ⊂ R3 ⊂ S3 olarak ele alal�m ve
S3 − Σg = U1 ∪ U2, ∂U i = Σg olarak yazal�m. Mayer-Vietoris
dizisinden

0→ H1
DR(U1)⊕H1

DR(U2)→ H1
DR(Σg)→ 0

izomor�zmas�n� elde ederiz. Ayr�ca, ∂U i = Σg ko³ulundan dolay�
ji : Σg → U i içerme fonksiyonu olmak üzere her a, b ∈ H1

DR(U i)
için j∗i (a)j∗i (b) = 0 ∈ H2

DR(Σg) ve dolay�s�yla dim(H1
DR(Ui)) = g

elde ederiz. Yüzeyler için yapt�§�m�z homoloji tan�m� Ui için de
geçerlidir ve ji : Σg → U i içerme fonksiyonu bize homoloji gruplar�
aras�nda homomor�zma verir. Sonuç olarak

ji∗ : Z2g
2 ' H1(Σg,Z2)→ H1(Ui,Z2) ' Zg2

örten homomor�zmalar�n� elde ederiz, öyle ki ker(j1∗)∩ker(j2∗) = 0
dolay�s�yla

H1(Σg,Z2) ' H1(U1,Z2)⊕H1(U2,Z2)

olur. Bu ise ayn� zamanda

H1(Σg,Z2) = ker(j1∗)⊕ ker(j2∗)

anlam�na gelir. E§er α, β ∈ ker(j1∗) ⊂ H1(Σg,Z2) ve Int(α, β) = 1
ise ∂F1 = α ve ∂F2 = β, F1, F2 ⊂ U1 olacak ³ekilde iki yüzey
seçelim! Bu iki yüzey dik ³ekilde sonlu tane ayr�k e§ri boyunca ke-
si³ecektir. E§rilerin uç noktalar�n�n say�s� çift say� olacakt�r. Fakat
bu say� (mod 2)'de Int(α, β) = 1 say�s�na denk olaca§� için bir
çeli³ki elde ederiz. Son olarak, ker(j1∗) ve ker(j2∗) vektör uzayla-
r�n�n birer {e1, · · · , eg} ve {f1, · · · , fg} taban�n� alal�m. Dolay�-
s�yla, her i, j = 1 · · · , g için Int(ei, ej) = 0 = Int(fi, fj) ola-
cakt�r. �imdi kesi³im formunun yozla³mam�³ oldu§unu kullanarak
Al�³t�rma 18'de yapt�§�m�za benzer ³ekilde ve sadece {f1, · · · , fg}
taban�n�n elemanlar�n� do§rusal toplamlar� ile de§i³tirerek öyle bir
{f1, · · · , fg} taban� buluruz ki, her i, j = 1 · · · , g için Int(ei, ej) =
0 = Int(fi, fj) ve Int(ei, fj) = δij olur. Bu Σg yüzeyinin Arf(Q)
de§i³mezinin s�f�r oldu§unu kan�tlar.
�imdi de S1 ve S2 yüzeylerinin K dü§ümünün d�³�ndaki nok-
talarda da kesi³ti§i durumu ele alal�m. �lk önce S2 yüzeyinin yönünü
ters çevirelim. Kesi³imin çapraz oldu§unu kabul ederek kesi³imin
K d�³�nda sonlu tane çemberden olu³tu§unu görürüz. Çünkü bir
boyutlu t�k�z tek manifold çemberdir. K d�³�ndaki tüm çemberleri
her iki yüzeyden de ç�kartal�m ve kalan yüzey parçalar�n� birbiri ile
kesi³meyen kapal� yüzeyler olu³turacak ³ekilde tekrar yap�³t�ral�m,
öyle ki yüzey parçalar�n�n kesme i³leminden önceki yönlendirmeleri
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�ekil 5.10: Yüzeylerin kesi³tikleri çemberler boyunca kesilip farkl� ³ekilde yap�³t�r�l-
mas� ile ayr�k kapal� yüzeylerin olu³turulmas�n�n bir dü³ük boyutlu temsili resmi.

ile yap�³t�rd�ktan sonraki yönlendirmeleri ayn� olsun. (Dolay�s�yla,
her kesi³im çemberi boyunca yüzeyleri tekrar yap�³t�rman�n tek bir
yolu vard�r!)
Elimizde sonlu say�da t�k�z ve s�n�r� olmayan ayr�k yüzey olacakt�r.
Bu yüzeyler R3 içinde oturduklar� için yönlendirilebilir yüzeylerdir
(bkz. Al�³t�rma 16). Ba³ka bir deyi³le, S1 yüzeyinin çemberler
ç�kart�ld�ktan sonraki her parças� S2 yüzeyini hep ayn� taraftan
kesmektedir; ya hep içinden ya da hep d�³�ndan.

�ekil 5.11: Cinsi 3 olan mavi yüzeyin k�rm�z� kollar�, cinsi bir olan sar� yüzeyi hem
içinden hem de d�³�ndan kesmektedir. Yukar�daki paragrafta bahsetti§imiz yüzeyler bu
³ekilde kesi³mezler.

Kesme ve yap�³t�rma i³lemleri sonucunda olu³an yönlendirilebilir
yüzeylerden (sadece) bir tanesi, diyelim ki F1∪F2, Fi ⊂ Si, i = 1, 2,
K dü§ümünü içerecektir. ∂F1 = K∪C1∪· · ·∪Cn olsun. C1∪· · ·∪Cn
birle³imi S2 yüzeyini F2 ve F3 = S2−F2 olmak üzere iki parçaya
böler. F1 yüzeyini S1 yüzeyinin normal vektörü boyunca yüzeyin
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d�³�na, F3 yüzeyini de, F1 yüzeyinin S2 yüzeyini C1 ∪ · · · ∪ Cn
birle³imi boyunca içinden mi yoksa d�³�ndan m� kesti§ine göre, S2

yüzeyinin normal vektörü boyunca yüzeyin içine ya da d�³�na do§ru
ha�fçe itelim ve elde etti§imiz yüzeyleri s�n�rlar� boyunca yap�³t�-
ral�m. Bu i³lem sonucunda elde edilen yüzey, diyelim ki S3 olsun,
K dü§ümünün bir ba³ka (yönlendirilebilir) Seifert yüzeyi olacak-
t�r. Ayr�ca kurulu³u gere§i S3 Seifert yüzeyi S1 ve S2 Seifert
yüzeylerini sadece K dü§ümü boyunca keser. Dolay�s�yla,

Arf(Q1) = Arf(Q3) = Arf(Q2)

olur ve böylece kan�t tamamlan�r.



�Yanl�³ bir nota çalmak önemsizdir, tutkusuz
çalmak ise a�edilemez.�

-Ludwig van Beethoven

6
Karakteristik S�n��ar

Bu ünitede ilk önce Euler s�n�f�n�n geometrik bir tan�m�n� verece§iz. Daha sonra
Euler s�n�f�n� kullanarak karma³�k vektör demetlerinin Chern s�n��ar� tan�m-
lay�p temel baz� örnekleri inceleyece§iz. Son olarak Chern s�n��ar� yard�m�yla
gerçel vektör demetlerinin Pontryagin s�n��ar�n� tan�mlay�p bu s�n��ar�n to-
polojik özelliklerine dair örnekler ve Milnor'un 7-boyutlu egzotik küreleri ile
üniteyi bitirece§iz.

6.1 Euler Karakteristik S�n�f�

Bir önceki ünitede Euler s�n�f�n�n yönlendirilebilir vektör demetlerinin bir de§i³-
mezi oldu§unu görmü³tük. �imdi de vektör demetleri üzerine koydu§umuz
ba§lant� formlar�n�n e§rili§ini tan�mlayaca§�z. Daha sonra e§rilik yard�m�yla
vektör demetlerinin karakteristik s�n��ar�n� ele alaca§�z.

Er →M bir vektör demeti ve ∇ : Γ(E)→ Γ(E ⊗ T ∗M) bu demet üzerinde
bir ba§lant� olsun. Ayr�ca X, Y manifold üzerinde vektör alanlar� ve s
vektör demetinin bir kesiti olsun. Son olarak f : M → R manifold üzerinde
türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere

R(X,Y )(fs) = (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])(fs)

ifadesini hesaplayal�m:

∇X∇Y (fs) = ∇X(f∇Y s+ Y (f)s)

= f∇X∇Y s+X(f)∇Y s+X(Y (f))s+ Y (f)∇Xs .

305
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Buradan da

(∇X∇Y −∇Y∇X)(fs) = f(∇X∇Y −∇Y∇X)s+ [X(Y (f))− Y (X(f))]s

= f(∇X∇Y −∇Y∇X)(s) + [X,Y ](f) s

elde ederiz. Ayr�ca,

∇[X,Y ](fs) = f∇[X,Y ](s) + [X,Y ](f) s

oldu§undan

(∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])(fs) = f(∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])(s)

buluruz ki, bu bize R(X,Y ) : Γ(E) → Γ(E) fonksiyonun bir tensör ol-
du§unu gösterir. Bu tensöre ∇ ba§lant�s�n�n e§rilik tensörü denir. �imdi
de e§rilik tensörünün bile³enlerini e§rili§in Christo�el sembolleri cinsinden
hesaplayal�m: Vektör demetinin, manifoldun bir U aç�k kümesi üzerindeki
x1, · · · , xn koordinat sisteminde verilen bir s1, · · · , sr çat�s�n� alal�m. Bu du-

rumda ei(p) =
d

dxi
vektör alanlar� ve ba§lant�n�n Γkij Christo�el sembolleri

için
∇eisk = Γlik sl

e³itli§i sa§lan�r. Ayr�ca R(ei, ej)(sk) =
∑r

l=1 Rlkij sl e³itlikleri ile tan�mlanan

Rlkij : U → R

fonksiyonlar�na e§rilik tensörünün bile³enleri denir. Bu bile³enleri Christo�el
sembolleri cinsinden hesaplamak için ilk önce

(∇ei∇ej )sk =
∑
m

∇ei(Γmjk sm)

=
∑
m

(ei(Γ
m
jk) sm + Γmjk ∇eism)

=
∑
m

∂Γmjk
∂xi

sm +
∑
ml

Γmjk Γlim sl

türevini buluruz. Son olarak, [ei, ej ] = 0 e³itli§ini kullanarak,

R(ei, ej)sk =
∑
m

(
∂Γmjk
∂xi

−
∂Γmik
∂xj

)
sm +

∑
ml

(Γmjk Γlim − Γmik Γljm) sl

=
∑
l

((
∂Γljk
∂xi

−
∂Γlik
∂xj

)
+
∑
m

(Γmjk Γlim − Γmik Γljm)

)
sl ,

elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le, e§rili§in bile³enleri

Rlkij =

(
∂Γljk
∂xi

−
∂Γlik
∂xj

)
+
∑
m

(Γmjk Γlim − Γmik Γljm)
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ifadesiyle verilir. E§rilik tensörü tan�m� gere§i ters simetriktir:

Rlkij = −Rlkji .

Dolay�s�yla, e§rilik tensörünü kesitler uzay�n�n endomor�zmalar�nda de§er alan
bir 2-form olarak görebiliriz:

R : Γ(E)→ Γ(Ω2(M)⊗ E), s 7→ Ω⊗ s .

Bu durumda,
R(sk) =

∑
l

Ωl
k ⊗ sl

³eklinde yazarsak

Ωl
k =

1

2

∑
i,j

Rlkij dxi ∧ dxj

elde ederiz.
E§rilik tensörünün bu ifadesini Uyar� 3.3.8'in sonucu ile birle³tirerek, ω

ba§lant� formu olmak üzere,

Ω = dω + ω ∧ ω

e³itli§ini elde ederiz. Bunu görmek için ilk önce

ωlk =
∑
i

Γlik dxi

ba§lant� formunun d�³ türevini hesaplayal�m.

dωlk = d

(∑
i

Γlik dxi

)
=

∑
i

d(Γlik dxi)

=
∑
i,j

(
∂Γlik
∂xj

dxj ∧ dxi
)

=
∑
i,j

1

2

(
∂Γljk
∂xi

−
∂Γlik
∂xj

)
dxi ∧ dxj .

Di§er taraftan ω ∧ ω terimi ω = [ωlk] matris de§erli 2-formun kendisi ile
matris çarp�m�d�r. Matrislerin bile³enleri form d�³ çarp�m� ile çarp�l�r:

ω ∧ ω =


...

... · · ·
...

ωl1 ωl2 · · · ωlr
...

... · · ·
...



· · · ω1

k · · ·
· · · ω2

k · · ·
...

...
...

· · · ωrk · · ·


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matris çarp�m�n�n bile³enleri

(ω ∧ ω)lk =
∑
m

ωlm ∧ ωmk

=
∑
m

(∑
i

Γlim dxi

)
∧

∑
j

Γmjk dxj


=

1

2

∑
ijm

(Γlim Γmjk − Γmik Γljm) dxi ∧ dxj

olarak bulunur.

Uyar� 6.1.1. 1) Baz� yazarlar ω 1-formlar matrisini bizim kulland�§�m�z
formun devri§i olarak al�r (bkz. Milnor-Stashe� [29], ve Madsen-Tornehave
[24]). Bu durumda

(ω ∧ ω)lk =
∑
m

ωmk ∧ ωlm

ve dolay�s�yla
Ω = dω − ω ∧ ω

olur.

2) Tan�m�ndan dolay� e§rilik tensörü vektör alanlar� bile³enlerine göre ters
simetriktir:

R(X,Y )s = −R(Y,X)s.

Dolay�s�yla R(X,X)s = 0 oldu§undan bir boyutlu manifoldlar üzerindeki
vektör demetlerinin e§rilik tensörleri her zaman s�f�rd�r.

3) Yine ayn� nedenden dolay� iki boyutlu bir manifold için e§rilik tensörü,
tensörün Rlk12 terimleri ile tamamen belirlenir.

Örnek 6.1.2. Karma³�k projektif do§ru üzerindeki

O(k) = C× C ∪̇ C× C /(z, v) ∼ (1/z, v/zk),

(z, v) ∈ C − {0} × C karma³�k do§ru demetini yönlendirilmi³ düzlem demeti
olarak görelim ve bu demet üzerine koyaca§�m�z bir metri§in e§rili§ini hesap-
layal�m. Yukar�daki her iki yerel çarp�m üzerine de

g(z)(u, v) =
Re(u∗v)

(1 + z∗z)k

metri§ini koyal�m (Hermityan metri§in gerçel k�sm�n� Riemann metrik olarak
al�yoruz). Bu metrik

g(z)(u, v) = g

(
1

z

)( u
zk
,
v

zk

)
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ko³ulunu sa§lad�§�ndan vektör demeti üzerinde bir iç çarp�m verir. Metri§in
bile³enleri

g11 = g22 =
1

(1 + x2 + y2)k
ve g12 = g21 = 0

oldu§undan metrikten elde edilen ba§lant� formunun katsay�lar� da a³a§�daki
gibidir:

Γ1
11 =

g1
11

2g11
, Γ2

22 =
g2

22

2g22
, Γ2

11 = − g2
11

2g22
, Γ1

22 = − g1
22

2g11

ve

Γ1
12 = Γ1

21 =
g2

11

2g11
, Γ2

12 = Γ2
21 =

g1
22

2g22

olur. Do§rudan hesap yaparak ba§lant� matrisinin elemanlar�n� a³a§�daki gibi

hesaplar�z: A =
−kx

1 + x2 + y2
, B =

−ky
1 + x2 + y2

olmak üzere

w1
1 = Γ1

11 dx+ Γ1
21 dy = A dx+B dy

w2
1 = Γ2

11 dx+ Γ2
21 dy = −B dx+A dy

w1
2 = Γ1

12 dx+ Γ1
22 dy = B dx−A dy

w2
2 = Γ2

12 dx+ Γ2
22 dy = A dx+B dy

olarak hesaplan�r. O halde, e§rilik formu

Ω =

(
Ω1

1 Ω1
2

Ω2
1 Ω2

2

)
= dw + w ∧ w

=

(
(Bx −Ay) dx ∧ dy −(Ax +By) dx ∧ dy
(Ax +By) dx ∧ dy (Bx −Ay) dx ∧ dy

)
=

(
0 2k

(1+x2+y2)2
dx ∧ dy

−2k
(1+x2+y2)2

dx ∧ dy 0

)

olarak hesaplan�r. E§er

F = −(Ax +By) dx ∧ dy =
2k

(1 + x2 + y2)2
dx ∧ dy

ise
F

2π
=

ik (dz ∧ dz̄)
2π (1 + z∗z)2

∈ Ω2(CP 1)

kapal� formunun CP 1 üzerindeki integrali k tam say�s�na e³ittir (bkz. s.
118). O halde, Örnek 5.3.2.2'den dolay� bu form O(k)→ CP 1 yönlendirilmi³
iki boyutlu vektör demetinin Euler s�n�f�n� temsil eder.

Yönlendirilmi³ bir vektör demetinin Euler s�n�f�n�n, vektör demeti üzerindeki
bir ba§lant� formunun e§rilik tensörü ile temsil edilmesi karakteristik s�n��ar
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teorisinin temel ö§elerinden birisidir. Yukar�daki örnekte buldu§umuz Ω for-
mu boyut ko³ullar�ndan dolay� kapal�d�r. Sonraki k�s�mlarda vektör demetleri
için olu³turaca§�m�z benzeri formlar�n kapal� oldu§unu ve bu formlar�n temsil
etti§i kohomoloji s�n�f�n�n da vektör demeti üzerinde seçilen ba§lant� formun-
dan ba§�ms�z oldu§unu gösterece§iz.

Ba§lant� formunun, demetin çat�s� sj = g s′j ile de§i³ti§i zaman

ω′ = g−1ω g + g−1 dg

ba§�nt�s� ile de§i³ti§ini biliyoruz. A³a§�daki önerme ba§lant� e§rili§inin nas�l
de§i³ti§ini göstermektedir.

Önerme 6.1.3. Bir ba§lant�n�n e§rilik formunun yerel gösterimi çat�n�n de§i-
³imi alt�nda a³a§�daki gibi davran�r:

Ω′ = g−1 Ω g .

Kan�t : g−1g = Id = gg−1 e³itliklerinin türevlerini alarak

dg−1g + g−1 dg = 0 = dg g−1 + g dg−1

e³itliklerini elde ederiz. Di§er taraftan, ω′ = g−1ωg + g−1 dg oldu§undan

ω′ ∧ ω′ = g−1ωg ∧ g−1ωg + g−1ω ∧ dg + g−1dg ∧ g−1ωg

+ g−1dg ∧ g−1dg

= g−1ω gg−1 ∧ ωg + g−1ω ∧ dg + g−1dg ∧ g−1ωg

− dg−1 g ∧ g−1dg

= g−1ω ∧ ωg + g−1ω ∧ dg + g−1dg ∧ g−1ωg − dg−1 ∧ dg

elde ederiz. Benzer ³ekilde,

dω′ = dg−1ω g + g−1dω g − g−1ω ∧ dg + dg−1 ∧ dg

olur. Dolay�s�yla,

Ω′ = ω′ ∧ ω′ + dω′

= g−1 (ω ∧ ω) g + g−1dg ∧ g−1ω g + dg−1 ∧ ω g + g−1 dω g

= g−1 (ω ∧ ω) g + (g−1dg g−1) ∧ ω g + dg−1 ∧ ω g + g−1 dω g

= g−1 (ω ∧ ω) g − dg−1 ∧ ω g + dg−1 ∧ ω g + g−1 dω g

= g−1 (ω ∧ ω + dω) g

= g−1Ω g

bulunur. 2
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Önerme 6.1.4. Yukar�daki vektör demetinin ortonormal yerel bir çat�s� {sα}
ise bu çat�ya kar³�l�k gelen Christo�el sembolleri, ba§lant� ve e§rilik formu için

Γβiα = −Γαiβ , ω
β
α = −ωαβ ,Ωβ

α = −Ωα
β

e³itlikleri sa§lan�r.

Kan�t : Çat� ortonormal oldu§undan (sα, sβ) = δαβ olur. Buradan,

0 = ∇ei (sα, sβ)

= (∇eisα, sβ) + (sα,∇eisβ)

=
∑
γ

Γγiα (sγ , sβ) + Γγiβ (sα, sγ)

= Γβiα + Γαiβ

ve dolay�s�yla, Γβiα = −Γαiβ elde ederiz. Kan�t�n geri kalan� e§rili§in ifadesinden
kolayca görülür. 2

Bu önermenin sonucu olarak e§rilik formunun ortonormal bir çat�da ma-
nifold üzerindeki 2-formlar�n ters simetrik matrisi oldu§unu görürüz. Derecesi
çift say� olan formlar de§i³meli bir halka olu³turdu§undan bu matrisin determi-
nant� iyi tan�ml�d�r. �ki ortonormal çat� aras�ndaki g taban de§i³tirme matrisi
ortogonaldir. Ayr�ca çat�lar, yönlendirilmi³ bir demetin yönlendirilmi³ çat�lar�
ise her x ∈M için, g(x) ∈ SO(r) olacakt�r.

Ters Simetrik Matrislerin Pfa�an�: Örnek 6.1.2'deki F 2-formu Ω
e§rilik tensörünün yukar�daki yerel çat� seçiminden ba§�ms�z olan bir de§i³me-
zidir. Asl�nda F , Ω e§rilik formunun Pfa�an'� olarak bilinen bir de§i³mezi-
dir. �imdi bunu biraz daha detayl� olarak görelim: Ω = [ωij ] ters simetrik bir
matris ise Pfaff(Ω) ters simetrik matrisin bile³enlerinin bir polinomudur.
Kabaca det(Ω)'nin kareköküdür: (Pfaff(Ω))2 = det(Ω). Tek boyutlu ters
simetrik bir matrisin determinant� s�f�r oldu§undan Pfa�an'� da s�f�r olarak
tan�mlan�r (A (2r− 1)× (2r− 1)-boyutlu ters simetrik bir matris olmak üzere
det(A) = det(AT ) = det(−A) = (−1)2r−1 det(A) = −det(A) oldu§undan
det(A) = 0 olur).

A (2n×2n)-lik ters simetrik bir matris olsun. Bu matrisin bir λ karma³�k
özde§erini ve bu özde§ere ait bir v özvektörünü alal�m: Av = λv. Di§er
taraftan, A gerçel katsay�l� bir matris oldu§undan Av̄ = λ̄v̄ olur. Ayr�ca A
ters simetrik oldu§undan her özde§er tamamen sanal bir say�d�r:

λ < v, v > = < λv, v >

= < Av, v >

= < v,A∗v >

= < v,−Av >
= < v,−λv >
= −λ̄ < v, v >



312 Karakteristik S�n��ar

oldu§undan λ+ λ̄ = 0 elde ederiz. O halde, λ ∈ Ri olmal�d�r. Di§er taraftan,
yine A ters simetrik oldu§undan farkl� özde§erlere ait özvektörler birbirine dik
olacakt�r:

λ1 < v1, v2 > = < λ1v1, v2 >

= < Av1, v2 >

= < v1, A
∗v2 >

= < v1,−Av2 >

= < v1,−λ2v2 >

= −λ̄2 < v1, v2 >

= λ2 < v1, v2 >

elde ederiz. Son olarak, λ1 6= λ2 ise < v1, v2 >= 0 olmal�d�r. Benzer bir
³ekilde, A matrisinin, Cn vektör uzay� içinde {v1, v2} vektörlerinin gerdi§i
uzay�n dik tümleyeni üzerinde bir operatör tan�mlad�§�n� görürüz. Buradan
tümevar�m yöntemiyle A matrisini kö³egen hale getirebiliriz. Herhangi bir v
karma³�k özvektörünün gerçel ve sanal k�s�mlar� v = ξ + iη ve λ = ia ise
λv = Av denkleminden

−aη + ia ξ = ia(ξ + iη) = A(ξ + iη) = Aξ + iAη

elde ederiz. O halde, Aξ = −aη ve Aη = aξ olur. Son olarak, A matrisinin
{ξ1, η1, · · · , ξn, ηn} gerçel taban�ndaki gösterimi

0 a1 0 · · · 0
−a1 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · 0 0 an
0 · · · 0 −an 0


ters simetrik matrisi olur. Bu durumda A matrisinin Pfa�an'� a1 · · · an gerçel
say�s� olarak tan�mlan�r.

Uyar� 6.1.5. Örne§in, A =

(
0 a
−a 0

)
ters simetrik matrisinin Pfa�an'�

a'd�r ve bu Pfaff(A) = a ³eklinde yaz�l�r. Genel olarak A = [aij ]2r×2r ters
simetrik bir matris ve ω =

∑
i<j aij ei∧ej ({e1, · · · , e2r} herhangi bir vektör

uzay�n�n bir taban� olmak üzere) ise Pfaff(A) a³a§�daki e³itlik yard�m�yla
da tan�mlan�r:

1

r!
ωr = Pfaff(A) (e1 ∧ · · · ∧ e2r).

Ters simetrik bir matrisin Pfa�an'�, karesi determinant polinomu olan bir ba³-
ka polinomdur. Bunu görmek için ayn� sat�r ve sütun i³lemlerini yaparak matri-
sin a12 = −a21 bile³enleri hariç ilk iki sat�r ve sütunu tamamen s�f�r yapal�m.
Elde edilen matris yine ters simetrik olacakt�r. �imdi tümevar�m metodunu
kullanarak kan�t� bitirebiliriz (bkz. Al�³t�rma 1).
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Ω = [Ωl
k] ortonormal bir çat�da yaz�lan e§rilik formu olsun. Ayn� tensörü

bir ba³ka ortogonal çat�da yazarsak elde edilen matris,

g : M → SO(r)

türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

Ω′ = g−1Ωg

olaca§�ndan Pfaff(Ω′) = Pfaff(Ω) elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le, Pfaff(Ω)
yerel ortonormal çat�n�n seçiminden ba§�ms�zd�r.

Örnek 6.1.6. O(ki)→ CP 1, i = 1, · · · , n vektör demetlerini

Pi : M = CP 1 × · · · × CP 1 → CP 1, (p1, · · · , pn) 7→ pi ,

izdü³üm fonksiyonlar� ile geri çekelim: Li = P ∗(O(ki)). Karma³�k yap�lar�
göz ard� edersek, E = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln → M rank� 2n olan yönlendirilmi³
(karma³�k yönlendirme ile) bir gerçel vektör demeti olur. Her i = 1, · · · , n
için, si : CP 1 → O(ki) demetin s�f�r kesiti ile çapraz kesi³en bir kesiti ise
s = (s1, · · · , sn) : M → E fonksiyonu da s�f�r kesiti ile dik kesi³en bir kesit
verir ve dolay�s�yla E → M demetinin Euler say�s� k1 · · · kn çarp�m�d�r.
Di§er taraftan, Örnek 6.1.2'de verilen metri§in uygun çarp�m�n� E üzeri-
ne koyal�m. Metrik çarp�m ³eklinde oldu§undan ba§lant� formu ve e§rili§i de
çarp�m ³eklinde olacakt�r:

Pfaff(ΩE) = Pfaff(ΩO(k1)) ∧ · · · ∧ Pfaff(ΩO(kn)) .

Yine Örnek 6.1.2'den dolay�(
1

2π

)n ∫
M

Pfaff(ΩE) = k1 · · · kn

olacakt�r.

E§rilikle ilgili çal�³mam�z� biraz daha ilerletelim: E → M rank� iki olan
yönlendirilmi³ bir vektör demeti olsun. Demet üzerine bir iç çarp�m ve bununla
uyumlu bir ba§lant� formu koyal�m. Yerel bir koordinat sistemi üzerinde seçilen
ortonormal bir çat�da ba§lant� matrisi ve e§rilik matrisi a³a§�daki gibidir:

Ω =

(
Ω1

1 Ω1
2

Ω2
1 Ω2

2

)
=

(
0 Ω1

2

−Ω1
2 0

)
= dω + ω ∧ ω =

(
0 dω1

2

−dω1
2 0

)
.

Dolay�s�yla, Pfaff(ΩE) = dω1
2 formu kapal� bir formdur. (Bu form, her

kapal� form gibi, yerel olarak tamd�r. Di§er taraftan, önceki örnekte bu formun
tam olmayabilece§ini gördük.)
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�imdi a³a§�daki teoremi kan�tlamak için son bir haz�rl�k yapaca§�z. Yukar�-
da elde etti§imiz Ω = dω + ω ∧ ω e³itli§in d�³ türevini alal�m

dΩ = d2ω + dω ∧ ω − ω ∧ dω = dω ∧ ω − ω ∧ dω

ve burada dω yerine
dω = Ω− ω ∧ ω

koyal�m. Böylece a³a§�daki sonucu kan�tlam�³ olduk.

Teorem 6.1.7 (Bianchi Özde³li§i).

dΩ = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω.

�imdi bu bölümün, Genelle³tirilmi³ Gauss-Bonnet Teoremi ya da Chern-
Gauss-Bonnet Teoremi olarak bilinen, ana sonucunu verebiliriz.

Teorem 6.1.8 (Genelle³tirilmi³ Gauss-Bonnet Teoremi). E →M türevlene-
bilir bir manifold üzerinde yönlendirilmi³ r-boyutlu bir vektör demeti olsun. Ω
vektör demeti üzerinde verilen herhangi bir metrik ile uyumlu bir ba§lant� for-
munun ortonormal bir tabandaki e§rilik formu olmak üzere Pfaff(Ω) kapal�
bir formdur ve vektör demetinin Euler s�n�f�

e(E) =

(
1√
2π

)r
[Pfaff(Ω)]

ile temsil edilir.

Kan�t : Kan�t� üç ad�mda yapaca§�z.

Ad�m 1) Önce Milnor-Stashe�'in sunumunu takip ederek Pfaff(Ω) formu-
nun kapal� oldu§unu gösterece§iz. Gösterimi basitle³tirmek için, herhangi bir
A = [Alk] ∈ M(r,Ω2(M)) matrisi için Pfaff([Alk]) ifadesini k�saca P ([Alk])
olarak yazal�m. Bu ifadenin k�smi türevlerinden olu³an matrisin devri§ini ³u
³ekilde gösterelim:

P ′(A)
.
=

[
P ′

l
k =

∂P

∂Alk

]T
.

Do§rudan hesap yaparak

dP ([Ωl
k]) =

∑
k,l

(
∂P

∂Ωl
k

)
∧ dΩl

k ,

e³itli§ini buluruz. Dolay�s�yla, dP (Ω) = Tr(P ′(Ω) ∧ dΩ) matris çarp�m�n�n
izine e³ittir (bkz. Al�³t�rma 2). Bu sonucu Bianchi Özde³li§i ile birle³tirirsek

dP (Ω) = Tr(P ′(Ω) ∧ Ω ∧ ω − P ′(Ω) ∧ ω ∧ Ω), (∗)
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e³itli§ini elde ederiz. �imdi de Ω∧P ′(Ω) = P ′(Ω)∧Ω oldu§unu gösterece§iz.
Bunun için ilk önce, F lk

.
= [Eji ] = [δikδjl] matrisini tan�mlayal�m (di§er bir

deyi³le, [F lk] ile l'inci sat�r ve k'inci sütundaki eleman� bire e³it olan ve di§er
tüm elemanlar� s�f�r olan matrisi gösteriyoruz). (I + tF lk) matrisinin yeterince
küçük t ∈ R de§erleri için tersi oldu§undan

P ((I + tF lk)Ω) = P (Ω(I + tF lk))

e³itli§i sa§lan�r. O halde, bu e³itli§in t'ye göre türevini al�p t = 0 de§erini
yerine koyarsak

Tr(P ′(Ω) ∧ F lkΩ) = Tr(P ′(Ω) ∧ ΩF lk)

elde ederiz. Aç�k bir ³ekilde yazmak gerekirse, izlerini ald�§�m�z matrisler ³u
³ekilde olacakt�r: P ′(Ω) ∧ F lk Ω çarp�m�

P ′(Ω) ∧ F lk Ω =

 P ′11 · · · P ′r1
... · · ·

...
P ′1r · · · P ′rr


 0 · · · 0

... 1
...

0 · · · 0


 Ω1

1 · · · Ω1
r

... · · ·
...

Ωr
1 · · · Ωr

r


=

 P ′l1 Ωk
1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · P ′lr Ωk

r


olur. Dolay�s�yla,

Tr(P ′(Ω) ∧ F lk Ω) =
∑
i

P ′li Ωk
i

elde ederiz. Benzer ³ekilde ikinci terimini de hesaplayarak

r∑
i=1

P ′li Ωk
i =

r∑
i=1

P ′ik Ωi
l

e³itli§ini elde ederiz. Bu ise tam olarak

Ω ∧ P ′(Ω) = P ′(Ω) ∧ Ω

özde³li§ine denktir. Son olarak e§er X
.
= P ′(Ω) ∧ ω olarak tan�mlan�rsa yu-

kar�daki (∗) e³itli§inden

dP (Ω) = Tr(P ′(Ω) ∧ Ω ∧ ω − P ′(Ω) ∧ ω ∧ Ω)

= Tr(Ω ∧ P ′(Ω) ∧ ω − P ′(Ω) ∧ ω ∧ Ω)

= Tr(Ω ∧X −X ∧ Ω)

=
∑
k,l

Ωl
k ∧Xk

l −Xk
l ∧ Ωl

k

= 0
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elde ederiz (en son e³itlik Ωl
k'nin 2-form olmas�ndan elde edilmi³tir). Böylece

bu ad�m�n kan�t� tamamlanm�³ oldu.

Ad�m 2) Pfaff(Ω) kapal� formunun kohomoloji s�n�f� vektör demeti üzerinde
seçilen metrikten ba§�ms�zd�r: Bunu görmek için, E → M üzerinde gi, i =
0, 1, gibi iki metrik ve bu metrikler ile uyumlu ba§lant�lar alal�m (Sonuç 3.3.13).
Bu ba§lant�lar�n e§rilik tensörleri de, s�ras�yla, Ω0 ve Ω1 olsun. �lk önce

P : M × (−1, 2)→M, (p, t) 7→ p ,

fonksiyonu yard�m�yla vektör demetini geri çekelim:

F = P ∗(E)→M × (−1, 2) .

M × (−1, 2) çarp�m manifoldunun U = M × (−1, 3/4), V = M × (1/4, 2)
aç�k örtüsü ile uyumlu bir ρU , ρV birimin ayr�³�m�n� alal�m. �imdi bunu
kullanarak F →M × (−1, 2) demeti üzerine a³a§�daki iç çarp�m� koyal�m:

g(p, t) = ρU (p, t) g0(p) + ρV (p, t) g1(p) .

Bu metrik M × (−1, 1/4) üzerinde g0 ve M × (3/4, 2) üzerinde de g1 ile
verilecektir. F →M × (−1, 2) demeti üzerindeki bu metri§in e§rilik formunu
da Ω ile gösterelim. Son olarak i0 : M → M × (−1, 2), p 7→ (p, 0) ve
i1 : M → M × (−1, 2), p 7→ (p, 1) fonksiyonlar� homotopik ve Pfaff(Ω)
kapal� oldu§undan

[Pfaff(Ω0)] = i∗0([Pfaff(Ω)]) = i∗1([Pfaff(Ω)]) = [Pfaff(Ω1)]

elde ederiz ve böylece bu ad�m�n kan�t� tamamlan�r.

Ad�m 3)

ν =

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)

olsun. Demetin s�f�r kesiti ile dik kesi³en bir s : M → E kesitini alal�m ve
Nm−r = s−1(0) ⊆ M alt manifoldu olarak tan�mlans�n. O halde, teoremin
kan�t�n� tamamlamak için, [ν] kohomoloji s�n�f�n�n N alt manifoldunun
Poincaré duali oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için herhangi bir r-boyutlu
yönlendirilmi³ t�k�z K manifoldu ve N manifoldu ile çapraz kesi³en bir
i : K → M türevlenebilir fonksiyonu alal�m. Bu durumda, Uyar� 5.2.7'den
dolay� kan�t� tamamlamak için

Int(N, i(K)) =

∫
K
i∗ν

oldu§unu göstermeliyiz. i : K →M fonksiyonu ile vektör demetini ve üzerin-
deki yap�lar� geri çekelim. O halde, i∗(E)→ K vektör demetinin e§rilik formu
i∗(Ω), ve dolay�s�yla da

i∗(ν) =

(
1√
2π

)r
Pfaff(i∗(Ω))
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olmal�d�r. Ayr�ca, E → M demetini i∗(E) → K ile de§i³tirerek m = r
oldu§unu kabul edebiliriz. Bu durumda N = s−1(0) ⊆M sonlu say�da i³aretli
noktadan olu³acakt�r. m = r say�s�n�n tek olmas� durumunda kan�tlamak
istedi§imiz e³itli§in her iki taraf� da s�f�r oldu§undan m = r say�s�n�n çift
oldu§unu kabul edece§iz. Demetin Euler say�s� e(E) olsun.

�imdi bir p ∈ Dm
1 ⊆ M disk kom³ulu§u seçelim öyle ki, disk üzerinde

kesitin s�f�r� olmas�n ve vektör demeti disk üzerinde çarp�m ³eklinde verilsin.
�imdi bu disk üzerinde bir homotopi kullanarak metri§i standart metrik ha-
line getirelim. Ayr�ca yine metrikle uyumlu olacak ³ekilde ba§lant� formunu
bu disk üzerinde de§i³tirelim öyle ki, diskin s�n�r�ndan merkeze olan uzakl�§�n
yar�s�na gelene kadar ba§lant� formu da türevlenebilir bir ³ekilde s�f�ra dönü³-
sün (Sonuç 3.3.13'un sabit katsay�l� metrik için vermi³ oldu§u ba§lant� s�f�r
ba§lant�s�d�r). Ba§lant� formunun s�f�r oldu§u diskin üzerinde ν formu da
s�f�r olacakt�r. Ayr�ca bu disk üzerinde kesitin s�f�r� olmad�§�ndan, diskin s�n�-
r�na k�s�tland�§�nda, kesiti homotopi ile sabit bir fonksiyona dönü³türebiliriz
(Önerme 4.3.31).

�imdi de Örnek 6.1.6'da olu³turdu§umuz

E0 → S = (CP 1)m/2

vektör demetini ele alal�m: k1 = e(E), k2 = · · · = km/2 = 1 olarak seçilsin.
Bu manifold üzerinde de yukar�daki paragraftaki gibi bir q ∈ Dm

2 ⊆ S diski
alal�m. Bu disk üzerinde ba§lant� formunun s�f�r oldu§unu kabul edelim. Her
iki vektör demeti de bu diskler üzerinde

Dm × Rm → Dm , (x, v) 7→ x,

a³ikar çarp�m ³eklindedir. Bu iki diskin iç noktalar� üzerindeki (merkez nok-
talar�n� atal�m) li�eri a³a§�daki gibi birbirine yap�³t�ral�m:

Int(Dm
1 − {p})× Rm

⋃̇
Int(Dm

2 − {q})× Rm/(x, v) ∼ (φ(x), v) ,

öyle ki, uygun öteleme fonksiyonlar� yard�m�yla p = q = 0 oldu§unu kabul
ederek φ : Int(Dm

1 − {0}) → Int(Dm
2 − {0}) a³a§�daki bile³ke fonksiyonu

olarak tan�mlans�n,

Int(Dm
1 − {0}) −→ Rm − {0} −→ Rm − {0} −→ Int(Dm

2 − {0}) ,

x 7→ y =
x

1− ‖x‖
7→ z =

y

‖y‖2
7→ w =

z

1 + ‖z‖
.

O halde, −S ile S manifoldunun ters yönlendirilmi³ini gösterirsek bu yap�³t�r-
ma fonksiyonu bize M] − S toplam manifoldu üzerinde bir E1 → M] − S
vektör demeti verecektir. Bu demetin M − D1 üzerine k�s�tlan�³� E ve
S−D2 üzerine k�s�tlan�³� ise E0 olacakt�r. Ayr�ca, her iki manifold üzerindeki
kesitleri yap�³t�rarak elde edilen kesitin s�f�rlar�n�n cebirsel toplam� s�f�r olacak-
t�r, çünkü x 7→ φ(x) yap�³t�rma fonksiyonu yönü ters çevirir. �imdi s�f�rlar�
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ayr� ayr� içeren küçük diskler alal�m ve daha sonra bu diskleri birbirine ince
tüplerle ba§layarak yeni bir disk elde edelim. Diskin üzerinde vektör demeti-
ni bir çarp�m ³eklinde yazal�m. Daha sonra diskin her bir noktas�ndaki li�ni
diskin seçti§imiz bir noktas�ndaki li� ile e³leyelim. Disk kesitin tüm s�f�rlar�n�
içerdi§i için, diskin s�n�r�nda kesiti küreden küreye derecesi s�f�r olan bir fonk-
siyon olarak görebiliriz (Önerme 4.3.29). Bu fonksiyon bir sabite homotopik
oldu§undan vektör demetinin hiç s�f�r� olmayan bir kesitini elde etmi³ oluruz
(Önerme 4.3.31). Bu kesit demetin biri a³ikar do§ru demeti olmak üzere iki
vektör demetinin toplam� ³eklinde yaz�labilmesi anlam�na gelir. Bunu görmek
için vektör demeti üzerinde herhangi bir iç çarp�m alal�m ve demeti hiç s�f�r�
olmayan kesitin gerdi§i do§ru demeti ile bu kesite dik vektörlerden olu³an de-
metin direkt toplam� olarak yazal�m. Bu toplam demetin üzerinde seçti§imiz iç
çarp�ma kar³�l�k gelen e§rilik her bir toplam�n e§rili§ini ifade eden matrislerin
direkt toplam� olacakt�r. Fakat (a³ikar) bir do§ru demetinin e§rili§i her zaman
s�f�rd�r. Bu durumda e§rilik matrisinin Pfa�an'� da s�f�r olacakt�r. Dolay�s�y-
la, toplam vektör demeti üzerinde birbirine yap�³t�r�larak elde edilen ba§lant�
formunun e§rili§inin verdi§i m-formunun integrali s�f�r olmal�d�r. O halde,

0 =

∫
M]−S

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)M]−S

=

∫
M

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)M +

∫
−S

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)S

=

∫
M

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)M −

∫
S

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)S

=

∫
M

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)M − e(E)

elde edilir ve kan�t tamamlan�r. En son ad�mdaki∫
S

(
1√
2π

)r
Pfaff(Ω)S = e(E)

e³itli§i E0 → S = (CP 1)m/2 vektör demetinin seçiminin bir sonucudur. 2

Uyar� 6.1.9. Euler s�n�f�n�n önceki bölümde verilen topolojik tan�m�ndan ya
da yukar�daki teoremin kan�t�nda kullan�lan �kirlerden yararlanarak a³a§�daki
sonuçlar� kolayca kan�tlayabiliriz.

1) Ei →M , i = 1, 2, yönlendirilmi³ vektör demetleri ise

e(E1 ⊕ E2) = e(E1) e(E2)

olur.
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2) f : M → N türevlenebilir bir fonksiyon ve E → N yönlendirilmi³ bir
vektör demeti ise e(f∗(E)) = f∗(e(E)) olur. Buradan, M 2n-boyutlu yön-
lendirilebilir t�k�z bir manifold olmak üzere, her k tam say�s� için, derecesi k
olan türevlenebilir bir f : M → S2n fonksiyonun bulundu§u gerçe§ini kulla-
narak (Örnek 4.3.26.2) ³u ilginç sonucu elde ederiz: e(T∗S2n) = 2 oldu§undan

f∗(T∗S
2n)→M

vektör demetinin Euler say�s� 2k d�r.

3) Herhangi bir yönlendirilmi³ E →M vektör demetinin duali E∗ ise

e(E∗) = (−1)rank(E)/2 e(E)

olur (rank(E)'nin tek say� olmas� durumunda her iki Euler say�s� da s�f�rd�r).

4) Herhangi bir yönlendirilmi³ E →M vektör demetinin ters yönlüsü −E
ise

e(−E) = −e(E)

olur. Yönlendirilebilir bir manifoldun Euler s�n�f� manifoldun yönlendirmesine
duyarl� oldu§u halde Euler say�s� yönlendirmeden ba§�ms�zd�r:∫

−M
e(T∗(−M)) =

∫
−M

e(−T∗(M)) =

∫
−M
−e(T∗M) =

∫
M

e(T∗M) .

Ricci E§rili§i ve Say�sal E§rilik: Riemann tensöründen ba³ka tensör-
ler elde edebiliriz. Bunlardan birincisi Ricci e§rilik tensörüdür ve ³u ³ekilde
tan�mlan�r:

Ric
.
=
∑
ij

Rij dxi ⊗ dxj , Rij
.
=
∑
k

Rkikj .

Bu tensör simetriktir. Bu tensörün metrik izi ³u ³ekilde tan�mlan�r ve Riemann
manifoldunun say�sal e§rili§i ad�n� al�r:

S = Trg Ric
.
=
∑
ij

gijRij .

Örnek 6.1.10. Σ ⊆ R3 yüzeyi yerel olarak türevlenebilir bir f : U → R
fonksiyonun gra�§i olsun:

Σ = {(x, y, f(x, y)) | (x, y) ∈ U} .

Bu durumda yüzeyin te§et demeti üzerinde R3 Öklit uzay�ndan gelen metrik

g =

(
1 + f2

x fxfy
fxfy 1 + f2

y

)
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matrisi ile verilir. Do§rudan hesap yaparak Christo�el sembolleri a³a§�daki gibi
elde edilir:

Γ1
11 =

fxfxx
1 + f2

x + f2
y

, Γ2
11 =

fyfxx
1 + f2

x + f2
y

Γ1
22 =

fxfyy
1 + f2

x + f2
y

, Γ2
22 =

fyfyy
1 + f2

x + f2
y

Γ1
12 = Γ1

21 =
fxfxy

1 + f2
x + f2

y

, Γ2
12 = Γ2

21 =
fyfxy

1 + f2
x + f2

y

.

Buradan Ricci e§rilik tensörünü hesaplayabiliriz:

κ =
fxxfyy − f2

xy

(1 + f2
x + f2

y )2

olmak üzere

R11 = R1
111 +R2

121 = R2
121 = κ(1 + f2

x)

R12 = R1
112 +R2

122 = R1
112 = κ(fxfy)

R21 = R1
211 +R2

221 = R2
221 = κ(fxfy)

R22 = R1
212 +R2

222 = R1
212 = κ(1 + f2

y ) .

Son olarak say�sal e§rilik

S =
∑
ij

gij Rij = 2κ

olarak elde edilir. Asl�nda, κ yüzeyin Gauss e§rili§idir ve dolay�s�yla yüzeyler
için, say�sal e§rilik Gauss e§rili§inin tam olarak iki kat�d�r (bkz. Al�³t�rma 4).
E§er te§et demeti için {e1 = (1, 0, fx), e2 = (0, 1, fy)} çat�s�n� seçersek e§rilik
tensörü a³a§�daki gibi olur:

Ω =

(
Ω1

1 Ω1
2

Ω2
1 Ω2

2

)
= dω + ω ∧ ω = κ

(
fxfy 1 + f2

y

−(1 + f2
x) −fxfy

)
dx ∧ dy .

Bu çat�y� a = 1 + f2
x + f2

y olmak üzere{
fy√
a− 1

e1 −
fx√
a− 1

e2,
fx√
a2 − a

e1 +
fy√
a2 − a

e2

}
ortonormal çat�s� ile de§i³tirirsek yeni e§rilik formu

g−1Ωg =
√
a κ

(
0 1
−1 0

)
dx ∧ dy

ile verilir. Dolay�s�yla, yüzeyin te§et demetinin Euler s�n�f�

e(T∗Σ) =
1

2π
Pfaff(g−1Ωg) =

fxxfyy − f2
xy

2π (1 + f2
x + f2

y )3/2
dx ∧ dy
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(a) Yukar�daki tek kulplu kürenin,
di§er bir deyi³le torusun yüzeyinin
büyük bölümünde e§rilik pozitif ol-
du§u halde, Gauss-Bonnet Teore-
mi'ne göre e§rili§in yüzey üzerin-
deki integrali s�f�rd�r.

(b) Düzlemin üzerindeki standart
Riemann metri§i ötelemeler alt�n-
da korundu§u için T 2 = R2/Z2 bö-
lüm uzay� üzerinde, Gauss e§rili§i
her noktada s�f�r olan bir Riemann
metri§i verir. Fakat bu metri§i
torusun üzerine yukar�daki ³ekil-
de gösterilen yöntemle koyamay�z!
(Bkz. Al�³t�rma 7 ve Al�³t�rma 8)

�ekil 6.1

ile temsil edilir.
Bu yüzeyin Gauss e§rili§inin

κ =
fxxfyy − f2

xy

(1 + f2
x + f2

y )2

ile verildi§ini söylemi³tik. Asl�nda do§rudan hesap yaparak,

σ : U → R3 − {(0, 0, 0)} , σ(x, y) = (fx, fy,−1)

yüzeyin Gauss gönderimi ve dS
.
=
√

1 + f2
x + f2

y dx ∧ dy yüzeyin üç boyutlu

uzaydan ald�§� alan formu (bkz. Örnek 3.2.16) olmak üzere

ω =
x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy

(x2 + y2 + z2)3/2
∈ Ω2(R3 − {(0, 0, 0)})

kapal� 2-formu için
σ∗(ω) = κ dS

elde edilir (bkz. Al�³t�rma 5). Di§er taraftan, e§er Σ, Euler say�s� e(Σ) = 2−2g
olan t�k�z bir yüzey ise (bkz. Örnek 5.2.11) bir önceki örnek bize Gauss-Bonnet
Teoremi olarak bilinen sonucu verir.

Sonuç 6.1.11 (Gauss-Bonnet Teoremi).∫
Σ
κ dS = 2π χ(Σ) = 4π(1− g) .
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�imdi yukar�da verdi§imiz sonucun de§i³ik �kirler içeren bir ba³ka kan�t�n�
verece§iz.

Kan�t : Kan�t dört ad�mdan olu³maktad�r.

Ad�m 1) Yukar�daki gösterimi kullanarak devam edelim. Al�³t�rma 5'ten do-
lay�

σ : U → R3 − {(0, 0, 0)} , σ(x, y) = (fx, fy,−1)

yüzeyin Gauss gönderimi, dS =
√

1 + f2
x + f2

y dx ∧ dy yüzeyin üç boyutlu

uzaydan ald�§� alan formu ve

ω =
x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy

(x2 + y2 + z2)3/2
∈ Ω2(R3 − {(0, 0, 0)})

kapal� 2-formu olmak üzere yüzeyin Gauss e§rili§i için

σ∗(ω) = κ dS

oldu§unu biliyoruz.

Ad�m 2) Uzaydaki Σ ⊆ R3 yüzeyinin σ : Σ → R3 − {(0, 0, 0)} Gauss
gönderimini yüzeyin her noktas�na o noktadaki te§et uzay�n� kar³�l�k getiren
gönderim olarak görebiliriz. σ(p) vektörünü boyuna bölersek Gauss gönderimi

σ : Σ→ S2

³eklinde de ifade edebiliriz. Asl�nda üç boyutlu uzaydaki yönlendirilmi³ düz-
lemleri, yönlendirilmi³ normal vektörleri ile e³leyerek, S2 küresini üç boyutlu
uzaydaki yönlendirilmi³ düzlemlerin uzay� olarak görebiliriz. GrR(n, 2) ile Rn
içindeki yönlendirilmi³ düzlemlerin uzay�n� gösterelim (bkz. Sayfa 169). Bu
durumda GrR(3, 2) = S2 = CP 1 olur. Kolayca görülece§i üzere

GrR(n, 2) = {(u, v) ∈ Sn−1 × Sn−1 | u⊥v}/ ∼ ,

bölüm kümesi olarak yaz�labilir. Buradaki ∼ ba§�nt�s�

(u1, v1) ∼ (u2, v2)⇔
{
u2 = cos θ u1 − sin θ v1

v2 = sin θ u1 + cos θ v1
, θ ∈ R ,

ile verilir. GrR(n, 2) boyutu 2(n − 2) olan türevlenebilir bir manifolddur.
Bu manifolddan (n− 1)-boyutlu karma³�k projektif uzaya do§al bir fonksiyon
vard�r:

Φ : GrR(n, 2)→ Cn − {0}/ ∼= CPn−1 , [(u, v)] 7→ [u+ iv] .

Bu fonksiyonun iyi tan�ml� oldu§u kolayca görülür. Görüntüsü CPn−1 içinde
z2

1 + · · · + z2
n = 0 denklemiyle verilen kuadratik hiperyüzeydir. Ayr�ca Φ
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fonksiyonu görüntüsüne bir difeomor�zmad�r. Dolay�s�yla, n = 3 oldu§unda
CP 2 içindeki bu kuadratik e§ri S2 küresidir.

�imdi, F : Σ× [0, 1]→ Rn türevlenebilir bir fonksiyon olsun, öyle ki, her
t ∈ [0, 1] için

ft = F (−, t) : Σ→ Rn , p 7→ F (p, t) ,

bir dald�rma fonksiyonu olsun. Dolay�s�yla, bu fonksiyon Σ yüzeyinin Rn
içine dald�rmalar�n�n türevlenebilir bir ailesidir. ft dald�rmas�n�n Gauss gön-
derimini σt ile gösterirsek

σt : Σ× [0, 1]→ GrR(n, 2)

türevlenebilir homotopisini elde ederiz. Bu fonksiyonun Φ ile bile³kesinden

Φ ◦ σt : Σ× [0, 1]→ CPn−1

homotopisini elde ederiz. a ∈ H2
DR(CPn−1) karma³�k do§ru üzerindeki integ-

rali 1/2 (CP 2 içindeki kuadratik e§ri bir do§ru ile iki noktada kesi³ir ve bu
yüzden do§ru üzerindeki integrali 1/2 olan formun kuadratik e§ri üzerindeki
integrali birdir) olan 2-form ve Σ ⊂ R3 birinci ad�mdaki yüzey ise

κ dS = σ∗(ω) = 4π(Φ ◦ σ0)∗(a)

(f0 = id oldu§unu kabul ediyoruz) olur. Dolay�s�yla, her t ∈ [0, 1] için∫
Σ
κ dS =

∫
Σ
σ∗(ω) =

∫
Σ

4π(Φ ◦ σt)∗(a)

olur.
Sonuç olarak, Σ yüzeyinin Rn içine iki farkl� bat�r�lmas� homotopik ise

bu farkl� dald�rmalara kar³�l�k gelecek olan∫
Σ
κ dS

integrali de§i³meyecektir. Bir sonraki ad�mda herhangi iki dald�rman�n her
zaman homotopik oldu§unu görece§iz (içine bat�r�lan uzay�n boyutunun art�-
r�lmas�na izin verilmesi kayd�yla).

Bu ad�mda ele ald�§�m�z iki ayr� Gauss gönderiminin n = 3 durumunda
ayn� oldu§unun ve Φ fonksiyonun bahsi geçen özelliklerinin kan�tlanmas�n�
okuyucuya b�rak�yoruz. Ayr�ca bkz. [7] s. 25.

Ad�m 3) Bu ad�mda üç boyutlu uzaydan yedi veya daha büyük boyutlu
Öklit uzay�na derecesi en fazla d ≥ 1 olan polinom dald�rmalar�n olu³turdu§u
uzay�n (yol) ba§lant�l� oldu§unu gösterece§iz. Derecesi en fazla d ≥ 1 olan üç
de§i³kenli polinomlar�n olu³turdu§u vektör uzay�n�n boyutu

s =

(
3 + d
d

)
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say�s�d�r. Asl�nda bu say� derecesi d olan dört de§i³kenli monomiyallerin
say�s�d�r. Dolay�s�yla, derecesi en fazla d olan üç de§i³kenli bir polinomu Rs
içinde bir nokta olarak görebiliriz. �imdi bir P = (x0, y0, z0) ∈ R3 noktas�
alal�m. (x, y, z) koordinat sistemini (x − x0, y − y0, z − z0) ile de§i³tirerek
P = (0, 0, 0) ∈ R3 oldu§unu kabul edebiliriz. f1, · · · , fk+3 ∈ Rs (k + 3)-tane
polinom olsun. Bu durumda, P = (0, 0, 0) noktas�n�n

φ : (f1, · · · , fk+3) : R3 → Rk+3

fonksiyonu için bir kritik nokta olup olmamas� bu polinomlar�n sadece do§ru-
sal terimleri ile belirlenir. Kritik nokta olma ko³ulu polinomlar�n katsay�lar�
üzerine (k + 1)-tane do§rusal ba§�ms�z ko³ul koyar. Dolay�s�yla, bu noktay�
kritik nokta kabul eden (f1, · · · , fk+3) fonksiyonlar�n olu³turdu§u alt uzay�n
Rs(k+3) içindeki ters boyutu k + 1 olur. E§er,

E = {((x, y, z), f1, · · · , fk+3) ∈ R3 × Rs(k+3) |

rk(D(f1, · · · , fk+3)(x,y,z)) ≤ 2}

olarak tan�mlan�rsa

π : E → R3 , ((x, y, z), f1, · · · , fk+3) 7→ (x, y, z)

izdü³üm fonksiyonu örtendir. Bütün li�er e³yap�l�d�r ve ters boyutlar� k +

1 olan
(
k + 3

2

)
-tane do§rusal alt uzay�n birle³imidir. Dolay�s�yla, R3'ün

herhangi bir noktas�n� kritik nokta olarak kabul eden tüm

φ : (f1, · · · , fk+3) : R3 → Rk+3

fonksiyonlar�n�n olu³turdu§u kümenin Rs(k+3) içindeki ters boyutu (k +
1) − 3 = k − 2 olur. O halde, e§er k ≥ 4 ise R3 uzay�n�n Rk+3 içine
polinom dald�rmalar�n�n olu³turdu§u aç�k küme yol ba§lant�l�d�r. Dolay�s�yla,
R3 uzay�n�n R7 içine tüm polinom dald�rmalar�n�n olu³turdu§u uzay yol
ba§lant�l�d�r.

Σ ⊂ R3 a³a§�daki yüzey olsun. π : E → R3 lif demetini Σ yüzeyine
k�s�tlayarak

π| : π
−1(Σ)→ Σ , ((x, y, z), f1, · · · , fk+3) 7→ (x, y, z)

lif demetini elde ederiz. Bu durumda, yüzey iki boyutlu oldu§u için yukar�da
söylediklerimizden dolay�, bu yüzeyin R6 içine tüm polinom dald�rmalar�n�n
olu³turdu§u uzay�n yol ba§lant�l� oldu§unu söyleyebiliriz. Herhangi iki fi :
Σ→ Rm, i = 1, 2, dald�rma fonksiyonu alal�m. n = max{6,m} olmak üzere
Rm ⊆ Rn bir alt uzay olarak dü³ünelim ((x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0)
içermesiyle). Stone-Weierstrass Yakla³�m Teoremi'nden bu iki dald�rma fonk-
siyonuna istenildi§i kadar (C2)-yak�n gi : Σ→ Rn, i = 1, 2, polinom dald�r-
malar bulabiliriz, öyle ki, her t ∈ [0, 1] için, (1 − t)fi + tgi fonksiyonu da
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yüzeyin bir dald�rmas� olur. Bu iki homotopi sayesinde fi yerine gi polinom
dald�rmalar�yla çal�³abiliriz. Son olarak g1 ve g2 polinom dald�rmalar� da
homotopiktir. Ba³ka bir deyi³le, bu ad�m� tamamlam�³ olduk.

Ad�m 4) Bu ad�mda ise Σ yüzeyinin üç boyutlu uzaya özel bir gömülmesi
için ∫

Σ
κ dS

integralini hesaplayaca§�z. Bu özel gömülmenin görüntüsünü Σg ile gösterelim.

�ekil 6.2: σ−1(p) ters görüntüsü g + 1 noktadan olu³maktad�r.

H2
DR(S2) = R oldu§u için sadece p = (0, 1, 0) ∈ S2 noktas� etraf�ndaki küçük

p ∈ U ⊂ S2 kom³ulu§unda desteklenen ve [ω] = [ν] ko³ulunu sa§layan bir
ν ∈ Ω2(S2) formu seçebiliriz. Bu durumda σ∗(ν) formu

V1 ∪ · · · ∪ Vg+1 ⊆ Σ0

aç�k kümesinde desteklenen bir form olacakt�r. Her bir σ| : Vi → U k�s�tlan�³�-
n�n bir difeomor�zma oldu§u kolayca görülür. Ayr�ca bu difeomor�zmalardan
sadece birincisi yön koruyand�r ve di§er g tanesi ise yönü ters çevirir (bkz.
Al�³t�rma 6).

Dolay�s�y�sla, ∫
Σ0

σ∗(ω) =

∫
Σ0

σ∗(ν)

=

g+1∑
i=1

∫
Vi

σ∗(ν)

=

∫
U
ν −

g∑
i=1

∫
U
ν

= 4π(1− g)

elde ederiz. Böylece kan�t tamamlan�r. 2
Gauss-Bonnet Teoremi'nin farkl� kan�tlar� için [10], [4] ve [24] numaral� refe-

ranslara da bakabilirsiniz. Özellikle ilk iki kaynak çok daha geometrik kan�tlar
sunmaktad�r.
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�ekil 6.3: �ekildeki dört yüzey parças� da pozitif z-ekseni ile yönlendirilmi³tir. σ| :
V1 → U 1 ve 2 numaral� e§rileri yine ayn� yönlü 1 ve 2 numaral� e§rilere gönderdi§i
için yön koruyand�r. Di§er taraftan, i ≥ 2 için, σ| : Vi → U 2 numaral� e§rinin
yönünü korurken 1 numaral� e§rinin yönünü ters çeviriyor. Dolay�s�yla, i ≥ 2 için,
σ| : Vi → U yönü ters çevirir.

6.2 Chern Karakteristik S�n��ar�

Chern s�n��ar�n� tan�mlaman�n birden fazla yöntemi vard�r. Biz Bott ve Tu'nun
Di�erential Forms in Algebraic Topology adl� kitab�ndaki yakla³�m� kullanaca-
§�z ([5]). Kullanaca§�m�z yöntem Leray-Hirsch Teoremi'nden yararlanmaktad�r.
π : E → M türevlenebilir bir M manifoldu üzerinde rank� r olan karma³�k
bir vektör demeti olsun. Bu demetin Chern s�n��ar�n� Euler s�n�f� yard�m�yla
tan�mlayaca§�z. Uyar� 3.3.2'de bir manifold üzerindeki karma³�k do§ru de-
metleri ile yönlendirilmi³ R2 demetleri aras�nda bire bir e³leme oldu§unu
görmü³tük. E§er r = 1 ise vektör demeti asl�nda bir L→M karma³�k do§ru
demetidir. Bu karma³�k do§ru demetinin birinci Chern s�n�f� bu yönlendirilmi³
gerçel düzlem demetinin Euler s�n�f� olarak tan�mlan�r ve

c1(L)
.
= e(LR)

ile gösterilir.
Verilen bir π : L → Mn karma³�k do§ru demetinin, herhangi iki tanesi

birbiri ile çapraz kesi³en s0, · · · , sk kesitlerini alal�m. Dolay�s�yla, e§er 2(k+
1) > n ise bu kesitlerin ortak s�f�r� yoktur. Ba³ka bir deyi³le,

f : M → CP k , p 7→ f(p)
.
= [s0(p) : · · · : sk(p)],

iyi tan�ml� bir fonksiyondur. Ayr�ca, her i = 0, · · · , k için

Ui = {p ∈M | si(p) 6= 0}

aç�k kümeleri M manifoldunu örter. Bu kesitler L|Ui → Ui k�s�tlan�³�n� Ui×C
çarp�m� ³eklinde yazabilmemize olanak verir. Kesitleri bu çarp�m üzerinde de
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yine si : Ui → Ui×C olarak ifade edelim. Demetin her bir Ui aç�k kümesine
k�s�tlan�³� üzerinde

L|Ui
' Ui × C→ Ck+1 − {0},

(p, v) 7→
(
s0(p)

si(p)
, · · · , si−1(p)

si(p)
, 1,

si+1(p)

si(p)
, · · · , sk(p)

si(p)

)
,

ile tan�mlanan fonksiyonlar tüm demet üzerinde iyi tan�ml� bir

Φ : L→ f∗(ξk)

karma³�k do§ru demeti izomor�zmas� verecektir. Burada ξk → CP k karma³�k
projektif uzay üzerinde

ξk = {([z0 : · · · : zk], (z0, · · · , zk)) | (z0, · · · , zk) ∈ Ck+1 − (0, · · · , 0)}

ile tan�mlanan kanonik karma³�k do§ru demetidir (demetin izdü³üm fonksiyonu
([z0 : · · · : zk], (z0, · · · , zk)) 7→ [z0 : · · · : zk] ile verilmektedir). Dolay�s�yla, M
manifoldu üzerindeki her karma³�k do§ru demeti, kesitleri yard�m�yla tan�mla-
nan f : M → CP k fonksiyonu ile tamamen belirlenmektedir. Bu fonksiyona
π : L → Mn demetinin bir s�n��and�rma fonksiyonu, CP k uzay�na ise kar-
ma³�k do§ru demetlerinin bir s�n��and�rma uzay� denir.

Di§er taraftan, [x0 : · · · : xk] ∈ CP k, [y0 : · · · : yl] ∈ CP l olmak üzere

k+l∑
i=0

zit
i =

(
k∑
i=0

xit
i

)(
l∑

i=0

yit
i

)
polinom e³itli§i yard�m�yla tan�mlanan

φ : CP k × CP l → CP k+l,

([x0 : · · · : xk], [y0 : · · · : yl]) 7→ [z0 : · · · : zk+l],

fonksiyonu ele alal�m. S�f�rdan farkl� iki polinomun çarp�m� da s�f�rdan farkl�
olaca§� için bu fonksiyon iyi tan�ml�d�r.

CP k → CP k × CP l , [x0 : · · · : xk] 7→ ([x0 : · · · : xk], [1 : 0 : · · · : 0]),

gömme fonksiyonunun φ ile bile³kesini al�rsak

CP k → CP k+l , [x0 : · · · : xk] 7→ ([x0 : · · · : xk : 0 : · · · : 0]),

gömme fonksiyonunu elde ederiz. O halde, her a ∈ H i
DR(CP k+l) kohomoloji

eleman� için φ∗(a) = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a ∈ H i
DR(CP k × CP l) elde edilir (bkz.

Sonuç 5.3.5).
E§er J : M → M × M, p 7→ (p, p), p ∈ M , ³eklinde verilen içerme

fonksiyonu ise, her u, v ∈ H i
DR(M) için, J∗ : H i

DR(M ×M) → H i
DR(M)

kohomoloji homomor�zmas� olmak üzere,

J∗(u⊗ 1 + 1⊗ v) = u+ v
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e³itli§i sa§lan�r.
�imdi M manifoldu üzerinde L1 → M ve L2 → M gibi iki karma³�k

do§ru demeti alal�m. E§er si : M → Li, i = 1, 2, bu demetlerin birer kesiti
ise

s : M → L1 ⊗ L2, p 7→ s1(p)s2(p)

fonksiyonu karma³�k do§ru demetlerinin tensör çarp�m�n�n bir kesiti olacakt�r.
Dolay�s�yla, Li → M , i = 1, 2, karma³�k do§ru demetlerinin s�n��and�rma
fonksiyonlar�, s�ras�yla, f : M → CP k ve g : M → CP l ise φ ◦ (f, g) ◦ J :
M → CP k+l fonksiyonu da L1 ⊗ L2 tensör çarp�m�n�n bir s�n��and�rma
fonksiyonu olur.

Son olarak x = c1(ξr) = e(ξr) kohomoloji s�n�f� ξr → CP r kanonik
demetin birinci Chern s�n�f� ise Chern (Euler) s�n�f�n�n do§all�§�ndan dolay�

c1(L1 ⊗ L2) = (φ ◦ (f, g) ◦ J)∗(x)

= (J∗ ◦ (f∗, g∗))(φ∗(x))

= (J∗ ◦ (f∗, g∗))(x⊗ 1 + 1⊗ x))

= J∗(f∗(x)⊗ 1 + 1⊗ g∗(x))

= f∗(x) + g∗(x)

= f∗(c1(ξk)) + g∗(c1(ξl))

= c1(f∗(ξk)) + c1(g∗(ξl))

= c1(L1) + c1(L2)

elde edilir.

Uyar� 6.2.1. Li →M , si : M → Li, i = 1, 2, ve

s : M → L1 ⊗ L2, p 7→ s1(p)s2(p),

yukar�daki gibi olsun. E§er bu kesitler hem s�f�r kesitine hem de birbirlerine dik
iseler s−1(0) = s−1

1 (0) ∪ s−1
2 (0) alt manifoldlar�n�n birle³imlerinin Poincaré

duali her iki parçan�n Poincaré duallerinin toplam� olacakt�r. Ba³ka bir deyi³le
herhangi bir alt manifoldun bu iki alt manifoldun birle³imi ile kesi³imi ayr� ayr�
kesi³imlerinin birle³imidir. Bu ise, c1(L1⊗L2) = e(L1⊗L2) = e(L1)+e(L2) =
c1(L1)+c1(L2) e³itli§inin daha geometrik bir aç�klamas�d�r. Ayr�ca L ve L∗

demetlerinin geçi³ fonksiyonlar� s�ras�yla ϕαβ ve ϕαβ ise L ⊗ L∗ tensör
çarp�m�n�n geçi³ fonksiyonu ϕαβ · ϕαβ gerçel ve pozitif de§erli bir fonksiyon
olacakt�r. Bu durumda L⊗L∗ a³ikar karma³�k do§ru demeti olur. Dolay�s�yla,
L(M) ile M üzerindeki karma³�k do§ru demetlerinin izomor�zma s�n��ar�n�n
olu³turdu§u de§i³meli grubu gösterirsek

c1 : L(M)→ H2
DR(M), [L] 7→ c1(L) ,

bir grup homomor�zmas� olur. Ayr�ca bu grup içinde L eleman�n�n tersi L∗

ile verilir.
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Önerme 6.2.2. E§er k, n pozitif tam say�lar� 2(k + 1) > n + 1 ko³ulunu
sa§l�yorsa n-boyutlu M manifoldu üzerindeki karma³�k do§ru demetlerinin izo-
mor�zma s�n��ar�n�n olu³turdu§u L(M) de§i³meli grubu, M manifoldundan
CP k karma³�k projektif uzay�na giden fonksiyonlar�n homotopi s�n��ar�n�n
olu³turdu§u gruba izomor�ktir:

[M,CP k] −→ L(M) , [f : M → CP k] 7→ f∗(ξk) .

[M,CP k] homotopi s�n��ar�n�n bir grup olu³turdu§unun kan�t�, bu önermenin
kan�t�yla birlikte Al�³t�rma 9'da yap�lacakt�r.

�imdi tüm di§er Chern s�n��ar�n� tan�mlayabiliriz. Bunun için 1 < r-
boyutlu bir π◦ : E → M vektör demeti alal�m ve bu demetin projektiviza-
syonunu

CP r−1 → P (E)→M

olu³tural�m (bkz. Sonuç 5.3.8 ve üzerindeki paragraf). π : P (E)→M izdü³üm
fonksiyonu yard�m�yla vektör demetini geri çekelim: Her p ∈ M için, Ep =
(π◦)−1(p) vektör uzay� olmak üzere

π∗(E) = {(lp, v) ∈ P (E)× E | π◦(v) = p, p ∈M, lp ∈ Ep − {0}/(C∗)}

↓

P (E) .

Bu r-boyutlu karma³�k vektör demetinin do§al bir alt do§ru demeti vard�r:

L = {(lp, v) ∈ π∗(E) | v ∈ lp} .

Son olarak (r − 1)-boyutlu Q → M karma³�k vektör demetini a³a§�daki
bölüm demeti olarak tan�mlayal�m:

0→ L→ π∗(E)→ Q→ 0 .

�imdi a ∈ H2
DR(P (E)) s�n�f� a³a§�daki do§ru demetinin birinci Chern s�n�f�

olarak tan�mlans�n:
a
.
= c1(L∗) .

Euler s�n�f�n�n ve dolay�s�yla birinci Chern s�n�f�n�n do§all�§�n�n bir sonucu
olarak L do§ru demetinin P (Ep) li�ne k�s�tlan�³�n�n birinci Chern s�n�f�
−a kohomoloji s�n�f�n�n P (Ep) li�ne k�s�tlan�³� olacakt�r. Di§er taraftan,
{1, a, · · · , ar−1} ⊂ H∗DR(P (E)) s�n��ar�n�n her P (Ep) li�ne k�s�tlan�³lar� bu
li�n kohomolojisinin bir vektör uzay� taban�n� verdi§i için {1, a, · · · , ar−1} kü-
mesi H∗DR(P (E)) cebirinin bir H∗DR(M)-modül taban�n� verir (Sonuç 5.3.8).
Dolay�s�yla, ar ∈ H∗DR(P (E)) s�n�f�, baz� c1(E), · · · , cr(E) ∈ H∗DR(M) ko-
homoloji s�n��ar� için,

ar + c1(E)ar−1 + · · ·+ ci(E)ar−i + · · ·+ cr(E) = 0
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olmak üzere tek bir ³ekilde ifade edilir. Bu ³ekilde ci(E) s�n��ar�n� tan�mlam�³
olduk. P (E), L ve Q demetleri do§al ³ekilde elde edildi§inden Chern s�n��ar�
iyi tan�mlanm�³t�r. Sadece r = 1 durumunda birinci Chern s�n�f� için vermi³
oldu§umuz iki tan�m�n denk oldu§unu görmeliyiz: E →M bir karma³�k do§ru
demeti ise P (E) = M olacakt�r. Buradan yine π∗(E) = E = L elde ederiz.
O halde,

a = e((L∗)R) = −e(LR) = −e(ER)

ve buradan da
a+ e(ER) = 0

denklemini buluruz. O halde, ikinci tan�m�m�zdan yine

c1(E) = e(ER)

buluruz.

Uyar� 6.2.3. E§er E → M a³ikar bir karma³�k vektör demeti ise P (E) =
M × CP r−1 olur ve dolay�s�yla da ar = 0 elde edilir. O halde, a³ikar bir
vektör demetinin tüm Chern s�n��ar� s�f�rd�r.

6.2.1 Chern S�n��ar�n�n Özellikleri

Bu bölümde ilk önce toplam Chern s�n�f�n� tan�mlayaca§�z. Verilen herhangi
bir Er → M karma³�k r-boyutlu vektör demetinin s�f�r�nc� Chern s�n�f� her
zaman

c0(E) = 1 ∈ H0
DR(M)

olarak (manifoldun her noktas�nda 1 de§erini alan sabit fonksiyon) ve toplam
Chern s�n�f� ise a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r:

c(E) = c0(E) + · · ·+ cr(E) ∈ H∗DR(M) .

Önerme 6.2.4. Chern s�n��ar� do§al kohomoloji s�n��ar�d�r. Ba³ka bir deyi³le,
f : M → N türevlenebilir bir fonksiyon ve E → N karma³�k bir vektör demeti
olmak üzere, her i ∈ N için, ci(f

∗(E)) = f∗(ci(E)) e³itli§i sa§lan�r.

Bu önermenin kan�t� okuyucuya al�³t�rma olarak b�rak�lm�³t�r (bkz. Al�³t�r-
ma 11). Bir sonraki teorem Ayr�³�m �lkesi (Splitting Principle) olarak bilinen
ve kan�tlarda oldukça kolayl�k sa§layan bir sonuçtur.

Teorem 6.2.5 (Ayr�³�m �lkesi). Her π : E →M r-boyutlu karma³�k bir vektör
demeti için a³a§�daki özelliklere sahip bir türevlenebilir F (E) manifoldu ve
φ : F (E)→M türevlenebilir fonksiyonu vard�r:

1. E → M demetinin F (E) üzerine geri çekilmesi karma³�k baz� do§ru
demetlerinin toplam� olarak yaz�labilir:

φ∗(E) = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr ;
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2. φ∗ : H∗DR(M)→ H∗DR(F (E)) homomor�zmas� bire birdir.

Chern s�n��ar�n�n do§all�§� ve Ayr�³�m �lkesi sayesinde Chern s�n��ar�n�n poli-
nomlar�yla ilgili bir ifadeyi kan�tlamak istersek ele ald�§�m�z vektör demetinin
karma³�k do§ru demetlerinin bir toplam� oldu§unu kabul edebiliriz. Yukar�daki
teorem tam olarak bu sebepten dolay� Ayr�³�m �lkesi (Splitting Principle) ad�n�
al�r. Bu teoremin kan�t� için gerekli alt yap�y� olu³turmu³ durumday�z. Kan�t
al�³t�rma olarak okuyucuya b�rak�lm�³t�r (bkz. Al�³t�rma 12).

Teorem 6.2.6 (Whitney Çarp�m Formülü). Ei →M , i = 1, · · · , r karma³�k
vektör demetleri olmak üzere her zaman

c(E1 ⊕ · · · ⊕ Er) = c(E1) · · · c(Er)

e³itli§i sa§lan�r.

Kan�t : Teoremi ilk önce her bir Ei'nin bir karma³�k do§ru demeti oldu§u
durumda kan�tlayal�m. O halde, E = L1⊕· · ·⊕Lr, do§ru demetlerinin toplam�
olsun. π : P (E)→M projektivizasyon izdü³ümü olmak üzere yine

Ẽ
.
= π∗(E) = {(lp, v) ∈ P (E)× E | π◦(v) = p, p ∈M, lp ∈ Ep − {0}/(C∗)}

↓

P (E),

L
.
= {(lp, v) ∈ π∗(E) | v ∈ lp} ⊆ Ẽ ve L̃i

.
= π∗(Li) olsun. Ayr�ca si : L→ L̃i

i'inci koordinata izdü³üm fonksiyonunu göstersin. O halde, si ∈ hom(L, L̃i) =
L∗ ⊗ L̃i demetinin bir kesiti olacakt�r. Bu kesitin s�f�rdan farkl� oldu§u aç�k
kümeyi Vi ile gösterelim:

Vi = {q ∈ P (E) | si(q) 6= 0} .

L→ P (E) do§ru demeti Ẽ = L̃1⊕· · ·⊕ L̃r demetinin bir boyutlu alt demeti
oldu§undan her q ∈ P (E) noktas� için en az bir si(q) 6= 0 olacakt�r. Ba³ka
bir deyi³le {V1, · · · , Vr} kümesi P (E) manifoldu için bir aç�k örtü olacakt�r.
�imdi

L∗ ⊗ Ẽ = (L∗ ⊗ L̃1)⊕ · · · ⊕ (L∗ ⊗ L̃r)

karma³�k demetini yönlendirilmi³ (karma³�k yap�s� yard�m�yla) gerçel bir vektör
demeti olarak görelim. O halde,

s : P (E)→ L∗ ⊗ Ẽ, s(q) .
= (s1(q), · · · , sr(q)),
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bu gerçel demetin hiçbir noktada s�f�r de§erini almayan bir kesiti olacakt�r.
Ba³ka bir deyi³le, bu demetin Euler s�n�f� s�f�rd�r. O halde,

0 = e((L∗ ⊗ Ẽ)R)

= e((L∗ ⊗ L̃1)R ⊕ · · · ⊕ (L∗ ⊗ L̃r)R)

= e((L∗ ⊗ L̃1)R) · · · e((L∗ ⊗ L̃r)R)

= c1(L∗ ⊗ L̃1) · · · c1(L∗ ⊗ L̃r)
= (c1(L∗) + c1(L̃1)) · · · (c1(L∗) + c1(L̃r))

= (a+ c1(L̃1)) · · · (a+ c1(L̃r))

elde edilir. Burada yine a = c1(L∗) s�n�f�n� göstermektedir. Bu e³itlik do§all�k-
tan dolay� H∗DR(M) halkas� içinde

0 = (a+ c1(L1)) · · · (a+ c1(Lr))

haline dönü³ecektir. �imdi Chern s�n��ar�n�n tan�m�n� hat�rlarsak bu son e³it-
li§in tam olarak

c(E) = Πi (1 + c1(Li)) = Πi c(Li)

ifadesi oldu§unu görürüz. Dolay�s�yla, bu özel halin kan�t�n� bitirmi³ olduk.
�imdi de genel durumu kan�tlayal�m. Asl�nda, sadece E = E1 ⊕E2 duru-

munu kan�tlamak yeterlidir. Bu iki demetin boyutlar� s�ras�yla k ve l olsun.
Ayr�³�m �lkesi uyar�nca

E1 = L1 ⊕ · · · ⊕ Lk ve E2 = L′1 ⊕ · · · ⊕ L′l

oldu§unu kabul edebiliriz. O halde,

c(E1 ⊕ E2) = c(L1 ⊕ · · · ⊕ Lk ⊕ L′1 ⊕ · · · ⊕ L′l)
= (Πi c(Li)) (Πj c(L

′
j))

= c(L1 ⊕ · · · ⊕ Lk) c(L′1 ⊕ · · · ⊕ L′l)
= c(E1) c(E2)

elde ederiz ve böylece kan�t tamamlan�r. 2

6.2.2 Uygulamalar

�lk önce Ayr�³�m �lkesi ile Whitney Çarp�m Kural�'n�n bir sonucunu verelim:
E§er bir karma³�k vektör demeti

E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr

³eklinde karma³�k do§ru demetlerinin direkt toplam� olarak yaz�labiliyorsa bu
vektör demetinin i'inci Chern s�n�f� c1(Li)'lerin i'inci elementer simetrik po-
linomu olur:

ci(E)
.
= σi(c1(L1), · · · , c1(Lr)) .



Chern Karakteristik S�n��ar� 333

Dolay�s�yla,
c1(E) = c1(L1) + · · ·+ c1(Lr),

c2(E) =
∑
i<j

c1(Li) · c1(Lj),

...

ve son olarak
cr(E) = c1(L1) · · · c1(Lr)

olur.
Whitney Çarp�m Kural�'n�n bir di§er uygulamas� da ³u ³ekildedir:

Önerme 6.2.7. E → M r-boyutlu bir karma³�k vektör demeti olmak üzere
cr(E) = e(ER) e³itli§i vard�r. Ba³ka bir deyi³le, bir karma³�k vektör deme-
tinin en yüksek dereceli Chern s�n�f� demetin gerçel vektör demeti olarak ele
al�nd�§�ndaki Euler s�n�f�na e³ittir.

Kan�t : Hem Chern s�n��ar� hem de Euler s�n�f� do§al oldu§undan vektör
demetinin baz� do§ru demetlerinin bir direkt toplam� oldu§unu kabul edebiliriz:

E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr .

Bu durumda, Whitney Çarp�m Kural�'n� kullanarak

cr(E) = c1(L1) · · · c1(Lr)

= e(L1) · · · e(Lk)
= e(L1 ⊕ · · · ⊕ Lk)
= e(E)

elde edilir ve böylece kan�t tamamlan�r. 2

Rank� r > 0 olan bir E →M karma³�k vektör demeti alal�m. Bu demetin
ϕαβ : Uα ∩ Uβ → GL(r,C) geçi³ fonksiyonlar�n�n

ϕαβ : Uα ∩ Uβ → GL(r,C) , ϕαβ(p)
.
= ϕαβ(p) ,

karma³�k e³lenikleri al�narak elde edilen vektör demetine E → M demetinin
e³leni§i denir ve Ē →M ile gösterilir.

Önerme 6.2.8. E → M r-boyutlu bir karma³�k vektör demeti ve Ē → M
bu demetin e³leni§i olsun. O halde, her i ≥ 0 için,

ci(Ē) = (−1)i ci(E)

e³itli§i sa§lan�r.
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Kan�t : Sonucun ilk önce herhangi bir E = L karma³�k do§ru demeti
için do§ru oldu§unu görelim. L̄ = L∗ oldu§undan c1(L̄) = −c1(L) oldu§u
aç�kt�r. Genel durumda ise Ayr�³�m �lkesi'ni kullanarak vektör demetinin baz�
do§ru demetlerinin bir direkt toplam� oldu§unu kabul edebiliriz:

E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr .

Bu durumda, σi i'inci elementer simetrik polinom olmak üzere

ci(Ē) = ci(L̄1 ⊕ · · · ⊕ L̄r)
= σi(c1(L̄1), · · · , c1(L̄r))

= σi(−c1(L1), · · · ,−c1(Lr))

= (−1)i σi(c1(L1), · · · , c1(Lr))

= (−1)i ci(L1 ⊕ · · · ⊕ Lr)
= (−1)i ci(E)

elde ederiz ve böylece kan�t� tamamlar�z. 2

Örnek 5.2.11.2'de karma³�k projektif uzay�n kohomolojisini hesaplam�³t�k:
H = {z0 = 0} CPn karma³�k projektif uzay�n�n 2n − 2 boyutlu alt mani-
foldunu ve a ∈ H2

DR(CPn) bu alt manifoldun Poincaré dualini göstersin. Bu
durumda, [a]k ∈ H2k

DR(CPn) ' R kohomoloji grubunun bir üretecidir. Di§er
bir deyi³le, kohomoloji cebiri

H∗DR(CPn) = R[a]/(an+1)

(de§i³meli) polinom cebirine izomor�ktir.

Önerme 6.2.9. Yukar�daki gösterimi kabul edersek, CPn karma³�k projektif
uzay�n toplam Chern s�n�f�

c(T∗CPn) = (1 + a)n+1

ile verilir. Dolay�s�yla, ci(T
∗CPn) =

(
n+ 1
i

)
ai kohomoloji s�n�f�d�r.

Kan�t : Kan�t� n üzerinden tümevar�m yöntemiyle yapal�m: n = 1 du-
rumunda c1(T∗CP 1) = e(T∗S

2) = 2a oldu§undan sonuç do§rudur. �imdi
c(T∗CPn) = (1 + a)n+1 oldu§unu kabul edelim. O halde, kan�t� tamamla-
mak için c(T∗CPn+1) = (1 + a)n+2 e³itli§ini göstermemiz gerekiyor. Bunun
için, CPn+1 içinde zn+2 = 0 denklemi ile verilen CPn alt manifoldunu ele
alal�m. Alt manifoldun normal demeti N ile gösterilsin; bu bir karma³�k do§ru
demetidir. Normal demetin birinci Chern s�n�f� demetin Euler s�n�f� olacakt�r.
Dolay�s�yla, bu Chern s�n�f� alt manifoldun kendisi ile dik kesi³iminin Poincaré
duali olacakt�r. CPn alt manifoldunun kendisi ile kesi³imi H = {z0 = 0} alt
manifoldu olarak al�nabilir ve buradan da c1(N) = a elde edilir.
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Di§er taraftan, T∗CPn+1 te§et demetinin bu alt manifolda k�s�tlan�³�n�

T∗CPn+1
|CPn = N ⊕ T∗CPn

³eklinde yazabiliriz. O halde, i : CPn → CPn+1 içerme fonksiyonu olmak
üzere

i∗(c(T∗CPn+1)) = c(T∗CPn) c(N) = (1 + a)n+2

e³itli§ini elde ederiz. Dolay�s�yla, i∗ kohomoloji homomor�zmas� bire bir ol-
du§undan, her 0 ≤ k < n+ 1 için,

ck(T
∗CPn+1) =

(
n+ 2
k

)
ak

oldu§unu göstermi³ olduk. Kan�t�n tamamlanabilmesi için, son olarak

cn+1(T∗CPn+1) = (n+ 2) an+1

e³itli§ini göstermeliyiz. Fakat yine en yüksek dereceli Chern s�n�f� Euler s�n�f�na
e³it olaca§�ndan

cn+1(T∗CPn+1) = e(T∗CPn+1) = χ(CPn+1) an+1 = (n+ 2) an+1

buluruz. Böylece kan�t� tamamlar�z. 2

Örnek 6.2.10 (Yanyana Gelme E³itli§i). Örnek 5.2.11'de karma³�k projektif
uzay içinde derecesi d ≥ 1 olan bir karma³�k C = {f = 0} ⊆ CP 2 e§risi
alal�m. Yukar�daki teoremin kan�t�na benzer ³ekilde

T∗CP 2
|C = N ⊕ T∗C

ayr�³�m�n� dü³ünelim. N normal demeti bir karma³�k do§ru demeti oldu§undan
c1(N) = e(NR) bulunur. Buradan∫

C
c1(N) =

∫
C
e(NR) = C t C = d2

elde edilir. (C üzerinde karma³�k yönlendirme alarak integrali hesapl�yoruz;
ayr�ca kohomoloji s�n�f�n�n integrali ile bu s�n�f�n bir temsilcisinin integralini
kastediyoruz). Benzer ³ekilde e§rinin te§et demetinin birinci Chern s�n�f�n�n
e§ri üzerindeki integrali, g ≥ 0 C e§risinin cinsi olmak üzere,∫

C
c1(T∗C) =

∫
C
e(T∗C) = χ(C) = 2− 2g

elde edilir. Di§er taraftan karma³�k projektif düzlemin te§et demetinin birinci
Chern s�n�f�n�n e§ri üzerindeki integrali∫

C
c1(T∗CP 2) =

∫
C

3a = 3

∫
C
a = 3(C t H) = 3d
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olarak hesaplan�r. Son olarak, Whitney Çarp�m Formülüne göre

c1(T∗CP 2
|C ) = c1(N) + c1(T∗C)

olaca§�ndan
3d = d2 + 2− 2g

e³itli§i elde edilir. Bu iki e³itlik de Yanyana Gelme E³itili§i olarak da bilinir.
Buradan e§rinin cinsinin derecesi ile ifade edildi§i

g =
(d− 1)(d− 2)

2

Derece Cins Formülü elde edilir.
Benzer bir formül CP 1 × CP 1 içindeki cebirsel e§riler için de do§rudur:

�kili derecesi (d1, d2) olan bir f ∈ C[z0, z1, w0, w1] polinomu alal�m (f
polinomunun zi de§i³kenlerine göre derecesi d1, wi de§i³kenlerine göre
derecesi ise d2'dir), öyle ki

C = {([z0, z1], [w0, w1]) ∈ CP 1 × CP 1 | f(z0, z1, w0, w1) = 0}

karma³�k cebirsel e§risinin tekil noktas� olmas�n.
πi : CP 1 × CP 1 → CP 1, i = 1, 2, koordinat izdü³üm fonksiyonlar� olmak

üzere
T∗(CP 1 × CP 1) = π∗1(T∗CP 1)⊕ π∗2(T∗CP 1)

oldu§u aç�kt�r. O halde, Chern s�n��ar�n�n do§all�§�ndan dolay�

c1(T∗(CP 1 × CP 1)) = π∗1(c1(T∗CP 1)) + π∗2(c1(T∗CP 1))

= 2(π∗1(a) + π∗2(a))

= 2a1 + 2a2

elde edilir. Poincaré duali

{p0} × CP 1 ⊆ CP 1 × CP 1

(p0 ∈ CP 1 herhangi bir nokta olmak üzere) alt manifoldu olan de Rham ko-
homoloji s�n�f�n�n a1 oldu§u kolayca görülür. Benzer ³ekilde, a2 de Rham
kohomoloji s�n�f� da

CP 1 × {p0} ⊆ CP 1 × CP 1

alt manifoldunun Poincaré dualidir. O halde,∫
C
a1 = C t {p0} × CP 1 = d2

ve benzer ³ekilde ∫
C
a2 = C t CP 1 × {p0} = d1
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bulunur. Dolay�s�yla,∫
C
c1(T∗(CP 1 × CP 1)) = 2(d1 + d2)

olur.
Di§er taraftan yukar�daki örne§e benzer ³ekilde

T∗(CP 1 × CP 1)|C = N ⊕ T∗C

ayr�³�m�n� dü³ünelim. N normal (karma³�k do§ru) demeti için yine c1(N) =
e(NR) oldu§undan∫

C
c1(N) =

∫
C
e(NR) = C t C = 2d1d2

elde ederiz. Yine yukar�daki örne§e benzer ³ekilde

c1(T∗(CP 1 × CP 1)|C ) = c1(N) + c1(T∗C)

olaca§�ndan
2(d1 + d2) = 2d1d2 + 2− 2g

e³itli§ini buluruz. O halde, e§rinin cinsi

g = (d1 − 1)(d2 − 1)

olur. (Detaylar için Al�³t�rma 13'e bak�n�z.)

Derece-Cins Formülünün Bir Ba³ka Kan�t�: Bu bölümde Derece-Cins
Formülleri'ni hesaplaman�n bir ba³ka yöntemine ay�raca§�z. Bunu yapmak için
karma³�k projektif düzlem içinde derecesi d > 0 olan bütün cebirsel e§rilerin
uzay�n� inceleyece§iz. Bu sayede ayn� dereceye sahip e§rilerden türevlenebilir
olanlar�n birbirine difeomor�k oldu§u gösterece§iz. Daha sonra özel bir e§rinin
cinsini Riemann-Hurwitz formülü ile hesaplayarak Derece-Cins formülünü elde
edece§iz.

Derecesi d > 0 olan f(z0, z1, z2) homojen polinomlar�n�n olu³turdu§u
vektör uzay�n�n boyutunun

N =

(
n+ k − 1

k

)
oldu§unu biliyoruz. Bir polinomu s�f�rdan farkl� bir say�yla çarpmak polinomun
s�f�r kümesini de§i³tirmedi§inden CP 2 içindeki derecesi d olan her e§riyi
B = CPN−1 projektif uzay� içinde bir nokta olarak görebiliriz. Her bir cebirsel
e§riyi denklemiyle beraber yazarsak

E = {(f, [z0 : z1 : z2]) ∈ B × CP 2 | f(z0, z1, z2) = 0}
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cebirsel kümesini elde ederiz. π : E → B ilk koordinata izdü³üm fonksiyonu ise
her f ∈ B polinomunun ters görüntüsü bu polinomun projektif düzlem içinde
belirledi§i π−1(f) = {f(z) = 0} ⊆ CP 2 e§risidir. Bu e§rinin tekil noktas�n�n
varl�§� e§riyi veren homojen polinomun katsay�lar�n�n bir polinom denklem
sisteminin çözümü olmas�na denktir (bkz. Al�³t�rma 15). O halde, B içinde
en az bir tekil noktas� olan e§rilerin olu³turdu§u ∆ ⊆ B alt kümesi cebirseldir
ve dolay�s�yla ∆'n�n karma³�k boyutu B'nin karma³�k boyutundan dü³ük olan
alt manifoldlar�n bir birle³imidir. O halde, B −∆ kümesi ba§lant�l� ve aç�k
bir alt manifolddur (cebirsel kümeler denklem sistemlerinin çözüm kümeleri
olduklar� için kapal�d�rlar).

B −∆ içinden herhangi iki f0, f1 noktas� seçelim. O halde, Σi = {fi =
0}, i = 0, 1, cebirsel e§rilerinin tekil noktalar� yoktur. Ba³ka bir deyi³le bu
cebirsel e§riler türevlenebilir ve yönlendirilebilir yüzeylerdir. Bu iki noktay�
türevlenebilir bir, ft, t ∈ [0, 1], e§risi ile birle³tirelim. Bu e§rinin te§etleri-
nin olu³turdu§u vektör alan�n� e§rinin bir tüp kom³ulu§una ta³�y�p ve vektör
alan�n� manifoldun geri kalan�na s�f�r olarak geni³leterek manifold üzerinde t�-
k�z destekli bir X(f) vektör alan� elde edelim. X(f) vektör alan�n�n ak�³�n�
φ(t, f) ile gösterirsek φ(0, f0) = f0 ve φ(1, f0) = f1 olur.

�imdi E0 = π−1(B − ∆) türevlenebilir manifoldu üzerine bir Riemann
metri§i koyal�m ve her noktas�ndaki te§et uzay�n

T(f,p)E0 = ker(Dπ(f,p) : T(f,p)E0 → TfB)⊕H(f,p)

dik ayr�³�m�n� dü³ünelim. Dπ(f,p) do§rusal fonksiyonunun H(f,p) yatay bi-
le³enine k�s�tlan�³� bir izomor�zma oldu§undan Dπ(f,p)(X0(f)) = X(f, p) ola-
cak ³ekilde E0 üzerinde bir X0 vektör alan� vard�r. �zdü³üm fonksiyonu
düzgün oldu§undan X0 vektör alan� da t�k�z desteklidir. Bu vektör alan�-
n�n ak�³�n� Φ(t, (f, p)) ile gösterelim. Her (f, p) ∈ E0 ve t ∈ R için,
π(Φ(t, (f, p))) = φ(t, f) olaca§�ndan Φ(1,Σ0) = Σ1 elde ederiz. Sonuç ola-
rak, Σ0 ve Σ1 yüzeylerinin difeomor�k olduklar�n� kan�tlad�k. Ba³ka bir
deyi³le, f ∈ B−∆ olmak üzere Σf = {f = 0} yüzeylerinin topolojisi yüzeyi
tan�mlayan polinomdan ba§�ms�zd�r. O halde, özel bir polinom için bu yüzeyin
cinsini belirlersek kan�t� bitirmi³ olaca§�z.

Σd = {zd0 + zd1 − zd2 = 0} Fermat e§risinin cinsini hesaplayal�m.

P : Σd → CP 1, [z0 : z1 : z2] 7→ [z0 : z1] ,

izdü³üm fonksiyonu, ξ ∈ C, 1'in d'inci dereceden ilkel bir kökü olmak üzere,

Z = {[z0 : z1] ∈ CP 1 | zd0 + zd1 = 0} = {[1 : ξ], · · · , [1 : ξd−1]}

kümesi d�³�nda d : 1 tipinde bir fonksiyondur. Ayr�ca, her p ∈ Z için,
P−1(p) tek noktadan olu³ur. O halde, Riemann-Hurwitz formülünü kullana-
rak, g(Σd) = g olmak üzere,

(2− 2g)− d = d (2− d)
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ve buradan da

g =
(d− 1)(d− 2)

2

elde ederiz.
Derece-Cins formülü cebirsel e§ri ve yüzeylerin topolojileri ile bu e§ri ve

yüzeyleri ifade eden polinomlar�n dereceleri aras�ndaki ili³kinin tipik bir ör-
ne§idir. Bu konuda daha kapsaml� bilgi edinmek için [1], [15] ve [18] numaral�
referanslara bakabilirsiniz.

6.3 Pontryagin Karakteristik S�n��ar�

Türevlenebilir bir manifold üzerindeki gerçel bir E → M vektör demeti-
nin Pontryagin s�n��ar� bu demetin kompleksi�kasyonun Chern s�n��ar� olarak
tan�mlan�r. E →M rank� k > 0 olan gerçel bir demet ise bu demetin a³ikar
karma³�k do§ru demeti ile tensör çarp�m� F = E ⊗R C→M karma³�k rank�
k olan bir karma³�k vektör demeti olur. E demetinin

ϕαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R) ⊆ GL(k,C)

geçi³ fonksiyonlar� gerçel de§erli oldu§undan, E, F karma³�k ve F e³lenik
demetlerinin yap� fonksiyonlar� ayn� olacakt�r. Dolay�s�yla, F ve F karma³�k
vektör demetleri izomor�ktir. Bu durumda,

c2i+1(F ) = c2i+1(F ) = (−1)2i+1c2i+1(F ) = −c2i+1(F )

olaca§�ndan c2i+1(F ) De Rham kohomoloji s�n�f�n�n s�f�r oldu§u görülür.
Dolay�s�yla, F demetinin sadece çift Chern s�n��ar� s�f�rdan farkl� olabilir.
E → M demetinin i'inci Pontryagin s�n�f� F = E ⊗R C → M karma³�k
demetinin 2i'inci Chern s�n�f�n�n (−1)i kat� olarak tan�mlan�r:

pi(E)
.
= (−1)i c2i(E ⊗R C) .

GL(r,C) ⊆ GL(2r,R) bir alt grup oldu§undan her karma³�k vektör deme-
tini gerçel bir demet olarak görebiliriz: Aç�kça söylemek gerekirse e§er E →M
karma³�k rank� r > 0 olan bir vektör demeti ise bu demetin ER →M gerçel
kar³�l�§� boyutu 2r olan gerçel bir demettir. ER →M gerçel demetinin Pon-
tryagin s�n��ar� E → M karma³�k demetinin Chern s�n��ar� cinsinden ifade
edilebilir. Bunun için ilk önce a³a§�daki sonucu kan�tlamal�y�z:

Önerme 6.3.1. E →M r-boyutlu bir karma³�k vektör demeti ise bu demetin
gerçel kar³�l�§�n�n kompleksi�kasyonu karma³�k vektör demeti olarak E ve E
demetlerinin direkt toplam�na izomor�ktir:

ER ⊗R C ' E ⊕ E .
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Kan�t : Cr karma³�k vektör uzay�n�, (uk, vk gerçel say�lar olmak üzere)

w = (u1 + iv1, · · · , ur + ivr) 7→ (u1, v1, · · · , ur, vr)

dönü³ümünü kullanarak gerçel CrR
.
= R2r uzay� olarak görelim. Karma³�k w

vektörünü bir z = reiθ ile çarpmak her bir (uk, vk) gerçel ikilisini

Az = r

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
matrisi ile çarpmaya kar³�l�k gelir. Bu matrisin özde§erleri z ve z karma³�k
say�lar�d�r. Dolay�s�yla, Az matrisini ancak CrR⊗RC karma³�k vektör uzay�nda
kö³egenle³tirebiliriz. Bu durumda bu özde§erlere kar³�l�k gelen özaltuzaylar�n
tabanlar�

β = {e1 − if1, · · · , er − ifr} ve β = {e1 + if1, · · · , er + ifr}

olur (burada {e1, f1, · · · , er, fr} ile CrR vektör uzay�n�n standart s�ral� taban�-
n� gösteriyoruz). Di§er taraftan, z karma³�k say�s� de§i³tikçe Az matrisinin
özde§erleri de§i³se de özaltuzaylar de§i³memektedir, çünkü {Az}z∈C matris
ailesi de§i³meli matrislerden olu³maktad�r.

CrR ⊗R C '< β > ⊕ < β >

ayr�³�m�nda sol taraftaki uzay�n bir vektörünü karma³�k i say�s� ile çarpmak
bu vektörün sa§ taraftaki iki bile³enini s�ras�yla i ve −i ile çarpmaya denk
geldi§inden bu ayr�³�m

CrR ⊗R C ' Cr ⊕ Cr

olarak yaz�l�r. Bir noktadaki lifte yapt�§�m�z bu ayr�³�m�n demet üzerindeki
karma³�k yap� kullan�larak tüm demet üzerinde de yap�labilece§i aç�kt�r. Do-
lay�s�yla kan�t tamamlan�r. 2

Her karma³�k vektör demetinin s�f�r�nc� Chern s�n�f� 1 olarak tan�mland�§�
için p0(E) = 1 olur. Chern s�n�f�nda oldu§u gibi toplam Pontryagin s�n�f�

p(E) =
∑
i≥0

pi(E)

ile tan�mlan�r. E§er
p̃(E) =

∑
i≥0

(−1)i pi(E)

³eklinde tan�mlan�rsa a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 6.3.2. Her E →M karma³�k vektör demeti için

p̃(ER) = c(E) c(E)

e³itli§i sa§lan�r.
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Örnek 6.3.3. M karma³�k boyutu 2 olan t�k�z bir manifold olsun. ci(M)
pi(M) s�ras�yla bu manifoldun te§et demetinin Chern ve Pontryagin s�n��ar�
olmak üzere

1− p1(M) = c(M) c(M) = (1 + c1(M) + c2(M))(1− c1(M) + c2(M))

elde edilir. Dolay�s�yla,

p1(M) = c2
1(M)− 2c2(M) = c2

1(M)− 2e(M)

olarak hesaplan�r. Örnek olarak, M = CP 2 al�rsak, bir önceki bölümün so-
nuçlar�ndan,

p1(CP 2) = c2
1(CP 2)− 2e(CP 2) = 9a2 − 6a2 = 3a2

bulunur (burada a ∈ H2
DR(CP 2) s�n�f� yine CP 1 alt manifoldunun Poincaré

dualidir).

Chern s�n��ar� do§al olduklar� için Pontryagin s�n��ar� da do§ald�r ve Whit-
ney Çarp�m Kural�'na uyarlar:

Önerme 6.3.4. f : M → N türevlenebilir manifoldlar�n türevlenebilir bir
fonksiyonu olsun. Bu durumda her E → N gerçel vektör demeti için

p(f∗(E)) = f∗(p(E))

e³itli§i sa§lan�r. Ayr�ca Ei →M , i = 1, 2, gerçel vektör demetleri ise

p(E1 ⊕ E2) = p(E1) p(E2)

olur.

Uyar� 6.3.5. Yönlendirilmi³ bir gerçel vektör demetinin Euler ve Pontryagin
s�n��ar� ya da karma³�k bir demetin Chern s�n��ar� asl�nda tam say� katsay�l�
tekil kohomolojinin elemanlar�d�r (bkz. [19, 28, 6, 5]). Bir X topolojik uzay�-
n�n tam say� katsay�l� tekil kohomolojisi de§i³meli bir gruptur ve Hi(X,Z)
ile gösterilir. De§i³meli bir grup mertebesi sonlu elemanlar içerebilir. Asl�nda
Euler s�n�f� veya Chern s�n��ar� mertebesi sonlu kohomoloji elemanlar� olan
vektör demetleri vard�r. Mertebesi sonlu elemanlar�n yaratabilece§i kar�³�kl�kla-
ra bir örnek olarak ³unu verebiliriz: Tekil kohomolojinin elemanlar� olarak ele
al�nd�§�nda yukar�da verdi§imiz Whitney Çarp�m Kural� ancak

2p(E1 ⊕ E2) = 2p(E1) p(E2)

³eklinde yaz�ld�§�nda do§ru olur.
Türevlenebilir bir M manifoldunun tekil kohomolojisi ile De Rham koho-

molojisi aras�ndaki ili³ki De Rham Teoremi olarak bilinen

HDR(M) ' Hi(X,Z)⊗Z R
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izomor�zmas� ile verilir. Bu ünitede ele ald�§�m�z karakteristik s�n��ar bu tekil
kohomoloji grubunun elemanlar� olarak tan�mlanan s�n��ar�n De Rham izomor-
�zmas� alt�ndaki görüntüleridir. Dolay�s�yla, bizim inceledi§imiz karakteristik
s�n��ar�n mertebesi sonlu olan k�s�mlar� k�rp�lm�³t�r ve muhtemel bir bilgi kay-
b� mevcuttur.

�imdi bu önermenin bir uygulamas�n� verelim. Mm ⊆ Rn bir alt manifold
olsun. Bu alt manifoldun normal demetini N ile göstererek,

T∗Rn|M = T∗M ⊕N

vektör demet toplam�n�n toplam Pontryagin s�n�f�n� hesaplayal�m: Sol taraftaki
demet a³ikar oldu§undan

1 = p(T∗Rn|M ) = p(M) p(N)

elde edilir. Ba³ka bir deyi³le, H∗DR(M) halkas� içinde p(M) ve p(N) eleman-
lar� birbirinin çarpmaya göre tersidir. Bunu kullanarak normal demet hakk�nda
oldukça fazla bilgi edinebiliriz. Bunu bir örnek üzerinde aç�klayal�m.

Örnek 6.3.6. Önceki örnekte p1(CP 2) = 3a2 oldu§unu görmü³tük. O halde,
e§er CP 2 ⊆ Rn'nin bir alt manifoldu ise normal demetin Pontryagin s�n�f�n�n
H∗DR(CP 2) = R[a]/(a3) halkas� içinde ³u e³itli§i sa§lad�§�n� görürüz: 1 =
(1 + 3a2) p(N). Ba³ka bir deyi³le, p(N) 6= 1 olmal�d�r. Di§er taraftan, e§er
n = 5 olsayd� N demeti bir boyutlu yönlendirilebilir bir vektör demeti olurdu.
Fakat böyle bir demet a³ikar olaca§�ndan p(N) = 1 elde ederdik. O halde,
n ≥ 6 olmal�d�r. Al�³t�rma 16 karma³�k projektif düzlemin R6 içine bir
gömülmesini vermektedir.

Tamamen benzer bir ³ekilde, CP 4 manifoldunu alt manifold olarak ka-
bul eden bir Rn Öklit uzay�n�n en az 12-boyutlu oldu§u gösterilebilir (bkz.
Al�³t�rma 18).

Bir sonraki önerme Pontryagin s�n��ar�n�n baz�lar�n�n Euler s�n�f�ndan do§-
rudan hesaplanabilece§ini göstermektedir.

Önerme 6.3.7. Rank� 2k olan bir E → M yönlendirilmi³ gerçel vektör
demeti için pk(E) = e(E)2 e³itli§i sa§lan�r.

Kan�t : E ⊗ C (karma³�k) vektör demetinin gerçel vektör demeti ola-
rak E ⊕ E demetine izomor�k oldu§u aç�kt�r. Fakat yönlendirmeyi hesaba
katmak için yerel çat�larla çal�³al�m. Yönlendirilmi³ E gerçel demetinin yön-
lendirmeyi veren s�ral� bir yerel {e1, · · · , e2k} çat�s�n� alal�m. Bu durumda
E ⊗ C karma³�k vektör demetinin kanonik yönlendirmesini veren gerçel çat�
{e1, ie1, · · · , e2k, ie2k} olacakt�r (bkz. Örnek 2.3.9). Bu çat�y� yönlendirilmi³
E ⊕ E demetinin çat�s� olan {e1, · · · , e2k, ie1, · · · , ie2k} ile kar³�la³t�r�rsak
yönlendirmeler aras�ndaki fark (−1)k(2k−1) = (−1)k olur. Dolay�s�yla, yönlü
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gerçel vektör demetleri olarak ³u e³itlik sa§lan�r: E ⊗ C ' (−1)kE ⊕ E. Bu
durumda tan�mlardan ve Uyar� 6.1.9'dan

pk(E) = (−1)k c2k(E ⊗ C)

= (−1)k e(E ⊗ C)

= (−1)k e((−1)kE ⊕ E)

= e(E ⊕ E)

= e(E) e(E)

elde edilir ve böylece kan�t tamamlan�r. 2
Bu bölümü Pontryagin say�lar� ile bitirece§iz. Yönlendirilmi³ t�k�z 4n-

boyutlu bir M manifoldu alal�m. E§er k1, k2, · · · , kr ≥ 0 tam say�lar�
k1 + 2k2 · · ·+ rkr = n ko³ulunu sa§l�yorsa

pk1,k2,··· ,kr(M)
.
=

∫
M
pk11 (M) pk22 (M) · · · pkrr (M)

integrali ile tan�mlanan say�ya manifoldun bir Pontryagin say�s� denir. Pontrya-
gin say�lar� Euler say�s� gibi birer tam say�d�r (bkz. Al�³t�rma 17). �imdi bu
manifoldun (4n+ 1)-boyutlu yönlendirilmi³ t�k�z bir W manifoldunun s�n�r�
oldu§unu kabul edelim: M = ∂W . ξ → M bir boyutlu a³ikar gerçel vektör
demeti olmak üzere T∗W|M

∼= T∗M ⊕ ξ oldu§undan, pi(W )|M = pi(M) (W
manifoldunun karakteristik s�n�f�n�n içerme fonksiyonu ile M manifolduna
geri çekilmesi) olacakt�r. Bu durumda Stokes teoreminden

pk1,k2,··· ,kr(M) =

∫
M=∂W

pk11 (M) pk22 (M) · · · pkrr (M)

=

∫
M=∂W

pk11 (W ) pk22 (W ) · · · pkrr (W )

=

∫
W
d(pk11 (M) pk22 (M) · · · pkrr (M))

=

∫
W

0

= 0

elde ederiz. Ba³ka bir deyi³le, yönlendirilmi³ t�k�z bir manifoldun s�n�r� olan
bir manifoldun tüm Pontryagin say�lar� s�f�rd�r. Asl�nda bu teoremin tersi de
do§rudur. Fakat kan�t�n içeri§i bu kitab�n kapsam�n� a³t�§� için, burada ver-
meyece§iz (bkz. [29], s.217).

Teorem 6.3.8 (René Thom). M yönlendirilmi³ t�k�z 4n-boyutlu bir manifold
olsun. Bu manifoldun tüm Pontryagin say�lar� s�f�r ise s�n�r�, M manifoldu-
nun sonlu say�daki kopyas�n�n ayr�k birle³imi olan, t�k�z yönlendirilmi³ bir W
manifoldu vard�r.

Karakteristik s�n��ar hakk�nda yaz�lm�³ ve en fazla kabul görmü³ kaynaklar
[29] ve [5] numaral� referanslard�r.
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6.4 7-Boyutlu Egzotik Küreler

Kitab�n son bölümünü Milnor'un ünlü 7-boyutlu egzotik kürelerine ay�raca§�z.
Milnor 1956 yay�nlad�§� [27] numaral� makalesinde 7-boyutlu standart küreye
homeomor�k olan ama difeomor�k olmayan manifoldlar�n varl�§�n� kan�tlad� ve
bu küreleri egzotik olarak adland�rd� (bu kürelerden tam olarak 27 tane oldu§u
Michel Kervaire ile beraber yapt�§� 1963 tarihli bir ba³ka makalede gösterildi).
Milnor'a Fields Madalyas� kazand�ran bu çal�³ma diferansiyel topolojinin de
do§umu olarak kabul edilir.

Bu bölümün tamam�nda M = M7 türevlenebilir yönlendirilmi³ 7-boyutlu
t�k�z ve s�n�r� olmayan bir manifoldu gösterecek. Bu manifoldun

H3
DR(M) = 0 = H4

DR(M)

ko³ulunu sa§lad�§�n� kabul edece§iz. Ayr�ca e§er ∂B8 = M7 olacak ³ekilde
türevlenebilir ve yönlendirilebilir bir t�k�z B8 manifoldu varsa bu manifoldun
s�n�r�ndaki yönlendirme ile uyumlu olacak ³ekilde yönlendirilmi³ oldu§unu ka-
bul edece§iz. Milnor in³a etti§i kürelerin birbirlerine difeomor�k olmad�klar�n�
tan�mlam�³ oldu§u λ(M) de§i³mezi yard�m�yla göstermi³tir.

Yard�mc� Teorem 6.4.1. M ve B yukar�daki gibi olmak üzere

H4
DR(B)→ R , [α] 7→

∫
B
α2 , [α] ∈ H4

DR(B),

kuadratik formu, [α] kohomoloji s�n�f�n� temsil eden kapal� formun seçiminden
ba§�ms�zd�r ve dolay�s�yla iyi tan�ml�d�r.

�ekil 6.4: T�k�z destekli Mayer-Vietoris kohomoloji dizisinin aç�k kümeleri

Kan�t : Kan�t üç ad�mdan olu³maktad�r. Kan�t�n ana hatlar�n� yaz�p bo³-
luklar� okuyucuya b�rakaca§�z:
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Ad�m 1) [α] = [α′] ∈ H4
DR(B) olmak üzere α − α′ = dβ, β ∈ Ω3(B),

³eklinde yazal�m. O halde, ∫
B
α2 =

∫
B
α′2

e³itli§ini göstermeliyiz. �imdi Stokes Teoremi'ni kullanarak∫
B
α2 −

∫
B
α′2 =

∫
M

(2α′ + dβ) ∧ β

oldu§unu kolayca gösterilir. Bu durumda yard�mc� teoremin kan�t�n� tamam-
lamak için β formunun M üzerinde s�f�r oldu§unu göstermek yeterlidir.

Ad�m 2) B manifolduna t�k�z destekli kohomoloji Mayer-Vietoris dizisini
uygulamak için yukar�daki ³ekilde görüldü§ü üzere U ve V = M × (0, 1]
seçelim. O halde, U∩V = M×(0, 1/2) olur. �imdi Teorem 4.3.14'ü kullanarak

Hk
c (U ∩ V ) = Hk

c (M × (0, 1/2)) ' Hk−1
c (M) = Hk−1

DR (M)

elde ederiz. Ayr�ca, Hk
c (U ∪ V ) = Hk

c (B) = Hk
DR(B) ve Hk

c (U) ' Hk
c (B −

M) oldu§u aç�kt�r. (Asl�nda sonuncu e³itlik için U ile B −M aras�nda
düzgün bir difeomor�zma oldu§unun gösterilmesi gerekir. Bu detay okuyucuya
b�rak�lm�³t�r.) �imdi de Teorem 4.3.18'i kullanarak

Hk
c (V, V −M) ' Hk

c (M) = Hk
DR(M)

oldu§unu gözlemleyiniz.
T�k�z destekli kohomoloji için ba§�l kohomoloji dizisini (bkz. sayfa 228)

(V, V −M) ikilisi için yazal�m ve yine Hk
c (V −M) ' Hk−1

DR (M) oldu§unu
kullanarak Hk

c (V ) = 0 sonucuna ula³al�m.

Ad�m 3) Bu ad�mda ise t�k�z destekli kohomoloji Mayer-Vietoris dizisini (bkz.
sayfa 231) B = U ∪ V birle³imi için yazal�m ve daha önceki ad�mlarda elde
etti§imiz sonuçlar� kullanarak

· · · → H3
DR(M)→ H4

c (B −M)→ H4
DR(B)→ H4

DR(M)→ · · ·

tam dizisini elde edelim. �imdi H3
DR(M) = 0 = H4

DR(M) ko³ulunu kullan�rsak
H4
c (B−M) ' H4

DR(B) izomor�zmas�n� elde ederiz. Bu izomor�zma sayesinde
birinci ad�mda ele ald�§�m�z tüm türevlenebilir formlar�n M = ∂B s�n�r�na
k�s�tlan�³lar�n�n s�f�r oldu§unu kabul edebiliriz. Son olarak, birinci ad�mdan
dolay� kan�t tamamlan�r. 2

B = B8 manifoldu üzerinde tan�mlad�§�m�z bu formun endeksini τ(B)
ile gösterece§iz. Kuadratik formun endeksini ³u ³ekilde hesaplayabiliriz. Bu
form bize H4

DR(B) gerçel vektör uzay� üzerinde a³a§�daki e³itlik yard�m�y-

la tan�mlanan bir simetrik bilineer form verir: < [α], [β] >
.
=

∫
B
α ∧ β ve

Q([α]) =< [α], [α] > olmak üzere

Q([α] + [β]) = Q([α]) +Q([β]) + 2 < [α], [β] > .
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Bu simetrik formun herhangi bir dik tabandaki matris gösterimi simetrik ola-
ca§�ndan gerçel say�lar üzerinde kö³egenle³tirilebilir. Bu durumda formun en-
deksi, τ(B), elde edilen kö³egen matrisin pozitif özde§erlerinin say�s� ile negatif
özde§erlerinin say�s�n�n fark� olarak tan�mlan�r. Tan�m� gere§i τ(B) bir tam
say�d�r ve manifoldun yönlendirmesine duyarl�d�r:

τ(−B) = −τ(B) .

Yine ayn� kuadratik form kullan�larak B manifoldunun Pontryagin say�s�
³u ³ekilde tan�mlan�r:

q(B)
.
= Q(p1(B)) =

∫
B
p2

1(B) .

(Hem birinci Pontryagin s�n�f�n� hem de bu s�n�f� temsil eden kapal� formu
p1(M) ile gösteriyoruz.) Sonuç 6.4.7'den dolay� q(B) bir tam say�d�r. Mil-
nor'un λ(M) de§i³mezi a³a§�daki teorem sayesinde 2q(B)− τ(B) tam say�-
s�n�n (mod 7) denklik s�n�f� olarak tan�mlan�r:

λ(M)
.
= 2q(B)− τ(B) (mod 7) .

Teorem 6.4.2. 2q(B)− τ(B) tam say�s�n�n (mod 7) denklik s�n�f� B ma-
nifoldunun seçiminden ba§�ms�zd�r ve sadece M ile belirlenir. Dolay�s�yla,
λ(M) de§i³mezi iyi tan�ml�d�r.

Teoremin kan�t�na geçmeden önce iki önemli sonucunu ele alal�m. Diyelim
ki M dördüncü Betti say�s� s�f�r olan türevlenebilir yönlendirilmi³ t�k�z bir
B manifoldunun s�n�r� olsun: M = ∂B ve H4

DR(B) = 0. Bu durumda
2q(B) − τ(B) tam say�s� s�f�r olaca§�ndan λ(M) = 0 elde edilir. O halde,
a³a§�daki sonucu kan�tlam�³ olduk.

Sonuç 6.4.3. E§er λ(M) de§i³mezi s�f�rdan farkl� ise M manifoldu dördün-
cü Betti say�s� s�f�r olan türevlenebilir yönlendirilmi³ t�k�z bir B manifoldunun
s�n�r� olamaz.

B manifoldunun (ya da s�n�r� olan M manifoldunun) yönlendirmesini
de§i³tirirsek, τ(M) de§i³mezine benzer ³ekilde, λ(M) de§i³mezinin de i³are-
tinin de§i³ece§i aç�kt�r: λ(−M) = −λ(M). Ba³ka bir deyi³le a³a§�daki sonucu
elde etmi³ olduk.

Sonuç 6.4.4. E§er λ(M) de§i³mezi s�f�rdan farkl� ise M manifoldundan
kendine yönü de§i³tiren bir difeomor�zma yoktur.

Teorem 6.4.2'in Kan�t�: Kan�t iki ad�mdan olu³maktad�r.

Ad�m 1) B8
1 ve B8

2 yönlendirilmi³ s�n�rlar� M7 olan türevlenebilir yönlen-
dirilmi³ t�k�z manifoldlar olsunlar. B2 manifoldunun yönünü ters çevirip bu



7-Boyutlu Egzotik Küreler 347

iki manifoldu ortak s�n�rlar� boyunca yap�³t�rarak türevlenebilir t�k�z ve s�n�r�
olmayan C = B1∪∂−B2 manifoldunu elde edelim. Bu manifoldun kesi³im for-
munun endeksi manifoldun Pontryagin say�lar� cinsinden ³u ³ekilde ifade edilir
(bu formülün kan�t� kitab�m�z�n kapsam�n� oldukça a³maktad�r; bkz. [20], s. 12,
86):

τ(C) =
1

45

∫
C

7p2(C)− p2
1(C) .

Buradan

45τ(C) + q(C) = 45τ(C) +

∫
C
p2

1(C) = 7

∫
C
p2(C) ≡ 0 (mod 7) .

En sondaki denklik Pontryagin say�lar�n�n tam say� olmas�n�n sonucudur. Öner-
me 6.2.7'den dolay� p2(C) = c4(T∗C ⊗ C) = e((T∗C ⊗ C)R) olur. Ba³ka bir
deyi³le, bu Pontryagin say�s� gerçel bir demetin Euler say�s�d�r ve her Euler
say�s� bir alt manifold kesi³imine e³it oldu§u için tam say�d�r. Di§er Pontrya-
gin say�s� p2

1(C) için ise bir sonraki paragrafta kan�tlayaca§�m�z p2
1(C) =

p2
1(B1) − p2

1(B2) e³itli§ini ve Sonuç 6.4.7'yi kullanabiliriz. Son olarak, elde
etti§imiz 45τ(C) + q(C) ≡ 0 (mod 7) e³itli§ini iki ile çarparak

2q(C)− τ(C) ≡ 0 (mod 7)

e³itli§ini elde ederiz.

Ad�m 2) Bu ad�mda yukar�da ele ald�§�m�z manifoldlar için

τ(C) = τ(B1)− τ(B2) ve q(C) = q(B1)− q(B2)

oldu§unu kan�tlayaca§�z. Bunun için C = B1∪−B2 manifoldunun bile³enleri-
nin ortak s�n�r� olan M = ∂B1 = −∂B2 alt manifoldunun bir tüp kom³ulu§unu
N = M × (−1, 1) ele alal�m ve U = B1 ∪N , V = −B2 ∪N aç�k kümeleri
için t�k�z destekli Mayer-Vietoris dizisini yazal�m:

· · · → Hk
c (U ∩ V )→ Hk

c (U)⊕Hk
c (V )→ Hk

c (U ∪ V )→ Hk+1
c (U ∩ V )→ · · · .

�imdi yine Yard�mc� Teorem 6.4.1'de oldu§u gibi Hk
c (Bi∪N) ' Hk

c (Bi−M),
i = 1, 2, ve Bi manifoldlar�n�n üçüncü ve dördüncü De Rham kohomolojile-
rinin s�f�r oldu§unu hat�rlayarak a³a§�daki de§i³meli diyagram� elde ederiz:

H4
c (C) ←− H4

c (B1 −M) ⊕ H4
c (B2 −M)

↓ ↓ ↓
H4
DR(C) −→ H4

DR(B1) ⊕ H4
DR(B2)

Bu diyagramdaki tüm oklar birer izomor�zmad�r. Asl�nda yukar�daki yatay
izomor�zmay� yukar�daki Mayer-Vietoris dizisinden elde etmeyi size al�³t�rma
olarak b�rak�yoruz. Di§er taraftan, soldaki dü³ey izomor�zma ise bir e³itliktir.
Son olarak, di§er iki dü³ey izomor�zma da Yard�mc� Teorem 6.4.1'in kan�t�n�n
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üçüncü ad�m�n�n bir sonucudur. Ayr�ca, yatay izomor�zmalar içerme fonksiyon-
lar�n�n üretti§i homomor�zmalard�r. Bu de§i³meli diyagram bize H4

DR(C) =
H4
c (C) içinden alaca§�m�z her α s�n�f�n�n βi ∈ H4

c (Bi−M), i = 1, 2, olmak
üzere α = β1+β2 olarak tek bir ³ekilde yaz�labilece§ini ve βi s�n��ar�n� temsil
eden kapal� formlar�n desteklerinin birbirinden ayr�k seçilebilece§ini göstermek-
tedir. Dolay�s�yla, α2 = β2

1 + β2
2 yazabiliriz. O halde, τ(C) = τ(B1)− τ(B2)

e³itli§i kan�tlanm�³ oldu. q(C) = q(B1)− q(B2) e³itli§i için ise ayr�ca Pontrya-
gin s�n�f�n�n do§al oldu§unu kullanmal�y�z. Ba³ka bir de§i³le, p1(C) s�n�f�n�
içerme fonksiyonu yard�m� ile Bi üzerine geri çekti§imizde p1(Bi) s�n�f�n�
elde ederiz. Sonuç olarak, 2q(B1) − τ(B1) ≡ 2q(B2) − τ(B2) (mod 7), elde
ederiz. Böylece kan�t tamamlan�r. 2

S4 Küresi Üzerindeki R4-demetleri: Bu alt bölümde S4 birim küresi
üzerinde, kuaterniyon çarp�m� yard�m�yla tan�mlayaca§�m�z R4-demetlerinin
Euler ve Pontryagin karakteristik s�n��ar�n� hesaplayaca§�z. Bu ve bundan son-
raki bölümde H = R4 ile kuaterniyonlar vektör uzay�n� (do§rusunu) göste-
rece§iz. Bu uzay� standart yönlendirmesiyle dü³ünelim: {e1, e2, e3, e4} veya
{1, i, j, k}. Bu do§runun tipik bir eleman� p = (a, b, c, d) = a + ib + jc +
kd, a, b, c, d ∈ R ³eklinde olup R-vektör uzay� yap�s�na sahiptir. Asl�nda
kuaterniyonlar bir cebir olu³turur. �ki kuaterniyonun çarp�m�

i2 = j2 = k2 = −1 ve ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j,

çarp�m tablosu ile tan�mlan�r. Karma³�k say�larda oldu§u gibi p = (a, b, c, d) =
a+ ib+ jc+ kd kuaterniyonun e³leni§i p = (a,−b,−c,−d) = a− ib− jc− kd
ve boyu (uzunlu§u veya normu) ||p|| =

√
pp =

√
a2 + b2 + c2 + d2 ³eklinde

tan�mlan�r. Birim boylu karma³�k say�lar S1 birim çemberini olu³tururken
birim uzunlu§a sahip kuaterniyonlar�n kümesi S3 birim küresidir. S�f�rdan
farkl� her kuaterniyonun çarpma i³lemine göre tersi vard�r ve

p−1 =
1

p
=

p

||p||2
, p ∈ H∗ .= H− {0},

ile verilir. Ayr�ca, oldukça kullan�³l� olan ³u e³itli§i de görelim: Her p, q ∈ H
için, pq = q p.

Dört boyutlu küreyi iki kuaterniyon do§runun birle³imi olarak ³u ³ekilde
yazal�m: S4 = H ∪̇ H/p ∼ φ(p) = 1/p , p ∈ H∗. φ fonksiyonu yönü korudu§u
için kuaterniyonlar üzerine koydu§umuz yönlendirme küreyi de yönlendirecek-
tir. Örnek 2.1.10 içinde birim küreyi

S2 = CP 1 = C ∪̇ C /z ∼ φ(z) = 1/z , z ∈ C− {0},

ve te§et demetini de

T∗CP 1 = T∗C ∪̇ T∗C /(z, w) ∼ (φ(z), φ′(z)(w)) = (1/z,−w/z2),
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(z, w) ∈ C − {0} × C = T∗(C − {0}), ³eklinde ifade etmi³tik. Dört boyutlu
kürenin te§et demeti için yine φ(p) = 1/p, fonksiyonun türevini hesaplayal�m:
S�f�rdan farkl� bir p ∈ H∗ noktas� ve herhangi bir v ∈ TpH∗ ' H te§et vektörü
alal�m. �³lemler s�ras�nda kuaterniyon cebirinin de§i³meli olmad�§�n� göz önüne
alarak dikkatli olmaya çal�³aca§�z. Bu durumda,

φ′(p)(v) = lim
h7→0

φ(p+ hv)− φ(p)

h

= lim
h7→0

(p+ hv)/||p+ hv||2 − p/||p||2

h

= lim
h7→0

1

||p+ hv||2
(p+ hv)

[
||p||2 − (p+ hv)p

] 1

h||p||2

= lim
h7→0

1

p+ hv

[
||p||2 − ||p||2 − hvp

] 1

h||p||2

= lim
h7→0

1

p+ hv
(−vp) 1

||p||2

= lim
h7→0

−1

p+ hv
v

1

p

= −1

p
v

1

p

elde ederiz. O halde, te§et demetini

T∗S
4 = T∗H ∪̇ T∗H /(p, v) ∼

(
1

p
,

1

p
v

1

p

)
, p ∈ H∗,

³eklinde yazabiliriz (türevin önündeki eksi i³aretini kald�rd�§�m�zda yine ayn�
demeti elde etti§imizi gözlemleyiniz; çünkü H∗ içinde 1 ve −1 noktalar�n�
birbirine ba§layan bir e§ri vard�r).

�imdi Milnor'un S4 üzerinde ele ald�§� ξh,j → S4 demetinin tan�m�n�
verebiliriz: Herhangi iki h, j tam say�s� için

ξh,j
.
= H×H ∪̇ H×H /(p, v) ∼ (1/p, phvpj) , p ∈ H∗.

Bu durumda T∗S
4 = ξ−1,−1 demetidir (bizim tan�mlar�m�z ve gösterimimiz

Milnor'un orijinal makalesindekilerden biraz farkl�d�r fakat bu durum herhangi
bir kar�³�kl�§a yol açmayacakt�r). Hem lif hem de taban kuaterniyon vektör
uzay�n� standart yönlendirmesiyle dü³ünelim.

Uyar� 6.4.5. E§er h+ j ≤ 0 ise, her iki yerel koordinat sisteminde de,

si : H→ T∗H, p 7→ (p, 1 + p−h−j), i = 1, 2,

ifadesi ile verilen yerel kesitler pjs1(p)ph = s2(1/p) e³itli§ini sa§lad�§� için
ξh,j demetinin bir kesitini verir. Bu kesiti ve Al�³t�rma 20'nin sonucunu kulla-
narak demetin Euler say�s�n�n −(h+ j) oldu§unun gösterilmesini size al�³t�r-
ma olarak b�rak�yoruz (bkz. Al�³t�rma 22). Bu sonucun e(S4) = 2 gerçe§iyle
uyumlu oldu§unu gözlemleyiniz.
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Di§er taraftan, h + j > 0 durumunda ise küçük bir hileye ba³vurmak
yard�mc� olabilir. ξh,j demetini belirleyen (p, v) 7→ (1/p, phvpj) yap�³t�rma
fonksiyonu

(t, (p, v)) 7→
(

1

p
,

ph

t+ (1− t)||p||h
v

pj

t+ (1− t)||p||j

)
, t ∈ [0, 1],

homotopisi yard�m�yla (p, v) 7→
(

1

p
,
ph

||p||h
v
pj

||p||j

)
yap�³t�rma fonksiyonuna

homotopiktir. Homotopik yap�³t�rma fonksiyonlar�n�n izomor�k demetler ver-
di§i kolayca gösterilebilir. (Al�³t�rma 9, Ad�m 2 istenilen izomor�zman�n nas�l
kurulaca§�n�n ip uçlar�n� verir; al�³t�rmadaki manifoldu M = S4 almak an-
lamak için yeterli olacakt�r. Ayr�ca sayfa 169'de bulunan Evrensel Demetler
ba³l�§� alt�ndaki aç�klamaya da bak�n�z.) Yap�³t�rma fonksiyonunu bu ³ekilde
seçmek bize p kuaterniyonunun birim vektör al�nabilmesi avantaj�n� vere-
cektir. �imdi her bir li�n üzerindeki yönlendirmeyi v 7→ u = v koordinat
de§i³ikli§iyle tersine çevirelim. Art�k p birim boylu oldu§u için p−1 = p ve
phvpj = p−jvp−h e³itlikleri sa§lan�r. Dolay�s�yla, vektör demetinin (sadece
li�erin) yönünü ters çevirmek yap�³t�rma fonksiyonunu

(p, u) 7→ (1/p, p−jup−h)

fonksiyonuna homotopik yapacakt�r. Ba³ka bir deyi³le, ξh,j demetinin yönünü
de§i³tirince ξ−j,−h demetini elde ederiz: −ξh,j = ξ−j,−h. O halde, h+ j > 0
durumunda da demetin Euler say�s� yine

e(ξh,j) = −e(−ξh,j) = −e(ξ−j,−h) = −(h+ j)

olur.

Yukar�daki uyar�da kulland�§�m�z tekni§i bu sefer hem taban manifoldu
S4'ün hem de li�n yönünü de§i³tirerek tekrar uygulayal�m. Bu durumda, (p, v) ∈
H∗ ×H de§i³kenlerini (q, ṽ) = (p, v) de§i³kenleri ile de§i³tirmek, ξh,j deme-
tini belirleyen (p, v) 7→ (1/p, phvpj) yap�³t�rma fonksiyonunu, ξj,h demeti-
ni belirleyen (q, ṽ) 7→ (1/q, qj ṽqh) yap�³t�rma fonksiyonuna homotopik olan
bir fonksiyona dönü³türecektir. Dolay�s�yla, hem taban�n hem de li�n yönünü
de§i³tirmek ξh,j demetini ξj,h'ye dönü³türür. �imdi de bu de§i³imin p1 ka-
rakteristik s�n�f�n� nas�l etkiledi§ini görelim. H = R4 li�nin yönünü de§i³tirmek
bu li�n karma³�k say�larla tensör çarp�m�n�n do§al yönlendirmesini de§i³tirmez
(bkz. Örnek 2.3.9). Dolay�s�yla, ξh,j ⊗R C→ S4 demetini

f : S4 = H ∪̇ H/ ∼ −→ H ∪̇ H/ ∼= S4 , p 7→ p,

fonksiyonu ile geri çekersek ξj,h ⊗R C → S4 demetini elde ederiz. Do§rudan
hesap yaparak f∗ : H4

DR(S4) → H4
DR(S4) , f∗(a) = −a oldu§u kolayca
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görülebilir (f∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4) = −dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 oldu§unu
gözlemlemek yeterlidir). O halde,

p1(ξj,h) = p1(f∗(ξh,j)) = f∗(p1(ξh,j)) = −p1(ξh,j)

elde ederiz.

Sonuç 6.4.6. Her k ∈ Z tam say�s� için p1(ξk,k) = 0 olur. Dolay�s�yla,
p1(S4) = p1(ξ−1,−1) = 0'd�r.

Asl�nda yukar�da yapt�klar�m�z� bir ad�m daha ileri götürebiliriz: Her p, q ∈
H için, pq = q p oldu§undan sabit bir p 6= 0 de§eri için, a³a§�daki gibi
tan�mlanan

ψ1 : R4 = H→ H = R4 , v 7→ vp,

ve
ψ2 : R4 = H→ H = R4 , v 7→ vp = p v,

fonksiyonlar� do§rusal izomor�zmalar uzay� içinde homotopik olmasalar da (de-
terminantlar�n�n i³aretleri terstir) bu do§rusal fonksiyonlar�n kompleksi�kas-
yonlar�

ψ1 ⊗ idC : C4 = H⊗R C→ H⊗R C = C4 , v 7→ vp,

ve
ψ2 ⊗ idC : C4 = H⊗R C→ H⊗R C = C4 , v 7→ vp = p v,

karma³�k do§rusal izomor�zmalar uzay� içinde homotopik olacaklard�r, çün-
kü C∗ içinde 1 noktas�n� −1 noktas�na ba§layan bir e§ri vard�r (bu e§ri
kullan�larak homotopi yaz�labilir). O halde, idC ile tensör edildikten sonra,
(p, v) 7→ (1/p, phvpj) yap�³t�rma fonksiyonu (p, v) 7→ (1/p, ||p||2ph−1vpj−1)
ve dolay�s�yla (p, v) 7→ (1/p, ph−1vpj−1) yap�³t�rma fonksiyonuna homoto-
pik olacakt�r. Ayr�ca, demetin herhangi bir yar�s�nda li�n yönünü de§i³tirmek
kompleksi�kasyonu de§i³tirmeyece§i için, bu yap�³t�rma fonksiyonu da (idC ile
tensör edildikten sonra)

(p, v) 7→ (1/p, ph−1vpj−1)

yap�³t�rma fonksiyonuna homotopik olacakt�r. Ba³ka bir deyi³le,

p1(ξh,j) = p1(ξh−1,j−1)

olur. Son olarak bu formülü defalarca uygulayarak p1(ξh,j) = p1(ξh−j,0) elde
ederiz. �³imizi bir parça daha kolayla³t�rmak için derecesi h olan

gh : S4 = H ∪̇ H/ ∼ −→ H ∪̇ H/ ∼= S4 , p 7→ ph,

fonksiyonu için g∗h(ξ1,0) ' ξh,0 oldu§unu gözlemleyiniz (bkz. Al�³t�rma 21). Bu
durumda, p1(ξh,0) = p1(g∗h(ξ1,0)) = g∗h(p1(ξ1,0)) = deg(gh)p1(ξ1,0) = hp1(ξ1,0)
elde ederiz.
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�imdi, p1(ξ1,0) s�n�f�n� hesaplamak için yine küçük bir hileye ba³vuraca§�z.
Genelde ξh,j → S4 demetleri karma³�k yap� kabul etmeseler de (bkz. Al�³t�r-
ma 22) ξ1,0 → S4 demeti üzerinde karma³�k yap� vard�r. Bunu görmek için
p, v ∈ H kuarterniyonlar�n�

p = a+ ib+ jc+ kd = A+ jB , A = a+ ib, B = c− di ve

v = e+ if + jg + kh = C + jD , C = e+ if, B = g − hi,

³eklinde C2 içinde karma³�k vektörler olarak yazal�m. O halde, p · v kuater-
niyon çarp�m�

p · v ←→
[
A −B
B A

] [
C
D

]
karma³�k matris çarp�m�na dönü³ecektir. Bu durumda demetin vektörleri üzerin-
deki karma³�k yap�

(v, z) 7→
[
C
D

]
z =

[
Cz
Dz

]
, z ∈ C,

skaler çarp�m� ile verilebilir. S4 küresi üzerinde integrali bire e³it olan bir 4-
formun s�n�f�n� ν ile gösterelim. O halde, bu karma³�k vektör demetinin birinci
Pontryagin s�n�f� p1(ξ1,0) = −2e(ξ1,0) = 2ν olacakt�r (bkz. Sonuç 6.3.2).
Dolay�s�yla, ξh,j demetinin birinci Pontryagin s�n�f� ise

p1(ξh,j) = p1(ξh−j,0) = 2(h− j)ν

olarak hesaplan�r.

Sonuç 6.4.7. Taban ve li�er yukar�daki ³ekilde yönlendirildi§inde

p1(ξh,j) = 2(h− j)ν ve e(ξh,j) = −(h+ j)ν olur.

Milnor'un Egzotik Küreleri: Verilen herhangi bir k tek tam say�s� için
h+j = −1 ve h−j = k olacak ³ekilde, h, j tam say�lar� seçelim. ξh,j → S4 de-
metinin kuaterniyonik birim disk demetinin tüm uzay�n� B8

k = Bk ve bu mani-
foldun s�n�r�n� olu³turan S3 demetinin tüm uzay�n� da Mk = M7

k = ∂B8
k → S4

ile gösterelim. Her iki demet daha önce ele ald�§�m�z ³ekilde yönlendirilmi³ ol-
sunlar. Bu durumda, Mk manifoldunun λ de§i³mezi a³a§�daki gibidir:

Yard�mc� Teorem 6.4.8. Yukar�daki gösterimi kullan�rsak

λ(Mk) = k2 − 1 (mod 7)

olur.
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Kan�t : Herhangi bir vektör demetinin tüm uzay�n�n bir noktas�ndaki te§et
uzay� o noktay� içeren li�n te§et uzay� ile o noktan�n üzerinde bulundu§u
taban noktas�n�n te§et uzaylar�n�n direkt toplam�d�r. Dolay�s�yla, herhangi bir
(p, [v]) ∈ Bk noktas� için T(p,[v]) = TpS

4 ⊕ T[v](ξh,j)p olur. Ba³ka bir deyi³le,
π : Bk → S4 demet projeksiyonu olmak üzere

T∗Bk = π∗(T∗S
4)⊕ π∗(ξh,j) .

O halde, Whitney Çarp�m Kural�'ndan, α = π∗(ν) olmak üzere,

p1(Bk) = π∗(p1(T∗S
4)) + π∗(p1(ξh,j)) = 0 + 2(h− j)α = 2kα

olarak hesaplan�r. Di§er taraftan, h + j = −1 oldu§undan ξh,j demetinin
Euler s�n�f� −(h+ j)ν = ν olur.

�ddia:
∫
B
α2 = 1.

�ddian�n kan�t�: π∗ : H4
DR(S4)→ H4

DR(Bk) homomor�zmas� bir izomor�zma
oldu§u için α ∈ H4

DR(Bk) kohomolojinin bir üretecidir. Bu disk demetinin
s�f�r kesitini S4 ⊂ Bk ile gösterelim. Bu alt manifoldun Poincaré duali ise
β ∈ H4

DR(Bk) olsun. O halde, β = a α olacak ³ekilde bir a ∈ R say�s�
vard�r. π : Bk → S4 demetinin Euler say�s� 1 oldu§u için bu kesit kendisini
bir noktada keser. Ba³ka bir deyi³le

1 = S4 t S4 =

∫
S4

β =

∫
Bk

β2

olur. Di§er taraftan, tan�m� gere§i
∫
S4

α = 1 oldu§undan β = α ve dolay�s�yla∫
Bk

α2 = 1 elde ederiz. 2

Bu durumda, τ(Bk) = 1, q(Bk) =

∫
Bk

p2
1(Bk) = 4k2 ve dolay�s�yla

λ(Mk) = 2q(Bk) − τ(Bk) = 8k2 − 1 = k2 − 1 (mod 7) elde edilir ve kan�t
tamamlan�r. 2
Art�k ana sonucu vererek bu bölümü bitirebiliriz.

Teorem 6.4.9. Her tek k ∈ Z tam say�s� için Mk manifoldu standart
S7 küresine homeomor�ktir. Di§er taraftan, e§er k ∈ Z tam say�s� k2 −
1 6= 0 (mod 7), ko³ulunu sa§l�yorsa Mk manifoldu standart S7 küresine
difeomor�k de§ildir.

Kan�t : Mk manifoldu, ξh,j demetinin içindeki birim küre demetinin tüm
uzay� oldu§u için

Mk = H× S3 ∪̇ H× S3 /(p, v) ∼
(

1

p
,

1

||p||h+j
phvpj

)
, p ∈ H∗,
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³eklinde ifade edilebilir. Fakat bizim durumumuzda h + j = −1 oldu§undan
denklik ba§�nt�s� (p, v) ∼ (q, u)

.
= (1/p, ||p|| phvpj) halini al�r. Milnor manifold

üzerinde F : Mk → R fonksiyonunu ³öyle tan�ml�yor: (p, v) 7→ Re(v)√
1 + ||p||2

ve di§er koordinat sisteminde ise

w = q
1

u
=

1

p
||p|| pj v ph , ||w|| = 1

||p||

olmak üzere

Re(w)√
1 + ||w||2

=

Re

(
||p||
p

pj v ph
)

√
1 +

1

||p||2

=

||p|| Re
(
||p||
p

pj v ph
)

√
1 + ||p||2

=
Re
(
pj+1 v ph

)
√

1 + ||p||2

=
Re
(
ph+j+1 v

)
√

1 + ||p||2

=
Re
(
p0 v

)√
1 + ||p||2

=
Re(v)√
1 + ||p||2

.

Bu fonksiyonun sadece iki tane ve yozla³mam�³ kritik noktas�n�n oldu§unun
kan�t�n� size b�rak�yoruz. O halde, Ünite 3'teki Al�³t�rma 8, Mk manifoldunun
S7 küresine homeomor�k oldu§unu kan�tlar.

Teoremin ikinci k�sm� için ³u ³ekilde ilerleyece§iz. S7 küresi birim diskin
s�n�r� oldu§u için Sonuç 6.4.3'den dolay� λ(S7) = 0'd�r. Di§er taraftan, yukar�-
daki yard�mc� teoremden λ(Mk) 6= 0 oldu§unu biliyoruz. Dolay�s�yla, kan�t
tamamlan�r. 2

6.5 Al�³t�rmalar

1. Uyar� 6.1.5'in son k�sm�nda bulunan tümevar�m ad�m�n� tamamlay�n�z.

2. Teorem 6.1.8'in kan�t�n�n birinci ad�m�ndaki

dP ([Ωl
k]) =

∑
k,l

(
∂P

∂Ωl
k

)
∧ dΩl

k
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e³itli§ini kan�tlay�n�z.

3. Herhangi bir Σ yönlendirilebilir yüzeyi üzerinde verilen (x1, x2) s�ral�
koordinat sisteminde ifade edilen bir g Riemann metri§i alal�m ve Γkij
bu metri§in Christo�el sembollerini göstersin. Bu durumda yüzeyin Euler
s�n�f�

F

2π
=

1

2π

(
∂Γ1

22

∂x1
− ∂Γ1

12

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

ile verilir. Hiperbolik yar� düzlem ve Poincaré Diski için yukar�daki for-
mu hesaplay�n�z. �imdi cinsi iki olan t�k�z ve yönlendirilebilir bir yüzey
alal�m. Bu yüzeyi Poincaré Diski'nin içinde merkezi diskin merkezinde
ve kenarlar� jeodezikler olan e³kenar bir sekizgenin bölüm uzay� olarak
görebiliriz. Bunun için sekizgenin büyüklü§ünü öyle ayarlayal�m ki iç aç�-
lar�n�n toplam� 2π olsun. Bu durumda kenarlar� oklar�n gösterdi§i yön-
de yap�³t�r�rsak sekizgenin kö³eleri bize yüzey üzerinde bir iç nokta verir.
Ünite 3, Al�³t�rma 10 ve 11 bize yüzeyin Euler say�s�n�n 2 − 2g = −2
oldu§unu söyler. Bu örne§i hangi t�k�z yüzeylere geni³letebilirsiniz?

�ekil 6.5: Poincaré Diski'nin içinde her bir iç aç�s� π/4 radyan olan düzgün sekizgen;
ayn� har�erle gösterilen kenarlar� oklar yönünde yap�³t�r�rsak cinsi iki olan yüzeyi
elde ederiz. Sekizgenin alan� 4π'dir!

Asl�nda bu yakla³�m Gauss-Bonnet Teoremi'nin bir ba³ka kan�t�n� verir:
Bunun için iki sonuca ihtiyac�m�z var. Birincisi Ünite 3, Al�³t�rma 11'de
özel bir metrik için verilen aç�-alan ili³kisinin her Riemann metri§i için
do§ru oldu§unu söyleyen ve Gauss taraf�ndan kan�tlanan teorem. Di§eri
ise her yüzeyin bir üçgenleme kabul etti§ini söyleyen ve Radó ([31]) tara-
f�ndan 1925 y�l�nda kan�tlanan sonuç. Manifoldlar�n üçgenlemesi üzerine
kapsaml� bir çal�³ma için [25] numaral� makaleye bakabilirsiniz.
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�ekil 6.6: Torus kenarlar� oklar yönünde yap�³t�r�lan dikdörtgenin bölüm uzay�d�r.
Dikdörtgenden disk ç�kartmak torustan disk ç�kartmaya kar³�l�k gelir.

(a) �ki dikdörtgenden birer disk
ç�kart�larak olu³an bölgelerin, (e)
ile gösterilen s�n�rlar� boyunca
yap�³t�r�lmas�yla elde edilen sekiz-
gen.

(b) Sekizgenin kenarlar� oklar
yönünde yap�³t�r�l�nca elde edilen
cinsi iki yüzey.

�ekil 6.7

4. Yüzeyler için say�sal e§rili§in Gauss e§rili§inin iki kat� oldu§unu gösteri-
niz.

5. Örnek 6.1.10'un içinde yer alan

σ∗(ω) = κ dS

e³itli§ini kan�tlay�n�z.

6. Sonuç 6.1.11'in kan�t�n�n 4. ad�m�ndaki Gauss gönderiminin yerel olarak
yönü korumas� veya yönü de§i³tirmesi ile ilgili iddiay� kan�tlay�n�z.

7. Üç boyutlu Öklit uzay�na gömülmü³ her t�k�z yüzeyin Gauss e§rili§i po-
zitif olan bir noktas� mutlaka vard�r, kan�tlay�n�z.
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8. P : M → N türevlenebilir manifoldlar�n bir örtü uzay� olsun. E§er N
üzerinde bir Riemann metri§i varsa bu metri§i P yerel difeomor�zmas� ile
M üzerine çekebiliriz. Bu durumda P bir yerel izometri olur. Gauss-
Bonnet Teoremi'ni kullanarak iki boyutlu küre veya torusun herhangi
sonlu bir örtü uzay�n�n yine küre veya torus oldu§unu gösteriniz. Di§er
taraftan, h ≥ 2 olmak üzere P : Σg → Σh yönlendirilmi³ t�k�z yü-
zeylerin derecesi deg(P ) = n olan bir örtü uzay� olsun. Al�³t�rma 3'de
önerildi§i gibi Σh üzerine e§rili§i her noktada −1 olan hiperbolik
metrik koyal�m. P : Σg → Σh yerel difeomor�zmas�n� kullanarak Σg

üzerinde de e§rili§i ker noktada −1 olan metri§i olu³tural�m. O halde,
Gauss-Bonnet Teoremi'nden dolay�

2− 2h = χ(Σh) =
1

2π

∫
Σh

κΣh dSΣh = − 1

2π

∫
Σh

dSΣh = − 1

2π
Alan(Σh)

ve

2− 2g = χ(Σg) =
1

2π

∫
Σg

κΣg dSΣg = − 1

2π

∫
Σg

dSΣg = − 1

2π
Alan(Σg)

elde ederiz. Ayr�ca, yukar�daki metrik a³a§�dan P ile geri çekilen metrik
oldu§undan, P yerel difeomor�zmas� alan koruyand�r. Son olarak, Σh

içinde al�nan yeterince küçük her diskin üzerinde ayn� alana sahip tam
olarak deg(P ) = n tane disk olaca§�ndan Alan(Σg) = n Alan(Σh) elde
edilir. Bu durumda, daha önce elde etti§imiz

2− 2g = n(2− 2h) ya da g = 1 + n(h− 1)

formülünü tekrar elde etmi³ olduk.

�imdi M üzerinde bir G-grup etkisi oldu§unu ve örtü uzay�n�n bir bölüm
uzay� oldu§unu kabul edelim:

P : M →M/G = N .

Bu durumda N üzerindeki her metrik M üzerinde G-grubunu izo-
metrilerinin bir alt grubu kabul eden bir metrik verir. Di§er taraftan,
M üzerindeki bir metrik G-grubu alt�nda de§i³mez ise N üzerinde bir
metrik verir, öyle ki bu metri§i tekrar M üzerine çekersek yine M
üzerindeki metri§i elde ederiz.

Son olarak, G-grubunun sonlu olmas� durumunda M üzerindeki her
metri§in G-etkisi alt�nda ortalamas�n� alarak M üzerinde G-de§i³mez
bir metrik bulabiliriz. Asl�nda R(M) ile M manifoldu üzerindeki
tüm Riemann metriklerinin uzay�n� ve R(M)G ile de bu metriklerden
G-grubunu izometrileri olarak kabul edenleri gösterirsek

R(M) −→ R(M)G , g 7→ 1

|G|
∑
φ∈G

φ∗(g), g ∈ R(M),
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gönderimi bir küçültme fonksiyonudur (R(M), M üzerinde tan�ml� Rie-
mann metrikler kümesinin uygun bir topoloji ile donat�ld�§�n� kabul edi-
yoruz).

9. φ : CP r × CP s → CP r+s, ve J : M → M ×M, p 7→ (p, p), p ∈ M ,
sayfa 327 ve sonras�nda tan�mlanan fonksiyonlar olsun.

CP∞ .
= lim

r≥0
CP r = ∪rCP r

sonsuz birle³imi göstersin. Burada limiti do§al CP r → CP r+1 içerme
fonksiyonlar� yard�m�yla kuruyoruz (bkz. Ünite 1, Al�³t�rma 1). E§er f :
M → CP r ⊆ CP∞ ve g : M → CP s ⊆ CP∞ iki fonksiyon ise bu iki
fonksiyonun çarp�m�

f · g .
= φ(f, g)

ile tan�mlan�r. Yine n = dimM ve s, r ≤ k olsun. Bu durumda,
f · g çarp�m fonksiyonu Önerme 6.2.2'nin 2(k + 1) > n + 1 ko³ulun-
dan dolay� CP k içine giden bir fonksiyona homotopiktir; kan�tlay�n�z.
Bu i³lemin homotopi s�n��ar� üzerinde de§i³meli bir grup olu³turdu§u-
nu gösteriniz. [f : M → CP∞] homotopi s�n�f�n�n grup i³lemine göre
tersi [f̄ : M → CP∞] e³lenik fonksiyonunun homotopi s�n�f� ile verilir.
Son olarak Önerme 6.2.2'yi a³a§�da verilen ad�mlar� izleyerek kan�tlay�n�z
(ayr�ca bkz. sayfa 169):

Ad�m 1) f : M → CPN , p 7→ f(p) = [s0(p) : · · · : sN (p)] ve g :
M → CPN , p 7→ g(p) = [r0(p) : · · · : rN (p)], verilen bir π : L → Mn

karma³�k do§ru demetinin iki s�n��and�rma fonksiyonunu olsun. Demeti

L|Ui
' Ui × C

yerel çarp�mlar� ³eklinde yazal�m. Kesitleri si : Ui → C ³eklinde fonk-
siyonlar olarak görelim.

φf : Ui → CN+1 − {0} , p 7→ (s0(p), · · · , sN (p)), p ∈ Ui, ve

φg : Ui → CN+1 − {0} , p 7→ (r0(p), · · · , rN (p)), p ∈ Ui,

fonksiyonlar�n�n do§rusal homotopisi, φf (p) = −φg(p) e³itli§inin sa§lan-
d�§� noktalarda iyi tan�ml� olmayacakt�r. Bu zorlu§u a³mak için s�n��an-
d�rma fonksiyonlar�n� s�f�r kesitleriyle geni³letelim:

f : M → CP 2N+1 , p 7→ f(p) = [s0(p) : · · · : sN (p) : 0 : · · · : 0]

ve

g : M → CP 2N+1 , p 7→ g(p) = [r0(p) : · · · : rN (p) : 0 : · · · : 0] .

Ayr�ca

h : M → CP 2N+1 , p 7→ f(p) = [0 : · · · : 0 : s0(p) : · · · : sN (p)]
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s�n��and�rma fonksiyonunu tan�mlayal�m. �imdi φh fonksiyonunun hem
φf fonksiyonuna hem de φg fonksiyonuna homotopik oldu§u aç�kt�r.
Son olarak bu homotopilerin ξ2N+1 → CP 2N+1 demet izdü³üm fonk-
siyonu ile bile³kesini alarak f ve g fonksiyonlar�n� birbirine ba§layan
homotopiyi elde ederiz. Dolay�s�yla, her bir karma³�k do§ru demeti tek
bir (s�n��and�rma fonksiyonu) homotopi s�n�f� belirler.

Ad�m 2) Homotopik f : M → CPN ve g : M → CPN fonksiyonlar�n�n
belirledi§i f∗(ξN ) ve g∗(ξN ) demetlerinin izomor�k oldu§unu görelim.
Homotopiyi

ft : M → CPN , (p, t) 7→ [s0(p, t) : · · · : sN (p, t)],

f0 = f , f1 = g ³eklinde yazal�m. �lk önce M manifoldunun t�k�z
oldu§unu kabul edelim. Manifold t�k�z oldu§u için [0, 1] aral�§�n� son-
lu say�daki [ai, bi] aral�klar�n�n birle³imi olarak yazabiliriz, öyle ki bu
aral�klardan herhangi birisi için

M × [a, b] = ∪i Ui × [a, b],

³eklinde yaz�l�r ve her (p, t) ∈ Ui × [a, b] için si(p, t) 6= 0 e³itsizli§i
sa§lan�r. Kan�t� bitirmek için f∗a (ξN ) ve f∗b (ξN ) demetlerinin izomor�k
oldu§unu göstermek yeterlidir. Bu iki demet aras�ndaki izomor�zmay�
her bir Ui aç�k kümesi üzerinde ³u ³ekilde tan�mlayal�m:

ψi(p) : f∗a (ξN )p → f∗b (ξN )p , v 7→ ψi(p)(v)
.
=
si(p, b)

si(p, a)
· v .

Di§er taraftan herhangi bir t ∈ [a, b] de§eri için, f∗t (ξN ) demetinin
Ui × {t} ve Uj × {t} aç�k kümelerine k�s�tlan�³lar� aras�ndaki geçi³
fonksiyonu

v 7→ ψij(p, t)(v)
.
=
sj(p, t)

si(p, t)
· v

ile verilir. Son olarak

ψj(p, ψij(p, a)(v)) =
sj(p, b)

si(p, a)
· v = ψij(p, b)(ψi(p)(v))

oldu§undan kan�t tamamlan�r. Manifoldun t�k�z olmad�§� durumun kan�-
t�n� okuyucuya b�rak�yoruz.

10. Yukar�daki al�³t�rmay� gerçel projektif uzay için tekrar ediniz. Bu durum-
da RP∞ uzay� gerçel do§ru demetlerinin s�n��and�rma uzay� olacakt�r.
[M,RP∞] homotopi s�n��ar�n�n kümesi bir 2-grup olu³turur. Ba³ka bir
deyi³le birim eleman d�³�ndaki her eleman�n mertebesi ikidir.

11. Önerme 6.2.4'ü kan�tlay�n�z.
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12. Teorem 6.2.5'i kan�tlay�n�z. Bunun için ilk önce sayfa 329'de olu³turdu§u-
muz yap�lar� hat�rlayal�m: π◦ : E →M 1 < r-boyutlu bir vektör demeti
olmak üzere ve bu demetin projektivizasyonunu

CP r−1 → P (E)→M

ile gösterelim. Ayr�ca π : P (E) → M izdü³üm fonksiyonu yard�m�yla
π◦ : E →M vektör demetinin geri çekmesinin

0→ L1 → π∗(E)→ Q1 → 0

³eklinde bir tam diziye oturdu§unu görmü³tük. Ba³ka bir deyi³le,

π∗(E) ' L1 ⊕Q1

karma³�k vektör demeti izomor�zmas�n� elde ederiz. Burada Q1 rank�
r−1 olan bir karma³�k vektör demetidir. Ayr�ca π : P (E)→M izdü³üm
fonksiyonunun kohomolojide verdi§i bire bir

π∗ : H∗DR(M)→ H∗DR(P (E))

homomor�zmas� yard�m�yla H∗DR(P (E)) cebirinin bir serbest H∗DR(M)-
modülü oldu§unu görmü³tük. �imdi de π1 : P (Q1) → P (E) projekti-
vizasyonunu kullanarak benzer ³ekilde

(π ◦ π1)∗(E) ' π∗1(L1 ⊕Q1) ' π∗1(L1)⊕ L2 ⊕Q2

ayr�³�m�n� elde ederiz. Ayn� nedenlerden dolay� kohomoloji düzeyindeki
(π ◦π1)∗ : H∗DR(M)→ H∗DR(P (Q1)) homomor�zmas�n�n bire bir oldu§u
aç�kt�r. Bu ³ekilde ilerleyerek elde edece§imiz Qr−1 manifoldu π◦ :
E → M demetini do§ru demetleri toplam�na dönü³türecek arad�§�m�z
uzay olacakt�r: φk = π1 ◦ · · · ◦ πk, k = 1, · · · , r − 1, olmak üzere

(π ◦ φr−1)∗(E) ' φ∗r−1(L1)⊕ φ∗r−2(L2)⊕ · · · ⊕ φ∗1(Lr−1)⊕ Lr.

13. Örnek 6.2.10'da CP 1×CP 1 içindeki cebirsel e§riler için verilen Derece-
Cins Formülü'nü kan�tlay�n�z.

14. Bu al�³t�rmada ³u ana kadar iki farkl� kan�t�n� sundu§umuz Derece-Cins
Formülü'nün bir di§er kan�t�n�n ana hatlar�n� görece§iz. �ekil 6.8a'daki
dört do§runun denklemleri li(x, y), i = 1, 2, 3, 4 olsun. Bu durumda
ayn� ³ekildeki dört do§ru,

f(x, y) = l1(x, y) l2(x, y) l3(x, y) l4(x, y)

çarp�m polinomu olmak üzere f(x, y) = 0 denkleminin çözüm kümesidir.
Bu polinomu ayn� zamanda f : R2 → R fonksiyonu olarak görelim ve
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(a) R2 ⊂ C2 ⊂ CP 2, (x, y) 7→
(x, y) 7→ [x : y : 1], içinde rastge-
le dört do§rudan olu³an dejenere
kuartik e§ri.

(b) R2 ⊂ C2 ⊂ CP 1 × CP 1 ,
(x, y) 7→ (x, y) 7→ ([x : 1], [y : 1]),
içinde ikili derecesi (4, 3) olan de-
jenere e§ri.

�ekil 6.8

Sard Teoremi'ni kullanarak bu fonksiyon için bir ε > 0 düzgün de§eri
seçelim. O halde, f(x, y) − ε = 0 denkleminin çözümü bir boyutlu
türevlenebilir bir manifold olacakt�r. �imdi bu polinomun homojen hali

F (z0, z1, z2) = z4
2 f(z0/z2, z1/z2)− εz4

2

olarak yaz�l�r. Hemen hemen her ε > 0 için, F (z0, z1, z2) = 0 e§ri-
sinin CP 2 karma³�k projektif düzlemi içinde türevlenebilir bir yüzey
oldu§unu gösteriniz. Di§er taraftan, z4

2f(z0/z2, z1/z2) = 0 dört kar-
ma³�k do§runun birle³imidir. Bu do§rular R2 ⊂ RP 2 ⊂ CP 2 içinde
yukar�daki ³ekilde kesi³irler. �ekildeki dejenere e§riyi türevlenebilir yap-
mak için kulland�§�m�z ε > 0 say�s�n� yeterince küçük seçerek e§rinin
tekil noktalar�n�n küçük bir kom³ulu§u d�³�nda de§i³medi§ini kabul ede-
biliriz. Di§er taraftan, sadece kesi³im noktalar�ndan olu³an tekilliklerin
hepsi denklemin yerel olarak

z0 z1 = 0 7→ z0 z1 = ε′ 6= 0

³eklinde de§i³mesi ile yok olurlar. E§rinin topolojisi ³u ³ekilde de§i³ir:
Her kesi³im noktas�n�n her iki küreden birer disk kom³ulu§u ç�kar�l�r ve
olu³an iki s�n�r çemberi bir silindir (z0 z1 = ε′ denklemi karma³�k düzlem
içinde bir silindir belirler) ile birbirine ba§lan�r. Ba³ka bir deyi³le, �e-
kil 6.8a'daki dört küre (gerçel do§rular�n karma³�k projektivizasyonlar�)
kesi³im noktalar� yak�n�nda birbirine tüplerle ba§lan�r. Olu³an yeni yü-
zeyin cinsi üç olan yüzey oldu§u aç�kt�r! Asl�nda Euler say�s� hesab�ndan
da olu³an yüzeyin cinsinin üç oldu§u görülebilir. Dört kürenin birle³imin-
den tekil noktalar�n küçük kom³uluklar�n� atarsak geriye her biri üç s�n�r
bile³enine sahip dört ayr�k küre kal�r ve bu topolojik uzay�n Euler say�s�
4 · (2 − 3) = −4 olur. Silindirin Euler say�s� s�f�r oldu§u için bu delik-
li küreleri tüplerle ba§lamak Euler say�s�n� de§i³tirmeyecektir. O halde,
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deformasyon sonucunda olu³an yüzeyin Euler say�s� −4 ve dolay�s�yla
cinsi −4 = 2− 2g denkleminden g = 3 olarak bulunur.

Hesaplam�³ oldu§umuz g = 3 say�s�n�n l1, l2, l3 ve l4 do§rular�-
n�n düzlemde ay�rm�³ olduklar� s�n�rl� bölgelerin say�s� oldu§una dikkat
ediniz.

�ekil 6.8b'de ise R2 ⊂ CP 1×CP 1 düzleminde koordinat eksenlerine pa-
ralel toplam yedi do§ru verilmi³tir. Do§rular�n denklemlerinin çarp�mlar�-
n�n ha�fçe deforme edilmesi ile elde edilecek (ikili derecesi (m,n) = (4, 3)
olan) e§rinin cinsi yine (m− 1)(n− 1) = 6 olacakt�r. �ekil 6.8a'dakine
benzer ³ekilde kan�tlay�n�z. Tahmin edece§iniz üzere e§rinin cinsi bu
do§rular�n düzlemde ay�rd�§� s�n�rl� bölgelerin say�s�na e³ittir.

15. Karma³�k (projektif) düzlemde derecesi d ≥ 1 olan genel bir e§ri denkle-
mi alal�m. Bu e§rinin tekil noktalar�, e§riyi veren polinomun katsay�lar�n�
de§i³ken olarak kabul eden bir polinom denklem sisteminin çözümüdür.
Kan�tlay�n�z.

16. Karma³�k projektif düzlemin, CP 2, alt� boyutlu R6 Öklit uzay�na gö-
mülebilece§ini gösteriniz. Bunun için karma³�k projektif düzlemin

CP 2 = S5/ ∼= {(z0, z1, z2) ∈ C3 |
∑
i

|zi|2 = 1}/ ∼

((z0, z1, z2) ∼ λ(z0, z1, z2), λ ∈ S1) bölüm uzay� modelini kullanabiliriz.
�lk önce ifadesi a³a§�da verilen F̃ : S5 → R6,

F̃ (z0, z1, z2) = (|z0|2, |z1|2, Re(z0z̄1), Im(z0z̄1), Re(z1z̄2), Im(z1z̄2)),

fonksiyonunun kürenin her (z0, z1, z2) noktas�nda

F̃ (z0, z1, z2) = F ([z0 : z1 : z2])

e³itli§ini sa§layan bir F : CP 2 → R6 fonksiyonu verdi§ini gözlemleyi-
niz. Daha sonra bu fonksiyonun bire bir dald�rma fonksiyonu oldu§unu
kan�tlay�n�z.

17. M2n t�k�z yönlendirilmi³ bir manifold ve E →M karma³�k bir vektör
demeti olsun. Pontryagin say�lar�na benzer ³ekilde k1, k2, · · · , kr ≥ 0
tam say�lar� k1 + 2k2 · · ·+ rkr = n ko³ulunu sa§l�yorsa

ck1,k2,··· ,kr(E)
.
=

∫
M
ck11 (E) ck22 (E) · · · ckrr (E)

integrali ile tan�mlanan say�ya E →M demetinin bir Chern say�s� denir.
Dolay�s�yla, Pontryagin say�lar� o manifoldun te§et demetinin karma³�k
cisim ile tensör çarp�m�n�n Chern say�lar�ndan ba³ka bir ³ey de§ildir.



Al�³t�rmalar 363

Üzerinde karma³�k yap� bulunan çe³itli vektör demetlerinin Chern say�-
lar�n� hesaplay�n�z.

Chern say�lar�n�n birer tam say� oldu§u bilinmektedir. Baz� Chern say�-
lar�n�n tam say� oldu§u aç�kt�r; örne§in karma³�k do§ru demetlerinin top-
lam� olan demetlerin Chern s�n��ar� asl�nda Euler s�n��ar�n�n bir polino-
mudur ve dolay�s�yla bu demetlerin Chern say�lar� birer kesi³im say�s�
olarak hesaplanabilir. Ba³ka hangi demetler için Chern say�lar�n�n tam
say� oldu§u kolayca gösterilebilir?

18. CP 4 karma³�k manifoldunu bir alt manifold olarak kabul eden bir Rn
Öklit uzay�n�n en az 12-boyutlu oldu§unu gösteriniz.

19. Bu al�³t�rmada SO(3) ve SO(4) gruplar�n�n topolojisine dair basit
gözlemleri sunaca§�z. �lk iki ³�k için [5] (s.195) numaral� kaynaktan ya-
rarland�m.

(a) Bir A ∈ SO(3) matrisi alal�m. Matrisin sat�rlar�n� R1, R2, R3 ile
gösterelim. Matrisin determinant� 1 oldu§undan R3 = R1 × R2

d�³ çarp�m�na e³ittir. Dolay�s�yla, matris R1 ve R2 ile tamamen
belirlenir. R1 vektörünü S2 üzerinde bir nokta olarak al�rsak,
buna dik olan R2 vektörünü kürenin R1 noktas�ndaki te§et uzayda
birim uzunlukta bir vektör olarak dü³ünebiliriz. Ba³ka bir deyi³le,
kürenin te§et uzay�n�n birim vektör demetinin tüm uzay� SO(3)
manifoldudur:

U(T∗S
2) = {(p, v) ∈ S2 × TpS2 | ||v|| = 1}

= {(p, v) ∈ R3 × R3 | ||p|| = 1 = ||v|| , p · v = 0}
= {(p, v, p× v) ∈ (R3)3 | ||p|| = 1 = ||v|| , p · v = 0}
= SO(3) .

Dolay�s�yla, SO(3) manifoldunun R6 içine bir gömülmesini elde
etmi³ olduk.

(b) Her A ∈ SO(3) dönme hareketi merkezden geçen bir do§runun
etraf�nda olur. Bu do§runun etraf�ndaki dönme aç�s�n� do§runun
üzerindeki noktalar�n merkeze olan uzakl�§� ile belirleyelim. Dolay�-
s�yla, do§runun üzerinde al�nan [−π, π] aral�§�, bu do§ruyu eksen
olarak kabul eden tüm dönmeleri verecektir. Asl�nda, aral�k üzerin-
deki herhangi bir noktaya kar³�l�k gelen dönme ³u ³ekilde belirlenir:
Al�nan noktan�n merkeze olan uzakl�§� θ ∈ [0, π] ise bu noktay�
merkeze ba§layan �³�n etraf�nda ve saat yönünün tersi istikametinde
θ radyanl�k dönme arad�§�m�z dönmedir. Böylece π-yar�çapl� kü-
renin iç bölgesinde kalan her nokta tek bir dönme belirler. Ayr�ca,
bu kürenin üzerindeki −π ve π ile verilen kar³�l�kl� noktalar ayn�
dönmeyi verir. Ba³ka bir deyi³le, SO(3) ile

D3/(p ∼ −p , p ∈ ∂D3)
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bölüm uzay� aras�nda bire bir e³leme vard�r. Fakat bu bölüm uzay�
RP 3 gerçel projektif uzay�d�r. Bu i³lemin bir φ : SO(3) → RP 3

difeomor�zmas� belirledi§ini gösteriniz.

(c) S3 küresini birim kuaterniyonlar uzay� olarak ele alal�m. Bu durum-
da f : S3 → SO(3) fonksiyonu ³u ³eklide tan�mlans�n: Herhangi
bir v = (a, b, c) ∈ R3 vektörünü gerçel k�sm� s�f�r olan bir birim
kuaterniyon olarak v = ai+bj+ck ³eklinde yazal�m. Bu durumda,
p ∈ S3 birim kuaterniyon olmak üzere f(p) rotasyon matrisi

f(p)(v) = pvp−1

ile tan�mlans�n. Bunun çekirde§i ker(f) = {±1} olan iyi tan�ml�
bir grup homomor�zmas� oldu§unu gösteriniz. Ayr�ca

g : S3 → RP 3 = S3/p ∼ −p , p ∈ S3,

bölüm uzay�n� göstermek üzere φ ◦ f = g oldu§unu kan�tlay�n�z.
Bunun sonucu olarak, f : S3 → SO(3) fonksiyonu derecesi iki olan
bir örtü uzay�d�r.

(d) Sayfa 351'da kuaterniyon çarp�m�n� karma³�k matris çarp�m� olarak
yazm�³t�k. Bu bilgiyi kullanarak S3 = SU(2) oldu§unu gösteriniz.

(e) SO(4) grubunun herhangi bir A =
[
C1 C2 C3 C4

]
eleman�n�

sütunlar� ile ifade edelim. Bu durumda, ψ : SO(4) → S3 , A 7→
C1, iyi tan�ml� örten bir türevlenebilir fonksiyondur. Ayr�ca, her
v ∈ S3 vektörünün ψ−1(v) ters görüntüsü bu vektöre dik olan
üç boyutlu Öklit uzaydaki tüm s�ral� ortonormal çat�lardan olu³ur.
Dolay�s�yla, ψ : SO(4)→ S3 fonksiyonu her bir li� SO(3) grubuna
izomor�k olan bir lif demetidir. Asl�nda bu demet a³ikar demettir.
Bunu görmek için her bir Ci = [a b c d]T sütununu a+ ib+cj+dk
kuaterniyonu olarak görelim. Ci = a− ib− jc− kd kuaterniyonun
e³leni§ini göstermek üzere

Ψ : SO(4)→ S3 × SO(3),

A =
[
C1 C2 C3 C4

]
7→ (C1,

[
C1C2 C1C3 C1C4

]
),

istenilen demet izomor�zmas�n� verir. Burada C1Cs, s = 2, 3, 4,
kuaterniyon çarp�mlar�n�n gerçel k�s�mlar� s�f�rd�r ve dolay�s�yla bu
kuaterniyonlar� R3 içinde birim vektörler olarak görebiliriz. Elde
edilen 3× 3'lük matrisin ortogonal oldu§unun gösterilmesini, di§er
detaylarla beraber, size b�rak�yoruz.

(f) Yukar�daki (c) ³�kk�nda ele ald�§�m�z f : S3 → SO(3) fonksiyonunu
kullanarak derecesi yine iki olan bir örtü uzay� yazabiliriz:

F : S3 × S3 → S3 × SO(3) , (p, q) 7→ (p, f(q)) .

Ψ−1 ◦ F : S3 × S3 → SO(4) fonksiyonunun aç�k ifadesini yaz�n�z.
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20. Karma³�k say�larda oldu§u gibi kuaterniyon cebirinde tan�mlanan

f : H→ H, x 7→ xn, x ∈ H,

fonksiyonunun topolojik derecesinin n oldu§unu gösteriniz. Asl�nda
bu sonuç 1944 y�l�nda Eilenberg ve Niven taraf�ndan daha genel haliyle
kan�tlanm�³t�r (bkz. [12]). Bunun için ilk önce i ∈ H kuaterniyon say�-
s�n�n bu fonksiyonun bir düzgün de§eri oldu§unu ve ters görüntüsünün
tam olarak n noktadan olu³tu§unu gösteriniz. Daha sonra her bir ters
görüntü noktas�nda fonksiyonun yön koruyan (Jakobiyen'in pozitif i³a-
retli) oldu§unu gösteriniz.

Eilenberg ve Niven bu sonucu ³u ³ekilde genelliyor: a0, · · · , an ∈ H∗ s�-
f�rdan farkl� kuaterniyon say�lar olmak üzere

g : H→ H, x 7→ a0xa1 · · ·xan + h(x), x ∈ H,

fonksiyonunu dü³ünelim öyle ki, h(x) derecesi n'den küçük monomiyal-
lerden olu³sun. Bu fonksiyonun f fonksiyonuna düzgün bir homotopi
yard�m�yla homotopik oldu§unu göstererek deg(f) = deg(g) = n e³it-
li§ini kan�tlay�n�z.

21. gh : S4 = H∪H→ H∪H = S4 , p 7→ ph, fonksiyonu için g∗h(ξ1,0) ' ξh,0
oldu§unu kan�tlay�n�z.

22. Dört boyutlu kürenin te§et demetinin üzerinde karma³�k yap� bulunma-
d�§�n� gösteriniz. Küre üzerinde tan�mlad�§�m�z ξh,j demetinin Euler
say�s�n�n −(h + j) oldu§unu kan�tlay�n�z. Bu demetlerden hangileri
üzerinde karma³�k yap� olabilir?

23. Karma³�k projektif düzlemden 4-boyutlu küreye a³a§�daki ifade ile tan�m-
lanan ξ : CP 2 → S4,

ξ([z0 : z1 : z2]) =

(
2z̄0z1

||z||2
,
2z̄0z2

||z||2
,
|z1|2 + |z2|2 − |z0|2

||z||2

)
,

fonksiyonunu dü³ünelim. Burada z = (z0, z1, z2) ∈ C3 karma³�k vek-
törünün boyunu ||z||2 = |z0|2 + |z1|2 + |z2|2 ile gösteriyoruz. Ayr�ca
küreyi a³a§�daki gibi ifade edece§iz:

S4 = {(w1, w2, t) ∈ C× C× R | |w1|2 + |w2|2 + t2 = 1}.

Fonksiyonun ξ([0 : z1 : z2]) = (0, 0, 1) ko³ulunu sa§lad�§�n� ve de-
recesinin ±1 oldu§unu gösteriniz. Karma³�k projektif düzlem üzerinde
verilen her n tam say�s�n� birinci Pontryagin say�s� olarak kabul eden bir
dört boyutlu gerçel vektör demeti vard�r, kan�tlay�n�z. Bu demetlerden
hangileri üzerinde karma³�k yap� olabilir?
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24. Yukar�da ele ald�§�m�z ξ1,0 → S4 demetinin birinci Pontryagin s�n�f�n�
hesaplamak için do§rudan tan�mlar� kullanmay� deneyebiliriz. Herhangi
bir π0 : E → S4 R4-demetinin birinci Pontryagin s�n�f�n�n demetin
kompleksi�kasyonunun, π1 : EC → S4, ikinci Chern s�n�f�n�n −1 kat�
oldu§unu biliyoruz: p1(E) = −c2(EC) , EC = E ⊗R C. Chern s�n��ar�n�
hesaplamak için ise ilk önce π1 : EC → S4 demetinin her bir li� CP 3

olan projektivizasyonunu dü³ünmeliyiz: π : P (EC) → S4. Daha sonra
π∗(EC) demetinin L → P (EC) kanonik alt do§ru demetini olu³turup,
bu demetin dualinin birinci Chern s�n�f�n� a = c1(L∗) = −c1(L) ∈
H2
DR(P (EC)) olarak yazal�m. S4 küresi üzerinde integrali bire e³it olan

bir 4-formun s�n�f�n� π : P (EC)→ S4 ile geri çekelim ve her iki s�n�f� da ν
ile gösterelim. Leray-Hirsch Teoremi'nden H∗DR(P (EC)) kohomolojisinin
a³a§�daki ³ekilde verildi§ini gösteriniz:

H0
DR(P (EC)) =< 1 >' R , H2

DR(P (EC)) =< a >' R,

H4
DR(P (EC)) =< a2, ν >' R2 , H6

DR(P (EC)) =< a3, aν >' R2,

H8
DR(P (EC)) =< a2ν >' R , H10

DR(P (EC)) =< a3ν >' R.

Demetin Chern s�n��ar� tamamen

a4 + c1(EC)a3 + c2(EC)a2 + c3(EC)a+ c4(EC) = 0

denklemiyle tek bir ³ekilde belirlenir. Taban manifoldu S4 küresi ol-
du§undan c1(EC) = c3(EC) = c4(EC) = 0 ve dolay�s�yla

a4 + c2(EC)a2 = 0

denklemini elde ederiz.

π∗(c2(EC)) = λν, λ ∈ R, olarak yaz�ls�n. E§er a4 = 0 ise c2(EC) = 0
olmal�d�r. Di§er taraftan, e§er a4 6= 0 ise c2(EC) 6= 0 olur. Ayr�ca a3

s�n�f�n� temsil eden formu yine a ile gösterirsek
∫
CP 3 a3 = 1 oldu§unu

biliyoruz. Son olarak a5 = −c2(EC)a3 = −λνa3 6= 0 denkleminden

λ = −
∫
P (EC)

a5

elde ederiz. Dolay�s�yla,

p1(E) = −c2(EC) = −λν =

(∫
P (EC)

a5

)
ν

olarak hesaplan�r. Asl�nda bu integrali hesaplamak yerine, daha geo-
metrik bir yakla³�mla, a ∈ H2

DR(P (EC)) s�n�f�n�n Poincaré dualinin
kendisi ile be³ defa çapraz kesi³imini hesaplamay� dü³ünebiliriz. Bunun
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için a³a§�daki ifade ile verilen P (EC) → CP 7 fonksiyonunun bu kar-
ma³�k do§ru demetinin bir s�n��and�rma fonksiyonu oldu§unu gözlemle-
yiniz (bkz. Önerme 6.2.2):

(p, [v]) −→ [pjvpk :
1

1 + ||p||2(h+j)
v]

↓ ||

(q, [ṽ]) −→ [ṽ :
||q||2(h+j)

1 + ||q||2(h+j)
qj ṽqk]

||
(
1

p
, [pjvpk])

Bunu görmek için, ilk önce CP 7 uzay�n�n ikinci kohomolojisinin üreteci
olan bir s�n�f�n Poincaré dualinin z7 = 0 denklemi ile verildi§ini göz-
lemleyiniz. O halde, bu kohomoloji s�n�f�n� ve Poincaré dualini geri çekip
P (EC) → S4 demetinin li� olan CP 3 ile kesi³tirirsek bu li�n içindeki
v3 = 0 hiper düzlemini buluruz. Ba³ka bir deyi³le, CP 7 uzay�n�n ikinci
kohomolojisinin üretecini geri çekip CP 3 li�ne k�s�tlarsak bu li�n ikinci
kohomolojisinin üreticini buluruz. Di§er taraftan, P (EC) uzay�n�n ikin-
ci kohomolojisinin her eleman� herhangi bir life (dolay�s�yla her bir life)
k�s�tlan�³� ile tek bir ³ekilde belirlenir. Dolay�s�yla, bu fonksiyon gerçek-
ten de arad�§�m�z s�n��and�rma fonksiyonudur. �imdi P (EC) → CP 7

s�n��and�rma fonksiyonunun bir gömme fonksiyonu oldu§unu gösteriniz.
Ayr�ca, bu durumda hesaplamak istedi§imiz Pontryagin say�s� bu fonk-
siyonun görüntüsü ile CP 7 içindeki bir CP 2 düzleminin çapraz kesi³imi
olacakt�r. Bu kesi³imin ±2 oldu§unu gösteriniz.

25. Gerçel ve karma³�k projektif uzaylar, iki boyutlu t�k�z manifoldlar, küre-
lerin birbirleriyle çarp�mlar�, iki boyutlu küre üzerindeki karma³�k do§ru
demetlerinin birim çember demetleri gibi kitapta s�kça ad� geçen mani-
foldlar üzerinde Morse fonksiyonlar� bulunuz. Bu fonksiyonlar�n kritik
noktalar�ndaki Hessian matrislerinin endekslerini hesaplay�n�z. �ndeksler
ile manifoldun Betti say�lar� aras�nda bir ili³ki görebiliyor musunuz?
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Semboller

(A∗, d∗) zincir yap�s�, 198
(Dφ)p, Φ′(p), (dΦ)p fonksiyonun noktadaki türevi, 69
(M, g) Riemann manifoldu, 140
(M2n, ω) simplektik manifold, 140
(V, [ , ]) Lie cebiri, 139
(X, τ) topolojik uzay, 3
(X, d) metrik uzay, 10
(Ω∗(M), d∗) de Rham zincir yap�s�, 198
∗ω formun y�ld�z�, 157
B(x, r) x-merkezli, r > 0 yar�çapl� yuvar, 3
C0([0, 1]) aral�kta tan�ml� sürekli fonksiyonlar uzay�, 17
C∞(V,W ) sonsuz türevlenebilir fonksiyonlar, 16
Ck(V,W ) k-�nc� türevi sürekli olan fonksiyonlar, 16
DF fonksiyonun türevi, 16
DM Poincaré �zomor�zmas�, 243
Diff(M) difeomor�zmalar grubu, 73
E(γ) e§rinin enerjisi, 140
E1 ⊕ E2 →M vektör demetlerinin toplam�, 164
E1 ⊗ E2 →M vektör demetlerinin tensör çarp�m�, 165
Expp : TpM →M üstel fonksiyon, 144
F∇ e§rilik, 182
F−1 fonksiyonun tersi, 18
G · p noktan�n grup etkisi alt�ndaki yörüngesi, 73
GrF(n, k) Grassmann manifoldu, 169
H∗(X,Z) Tekil kohomoloji, 341
Hk(A∗, d∗) zincir yap�s�n�n kohomolojisi, 198
Hk
DR(M) k'inci de Rham kohomoloji, 198

Hk
c (M) t�k�z destekli kohomoloji, 222

Hk
c (M,U) t�k�z destekli ba§�l kohomoloji, 228

Int(K,L) iki alt manifoldun kesi³im say�s�, 261
J : M → hom(E,E) vektör demeti üzerinde karma³�k yap�, 167
Jm m×m boyutunda Jordan blok matrisi, 43
L(γ) e§rinin uzunlu§u, 140
L(p, q) Lens uzay�, 103
L∗(ω) formun geri çekmesi, 35
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MB Möbius ³eridi, 77
M ⊗R N R-modüllerin tensör çarp�m�, 33
O(n) (n× n)-lik ortogonal matrisler uzay�, 80
P (E) vektör demetinin projektivizasyonu, 290
P : Em+k →Mm vektör demeti, 162
PM (t) Poincaré serisi, 277
Pfaff(Ω) e§rilik formunun Pfa�an'�, 311
R(X,Y ) e§rilik tensörü, 306
Rlkij e§rilik tensörünün bile³enleri, 306
Ric Ricci e§rili§i, 319
Rot(γ) dönme say�s�, 209
S(n) simetrik (n× n)-lik matrisler uzay�, 69
SL(n) özel do§rusal grup, 122
Sn n-boyutlu birim küre, 64
Sk permütasyon grubu, simetrik grup, 33
T (X,Y ) burulma tensörü, 176
T ∗M e³te§et demeti, 93
T∗M te§et demeti, 71
TpM bir noktadaki te§et uzay�, 67
Tr(f∗) f∗ do§rusal dönü³ümünün izi, 281
V ∗ dual vektör uzay�, 34
X(p) te§et vektör alan�, 71
X/ ∼ bölüm kümesi, 2
X/ ∼ bölüm uzay�, 4
X × Y iki topolojik uzay�n çarp�m�, 4
Y −B iki kümenin fark�, 3
[X,Y ] Lie kö³eli parantezi, 134
[µL] alt manifoldun Poincaré duali, 265
[νL] alt manifoldun Poincaré duali, 262
Γ(E) vektör demetinin kesitleri, 163
Γijl Christo�el sembolleri, 140
Λf fonksiyonun sabit noktalar�n�n (i³aretli) say�-

s�, 281
Ωk(U) U üzerindeki k-formlar uzay�, 90
Ωn
c (U) t�k�z destekli k-formlar uzay�, 104

Ωl
k e§rilik formu, 182

Ē karma³�k demetin e³leni§i, 333
β topolojinin taban�, 4
χ(M) Euler karakteristi§i, 247
deg(f) düzgün fonksiyonun derecesi, 231
deg(f)pi düzgün fonksiyonun yerel derecesi, 232
det(A) A matrisinin determinant�, 36
det(E)→M vektör demetinin determinant�, 166
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dim(V ) vektör uzay�n�n boyutu, 36
∂

∂xi
, i = 1, · · · , n te§et vektörlerin taban vektörleri, 69

hom(E1, E2)→M homomor�zmalar demeti, 165
hom(V,W ) Banach uzaylar� aras�ndaki s�n�rl� do§rusal

dönü³ümler uzay�, 16∫
M ω formun manifold üzerinde integrali, 105
κ Gauss e§rili§i, 320
kerT homomor�zman�n çekirde§i, 36
limi∈ΛXi topolojik uzaylar�n düz limiti, 44
limxn bir dizinin limiti, 7
LX Lie türevi, 132
S say�sal e§rilik, 319
Altk(V ) de§i³meli tensörler uzay�, 34
Hac (Dn(r)) diskin hacmi, 113
Hac (Sn(r)) kürenin hacmi, 113
Simk(V ) simetrik tensörler uzay�, 34
trA matrisin izi, 55
∇ vektör demeti üzerinde ba§lant�, 175
∇f fonksiyonun gradyan vektörü, 155
ν(L) alt manifoldun normal demeti, 185
ω(f) sar�lma say�s�, 209
ωK geçi³me formu, 213, 288
ωFS Fubini-Study form, 118
∂M manifoldun s�n�r�, 107
φ∗(ω) formun fonksiyon ile geri çekilmesi, 91∏
Xi bir topolojik uzay ailesinin çarp�m�, 4

4f Laplas operatörü, 159
ϕt izotopi, 127
bk(M) Betti say�s�, 247
c(E) toplam Chern s�n�f�, 330
ci(E) Chern s�n�f�, 330
ck1,k2,··· ,kr(M) Chern say�s�, 362
d(x, y) iki nokta aras�ndaki uzakl�k, 10
dω formun d�³ türevi, 94
d∇ vektör demeti üzerinde d�³ türev, 180
dsup(f, g) supremum metri§i, 14
dvol(M,g) hacim formu, 156
dxi 1-form, koordinat�n diferansiyeli, 90
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik koordinat sisteminde k-form, 90
e(E) Euler karakteristik s�n�f�, 267
eA matrisin üstel fonksiyonu, 38
ep rami�kasyon endeksi, 283
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f t L fonksiyon ve alt manifold çapraz kesi³iyor, 258
f t g çapraz kesi³en fonksiyonlar, 255
f∗(E)→M vektör demetinin geri çekmesi, 168
f−1(U) bir kümenin ters görüntüsü, 3
fA A matrisinin karakteristik polinomu, 36
fiσ(1) ∧ · · · ∧ fiσ(k) d�³ çarp�m, 35
p(E) toplam Pontryagin s�n�f�, 340
pi(E) Pontryagin s�n�f�, 339
pk1,k2,··· ,kr(M) Pontryagin say�s�, 343
Altk(M) k-formlar demeti, 93
l(K,L) geçi³me say�s�, 214, 288
CPn karma³�k projektif uzay, 65
C karma³�k say�lar cismi, 15
D Poincaré Disk Modeli, 191
Hn yar� Öklit uzay�, 107
Q rasyonel say�lar cismi, 53
RPn gerçel projektif uzay, 65
R gerçel say�lar cismi, 2
Z tam say�lar halkas�, 2
Gp fonksiyon tohumlar�n�n cebiri, 66



Dizin

Aç�k
fonksiyon, 7, 46
küme, 3
örtü, 6
yuvar, 10

Ak�³
vektör alan�, 128

Alan
i³aretli, 32
vektör, 128

Alexander Dualite Teoremi, 230
Alt

manifold, 75
vektör demeti, 162

Alt dizi
yak�nsak, 11

Alt küme
t�k�z, 6
topolojisi, 3

Alt manifold
kapal�, 75

Alt örtü, 6
Analitik

fonksiyon, 22
karma³�k vektör demetinin kesitleri, 170

Annulusun kohomolojisi, 206
Ara De§er Teoremi, 9
Arf De§i³mezi, 293, 295
A³ikar

demet üzerinde ba§lant�, 177
demetin Christo�el sembolleri, 177
vektör demeti, 162

Atlas
topolojik, 63
türevlenebilir, 63

Ayr�³�m �lkesi, 330

Ba§�nt�
s�ralama, 44

Ba§lant�
a³ikar demet üzerinde, 177
demetlerin tensör çarp�mlar� üzerinde,

181
dual demet üzerinde, 177
metrik ile belirlenen, 179

Ba§lant�l�
bile³en, 8

uzay, 8
Banach

Daraltma �lkesi, 14
uzay�, 16

Basit grup, 286
Bat�rma fonksiyonu, 75
Be³li Yard�mc� Teorem, 243
Betti say�lar�, 248
Bézout Teoremi, 267
Bianchi Özde³li§i, 314
Bile³en

ba§lant�l�, 8
e§rilik tensörü, 306

Bilineer fonksiyon, 30
Birim küre, 65
Birimin ayr�³�m�, 80
Birinci Varyasyon Formülü, 141
Boyut

manifold, 64
Bölüm

fonksiyonu, 2
kümesi, 2
manifoldu, 73
topolojisi, 4
uzay�, 4, 75

Burulma tensörü, 177

Cartan'�n Sihirli Formülü, 136
Cauchy dizisi, 11
Cayley-Hamilton Teoremi, 37, 44, 55
Cebir

Lie, 138
Cebirin Temel Teoremi, 235
Chern

e³lenik demetin s�n��ar�, 333
karakteristik s�n��ar�, 326, 339
karma³�k projektif uzay�n s�n��ar�, 334
say�lar�, 362
s�n��ar�, 305

Christo�el sembolleri, 140, 306
A³ikar demetin, 177
Dual demetin, 177
vektör demeti üzerindeki ba§lant�n�n, 172,

175
Cins formülü, 335, 337
Çapraz kesi³im, 255
Çarp�m
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d�³, 35
tensör, 33
topolojisi, 4

Çemberin kohomolojisi, 201
Çift boyutlu manifoldun Euler karakteristi§i,

249

Dald�rma fonksiyonu, 75
Daraltma

fonksiyonu, 14
katsay�s�, 14

Davul, 203
De Rham Teoremi, 341
De§er

düzgün, 76, 256
kritik, 76

De§i³meli
bilineer fonksiyon, 31
tensör, 34

De§i³mez
Arf, 293, 295

De§i³mez çarpan, 39
Dehn De§i³mezi, 53
Dehn-Hadwiger

Teoremi, 53
Dehn-Sydler

Teoremi, 53
Demet

e³lenik, 333
karma³�k do§ru, 327
lif, 275
normal vektör, 165, 186
te§et, 70
vektör, 161, 268

Denk metrikler, 10
Denklem

integral, 26
jeodezik, 140

Derece
cins formülü, 335, 337, 360
diskten kendisine fonksiyonun, 237
düzgün fonksiyonun, 231
fonksiyon, 209
kuaterniyon polinomlar, 235, 365
küreden küreye derecesi s�f�r olan fonk-

siyonlar�n, 238
mod 2, 233, 292
örtünün, 73
polinomlar�n topolojik, 233
ters kutupsal fonksiyon, 236

Derivasyon, 67
Determinant, 29

vektör demetlerinin, 166
D�³

çarp�m, 35
form, 35
form (geri çekme), 35
türev, 95

Difeomor�zma, 18
ailesi, 127

Diferansiyel Denklemlerin Varl�k Teklik Teo-
remi, 26

Disklerin hacmi, 113
Dizi

Cauchy, 11
Fibonacci, 57
indirgemeli, 57
k�sa tam, 216
tam, 216
t�k�z destekli ba§�l kohomoloji, 228
yak�nsak, 11

Dizisel t�k�z, 11
Do§al yönlendirme, 101
Döngü ko³ulu, 162
Dönme say�s�, 208
Dönü³üm

dual, 35
Dual

demet üzerinde ba§lant�, 177
demetin Christo�el sembolleri, 177
dönü³üm, 35
Poincaré, 268
uzay, 35
vektör demeti, 165

Dü§üm, 213
geçi³me say�s�, 213

Düz limit, 44, 53
Düzgün

de§er, 76, 256
fonksiyon, 7
fonksiyonun derecesi, 231
nokta, 76
sürekli fonksiyon, 13
süreksiz etki, 73

Egzotik küreler, 344
E§ri

cins-g karma³�k, 267
enerjisi, 140
sabit h�zl�, 144
uzunlu§u, 140

E§rilik
formu, 182, 309, 311, 314
Gauss, 320
Ricci, 319
say�sal, 319
tensörü, 306
tensörünün bile³enleri, 306
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Enerji
e§rinin, 140
fonksiyoneli, 140

E³itlik
Jacobi, 138
Yanyana Gelme, 335

E³itsizlik
Üçgen, 10

E³lenik
demetin Chern s�n��ar�, 333
vektör demeti, 333

Etki
düzgün süreksiz, 73

Euler
gerçel projektif uzay�n say�s�, 270
karakteristi§i, 248, 268
karakteristi§i, çift boyutlu manifoldun,

249
karakteristi§i, tek boyutlu manifoldun,

249
karakteristi§inin verdi§i ölçüm, 248, 253
karakteristik s�n�f�, 305
örtü uzay�n�n karakteristi§i, 280
say�s�, 268, 269
s�n�f�, 326
s�n�f� (torus), 269

Fark
küme, 1

Fibonacci dizisi, 57
Fonksiyon

C∞ s�n�f�ndan, 16
Ck s�n�f�ndan, 16
aç�k, 7, 46
analitik, 22
bat�rma, 75
bilineer, 30
dald�rma, 75
daraltma, 14
de§i³meli bilineer, 31
derece, 209, 231
determinant, 29
düzgün, 7
düzgün sürekli, 13
gömme, 7
homotopik, 206
kapal�, 7
koordinat, 64
küçültme, 51, 202
Lie türevi, 133
Morse, 124
bat�rma, 75
örtü, 73
s�n��and�rma, 327

standart dald�rma, 76
standart bat�rma, 76
sürekli, 3
tohumu, 67
topolojik gömme, 76
türevi, 16
türevlenebilir, 16, 66
üstel, 144
vektör demeti yap�, 162
yerel çarp�m, 162
yerel derece, 232
yerel sabit, 10
zincir, 217

Form
d�³, 35
e§rilik, 182, 309, 311, 314
Fubini-Study, 118
geçi³me, 103, 114, 123, 288
kapal�, 97, 140, 198
manifold üzerinde türevlenebilir, 93
tam, 97, 198
temel, 36
türevlenebilir, 90
vektör alan� boyunca daraltma, 134
vektör demeti üzerindeki ba§lant�, 176

Formül
Cartan'�n Sihirli, 136
derece cins, 335, 337, 360
Künneth, 277
Riemann-Hurwitz, 338
Whitney Çarp�m, 331

Fourier serileri, 141
Fubini-Study formu, 118

Gauss
e§rili§i, 320
gönderimi, 211
Yard�mc� Teoremi, 147

Gauss-Bonnet Teoremi, 314, 321
Geçi³me

formu, 103, 114, 123, 213, 288
say�s�, 208

Genel do§rusal grup, 145
Gerçel

projektif düzlem, 270, 291
projektif uzay, 65

Gerçel projektif uzay
Euler say�s�, 270
yönlendirme, 103

Geri çekme
d�³ form, 35
türevlenebilir form, 92
vektör demetinin, 169

Gömme fonksiyonu, 7
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Gradyan vektörü, 155
Green Teoremi, 111
Grup

basit, 286
difeomor�zmalar�n olu³turdu§u, 128

Gysin Tam Dizisi, 272, 273

Hacim
diskin, 113
eleman�, 154
i³aretli, 32
kürenin, 113

Hausdor� uzay, 5
Hermityan

metrik, 308
norm, 16

Hilbert'in 3. Problemi, 51
Homeomor�k, 3
Homeomor�zma, 3, 6
Homoloji

tekil, 64, 265, 298
Homomor�zma

vektör demeti, 165
Homotopi

denk uzaylar, 206
fonksiyonlar�n, 206

Hurwitz Teoremi, 285
�nce topoloji, 3
�ç çarp�m

vektör demeti üzerinde, 163
�ndirgemeli dizi, 57
�ntegral

denklemi, 26
formlar�n manifold üzerindeki, 104
lif boyunca, 273
s�f�r boyutlu manifold üzerinde, 106
vektör alan�n�n, 128

�³aretli
alan, 32
hacim, 32
uzunluk, 32

�yi kom³uluk, 73
�zomor�zma

Thom, 273
vektör demeti, 162

�zotopi, 127
vektör alan�n�n üretti§i, 128

Jacobi e³itli§i, 138
Jakobiyen

matrisi, 18, 69
Jeodezik

denklemi, 140
en k�sa e§ri, 149

konveks küme, 151
matris gruplar�nda, 145

Jordan
Kapal� E§ri Teoremi, 229
temel form, 43, 56

Kaba topoloji, 3, 4
Kapal�

alt manifold, 75
fonksiyon, 7
Fonksiyon Teoremi, 22
form, 97, 140, 198
formun kohomoloji s�n�f�, 198
küme, 3

Karakteristik
Chern s�n��ar�, 339
Euler, 248, 268
polinom, 37
Pontryagin s�n��ar�, 339
s�n�f, 305

Kardinalite, 47
Karma³�k

cins-g e§riler, 267
do§ru demeti, 327
manifold, 64
manifold üzerinde özel formlar, 115
manifoldun do§al yönlendirmesi, 101
projektif do§ru, 308
projektif düzlem, 270
projektif uzay, 65, 117
projektif uzay�n Chern s�n��ar�, 334
projektif uzay�n kohomolojisi, 266
vektör demetleri, 167
vektör uzay�nda yönlendirme, 99
yüzeylerin Pontryagin s�n��ar�, 341

Kesi³im
çapraz, 255
kendisi ile, 261
say�s�, 261
vektör uzay�, 99

Kesit
vektör demeti, 163

K�smi s�ralama, 44
Killing

vektör alan�, 190
Klein kuartik, 286
Kohomoloji

annulus, 206
çemberin, 201
De Rham, 198
grubu, 198
iki boyutlu küre, 207
karma³�k projektif uzay, 266
Mayer-Vietoris dizisi, 216
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Möbius �eridi, 206
s�n�f�, 198
tekil, 341
t�k�z destekli, 223, 273
t�k�z destekli ba§�l, 228
t�k�z manifold, 222, 246
vektör demeti, 273

Kom³uluk
iyi, 73

Koordinat
fonksiyonu, 64
sistemi, 64

Kö³egen, 5
matris, 36
yakla³�m�, 279

Kö³egenle³tirme, 36
Kritik

de§er, 76
nokta, 76
nokta (yozla³mam�³), 124

Kuadratik Form
mod 2, 293

Kural
Leibniz, 67

Kutu topolojisi, 4
Kuvvetli topoloji, 3
Küçültme Fonksiyonu Teoremi, 202, 203
Küme

aç�k, 3
fark, 1
kapal�, 3
ölçümü s�f�r, 83
yönlü, 44

Künneth
Formülü, 277
Teoremi, 275, 277, 279

Küre
birim, 65
egzotik, 344
kohomoloji, 207

Kürelerin hacmi, 113

L'Hopital kural�, 25
Laplas operatörü, 159
Lebesgue say�s�, 13
Lefschetz Sabit Nokta Teoremi, 281
Leibniz kural�, 67
Lens uzaylar�, 103
Leray-Hirsch Teoremi, 275, 326
Lie

alt cebiri, 138
cebiri, 138

Lie türevi, 132
fonksiyonun, 133

vektör alan�n�n, 133
Lif boyunca integral, 273
Lif demeti, 275
Limit

düz, 53
topolojik, 44

Manifold
Ck-s�n�f�ndan, 63
alt, 75
boyut, 64
bölüm, 73
integral, 104
karma³�k, 64
paralellenebilir, 73
Riemann, 140
s�n�r�, 107
s�n�rl�, 107
simplektik, 140
topolojik, 63
türevlenebilir, 63
üzerinde türevlenebilir form, 93
yönlendirilebilen, 100
yönlendirilemeyen, 268
yönlendirilmi³, 102

Manifoldlar�n gömülmesi, 80, 88
Matris

gruplar� üzerinde jeodezikler, 145
Jakobiyen, 18, 69
kö³egen, 36
simetrik, 70
üstel, 37

Mayer-Vietoris
kohomoloji dizisi, 216
tam dizisi, 275

Metrik
ba§lant�, 179
denk, 10
Hermityan, 308
Öklit, 10
Riemann, 140
s�n�rl�, 10
supremum, 15
uzay, 10

Metrik uzay
tam, 11
t�k�z, 11

Metriklenebilir
topoloji, 10
uzay, 10

Minimal polinom, 37
Morse Fonksiyonu, 124
Möbius �eridi, 77, 102

kohomolojisi, 206
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n-do§rusal, 32
Nokta

düzgün, 76
kritik, 76
yozla³mam�³ kritik, 124

Norm
Öklit, 16

Normal
demetin s�f�r kesiti, 186
vektör demeti, 165, 186

Normal demet
Projektif do§runun düzlem içinde, 170

Ortogonal grup, 145
Öklit metri§i, 10
Ölçüm

Euler karakteristi§i, 248, 253
Ölçümü s�f�r küme, 83
Örtü

aç�k, 6
derece, 73
fonksiyonu, 73
uzay�, 73, 102
uzay�n�n Euler karakteristi§i, 280

Örtü uzay�
topolojik, 73
yönlendirme, 123

Özde§er, 36
Özde³lik

Bianchi, 314
Özel do§rusal grup, 145
Özvektör, 36

Paralellenebilir manifold, 73
Pfa�an, 311
Poincaré

Disk Modeli, 191
duali, 268
�zomor�zmas�, 231, 242
serisi, 277
Yard�mc� Teoremi, 203
Yar� Düzlemi, 182, 191

Poincaré-Hopf Teoremi, 278
Polinom

derecesi, 233
karakteristik, 37
minimal, 37

Pontryagin
karakteristik s�n��ar�, 339
karma³�k yüzeylerin s�n��ar�, 341
s�n��ar�, 305

Projektif uzay, 65
karma³�k, 117

Rami�kasyon endeksi, 284

Rasyonel temel form, 42
Ricci e§rili§i, 319
Riemann

ba§lant�s�, 174, 175
manifoldu, 140
metri§i, 140

Riemann metri§inin tersi, 155
Riemann-Hurwitz

formülü, 338
Teoremi, 283

Sabit nokta, 14
Sabit Nokta Teoremi, 203
Saç�l�m Teoremi, 112
Sard Teoremi, 83, 232
Sar�lma say�s�, 208
Say�

Betti, 248
Chern, 362
dönme, 208
Euler, 268, 269
geçi³me, 208
kendisi ile kesi³im, 261
kesi³im, 261
Lebesgue, 13
sar�lma, 208

Say�sal e§rilik, 319
Sembol

Christo�el, 306
Seri

Poincaré, 277
Taylor, 24

S�n�rl� metrik, 10
S�f�r boyutlu manifold, 64

üzerinde integral, 106
S�f�r kesit

normal demetin, 186
S�n�f

Chern karakteristik, 305, 326
Euler karakteristik, 305, 326
karakteristik, 305
Pontryagin karakteristik, 305

S�n��and�rma
fonksiyonu, 327
uzay�, 327

S�n�r manifoldu, 107
S�n�rl� manifold, 107
S�ralama

ba§�nt�, 44
k�smi, 44

Simetrik
matrisler uzay�, 70
tensör, 34

Simplektik group
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mod 2, 293
Simplektik manifold, 140
Sistem

koordinat, 64
Standart

dald�rma fonksiyonu, 76
bat�rma fonksiyonu, 76
topoloji, 3

Stokes Teoremi, 104, 109, 112
Supremum metri§i, 15
Sürekli fonksiyon, 3

Taban
te§et uzay�, 67
topoloji, 4

Tam
(metrik) uzay, 11
form, 97, 198
üçgen, 275

Tam dizi
Gysin, 272, 273
Mayer-Vietoris, 275

Taylor
aç�l�m�, 24
serisi, 24
Teoremi, 24

Te§et
demeti, 70
uzay�, 67
vektörü, 67

Tek boyutlu manifoldun Euler karakteristi§i,
249

Tekil
homoloji, 64, 265, 298
kohomoloji, 341

Temel form, 36
Jordan, 43, 56
rasyonel, 42

Tensörler, 32
Tensör

çarp�m�, 33
de§i³meli, 34
e§rilik, 306
simetrik, 34

Tensör çarp�m�
vektör demetlerinin, 166

Teorem
Alexander Dualitesi, 230
Ara De§er, 9
Be³li Yard�mc�, 243
Bézout, 267
Cayley-Hamilton, 37, 44, 55
Cebirin Temel, 235
De Rham, 341

Dehn-Hadwiger, 53
Dehn-Sydler, 53
Diferansiyel Denklemlerin Varl�k Teklik,

26
E. Hopf, 159
Gauss'un Yard�mc�, 147
Gauss-Bonnet, 321
Genelle³tirilmi³ Gauss'un Yard�mc�, 147
Genelle³tirilmi³ Gauss-Bonnet, 314
Green, 111
Hurwitz, 285
Jordan Kapal� E§ri, 229
Kapal� Fonksiyon, 22
Küçültme Fonksiyonu, 202, 203
Künneth, 275, 277, 279
Lefschetz Sabit Nokta, 281
Leray-Hirsch, 275, 326
Poincaré �zomor�zma, 231, 242
Poincaré Yard�mc�, 203
Poincaré-Hopf, 278
Reeb'in Küre, 191
Riemann-Hurwitz, 283
Sabit Nokta, 203
Saç�l�m, 112
Sard, 83, 232
Stokes, 104, 109, 112
Taylor, 24
Ters Fonksiyon, 18
Tüp Kom³uluk, 186

Ters Fonksiyon Teoremi, 18
Ters görüntü, 1
Ters kutupsal fonksiyonun derecesi, 236
Thom izomor�zmas�, 273
T�k�z

alt küme, 6
destekli ba§�l kohomoloji, 228
destekli ba§�l kohomoloji dizisi, 228
destekli De Rham kohomoloji, 223
destekli form, 104
destekli kohomoloji, 273
dizisel, 11
manifoldlar�n kohomolojisi, 222, 246
metrik uzay, 11
topolojik uzay, 6, 11
uzay, 6

Tohum
fonksiyon, 67

Toplam vektör demeti, 164
Topoloji, 3

alt küme, 3
bölüm, 4
çarp�m, 4
ince, 3
kaba, 3, 4
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kutu, 4
kuvvetli, 3
metriklenebilir, 10
miras kalan, 3
standart, 3
taban�, 4
üretilen, 4
zay�f, 3, 4

Topolojicinin sinüs e§risi, 9
Topolojik

atlas, 63
gömme fonksiyonu, 7, 76
limit, 44
manifold, 63
örtü uzay�, 73
t�k�z uzay, 11
uzay, 3

Torus, 93
Euler s�n�f�, 269

Türevlenebilme, 15
Tüm uzay, 162
Tüp Kom³uluk Teoremi, 186
Türev

d�³, 95
Lie, 132
yönlü, 132

Türevlenebilir
atlas, 63
fonksiyon, 16, 66
form, 90
k-form, 90
manifold, 63
yap�, 63

Türevlenebilir form
geri çekme, 92

Uzay
ba§lant�l�, 8
Banach, 16
bölüm, 4
dual, 35
gerçel projektif, 65
Hausdor�, 5
homotopi denkli§i, 206
karma³�k projektif, 65, 117
Lens, 103
metriklenebilir, 10
örtü, 73, 102
projektif, 65
s�n��and�rma, 327
te§et, 67
t�k�z, 6
tüm, 162
yol ba§lant�l�, 8

yönlendirme örtü, 123
yörünge, 46

Uzunluk
e§rinin, 140
fonksiyoneli, 140
i³aretli, 32

Üçgen e³itsizli§i, 10
Üretilen topoloji, 4
Üstel

fonksiyon, 144
matris, 37

Vektör
alan�, 71, 128
alan�n�n ak�³�, 128
alan�n�n integrali, 128
demeti, 161, 268
demetinin kesiti, 163
homomor�zmalar�n�n demeti, 165
gradyan, 155
te§et, 67

Vektör alan�
Killing, 190

Vektör alan� boyunca
formlar�n daralt�lmas�, 134
Lie türevi, 133

Vektör demeti
alt, 162
analitik kesitleri, 170
a³ikar, 162
determinant�, 166
dual, 165
geri çekme i³lemi, 169
izomor�zmas�, 162
kohomoloji, 273
tensör çarp�m�, 166
tensör çarp�mlar� üzerinde ba§lant�, 181
toplam, 164
üzerinde ba§lant�lar, 171
üzerinde burulma tensörü, 177
üzerinde Christo�el sembolleri, 172, 175
üzerinde iç çarp�m, 163
üzerinde metrik ba§lant�, 179
üzerinde Riemann ba§lant�s�, 174, 175
üzerindeki ba§lant� formu, 176
üzerindeki karma³�k yap�lar, 167
yap� fonksiyonlar�, 162
yönlendirilebilir, 163

Vektör uzay�
kesi³im, 99
yönlendirilebilen, 98

Whitney Çarp�m Formülü, 331

Yak�nsak
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alt dizi, 11
dizi, 11

Yakla³�m
kö³egen, 279

Yanyana Gelme E³itli§i, 335
Yap� grubunun indirgenmesi, 163
Yerel çarp�m fonksiyonu, 162
Yerel derece, 232
Yerel sabit fonksiyon, 10
Y�ld�z operatörü, 154, 157
Yönlendirilebilir

manifold, 100
vektör demeti, 163
vektör uzay�, 98

Yönlendirilemeyen
yüzeyler, 291

Yönlendirilemeyen manifold, 268
Yönlendirilmi³ manifold, 102
Yönlendirme

do§al, 101
gerçel projektif uzay, 103
karma³�k vektör uzay�, 99

Yönlü
küme, 44
türev, 132

Yörünge uzay�, 46
Yuvar

aç�k, 10

Zay�f topoloji, 3, 4
Zincir

fonksiyonu, 217
gruplar�, 198
yap�s�, 198





Kitab�n Yaz�m� ile �lgili Notlar

Yakla³�k yirmi y�l önce ülkemiz matematikçileri taraf�ndan da kullan�lmaya
ba³lanan LATEXçok geli³mi³ bir yaz�l�m olmas�na ra§men Türkçe makale veya
kitap haz�rlama konusunda halen ciddi eksikliklere sahiptir. Bu kitab�n yaz�m�
s�ras�nda kar³�la³t�klar�mdan baz�lar� ³unlard�r:

1. Türkçe karakterlerin yaz�m� konusundaki zorluklar;

2. Türkçe yaz�m hatalar�n�n yaz�l�m taraf�ndan otomatik ³ekilde kontrol edi-
lememesi ve kelimelerin sat�r sonlar�nda do§ru ³ekilde bölünmemesi;

3. Türkçe karakterlerin alfabetik s�ralamada do§ru yerde olmamas� nede-
niyle dizin haz�rlama konusuna ya³anan zorluklar;

4. �ekillerin kitaba yerle³tirilmesi.

Bilgisayarlar ve LATEXalan�nda yeterli bilgi ve beceriye sahip olmayan biri
olarak yukar�da bahsetti§im zorluklar�n sistematik biçimde üstesinden gelme
konusunda �kir ortaya koyamam. Di§er yandan, benzer zorluklarla kar³�la³an
meslekta³lar�ma zaman kazand�rabilir dü³üncesiyle, uzun süren u§ra³lar so-
nunda ula³t�§�m derme çatma çözümlerden bahsedebilirim.

Asl�nda birinci madde konusunda herhangi bir çözümüm yok. Bir cümle
içinde bile üç be³ defa klavyenin dilini Türkçe'den �ngilizce'ye ya da �ngiliz-
ce'den Türkçe'ye de§i³tirerek yazmak elbette pek kolay olmad�. Benzer ³ekilde
ikinci madde için de bir çözüm bulamad�m. Türkçe kelimelerin do§ru hecelen-
mesi için hecelemeyi aç�kça yazmak d�³�nda bir yol görünmüyor. Örne§in, sat�r
sonuna gelen ve do§ru ³ekilde bölünmeyen �dosyan�n� kelimesini �dos\−ya\−
n�n� olarak yazmal�y�z. Ya da daha sistematik bir çözüm için ana dosyan�n
içine \begin{document} komutundan önce �\hyphenation{dos − ya − n�n}�
komutunu koyabiliriz. Bu durumda bütün doküman boyunca �dosyan�n� keli-
mesi ancak gösterdi§imiz yerlerden bölünecektir. Bu i³i kitab�n en son halinin
ç�kt�s�n� almadan yapmakta fayda oldu§u aç�kt�r. Bu kitap için hecelemesini
aç�kça yazmak zorunda kald�§�m kelime say�s� yakla³�k 150 oldu. Kitab�n ya-
z�m� tamamland�ktan sonra baz� editörlerin Türkçe sözlük ile çal�³abildi§ini
ö§rendim. Bu sayede gözden kaçan say�s�z yaz�m hatas�n� düzeltme f�rsat�m
oldu.

Üçüncü madde için makul bir çözüm buldu§umu söyleyebilirim. Burada

\index{A@B}
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komutunu kulland�m. Bu komut ³u ³ekilde çal�³�yor: Program ilk önce dizin
içinde �ngilizce karakterlerin alfabetik s�ralamas�na göre (sadece �ngilizce ka-
rakterle yaz�lm�³ olan) A kelimesinin yerini buluyor ve daha sonra dizine A
kelimesi yerine B kelimesini yaz�yor. Örne§in dizinde

Ters görüntü

ifadesinin do§ru yerde ç�kmas� için bu ifadenin geçti§i yere

\index{Ters gozruzzntuzz@Ters görüntü}

yazabiliriz. Benzer ³ekilde dizin içinde

Bölüm ... kümesi

ifadesinin gözükmesi için

\index{Bozluzzm@Bölüm!kuzzmesi@kümesi}

yazar�z. Fikir gerçekten basit: Örne§in, dizine koymak istedi§imiz bir kelimenin
içinde ç har� geçiyorsa bu harf yerine cz yaz�yoruz ve böylece alfabetik
s�ralama yap�l�rken s�ra cz ikilisine gelince, program bu kelimeyi c har�
ile d har�nin aras�na koyuyor. Asl�nda a³a§�daki tablo B kelimesi içindeki
Türkçe karakterlerin A içinde nas�l yaz�lmas� gerekti§ini gösteriyor:

Dizin Yazma Sözlü§ü
A cz gz hz i oz sz uzz
B ç § � i ö ³ ü

A CZ GZ HZ HZZZ OZ SZ UZZ
B Ç � I � Ö � Ü

Gerekirse har�erin sonuna eklenen z har�erinin say�s�n� art�rabilirsiniz.

Biraz da ³ekillerden bahsedelim. �ekilleri herhangi bir programda çizebi-
lirsiniz. �nternetten ücretsiz olarak indirip kullanabilece§iniz birçok program
var. Ben Graph isimli program� kulland�m. Lisansta ö§rendi§iniz analitik geo-
metriyi hat�rlamak için oldukça iyi bir f�rsat sa§l�yor. �ekilleri çizdikten sonra
�jpeg� uzant�s� ile kaydedebilirsiniz. Daha sonra bu dosyay� bir resim editörü ile
aç�p bo³ alanlar� mümkün oldu§unca k�rpmakta fayda var. Bu dosyay� yine in-
ternet üzerinde ücretsiz bulunan �on line� programlar yard�m�yla �eps� dosyas�-
na çevirmeniz gerekiyor. Sonuçta, örne§in, �Figure3.5.jpeg� ve �Figure3.5.eps�
isimli iki ³ekliniz olacak. Son olarak bunlar� kitab�n�z�n LATEXdosyas�n� içeren
büyük dosyan�n içine koyabilirsiniz. Program kitab�n �pdf� ç�kt�s� için resimle-
rin �jpeg�, �dvi� ç�kt�s� için de �eps� dosyalar�n� kullanacakt�r.

Kitab�n içine ³ekil yerle³tirme konusunda da bir önerim olacak. E§er ki-
tap yerine makale yaz�yorsan�z ³ekillerinizi istedi§iniz ölçülerde metnin içine
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yerle³tirme konusunda bir zorluk çekmeyeceksiniz. Di§er taraftan doküman s�-
n�f�n�z {book} ise ³eklin boyutlar�n� ayarlamak mümkün olmayacak, çünkü
LATEX³ekillerin alt�na yaz�lacak aç�klamalar�n hangi dilde yaz�laca§� bilgisini
isteyecektir. Bu problemi çözmek için doküman s�n�f�n�

\documentclass[11pt,a4paper,turkish]{book}

seçebilirsiniz. Fakat LATEXprogram�n�n Türkçe yaz�m konusundaki yard�mc� un-
surlar� içindeki baz� problemlerden dolay� sistem yine hata mesaj� verecektir.
Di§er taraftan, doküman s�n�f�n� ba³ka bir dilde, örne§in

\documentclass[11pt,a4paper,ku³dili]{book}

olarak seçerseniz sistem hata vermeden çal�³acakt�r. Fakat bu durumda da ³e-
killerin alt�nda, örne§in, �ekil 3.2 yerine bunun Ku³dili kar³�l�§� olan Cik�g
3.2 yazacakt�r. Bunu düzeltmek için ise

\Miktex2.??\tex\generic\babel\ku³dili.ldf

veya
\Miktex2.??\tex\latex\babel-ku³dili.ldf

dosyas�n� uygun bir editör ile aç�p Cik�g yerine �ekil yazman�z gerekiyor.
Ayn� ³ekilde Kaynakça ve Semboller kelimelerini de Ku³dili kar³�l�klar�-
n�n yerine yazmal�s�n�z. Bu de§i³iklikleri yapabilmek için bilgisayar oturumunu
�Administrator� olarak açman�z gerekebilir.




