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Galois Teori

Galois Teori

F C E Galois cisim genislemesi
G=Gal(E/F)={pcAut(E) | ¢p: E—E, ¢(x)=x, Vxe€
F}, cisim genislemesinin Galois grubu

|G| =[E: F]=dimg E

Galois Eslemesi

H<G «— EM={xec E|¢(x)=x, V¢ € H}

Ayrica eger N <1 G normal altgrup ise EV/F bir Galois
genislemesidir ve karsilik gelen Galois grubu G/N olur.
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Galois Teori

o Ornek
o F=QCQw, V2 =E, w:e2”i/3:_1zl\/§,

(p(x) = x3 —2 € Q[x] polinomunun tiim koklerini iceren en
kiigiik (splitting) cisimdir).

o Gal(E/F)=S3=<¢,9 | ¢> =¢* =1, Yoy = ¢* >

o y:E—E, yYw)=w?=0u, w(\aﬁ):\ﬁ

e o E—E, ¢w)=w, gzﬁ(\ﬁ):w\%
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Ortii Uzaylan

Ortii Uzaylar

P : Y — X topolojik uzaylar arasinda strekli bir dontisiim olsun.
Her x € X noktasi etrafinda bir U C X agik komsulugu olsun
oyle ki,

1) PYU) = UaU, ayrik birlesimdir, ve

2) Her P, : Ua — U bir homeomorfizmadir.

Bu durumda P :Y — X fonksiyonuna bir 6rtii fonksiyonu veya
sadece oOrtu uzayi denir.

Bu konusmada aksi soylenmedikge X ve Y uzaylarinin yol
baglantili oldugunu kabul edecegiz.
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Ortii Uzaylan
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Ortii Uzaylan
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Ortii Uzaylan
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Ortii Uzaylan

e Onerme: Sonlu G grubu Hausdorff, tikiz ve baglantili bir Y
uzay! uzerinde serbest olarak etki ediyorsa
P:Y — X =Y/G bolim uzay bir orti uzayidir.

o Ortii uzaylarinin siniflandiriimasi temel grup yardimiyla yapilir.

e Tanim:(Homotopi) fi: X — Y, i=0,1, siirekli fonksiyonlar
olsun. F: X x [0,1] — Y siirekli bir fonksiyon olsun &yle ki
1) F(x,0) = fo(x), Vx € X,

1) F(x,1) = fi(x), Vx € X.

Bu durumda fy ve fi fonksiyonlarina homotopiktir denir ve
fo ~ fi seklinde yazilir. Homotopi bagintisi bir denklik
bagmtisidir ve bir f fonksiyonunun denklik sinifi [f] ile
gosterilir.
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Ortii Uzaylan

e Tanim:(Temel Grup) X topolojik bir uzay ve xp € X bir
nokta ise bu uzayin xg noktasindaki temel grubu

m1(X, x0) = {[y] [7:[0,1] = X, 7(0) = (1) = xo, sirekli egri}

surekli egrilerin homotopi siniflarinin grubu olarak tanimlanir.
Burada kullandigimiz homotopiler her adimda egrinin ug
noktalarini xg noktasinda tutmaktadir.

e Tanim:(Biiziilebilir Uzay) Eger bir X uzayiigin fy: X — X,
fo(x) = x, Vx € X, birim fonksiyonu herhangi bir ¢ € X
icin f1: X — X, f(x) =c,Vx € X, sabit fonksiyonuna
homotopik ise X uzayina buzilebilir uzay denir.

ace epe U niversitesi \Y; ateéma Galois Teori, Ortii Uzaylan ve Diferansiyel Denklemler




Ortii Uzaylan

Ornekler

o m({x0}) ~ m(R") ~ {1}. Aslinda her biiziilebilir X
uzayinin temel grubu asikar gruptur.

o m(SYH~Z
o m(S'V SY) ~7Zx*7Z~ F,, iki iiretecli serbest grup.

o m1(VnSY) ~ F,, n-iiretecli serbest grup.
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Ortii Uzaylan

Ortu Uzaylan Icin Galois Eslemesi

Teorem: 'Eli yizii dizgiin’ bir X topolojik uzayinin ortii uzaylari
ile m1(X,x0) temel grubunun altgruplar arasinda bire bir esleme
vardir: H < m1(X, xp) altgrubuna karsilik gelen ortii uzayi
P:(Y,y)— (X,xo) ise

Pﬁ : 7"—1(\/7)/0) — 7T1(X7X0)

homomorfizmasinin goriintisi H altgrubudur.
Ayrica bir ortl uzayinin katman sayisi bu ortii uzayina karsilk
gelen altgrubun temel grup icindeki endeksine esittir:

[P~ (x0)| = [m1(X, x0) : H]

Son olarak eger N <1 71(X,x9) normal bir altgrup ve Y — X
karsilik gelen Ortii uzayi ise Y — X Ortii uzayinin otomorfizma
gurubu N grubuna izomorfiktir ve Y/N bdliim uzayr dogal

olarak X uzayina homeomorfiktir.
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Ortii Uzaylan
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Ortii Uzaylan
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Dessin d’Enfant

Modiler Grup ve Dessin d'Enfant

o PSL(2,7) ~ 7y + 73 ~< [A],[B] >
()R- (0)
oo (0 ) (3 0)

o Modiiler grubun altgruplarini anlamak igin ortii uzaylarini

kullanma teknigi Grothendieck'in Dessin d'Enfant (Cocuk
Cizimleri) teorisinin bir topolojik yorumudur.

ace epe U niversitesi \Y; ateéma Galois Teori, Ortii Uzaylan ve Diferansiyel Denklemler



Dessin d’Enfant

5% ={(xn) | xn € R, Ing, x, =0, n > no, anz =1}

n

5°° biiziilebilir bir uzaydir.

BZ2 = SOO/ZQ = ILm S"/ZQ

BZ3 = 5/Zs = lim 52174

7T1(BZQ) ~ Zz ve 7T1(BZ3) >~ Z3

Sonug (Van Kampen Teoremi'nin) m1(BZy V BZ3) ~ 7y * Zs3
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Dessin d’Enfant

Dessin d’Enfant teorisi hem sayilar teorisi hem de cebirsel egriler
(Belyi Teoremi) ve yiizeyler teorisinde olduk¢a énemli bir tekniktir.
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Dessin d’Enfant
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Dessin d’Enfant
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Dessin d’Enfant

) O
( N/ X
6
A - I >
‘ éDA o/ — 5
o
> " X =_(, Y=~

:ye/ S =34
(Y= Fo 2, >y = SL (2=
Z
.]?SL(-Q/ //Fs ——Scf

ace epe U niversitesi \Y; ateéma Galois Teori, Ortii Uzaylan ve Diferansiyel Denklemler



Dessin d’Enfant
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Difaransiyel Denklemler

Karmasik Diizlemde Regiiler Tekil lkinci Mertebeden
Dogrusal Difaransiyel Denklemler

Teorem: D C C basit baglantili agik bir bolge ve P ve @ bu
bdlge lizerinde analitik (holomorfik) fonksiyonlar olsun. Bu
durumda verilen

d?w dw

dogrusal denklemininin her zp € D ve «, € C degerleri icin
W'(20) = o, w(z0) =B

baslangic degerlerini saglayan tek bir ¢cozumi vardir.
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Difaransiyel Denklemler

Baska bir deyisle, V yukardaki dogrusal denklemin tiim
¢ozimlerinin olusturdugu karmasik vektor uzayini gosterirse,
bu uzay ile C? arasinda bir dogrusal izomorfizma vardir:

V —C?, wre (w(z),w(20)).

Simdiise D={ze€C|z#0, ||z|]| <1} sifir noktasi
cikarilmis birim disk olsun.

7T1(D) ~ 7
o 7:D — D evrensel ortii uzayi ve G =<~ >~ 7 bu ortii
uzayinin izomorfizma grubu olsun.
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Difaransiyel Denklemler
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Difaransiyel Denklemler
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Difaransiyel Denklemler

@ Simdi P, Q birim disk lizerinde z =0 disinda analitik
fonksiyonlar olsun.
@ Evrensel orti olarak
n:D={zeClu=x+1iy, x<0} = D, w(u)=e¢e",
modelini alalim. Baska bir deyisle, yukaridaki diferansiyel
denklemi z = eY formilinu kullanarak u ve w cinsinden
yazalim:
d’w dw
S PE)-1) S+ 2 Q) w=0
o D basit baglantili bolgesinde denklemin katsayilarinin analitik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim z P(z), ve lim z° Q(2)
z—0

z—0

limitlerinin var olmasidir.
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Difaransiyel Denklemler

e Simdi basit baglantili D bolgesinde analtik katsayili
2,

e P)-1) %
denkleminin her up € D, a, 8 € C degerleri icin w(u) = a,
w'(up) = B, baslangi¢c degerlerini saglayan tek bir w ¢oziimii
vardir.

o 7*: C(D) = C(D), v(f) = f(1(u)) = f(u+ 2mi),
homomorfizmasi
7" (zP(2)) = v*(e" ( “)) = e P(e7) = e“P(e") ve
benzer sekilde 7*(z2Q(z)) = zQ(z) oldugudan denklemin
her w ¢éziimii icin v*(w) de bir ¢oziim olacaktir.

e Dolayisiyla, V ~ C2 bu denklemin tiim céziimlerinin
olusturdugu vektdr uzayi ise v* : V — V, w — v*(w),
dogrusal bir donusimdur.
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Difaransiyel Denklemler

o V ~C2? karmasik vektor uzay lUzerindeki ~* : V=V,
operatoriintin Jordan formu icin iki durum vardir:

e Durum 1) V ~ C? uzayinin dyle = {@1,@} tabani

vardir ki
«wq (¢ O «
[’y]g-(o d),c,dE(C.

e Durum 2) V ~ C? uzayinin dyle = {@,@} tabani

vardir ki
*1 c 1 *
[’7]5—<OC>,C€C.
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Difaransiyel Denklemler

@ Coziim fonksiyonlarini yazmadan once D Uzerinde ¢ok
degerli iki fonksiyon tanimlayalim:

o log:C* — C, z=re/0+2k7) s Inr + (0 + 2kn)i, k € Z,
ve

@ « € C herhangi bir karmasik sayi olmak tizere

z2%:C* = C, z+> e*'8%Z 7 ¢ C.
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Difaransiyel Denklemler
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Difaransiyel Denklemler

@ ~* homomorfizmasi bu ¢ok degerli fonksiyonlar tizerine etki
eder:

o ~*(logz) = logz + 2mi,

° ,y*(za) — 'y*(ea Iogz) — ea'y*(logz) —_ ea(logz+27ri) — @2mia
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Difaransiyel Denklemler

Cozumlerin acik ifadesi

e Durum 1) V ~ C? uzayinin dyle 8 = {wi,ws} tabani

vardir ki
*1 c 0 *
[fy ]5_<0 d>a CE(C-

Baska bir deyisle, v*(w1) = cw1 ve 7*(w2) = dwy olur.

e *(&1) = ci1 olduguna gore her u € [N)N icin
O1(u + 27i) = c@1(u) olur. Dolayisiyla, D iizerindeki bu
analitik ¢coziim D iizerinde ¢ok degerli bir ¢oziim vermektedir:

z wi(z) = {01(v) | u=logz} = {c 1 (up) | e =z, k € Z}
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Difaransiyel Denklemler
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Difaransiyel Denklemler

o Bu durumda, €™ = ¢ olmak iizere w;(z)/z* fonksiyonu
D lizerinde tek degerli bir fonksiyon olacaktir.
@ Bu ifadenin z =0 noktasinda kutupsal bir tekilligi oldugu

gosterilebilir (tamamen teknik bir sonug).
@ O halde, ¢coziimii

z E &,z" —Z)\IZC,,Z c # 0,

n=-—ng

seklinde yazabiliriz.
@ Benzer sekilde, v*(@2) = d&y oldugundan ikinci ¢oziim de

wa(z) =2 " dnz", dy # 0,

n=0

seklinde yazilacaktir.

ace epe U niversitesi \Y; ateéma Galois Teori, Ortii Uzaylan ve Diferansiyel Denklemler



Difaransiyel Denklemler

e Durum 2) V ~ C? uzayinin dyle = {w,wp} tabani

vardir ki
*1 c 1 *
[’7]5—<0C>,C€(C.

e Baska bir deyisle, v*(w1) = cw1 ve ¥*(w2) = w1+ cwp olur.

@ Durum 1'e benzer olarak, ilk ¢coziim yine
[ee]
z)= M E cpz", g #£0,
n=0

seklinde olacaktir.

o lkinci ¢6ziime gegmeden dnce, ws(z) = i logz wi(z)
fonksiyonunu dusiinelim.

o 7*(w3) = 52 (logz +27i) cwi = w1 + cws elde ederiz.
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Difaransiyel Denklemler

@ Simdi, ws = wy — w3 olarak tanimlanirsa
7 (wa) =7 (w2) = 7" (w3) = (w1 + cw2) — (w1 + cws) = cwy

elde edilir.
@ O halde, yukarida yaptigimiza benzer olarak ¢ = e
olacak sekilde bir Ay € C igcin,

2o

(,U4(Z) = Z)‘2 Z d,,Zn, do # 07
n=0

elde edilir.
@ Son olarak, wy = w3 + w4 esitliginden,

1 o0
wo(z) = i log z wyi(z) + 2™ ,,Z_[:) dnz"

buluruz.
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Difaransiyel Denklemler

Ayrica, e2miM — ¢ = g2miN2 oldugu icin A1 — Ao € Z olmahdir.
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