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Matematikte Sonsuz

Bugiin matematikte cok degisik bir kavram olan sonsuz
terimi lzerinde konusacagiz.



Matematikte Sonsuz

Bugiin matematikte cok degisik bir kavram olan sonsuz
terimi lzerinde konusacagiz.

Bu kavram hakkinda beyinlerimizi zorlayip diisiinme ve
soyut diislinme becerimizi arttirmayi, sorgulamayi ve
tartismayi amacliyoruz.



Sonsuz

Kafamizda olusan sorularin hepsini cevaplamak yerine,
merak ettirmeyi ve ders sonunda cevapsiz kalan sorularin
yanitlarini daha sonra arastirmanizi amacliyoruz.
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Matematikte Sonsuz

Tartismak istedigimiz sorulardan bazilari sunlar olabilir.

@ Sonsuz deyince ne anliyoruz?
@ Matematikte sonsuz nedir?

@ Bir kiimede sonsuz tane eleman olup olmadigini nasil
anlanz?

@ Sonsuz bir tane midir?



Matematikte Sonsuz

Tartismak istedigimiz sorulardan bazilari sunlar olabilir.

@ Sonsuz deyince ne anliyoruz?
@ Matematikte sonsuz nedir?

@ Bir kiimede sonsuz tane eleman olup olmadigini nasil
anlanz?

@ Sonsuz bir tane midir?

© Kac tane sonsuz oldugunu diisiiniiyorsunuz?



Matematikte Sonsuz

© Matematikte sonsuz kelimesi ne zaman tartisilmaya
baslanmistir?



Matematikte Sonsuz

© Matematikte sonsuz kelimesi ne zaman tartisilmaya
baslanmistir?

@ Eskiden sonsuz hakkinda neler yapilmis, neler séylenmis,
neler kanitlanmis ve tarihsel siirec nasil gelismistir?



Varliklari ve ¢okluklari saymada kullandigimiz ve 1,2,3, ...
diye devam eden sayilara dogal sayilar diyoruz ve N ile
gosteriyoruz. Yani

N={1,23...}
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Varliklari ve ¢okluklari saymada kullandigimiz ve 1,2,3, ...
diye devam eden sayilara dogal sayilar diyoruz ve N ile
gosteriyoruz. Yani

N={1,23...}

Sizce dogal sayilar kiimesi sonlu mudur yoksa sonsuz
mudur?

Nasil anlayacagiz?

Sonlu olmasi ne demektir?

Sonsuz olmasi ne demektir?



Matematikte Sonsuz
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Matematikte Sonsuz

Bu sorulari tartismak icin yeni bir soru ile baslayalim.

Soru 1. Giinlik hayatimizda bazi objelerden olusan iki
kiimemiz olsa birinde digerinden az ya da cok ya da esit
sayida eleman oldugunu nasil anlariz?



Matematikte Sonsuz

Soru 2. Eski caglarda daha sayilar kesfedilmeden &nce
cobanlar bu karsilastirmayi nasil yapiyorlardi?



Eslestirme

Once ikinci sorunun cevabi ile baslayalim.



Eslestirme

Once ikinci sorunun cevabi ile baslayalim.

Eski caglarda cobanlar hayvanlarini otlatmaya giderken
ahirdan cikislarinda kiiciik bir cukura, her hayvan icin bir
tas atarlarmis, aksam geri geldiklerinde de her hayvan icin
cukurdan bir tasi disari cikarirlarmus.



Eslestirme

Eger biitiin hayvanlar bittikten sonra hala cukurda tas
kalmissa, demek ki cukurdaki tas sayisi kadar hayvan dagda
kaldi demekmis.
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Eslestirme

Eger biitiin hayvanlar bittikten sonra hala cukurda tas
kalmissa, demek ki cukurdaki tas sayisi kadar hayvan dagda
kaldi demekmis.

Yani bu hayvanlar ya dagda kaldi ya da yirtici hayvanlar
tarafindan parcalandi demekmis.

Eger cukurda hic tas kalmamissa, sabah giden hayvanlarin
hepsi geri dondii demekmis.
Burada cobanin yaptigi sey taslarla hayvanlari eslestirmektir.



Eslestirme

Cukurda tas kalmamasi demek taslarin sayisi ile hayvanlarin
sayisi ayni demektir.



Eslestirme

Cukurda tas kalmamasi demek taslarin sayisi ile hayvanlarin
sayisi ayni demektir.

Burada yapilan eslestirme, birebir ve 6rten sekilde yapildi
demektir; yani her tas icin bir hayvan ve her hayvan icin bir
tas vardir.



Eslestirme

Yukarida da birebir orten kelimesi ile; her iki kimede de her
eleman, karsi tarafta bir ve yalniz bir elemanla eslestirilecek

ve her iki tarafta da eslestirilmemis eleman kalmayacak
demektir.



Eslestirme

Yukarida da birebir orten kelimesi ile; her iki kimede de her
eleman, karsi tarafta bir ve yalniz bir elemanla eslestirilecek

ve her iki tarafta da eslestirilmemis eleman kalmayacak
demektir.

Ornek.




Eslestirme

Bugiin matematikte uyguladigimiz yontem de aynidir.
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Elinde herbirinden birer adet Elma, Armut, Nar ve Portakal
olan bir kisi bunu 4 sayisi ile esler ve elimde dort cesit
meyve var der.



Eslestirme

Bugiin matematikte uyguladigimiz yontem de aynidir.

Elinde herbirinden birer adet Elma, Armut, Nar ve Portakal
olan bir kisi bunu 4 sayisi ile esler ve elimde dort cesit
meyve var der.

N
Elma
2 SArmut!
3 SNar

Portakal



Eslestirme

Bu esleme degisik sekillerde yapilabilir.
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Bu esleme degisik sekillerde yapilabilir.

Bu degisik sekilde yapilan esleme elimizdeki meyvelerin
sayilarini degistirmez.



Eslestirme

Bu esleme degisik sekillerde yapilabilir.

Bu degisik sekilde yapilan esleme elimizdeki meyvelerin
sayilarini degistirmez.

Elimizde hala 4 adet meyve vardir.



Birebir ama 6rten olmayan esleme icin su ornek verilebilir.



Birebir ama 6rten olmayan esleme icin su ornek verilebilir.

A={Ali, Veli}  ve B = {Ali, Veli, Ahmet}

kiimelerini karsilastirdigimizda birebir esleme yapabiliriz.
Soyle ki

Ali — Al
Veli — Vel
ACBveACB

Yalniz bu esleme &rten degildir ¢linkii B kiimesindeki
Ahmet elemani A kiimesinden bir elemanla eslesmemistir.



Eslestirme
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Giinimiizde bu eslestirmelere fonksiyon diyoruz.
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Giinimiizde bu eslestirmelere fonksiyon diyoruz.

Yani f eslestirmesi A ve B kiimeleri arasinda A dan B ye
bir fonksiyon demek:

A da ki her elemanin mutlaka B den bir elemanla eslesmesi
ve A da ki bir elemanin B de yalniz bir elemanla
eslesmesidir.
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Eslestirme

Giinimiizde bu eslestirmelere fonksiyon diyoruz.

Yani f eslestirmesi A ve B kiimeleri arasinda A dan B ye
bir fonksiyon demek:

A da ki her elemanin mutlaka B den bir elemanla eslesmesi
ve A da ki bir elemanin B de yalniz bir elemanla
eslesmesidir.

f fonksiyonunun birebir olmasi demek f fonksiyonu A’ da ki
farkli iki elemani B de farkli iki elemana géndermesi
demektir.

Birebir bir f fonksiyonunun birebir érten olmasi demek f
nin birebir ve B kiimesindeki her elemana A kiimesinden
mutlaka bir eleman f fonksiyonu ile eslestirilmesi demektir.



Iki kiimede de ayni sayida eleman var demek icin iki
kiimenin elemanlarini birbirine birebir ve orten olarak
eslestirmemiz gerekir.



Iki kiimede de ayni sayida eleman var demek icin iki
kiimenin elemanlarini birbirine birebir ve orten olarak
eslestirmemiz gerekir.

Eger bu eslestirmeleri yapabiliyorsak o zaman bu iki kiimede
de ayni sayida eleman var deriz.
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Ornek olarak yukarida belirttigimiz 4 elemanli kiimeleri
verebiliriz.
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Cember Uzerindeki Noktalar

Ornek olarak yukarida belirttigimiz 4 elemanli kiimeleri
verebiliriz.

Simdi biraz daha karmasik su soruyu soralim:

Soru. Birbiri icine cizilmis iki cember C;, ( disiinelim.

o (; uzerindeki noktalarin kiimesine A;

o ( nin lizerindeki noktalarin kiimesine A, diyelim.

o (7 in yaricapi 1 metre ve (, nin yaricapi 2 metre olsun.

e A1 in eleman sayisi ile Ay nin eleman sayilarini
karsilastiralim,

o Cemberlerden iceridekinin mi yoksa disaridakinin mi
tizerinde daha fazla nokta vardir veya ilizerlerindeki
noktalarin sayisi esit midir?



Cember Uzerindeki Noktalar

Bu konuyu nasil diisiinmeliyiz ve nasil bir sonuca
ulasabiliriz?



Cember Uzerindeki Noktalar

Bu konuyu nasil diisiinmeliyiz ve nasil bir sonuca
ulasabiliriz?

Yaricapi 1 metre olan kiiciik cember yaricapi 2 metre olanin
icinde oldugu icin merkezlerini ayni alalim.



Cember Uzerindeki Noktalar

Bu konuyu nasil diisiinmeliyiz ve nasil bir sonuca
ulasabiliriz?

Yaricapi 1 metre olan kiiciik cember yaricapi 2 metre olanin
icinde oldugu icin merkezlerini ayni alalim.

Bazen bu eslestirmeleri resimle gostermek daha kolay
olabilir.



Cember Uzerindeki Noktalar



Simdi bu problemin ¢oziimii icin her iki cemberin de
merkezinden gecen dogrulara bakalim.
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merkezinden gecen dogrulara bakalim.



Cember Uzerindeki Noktalar
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Cember Uzerindeki Noktalar

Biiyiik cemberin lizerindeki her noktanin kiiciik cemberin
tizerindeki bir noktadan gectigini goriiriiz.

Bu eslestirme bize birebir orten bir eslestirme verdigi icin
her iki cemberde de ayni sayida nokta vardir deriz.



Cember Uzerindeki Noktalar

Dikkat ederseniz burada ¢cemberlerin yaricapinin bir 6nemi
yoktur. 5 metre 100 metre desek de ayni eslestirmeyi
yapabilirdik.

Iste matematikte soyutlama boyle bir sey diyebiliriz.

Bu problem icin cemberin yaricapinin bir 6nemi yoktur.



Cember Uzerindeki Noktalar

Dikkat ederseniz burada ¢cemberlerin yaricapinin bir 6nemi
yoktur. 5 metre 100 metre desek de ayni eslestirmeyi
yapabilirdik.

Iste matematikte soyutlama boyle bir sey diyebiliriz.
Bu problem icin cemberin yaricapinin bir 6nemi yoktur.

Matematiksel anlayisimiz artinca bu eslesmeyi genellikle
sayilardan olusan kiimelerle yapariz.



Ornegin
A = {Kalem, Silgi, Defter, Kitap} ile

B =1{1,2,3,4}
kiimelerindeki elemanlar eslestiririz.
Bu eslemeyi

M = {Elma, Armut, Nar, Portakal }

kiimesi ile esleyerek A kiimesinin elemanlarinin sayilari B
kiimesinin elemanlarinin sayilari ile aynidir diyebiliriz.



Ornegin

A = {Kalem, Silgi, Defter, Kitap} ile
B =1{1,2,3,4}

kiimelerindeki elemanlar eslestiririz.
Bu eslemeyi

M = {Elma, Armut, Nar, Portakal }

kiimesi ile esleyerek A kiimesinin elemanlarinin sayilari B
kiimesinin elemanlarinin sayilari ile aynidir diyebiliriz.

Kalem\
Silgir\

Delter

Kitap—/




Bir sinema salonunda sandalyelerin mi yoksa seyircilerin mi
daha ¢ok ya da seyircilerle sandalyelerin esit sayida
oldugunu nasil anlariz?



Simdi cift dogal sayilar diisiinelim.

C=1{2,4,6,8,...}

kiimesindeki eleman sayilari ile dogal sayilar kiimesideki
N={1,2,3,4,...}

eleman sayilarini karsilastiralim.



Simdi cift dogal sayilar diisiinelim.
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kiimesindeki eleman sayilari ile dogal sayilar kiimesideki
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eleman sayilarini karsilastiralim.

Hangi kiimedeki eleman sayisi daha coktur?



Simdi cift dogal sayilar diisiinelim.

C=1{2,4,6,8,...}

kiimesindeki eleman sayilari ile dogal sayilar kiimesideki
N={1,2,3,4,...}

eleman sayilarini karsilastiralim.

Hangi kiimedeki eleman sayisi daha coktur?

Bu kiimeler arasinda birebir orten bir fonksiyon bulabilir
miyiz?






f fonksiyonu birebir ve 6rten bir fonksiyon olduguna goére
cift sayilar kiimesi ile dogal sayilar kiimesinde ayni (sonsuz)
sayida eleman vardir diyebiliriz.



f fonksiyonu birebir ve 6rten bir fonksiyon olduguna goére
cift sayilar kiimesi ile dogal sayilar kiimesinde ayni (sonsuz)
sayida eleman vardir diyebiliriz.

Bu soruda N'de sonsuz eleman olmasinin cevabi etkiledigini
distintiyor musunuz?



Altkiime Sayisi

Bu eslestirmeyi simdi kiimenin altkiimeleri ile kiimenin
elemanlari arasinda yapalim.
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Bu eslestirmeyi simdi kiimenin altkiimeleri ile kiimenin
elemanlari arasinda yapalim.

Soru. Bir kiimenin altkiimelerini ve altkiimelerinin sayisini
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Altkiime Sayisi

Bu eslestirmeyi simdi kiimenin altkiimeleri ile kiimenin
elemanlari arasinda yapalim.

Soru. Bir kiimenin altkiimelerini ve altkiimelerinin sayisini
nasil buluruz?

Ornek. A = {Kalem} kiimesinin altkiimelerini bulalim.



Altkiime Sayisi

Bu eslestirmeyi simdi kiimenin altkiimeleri ile kiimenin
elemanlari arasinda yapalim.

Soru. Bir kiimenin altkiimelerini ve altkiimelerinin sayisini
nasil buluruz?

Ornek. A = {Kalem} kiimesinin altkiimelerini bulalim.

(a) 0 (b) {Kalem}



Altkiime Sayisi

Bu eslestirmeyi simdi kiimenin altkiimeleri ile kiimenin
elemanlari arasinda yapalim.

Soru. Bir kiimenin altkiimelerini ve altkiimelerinin sayisini
nasil buluruz?

Ornek. A = {Kalem} kiimesinin altkiimelerini bulalim.

(a) 0 (b) {Kalem}

Demek ki 1 elemanli bir kiilmenin 2 tane altkiimesi vardir.



Altkiime Sayisi

Simdi 2 elemanli {Kalem, Silgi} kiimesini altkiimelerini
bulalim.



Altkiime Sayisi

Simdi 2 elemanli {Kalem, Silgi} kiimesini altkiimelerini
bulalim.

(a) 0 (b) {Kalem}

dogal olarak {Kalem, Silgi} kiimesinin de altkiimeleridir
ancak bu kiimelerde silgi hi¢ goriinmedigine gore bu
kiimelere Silgi eklersek

(i) {Silgi} (i) {Kalem, Silgi} kimelernini buluruz ve
A = {Kalem, Silgi} kiimesinin toplam altkiimeleri

(a) 0 (b) {Kalem}  (c) {Silgi}  (d) {Kalem, Silgi}

kiumeleridir.



Altkiime Sayisi

Simdi 2 elemanli {Kalem, Silgi} kiimesini altkiimelerini
bulalim.

(a) 0 (b) {Kalem}

dogal olarak {Kalem, Silgi} kiimesinin de altkiimeleridir
ancak bu kiimelerde silgi hi¢ goriinmedigine gore bu
kiimelere Silgi eklersek

(i) {Silgi} (i) {Kalem, Silgi} kimelernini buluruz ve
A = {Kalem, Silgi} kiimesinin toplam altkiimeleri

(a) 0 (b) {Kalem}  (c) {Silgi}  (d) {Kalem, Silgi}

kiumeleridir.

Dolayasiyla 2 elemanli kiimenin toplam 4 tane altkiimesi
vardir diyebiliriz.



Altkiime Sayisi

Simdi 3 elemanl
A = {Kalem, Silgi, Kitap}

kiimesinin altkiimelerini bulalim.



Altkiime Sayisi

Simdi 3 elemanl
A = {Kalem, Silgi, Kitap}
kimesinin altkimelerini bulalim.

Oncelikle

(@) 0 (b) {Kalem}  (c) {Silgi}  (d) {Kalem, Silgi}
kiimeleri

A = {Kalem, Silgi, Kitap} kiimesinin de altkiimeleridir.



Altkiime Sayisi

Ancak bu altkiimelerin hic birinde Kitap yoktur. Her birine
Kitap eklersek su altkiimeleri buluruz.



Altkiime Sayisi

Ancak bu altkiimelerin hic birinde Kitap yoktur. Her birine
Kitap eklersek su altkiimeleri buluruz.

(a) {Kitap}  (b) {Kalem, Kitap} (c) {Silgi, Kitap}
(d) {Kalem, Silgi, Kitap}

Bunlar yukaridaki altkiimelerden farkhdir ve dolayasiyla
toplam 8 tane farkli altkiime bulmus oluruz.



Altkiime Sayisi

Ancak bu altkiimelerin hic birinde Kitap yoktur. Her birine
Kitap eklersek su altkiimeleri buluruz.

(a) {Kitap}  (b) {Kalem, Kitap} (c) {Silgi, Kitap}
(d) {Kalem, Silgi, Kitap}

Bunlar yukaridaki altkiimelerden farkhdir ve dolayasiyla
toplam 8 tane farkli altkiime bulmus oluruz.

Demek ki 3 elemanli bir kimenin 8 tane altkiimesi vardir
diyebiliriz.



Altkiime Sayisi

Simdi bu fikri genelleyebilir miyiz?



Altkiime Sayisi

Simdi bu fikri genelleyebilir miyiz?

Yani 4 elemanli, 5 elemanli ve en son olarak n elemanli bir
kiimenin kac tane altkiimesi bulunur?



Altkiime Sayisi

Simdi bu fikri genelleyebilir miyiz?

Yani 4 elemanli, 5 elemanli ve en son olarak n elemanli bir
kiimenin kac tane altkiimesi bulunur?

Matematikte formul bulmak boéyle bir seydir.



Altkiime Sayisi

Demek ki diistindiiglimiiz veya buldugumuz formiil dogru
cikarsa verilen kiimenin altkiimelerinin sayisini hemen
bulabilecegiz.



Altkiime Sayisi

Demek ki diistindiiglimiiz veya buldugumuz formiil dogru
cikarsa verilen kiimenin altkiimelerinin sayisini hemen

bulabilecegiz.

Tek yapmamiz gereken verilen kiimenin ka¢ elemanl bir
kiime oldugunu bilmek.



Altkiime Sayisi

Demek ki diistindiiglimiiz veya buldugumuz formiil dogru
cikarsa verilen kiimenin altkiimelerinin sayisini hemen
bulabilecegiz.

Tek yapmamiz gereken verilen kiimenin ka¢ elemanl bir
kiime oldugunu bilmek.

1 elemanli kiimenin 2 tane altkiimesi

2 elemanli kiimenin 4 = 22 tane altkiimesi

3 elemanli kiimenin 8 = 23 tane altkiimesi

4 elemanli kiimenin 16 = 2* tane altkiimesi vardir.



Altkiime Sayisi

Demek ki diistindiiglimiiz veya buldugumuz formiil dogru
cikarsa verilen kiimenin altkiimelerinin sayisini hemen
bulabilecegiz.

Tek yapmamiz gereken verilen kiimenin ka¢ elemanl bir
kiime oldugunu bilmek.

1 elemanli kiimenin 2 tane altkiimesi

2 elemanli kiimenin 4 = 22 tane altkiimesi

3 elemanli kiimenin 8 = 23 tane altkiimesi

4 elemanli kiimenin 16 = 2* tane altkiimesi vardir.

Simdi distinelim bunlar arasindaki iliski nedir.



Altkiime Sayisi

Yani buradan nasil bir formul cikar ve bu disiindigimiiz
formuliin dogru olup olmadigini nasil gosterebiliriz?



Altkiime Sayisi

Soru. 8 elemanl bir kiimenin kac tane altkiimesi vardir?
Yukaridaki buldugumuz formiilde deneyelim.



Altkiime Sayisi

Soru. 8 elemanl bir kiimenin kac tane altkiimesi vardir?
Yukaridaki buldugumuz formiilde deneyelim.

28 tane altkiimesi vardir.



Altkiime Sayisi

Soru. 8 elemanl bir kiimenin kac tane altkiimesi vardir?
Yukaridaki buldugumuz formiilde deneyelim.

28 tane altkiimesi vardir.

Dolayisiyla n elemanli bir kiimenin 2" tane altkiimesi vardir.



Altkiime Sayisi

Soru. 8 elemanl bir kiimenin kac tane altkiimesi vardir?
Yukaridaki buldugumuz formiilde deneyelim.

28 tane altkiimesi vardir.
Dolayisiyla n elemanli bir kiimenin 2" tane altkiimesi vardir.

Yukaridaki formulii goz dniine alarak bir kiimenin
altkiimelerinin sayisi her zaman kiimenin elemanlarindan
daha coktur diyebilir miyiz?



Altkiime Sayisi

Simdi sonlu elemanli kiimeler icin su sonuca ulasmis olduk:



Altkiime Sayisi

Simdi sonlu elemanli kiimeler icin su sonuca ulasmis olduk:

Sonlu elemanli bir kiimenin altkiimelerinin sayisi kiimenin
elemanlarinin sayisindan her zaman daha ¢oktur.



Altkiime Sayisi

Bu sonuca sonsuz elemanli kiimeler icin de varabilir miyiz?



Altkiime Sayisi

Bu sonuca sonsuz elemanli kiimeler icin de varabilir miyiz?

Yani dogal sayilar kiimesindeki elemanlar ile dogal sayilar
kiimesinin altkiimelerinin sayisini karsilastirdigimizda
altkiimelerinin sayisi dogal sayilardaki elemanlardan daha
cok diyebilir miyiz?



Altkiime Sayisi

Bu sonuca sonsuz elemanli kiimeler icin de varabilir miyiz?

Yani dogal sayilar kiimesindeki elemanlar ile dogal sayilar
kiimesinin altkiimelerinin sayisini karsilastirdigimizda
altkiimelerinin sayisi dogal sayilardaki elemanlardan daha
cok diyebilir miyiz?

Bu soruyla ilgili tarihte kim ne sdylemistir?



Sorunun cevabi evettir;



Sorunun cevabi evettir;

Yani verilen kiime ister sonlu isterse sonsuz elemanli olsun
onun altkiimelerinin sayisi her zaman kiimenin elemanlarinin
sayisindan fazladir.



Sorunun cevabi evettir;

Yani verilen kiime ister sonlu isterse sonsuz elemanli olsun
onun altkiimelerinin sayisi her zaman kiimenin elemanlarinin
sayisindan fazladir.

Dolayisiyla biz sonsuz elemanh dogal sayilar
kiimesini alirsak onun altkiimelerinin sayisi dogal
sayilarin kiimesinden daha biiyiik olan baska bir
sonsuzdur.



Sorunun cevabi evettir;

Yani verilen kiime ister sonlu isterse sonsuz elemanli olsun
onun altkiimelerinin sayisi her zaman kiimenin elemanlarinin
sayisindan fazladir.

Dolayisiyla biz sonsuz elemanh dogal sayilar
kiimesini alirsak onun altkiimelerinin sayisi dogal
sayilarin kiimesinden daha biiyiik olan baska bir
sonsuzdur.

Bu yontemi devam ettirmek miimkiin oldugu icin
biz sonsuz tane sonsuz oldugunu sdyleyebiliriz.



Sorunun cevabi evettir;

Yani verilen kiime ister sonlu isterse sonsuz elemanli olsun
onun altkiimelerinin sayisi her zaman kiimenin elemanlarinin
sayisindan fazladir.

Dolayisiyla biz sonsuz elemanh dogal sayilar
kiimesini alirsak onun altkiimelerinin sayisi dogal
sayilarin kiimesinden daha biiyiik olan baska bir
sonsuzdur.

Bu yontemi devam ettirmek miimkiin oldugu icin
biz sonsuz tane sonsuz oldugunu sdyleyebiliriz.

Bu konularla ilgili olarak kiimeler teorisi ve Cantor'iin
calismalarina bakmak yeterli olacaktir.



BENI DINLEDIGINIZ ICIN
TESEKKURLER
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