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Matematigin temelleri

o Matematik timdengelimsel bir disiplindir. Matematikte, aksiyom adini
verdigimiz cesitli onermelerin dogru oldugunu kabul ederiz ve bu
aksiyomlardan mantiksal ¢ikarim yoluyla teoremler tiretiriz.
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verdigimiz cesitli onermelerin dogru oldugunu kabul ederiz ve bu
aksiyomlardan mantiksal ¢ikarim yoluyla teoremler tiretiriz.

@ Gunumizde matematigin temeli olarak genellikle Zermelo-Fraenkel
kiimeler kuramiyla secim aksiyomu (ZFC) olarak bilinen aksiyomatik
sistem kabul edilir.
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Matematigin temelleri

o Matematik timdengelimsel bir disiplindir. Matematikte, aksiyom adini
verdigimiz cesitli onermelerin dogru oldugunu kabul ederiz ve bu
aksiyomlardan mantiksal ¢ikarim yoluyla teoremler tiretiriz.

@ Gunumizde matematigin temeli olarak genellikle Zermelo-Fraenkel
kiimeler kuramiyla secim aksiyomu (ZFC) olarak bilinen aksiyomatik
sistem kabul edilir.

e ZFC aksiyomlarinin neler olduklarina bu konusmada girmeyecegiz. Ote
yandan, bu konusmada bahsi gecen tiim kavramlar bu aksiyomatik
sistem icerisinde ifade edilebilir ve 6ne siiriilen tim teoremler ZFC
aksiyomlarindan kanitlanabilir.
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

o Kimelerin buyukliklerini kiyaslamak icin esleme kavramini
kullanacagz.
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

o Kimelerin buyukliklerini kiyaslamak icin esleme kavramini
kullanacagz.

@ Eger iki kiime arasinda bir esleme varsa, bu iki kiimenin ayni
kardinalitede oldugunu soyleyecegiz.
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kullanacagz.

@ Eger iki kiime arasinda bir esleme varsa, bu iki kiimenin ayni
kardinalitede oldugunu soyleyecegiz.

o Iki kiimenin kardinalitesinin ayni olmasini, bu kiimelerden birinin
elemanlarini digerinin elemanlariyla “etiketleyebilecegimiz” igin, bu iki
kiimenin buyukliguntn ayni olmasi olarak yorumlayacagiz.
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o Kimelerin buyukliklerini kiyaslamak icin esleme kavramini
kullanacagz.

@ Eger iki kiime arasinda bir esleme varsa, bu iki kiimenin ayni
kardinalitede oldugunu soyleyecegiz.

o Iki kiimenin kardinalitesinin ayni olmasini, bu kiimelerden birinin
elemanlarini digerinin elemanlariyla “etiketleyebilecegimiz” igin, bu iki
kiimenin buyukliguntn ayni olmasi olarak yorumlayacagiz.

o A ve B kimelerinin kardinalitesi ayniysa, bunu A ~ B notasyonu ile
gosterecegiz.
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o A ve B kimelerinin kardinalitesi ayniysa, bunu A ~ B notasyonu ile
gosterecegiz.

@ Eger bir A kiimesinden bir B kiimesine birebir bir fonksiyon varsa, A
kiimesinin kardinalitesinin B kiimesinin kardinalitesinden kiiciik esit
oldugunu soyleyecegiz ve bunu A < B notasyonuyla gosterecegiz.
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

o Kimelerin buyukliklerini kiyaslamak icin esleme kavramini
kullanacagz.

@ Eger iki kiime arasinda bir esleme varsa, bu iki kiimenin ayni
kardinalitede oldugunu soyleyecegiz.

o Iki kiimenin kardinalitesinin ayni olmasini, bu kiimelerden birinin
elemanlarini digerinin elemanlariyla “etiketleyebilecegimiz” igin, bu iki
kiimenin buyukliguntn ayni olmasi olarak yorumlayacagiz.

o A ve B kimelerinin kardinalitesi ayniysa, bunu A ~ B notasyonu ile
gosterecegiz.

@ Eger bir A kiimesinden bir B kiimesine birebir bir fonksiyon varsa, A
kiimesinin kardinalitesinin B kiimesinin kardinalitesinden kiiciik esit
oldugunu soyleyecegiz ve bunu A < B notasyonuyla gosterecegiz.

o Eger A< B ve A% B ise, bu durumda bunu A < B yazacagz.
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

| ={0,1,4,9,16,25,...} = {n? : n € N} tam kare olan dogal sayilarin
kiimesi olsun. Bu durumda N ~ / olacaktir ciinkii f(n) = n? fonksiyonu /
kiimesinden N kiimesine bir eslemedir.
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

Ornek

| ={0,1,4,9,16,25,...} = {n? : n € N} tam kare olan dogal sayilarin
kiimesi olsun. Bu durumda N ~ / olacaktir ciinkii f(n) = n? fonksiyonu /
kiimesinden N kiimesine bir eslemedir.

Ornek
N = Z olacaktir ciinku

F(n) = {eéer n giftse 5

| \,

5 _ n+l
eger n tekse >

fonksiyonu N kiimesinden Z kiimesine bir eslemedir.

n 0 1 2 3 4 5 6...
fn) 0 -1 1 2 2 -3 3..

N,
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

Ornek (Calkin-Wilf dizisi)

N~ QT olacaktir ¢iinkii f(0) =1 ve f(n+1)
verilen fonksiyon bir eslemedir.

= —2|_f(n)J£f(n)+1 kurali ile

nh 0 1 2 3 4 5 6..
f(n) 1/1 1/2 2/1 1/3 3/2 2/3 3/1...
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

Ornek (Calkin-Wilf dizisi)

N~ QT olacaktir ¢iinkii f(0) =1 ve f(n+1)
verilen fonksiyon bir eslemedir.

= m kurali ile

nh 0 1 2 3 4 5 6..
f(n) 1/1 1/2 2/1 1/3 3/2 2/3 3/1...

Buradan hareketle, tek sayilari kullanarak Q™ kiimesini, sifirdan farkh cift
sayilari kullanarak Q™ kiimesini numaralandirabiliriz. Dolayisiyla N =~ Q.
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

Ornek (Cantor eslestirme fonksiyonu)

N x N ~ N olacaktir ¢iinkii f(m,n) = 3(m+n)(m+n+1)+n
fonksiyonu N x N kiimesinden N kiimesine bir eslemedir.
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

Ornek (Cantor eslestirme fonksiyonu)

N x N ~ N olacaktir ¢iinkii f(m,n) = 3(m+n)(m+n+1)+n
fonksiyonu N x N kiimesinden N kiimesine bir eslemedir.

(0,000  (0,1)=2 (02)=5 (0,3)=9 (0,4)—14
(1,001 (1,1)—=4  (1.2)—=8 (1,3)—=13 (1,4)—19
(2,0)—>3 (21)=7  (2,2)—=12 (2,3)=18 (2,4)—25
(3,006 (3,1)—=11 (3,2)—17 (3,3)—24 (34)—32
(4,0)—>1O (4,1)—>16 (4,2)—23 ( 4)—40

4 3)—>31 (
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Kimelerin buytkliklerini nasil karsilastirabiliriz?

Ornek (Cantor eslestirme fonksiyonu)

N x N ~ N olacaktir ¢iinkii f(m,n) = 3(m+n)(m+n+1)+n
fonksiyonu N x N kiimesinden N kiimesine bir eslemedir.

(0,000  (0,1)=2 (02)=5 (0,3)=9 (0,4)—14
(1,001 (1,1)—=4  (1.2)—=8 (1,3)—=13 (1,4)—19
(2,0)—>3 (21)=7  (2,2)—=12 (2,3)=18 (2,4)—25
(3,006 (3,1)—=11 (3,2)—17 (3,3)—24 (34)—32
(4,0)—>10 (4,1)—>16 (4,2)—23 (4 3)—31 ( 4)—40

Cantor-Schroder-Bernstein teoreminin bir sonucu olarak R ~ P(N).
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Cantor'un teoremi

Bir A kiimesi icin P(A) ile A'nin alt kiimeleri kiimesini temsil edelim.
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Cantor'un teoremi

Bir A kiimesi icin P(A) ile A'nin alt kiimeleri kiimesini temsil edelim.

Her A kiimesi icin A < P(A).
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Cantor'un teoremi

Bir A kiimesi icin P(A) ile A'nin alt kiimeleri kiimesini temsil edelim.

Her A kiimesi igcin A < P(A).

Kanit.

g(a) = {a} kurali ile verilen g : A — P(A) fonksiyonu birebirdir.
Dolayisiyla teoremi kanitlamak icin bu kiimeler arasinda bir esleme
olmadigini gostermek yeterlidir.
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g(a) = {a} kurali ile verilen g : A — P(A) fonksiyonu birebirdir.
Dolayisiyla teoremi kanitlamak icin bu kiimeler arasinda bir esleme
olmadigini gostermek yeterlidir. f : A — P(A) herhangi bir fonksiyon
olsun. W = {x € A: x ¢ f(x)} kiimesini ele alahm. W kiimesi A'nin bir
alt kiimesidir, yani W € P(A).
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Her A kiimesi igcin A < P(A).

Kanit.

g(a) = {a} kurali ile verilen g : A — P(A) fonksiyonu birebirdir.
Dolayisiyla teoremi kanitlamak icin bu kiimeler arasinda bir esleme
olmadigini gostermek yeterlidir. f : A — P(A) herhangi bir fonksiyon
olsun. W = {x € A: x ¢ f(x)} kiimesini ele alahm. W kiimesi A'nin bir
alt kiimesidir, yani W € P(A). Eger f(a) = W olmasini saglayan bir a € A
elemani olsaydi, bu durumda

aeW<+—adé¢f(a)=W

elde ederdik, ki bu bir celiskidir.
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Cantor'un teoremi

Bir A kiimesi icin P(A) ile A'nin alt kiimeleri kiimesini temsil edelim.

Her A kiimesi igcin A < P(A).

Kanit.

g(a) = {a} kurali ile verilen g : A — P(A) fonksiyonu birebirdir.
Dolayisiyla teoremi kanitlamak icin bu kiimeler arasinda bir esleme
olmadigini gostermek yeterlidir. f : A — P(A) herhangi bir fonksiyon
olsun. W = {x € A: x ¢ f(x)} kiimesini ele alahm. W kiimesi A'nin bir
alt kiimesidir, yani W € P(A). Eger f(a) = W olmasini saglayan bir a € A
elemani olsaydi, bu durumda

aeW<+—adé¢f(a)=W

elde ederdik, ki bu bir geliskidir. Demek ki f(a) = W olan bir a € A
elemani olamaz. Dolayisiyla f fonksiyonu bir esleme olamaz. [
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Dogal sayilarin kiime olarak insasi

@ Eger matematik yapmak icin ZFC kiimeler kurami igerisinde
calistyorsak, tlim matematiksel objeler aslinda birer kiimedir. Sayilar,
gruplar, manifoldlar, fonksiyonlar, matrisler, ... akliniza gelebilecek her
turli matematiksel nesne aslinda bir kiime olarak insa edilebilir.

13 Mayis, 2017 8/15

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri



Dogal sayilarin kiime olarak insasi

@ Eger matematik yapmak icin ZFC kiimeler kurami igerisinde
calistyorsak, tlim matematiksel objeler aslinda birer kiimedir. Sayilar,
gruplar, manifoldlar, fonksiyonlar, matrisler, ... akliniza gelebilecek her
turli matematiksel nesne aslinda bir kiime olarak insa edilebilir.

@ Peki dogal sayilari kiimeler olarak nasil insa edebiliriz?

13 Mayis, 2017 8/15

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri



Dogal sayilarin kiime olarak insasi

@ Eger matematik yapmak icin ZFC kiimeler kurami igerisinde
calistyorsak, tlim matematiksel objeler aslinda birer kiimedir. Sayilar,
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e 0=10.
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Dogal sayilarin kiime olarak insasi
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Dogal sayilarin kiime olarak insasi

@ Eger matematik yapmak icin ZFC kiimeler kurami igerisinde
calistyorsak, tlim matematiksel objeler aslinda birer kiimedir. Sayilar,
gruplar, manifoldlar, fonksiyonlar, matrisler, ... akliniza gelebilecek her
tiirlii matematiksel nesne aslinda bir kiime olarak insa edilebilir.

@ Peki dogal sayilari kiimeler olarak nasil insa edebiliriz?

@ von Neumann dogal sayilar::

e 0=0.
o 1=0U{0} = {0}.
e 2=1U{1} ={0,1}.
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Dogal sayilarin kiime olarak insasi

@ Eger matematik yapmak icin ZFC kiimeler kurami igerisinde
calistyorsak, tlim matematiksel objeler aslinda birer kiimedir. Sayilar,
gruplar, manifoldlar, fonksiyonlar, matrisler, ... akliniza gelebilecek her
turli matematiksel nesne aslinda bir kiime olarak insa edilebilir.

@ Peki dogal sayilari kiimeler olarak nasil insa edebiliriz?
@ von Neumann dogal sayilar::

0=0.
1=0U {0} = {0}.
2=1U{1} = {0,1}.
3=20{2} ={0,1,2}
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Dogal sayilarin kiime olarak insasi

@ Eger matematik yapmak icin ZFC kiimeler kurami igerisinde
calistyorsak, tlim matematiksel objeler aslinda birer kiimedir. Sayilar,
gruplar, manifoldlar, fonksiyonlar, matrisler, ... akliniza gelebilecek her
turli matematiksel nesne aslinda bir kiime olarak insa edilebilir.

@ Peki dogal sayilari kiimeler olarak nasil insa edebiliriz?

@ von Neumann dogal sayilari:
0=0.
1=0uU{0} = {0}.
2=1u{1} ={0,1}.
3=20{2}=1{0,1,2}

n+1=nuU{n}=1{0,1,2,...,n}.

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri 13 Mayss, 2017



Dogal sayilarin kiime olarak insasi

@ Eger matematik yapmak icin ZFC kiimeler kurami igerisinde
calistyorsak, tlim matematiksel objeler aslinda birer kiimedir. Sayilar,
gruplar, manifoldlar, fonksiyonlar, matrisler, ... akliniza gelebilecek her
turli matematiksel nesne aslinda bir kiime olarak insa edilebilir.

@ Peki dogal sayilari kiimeler olarak nasil insa edebiliriz?
@ von Neumann dogal sayilar::

0=0.
1=0U {0} = {0}.
2=1U{1} = {0,1}.
3=20{2} ={0,1,2}

n—|—1—nU{n}—{0 2,...,n}.

e Bundan sonra, dogal sayillar N = {0,1,2,3,...} kiimesini gostermek
icin Yunan alfabesindeki w harfini kuIIanacaglz.
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Sonsuzluga dair birka¢ tanim

@ Eger bir A kiimesi bir n € w dogal sayisiyla eslenebiliyorsa, A
kiimesine sonlu denir.

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri 13 Mayis, 2017 9/ 15



Sonsuzluga dair birka¢ tanim

@ Eger bir A kiimesi bir n € w dogal sayisiyla eslenebiliyorsa, A
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Sonsuzluga dair birka¢ tanim

@ Eger bir A kiimesi bir n € w dogal sayisiyla eslenebiliyorsa, A
kiimesine sonlu denir.

@ Sonlu olmayan bir kiimeye sonsuz kiime denir.

@ Bir kiimenin sonsuz olmasinin es deger bir kosulu bu kiimenin
kendisine esit olmayan bir alt kiimesiyle eslenebilmesidir.
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@ Bir kiimenin sonsuz olmasinin es deger bir kosulu bu kiimenin
kendisine esit olmayan bir alt kiimesiyle eslenebilmesidir.

Eger bir A kiimesi sonsuzsa ve A = w ise, bu durumda A kiimesine
sayilabilir sonsuz diyecegiz.
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Sonsuzluga dair birka¢ tanim

@ Eger bir A kiimesi bir n € w dogal sayisiyla eslenebiliyorsa, A
kiimesine sonlu denir.

Sonlu olmayan bir kiimeye sonsuz kiime denir.

@ Bir kiimenin sonsuz olmasinin es deger bir kosulu bu kiimenin
kendisine esit olmayan bir alt kiimesiyle eslenebilmesidir.

@ Eger bir A kiimesi sonsuzsa ve A =~ w ise, bu durumda A kiimesine
sayilabilir sonsuz diyecegiz.
@ Sonlu ya da sayilabilir sonsuz olan kiimelere kisaca sayilabilir diyecegiz.
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Sonsuzluga dair birka¢ tanim

@ Eger bir A kiimesi bir n € w dogal sayisiyla eslenebiliyorsa, A
kiimesine sonlu denir.

Sonlu olmayan bir kiimeye sonsuz kiime denir.

@ Bir kiimenin sonsuz olmasinin es deger bir kosulu bu kiimenin
kendisine esit olmayan bir alt kiimesiyle eslenebilmesidir.

Eger bir A kiimesi sonsuzsa ve A = w ise, bu durumda A kiimesine
sayilabilir sonsuz diyecegiz.

Sonlu ya da sayilabilir sonsuz olan kiimelere kisaca sayilabilir diyecegiz.

Sayilabilir olmayan sonsuz kiimelere de sayillamaz sonsuz diyecegiz.
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Su ana kadar neler elde ettik?

@ Sonlu kiimeler sayilabilirdir.
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Su ana kadar neler elde ettik?

@ Sonlu kiimeler sayilabilirdir.
o w= 7 ~ Q kiimeleri sayilabilirdir.

e P(w) ~ R kiimesi sayilamazdir.
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Su ana kadar neler elde ettik?

@ Sonlu kiimeler sayilabilirdir.

o w= 7 ~ Q kiimeleri sayilabilirdir.

e P(w) ~ R kiimesi sayilamazdir.

e Ayrica P(w) < P(P(w)) < P(P(P(w))) < ... kiimelerinin her biri
sayllamazdir ve bu kiimeler birbirinden farkli kardinalitelere sahiptir.
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Su ana kadar neler elde ettik?

@ Sonlu kiimeler sayilabilirdir.

o w= 7 ~ Q kiimeleri sayilabilirdir.

e P(w) ~ R kiimesi sayilamazdir.

e Ayrica P(w) < P(P(w)) < P(P(P(w))) < ... kiimelerinin her biri
sayllamazdir ve bu kiimeler birbirinden farkli kardinalitelere sahiptir.

Sonlu kiimelerin kardinalitelerini dogal sayilar ile temsil edebiliyoruz. Peki
sonsuz kiimelerin kardinaliteleri icin “dogal temsilciler” bulabilir miyiz?
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Su ana kadar neler elde ettik?

@ Sonlu kiimeler sayilabilirdir.
o w= 7 ~ Q kiimeleri sayilabilirdir.
e P(w) ~ R kiimesi sayilamazdir.
e Ayrica P(w) < P(P(w)) < P(P(P(w))) < ... kiimelerinin her biri
sayllamazdir ve bu kiimeler birbirinden farkli kardinalitelere sahiptir.
Sonlu kiimelerin kardinalitelerini dogal sayilar ile temsil edebiliyoruz. Peki
sonsuz kiimelerin kardinaliteleri icin “dogal temsilciler” bulabilir miyiz? Bu

sorunun yaniti pozitiftir. Kiimelerin kardinalitelerini kardinal sayilarla temsil
edebiliriz.
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Su ana kadar neler elde ettik?

@ Sonlu kiimeler sayilabilirdir.
o w= 7 ~ Q kiimeleri sayilabilirdir.
@ P(w) ~ R kiimesi sayilamazdir.

e Ayrica P(w) < P(P(w)) < P(P(P(w))) < ... kiimelerinin her biri
sayllamazdir ve bu kiimeler birbirinden farkli kardinalitelere sahiptir.

Sonlu kiimelerin kardinalitelerini dogal sayilar ile temsil edebiliyoruz. Peki
sonsuz kiimelerin kardinaliteleri icin “dogal temsilciler” bulabilir miyiz? Bu
sorunun yaniti pozitiftir. Kiimelerin kardinalitelerini kardinal sayilarla temsil
edebiliriz. Kardinal sayilari tanimlayabilmemiz i¢in once ordinal sayilarin ne
oldugunu 6grenmemiz lazim.
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Ordinal sayilar
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Ordinal sayilar

@ Bir ordinal sayi, elemanlari € iliskisi tarafindan iyi-siralanmis gecisken
bir kiimedir.
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Ordinal sayilar

@ Bir ordinal sayi, elemanlari € iliskisi tarafindan iyi-siralanmis gecisken
bir kiimedir.

@ Es deger olarak bir ordinal sayi, verilen herhangi iki elemani x, y igin
ya x € y yay € x ya da x = y olan gecisken bir kiimedir.
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@ Bir ordinal sayi, elemanlari € iliskisi tarafindan iyi-siralanmis gecisken
bir kiimedir.

@ Es deger olarak bir ordinal sayi, verilen herhangi iki elemani x, y igin
ya x € y yay € x ya da x = y olan gecisken bir kiimedir.

o Es deger olarak bir ordinal sayi, elemanlari gecgisken kiimeler olan
gecisken bir kiimedir.
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Ordinal sayilar

@ Bir ordinal sayi, elemanlari € iliskisi tarafindan iyi-siralanmis gecisken
bir kiimedir.

@ Es deger olarak bir ordinal sayi, verilen herhangi iki elemani x, y igin
ya x € y yay € x ya da x = y olan gecisken bir kiimedir.

o Es deger olarak bir ordinal sayi, elemanlari gecgisken kiimeler olan
gecisken bir kiimedir.
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri 13 Mayss, 2017 12/



Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri 13 Mayss, 2017 12/



Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

01
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

012
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ...
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w S(w)
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw)=w+1
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1 w+2
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1 w+2 w+3 ...
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1 w+2 w+3 ... wtw
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1...
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1...w-24w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w241 ... w-24+w=w-3
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w241 ... w-24+w=w-3 ... w-4
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w241 ... w-24+w=w-3 ... w-4 ...
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w

w ... w2+w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w

w ... w2+w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.
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w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
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edecegiz.
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w

@ Ordinal sayilari insa eden bu siire¢ hicbir zaman sonlanamaz. Ciinki «
bir ordinal sayiysa S(«) da bir ordinal sayidir.
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Ordinal sayilar

@ Bir A kiimesi i¢in S(A) = AU {A} kiimesine A'nin ardili diyelim.

@ Bos kiimeden baslayip siirekli ardil alalim ve gerektiginde birlesim
islemini uygulayalim. Bu durumda sirasiyla su ordinal sayilari elde
edecegiz.

0123 ... w Sw=w+1l w+2 w+3 ... wtw=w-2

w2 w-24+1 ... w-24+w=w-3 ... w4 ... w-w=w

@ Ordinal sayilari insa eden bu siire¢ hicbir zaman sonlanamaz. Ciinki «
bir ordinal sayiysa S(«) da bir ordinal sayidir.

@ Tim ordinal sayilari iceren bir kiime yoktur. Ordinal sayilar toplulugu
bir 6z sinif olusturur.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri 13 Mayis, 2017 13 / 15



Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2,
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2, ...,w

@ Bundan sonra w kardinal sayisini R ile gosterecegiz.

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri 13 Mayis, 2017 13 / 15



Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2, ...,w

@ Bundan sonra w kardinal sayisini R ile gosterecegiz.

@ Tum ordinal sayilar bir kiime olusturmasa da, tiim sayilabilir ordinal
sayilar bir kiime olusturur.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2, ...,w

@ Bundan sonra w kardinal sayisini R ile gosterecegiz.

@ Tum ordinal sayilar bir kiime olusturmasa da, tiim sayilabilir ordinal
sayilar bir kiime olusturur. Sayilabilir ordinal sayilarin kiimesine, yani
a =X Ng olan tim « ordinal sayilarinin kiimesine, Ny diyelim.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2, ...,w

@ Bundan sonra w kardinal sayisini R ile gosterecegiz.

@ Tum ordinal sayilar bir kiime olusturmasa da, tiim sayilabilir ordinal
sayilar bir kiime olusturur. Sayilabilir ordinal sayilarin kiimesine, yani
a =X Ng olan tim « ordinal sayilarinin kiimesine, Ny diyelim.

@ N; sayilamaz bir kardinal sayidir.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2, ..., w
@ Bundan sonra w kardinal sayisini R ile gosterecegiz.
@ Tum ordinal sayilar bir kiime olusturmasa da, tiim sayilabilir ordinal
sayilar bir kiime olusturur. Sayilabilir ordinal sayilarin kiimesine, yani
a =< Ng olan tim « ordinal sayilarinin kiimesine, ¥ diyelim.
@ N; sayllamaz bir kardinal sayidir.
@ Benzer sekilde, her « ordinal sayisina karsilik bir X, kardinal sayisi

bulabiliriz.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2, ...,w

@ Bundan sonra w kardinal sayisini R ile gosterecegiz.

@ Tum ordinal sayilar bir kiime olusturmasa da, tiim sayilabilir ordinal
sayilar bir kiime olusturur. Sayilabilir ordinal sayilarin kiimesine, yani
a =X Ng olan tim « ordinal sayilarinin kiimesine, Ny diyelim.

@ N; sayilamaz bir kardinal sayidir.

@ Benzer sekilde, her « ordinal sayisina karsilik bir X, kardinal sayisi
bulabiliriz. No Nl NQ e Nw Nw+1 . Na .

@ ZFC aksiyomlarinin bir sonucu olarak, her kiime bir kardinal say! ile
eslenebilir.
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Kardinal sayilar

@ Eger bir ordinal sayi kendisinden dnceki ordinal sayilarla eslenemiyorsa,
bu ordinal sayiya kardinal sayi diyoruz.

0,1,2, ...,w

@ Bundan sonra w kardinal sayisini R ile gosterecegiz.

@ Tum ordinal sayilar bir kiime olusturmasa da, tiim sayilabilir ordinal
sayilar bir kiime olusturur. Sayilabilir ordinal sayilarin kiimesine, yani
a =X Ng olan tim « ordinal sayilarinin kiimesine, Ny diyelim.

@ N; sayilamaz bir kardinal sayidir.

@ Benzer sekilde, her « ordinal sayisina karsilik bir X, kardinal sayisi
bulabiliriz. No Nl NQ e Nw Nw+1 . Na .

@ ZFC aksiyomlarinin bir sonucu olarak, her kiime bir kardinal say! ile
eslenebilir. Bundan sonra, P(N) kiimesinin kardinal sayisini 2% ile
gosterelim.
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Sireklilik hipotezi

o Kardinalite kavramini ortaya koyan biyiilk Alman matematik¢i Georg
Cantor, R kimesinin kardinalitesinin N kiimesinin kardinalitesinden
biyik oldugunu gosterdikten sonra kardinalitesi N ile R arasinda olan
bir kiime bulmaya calismistir.
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Sireklilik hipotezi

o Kardinalite kavramini ortaya koyan biyiilk Alman matematik¢i Georg
Cantor, R kimesinin kardinalitesinin N kiimesinin kardinalitesinden
biyik oldugunu gosterdikten sonra kardinalitesi N ile R arasinda olan
bir kiime bulmaya calismistir.

@ Bu arayisinda bir sonuca ulasamayan Cantor, 1878 yilinda boyle bir
kiime olmadigi hipotezini ortaya atmistir. Bu hipoteze stireklilik
hipotezi denir.
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Sireklilik hipotezi

o Kardinalite kavramini ortaya koyan biyiilk Alman matematik¢i Georg
Cantor, R kimesinin kardinalitesinin N kiimesinin kardinalitesinden
biyik oldugunu gosterdikten sonra kardinalitesi N ile R arasinda olan
bir kiime bulmaya calismistir.

@ Bu arayisinda bir sonuca ulasamayan Cantor, 1878 yilinda boyle bir
kiime olmadigi hipotezini ortaya atmistir. Bu hipoteze stireklilik
hipotezi denir. Es deger olarak, sureklilik hipotezi

Mo — Ny

oldugu sanisidir.
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Sireklilik hipotezi

o Kardinalite kavramini ortaya koyan biyiilk Alman matematik¢i Georg
Cantor, R kimesinin kardinalitesinin N kiimesinin kardinalitesinden
biyik oldugunu gosterdikten sonra kardinalitesi N ile R arasinda olan
bir kiime bulmaya calismistir.

@ Bu arayisinda bir sonuca ulasamayan Cantor, 1878 yilinda boyle bir
kiime olmadigi hipotezini ortaya atmistir. Bu hipoteze stireklilik
hipotezi denir. Es deger olarak, sureklilik hipotezi

Mo — Ny

oldugu sanisidir.

o Kurt Godel'in 1940 yilindaki ve Paul Cohen'in 1963 yilindaki
cahismalari sonucunda biliyoruz ki, eger ZFC aksiyomlari tutarhysa,
stireklilik hipotezi ZFC aksiyomlarindan bagimsizdir, yani ZFC
aksiyomlariyla ne kanitlanabilir ne de curitulebilir.
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Dinlediginiz icin tesekkir ederim!

Dr. Burak Kaya (ODTU) 3. ODTU Bilim Giinleri 13 Mayis, 2017 15 / 15



