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Duzlemde bir egri nedir?

@ Bir egrinin ne olduguyla ilgili hepimizin geometrik bir sezgisi var. Peki
bir egrinin matematiksel tanimi nedir?
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Duzlemde bir egri nedir?

@ Bir egrinin ne olduguyla ilgili hepimizin geometrik bir sezgisi var. Peki
bir egrinin matematiksel tanimi nedir?

o Oncelikle bir egri icin sezgisel bir tanim ortaya koymaya calisalim.

@ “Bir egri, bir noktayi surekli bir bicimde hareket ettirdigimizde takip
edecegi yoldur.”
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Duzlemde bir egri nedir?

Bir egrinin ne olduguyla ilgili hepimizin geometrik bir sezgisi var. Peki
bir egrinin matematiksel tanimi nedir?

Oncelikle bir egri icin sezgisel bir tanim ortaya koymaya calisalim.

“Bir egri, bir noktay stirekli bir bicimde hareket ettirdigimizde takip
edecegi yoldur.”

@ "Bir egri, noktasal uc¢lu bir kalem ile elimizi kaldirmadan
cizebilecegimiz geometrik bir nesnedir.”
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Duzlemde bir egri nedir?

@ Bir egrinin ne olduguyla ilgili hepimizin geometrik bir sezgisi var. Peki
bir egrinin matematiksel tanimi nedir?

Oncelikle bir egri icin sezgisel bir tanim ortaya koymaya calisalim.

“Bir egri, bir noktay stirekli bir bicimde hareket ettirdigimizde takip
edecegi yoldur.”

@ "Bir egri, noktasal uc¢lu bir kalem ile elimizi kaldirmadan
cizebilecegimiz geometrik bir nesnedir.”

Egriyle ilgili sahip oldugumuz sezgi, egri uzerindeki noktalari “strekli
bir bicimde tarayabilmemiz” Ulzerine yogunlasiyor.
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Duzlemde bir egri nedir?

e | C R bir kapali aralik olsun, 6rnegin, [0, 1].
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Duzlemde bir egri nedir?

e | C R bir kapali aralik olsun, 6rnegin, [0, 1].

o Diizlemde bir C egrisi, siirekli bir v : I — R? fonksiyonunun
goruntusudur.
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Duzlemde bir egri nedir?

e | C R bir kapali aralik olsun, 6rnegin, [0, 1].

o Diizlemde bir C egrisi, siirekli bir v : I — R? fonksiyonunun
goruntiisudir. ~'nin sirekli olmasi demek

1(t) = (f(t), &(1))

olarak yazdigimizda hem f : | — R hem de g : | — R fonksiyonlarinin
stirekli olmasi demektir.
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Duzlemde bir egri nedir?

e | C R bir kapali aralik olsun, 6rnegin, [0, 1].

o Diizlemde bir C egrisi, siirekli bir v : I — R? fonksiyonunun
goruntiisudir. ~'nin sirekli olmasi demek

1(t) = (f(t), &(1))

olarak yazdigimizda hem f : | — R hem de g : | — R fonksiyonlarinin
stirekli olmasi demektir.

sonsuz tane farkli parametrizasyonu vardir.
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Bazi egri ornekleri

/=[01]Vev(() (¢, ).

(0,0) noktasini (1, 1) noktasina baglayan dogru pargasi
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Bazi egri ornekleri

(¢,t).

1) noktasina baglayan dogru pargasi

o [ =[0,1] ve y(t
) = (cos(t),sin(t)).

(0,0) noktasin
e | =10,27] ve v
Birim cember

) =
(1
(
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Bazi egri ornekleri

o I =[0,1] ve 5(t) = (¢, ).
(0,0) noktasini (1,1) noktasina baglayan dogru pargasi
e | =[0,27] ve y(t) = (cos(t),sin(t)).

Birim cember

o | =10,27] ve y(t) = (cos(t)(1 — cos(t)),sin(t)(1 — cos(t)))
Kardioid
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Siradisi egriler

@ Su ana kadar gordiigiimiiz basit orneklerdeki egrilerin hepsinin
diizlemde kapladiklari alan ise sifira esitti. Peki bu dogru olmak
zorunda m1?

Burak Kaya (ODTU) ALKEV Ozel Okullari 14 Mart 2021 5/18



Siradisi egriler

@ Su ana kadar gordiigiimiiz basit orneklerdeki egrilerin hepsinin
diizlemde kapladiklari alan ise sifira esitti. Peki bu dogru olmak
zorunda m1?

@ Bir egriyle pozitif alana sahip bir bolgeyi, ornegin birim kareyi,
tamemen doldurabilmek mimkin ma?
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Siradisi egriler

@ Su ana kadar gordiigiimiiz basit orneklerdeki egrilerin hepsinin
diizlemde kapladiklari alan ise sifira esitti. Peki bu dogru olmak
zorunda m1?

@ Bir egriyle pozitif alana sahip bir bolgeyi, ornegin birim kareyi,
tamemen doldurabilmek mimkiin mi?

@ 1890 yilinda Peano bu sorunun yanitinin olumlu oldugunu kesfediyor.
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Siradisi egriler

@ Su ana kadar gordiigiimiiz basit orneklerdeki egrilerin hepsinin
diizlemde kapladiklari alan ise sifira esitti. Peki bu dogru olmak
zorunda m1?

@ Bir egriyle pozitif alana sahip bir bolgeyi, ornegin birim kareyi,
tamemen doldurabilmek mimkiin mi?
@ 1890 yilinda Peano bu sorunun yanitinin olumlu oldugunu kesfediyor.

@ Daha sonrasinda pek ¢ok diger matematikgi benzer uzay-dolduran egri
ornekleri buluyor.
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

@ Hilbert egrisini olusturmak icin once 6zyinelemeli olarak her n pozitif
tam sayisi icin bir C,, egrisi olusturacagiz.
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

@ Hilbert egrisini olusturmak icin once 6zyinelemeli olarak her n pozitif
tam sayisi icin bir C,, egrisi olusturacagiz.

o (1 sekildeki egri olsun.

@ Her adimda bir onceki adimda elde ettigimiz C, egrisinin dort
kopyasini karenin dort es bolgesine yerlestirdikten sonra, sol asagidaki
ve sag asagidaki kopyalari uygun sekilde yansitip birlestirerek C, 1
egrisini elde edecegiz.
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

i r 10 i’ anlifsn BN anlills
o= ) .}
R | ma
q]e 2 e magy! T
I ] 1
¥ g}/ 4]
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o Uzay-dolduran bir egri elde edebilmek icin bu egri dizisinin “limitini”
almak istiyoruz. Peki bu egrilerin “limitini” nasil alabiliriz?
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

e 7:[0,1] — [0, 1] x [0, 1] Hilbert egrisinin parametrizasyonunu
gostermek lizere simdi v fonksiyonunun nasil hesaplanacagini
algoritmik olarak tarif edecegiz.
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

e 7:[0,1] — [0, 1] x [0, 1] Hilbert egrisinin parametrizasyonunu
gostermek lizere simdi «y fonksiyonunun nasil hesaplanacagini
algoritmik olarak tarif edecegiz.

@ Verilen bir t € [0, 1] igin, 6nce t'nin igerisine diistigul [4—",,, k;f,l]

formundaki araliklari buluyoruz. Ornegin t = 0.47 icin bu araliklar

sirasiyla
12) [7 8] [3031] 120 121
4°4]7 |16716|  [64764| 2567256 "
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

o Buldugumuz her [

isaretliyoruz.

] araligi icin insamizin n. adimindaki k + 1.
birim kareyi isaretliyoruz. Orneéin t = 0.47 icin asagidaki kareleri

3 r 10 % mMlmirmlo
L e
51 L 3 _n q ]_l_
I | 1
¥ g |7 /4]
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

o Buldugumuz her [4—",,, kj,l] araligi icin insamizin n. adimindaki k + 1.

birim kareyi isaretliyoruz. Orneéin t = 0.47 icin asagidaki kareleri
isaretliyoruz.

3 r 10 % mMlmirmlo
| = ol
i
51 L 3 _n q ]_l_
I | 1
¥ J } /7
o L1 I"""I | . L
’ 4 nusdims Rl andinn
' 1 ” AL 111 T

@ ~(t) noktasini isaretledigimiz bu sonsuz tane karenin kesisimindeki
nokta olarak belirliyoruz.
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

@ Peki v neden siirekli ve neden birim kareyi dolduruyor?
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

@ Peki v neden siirekli ve neden birim kareyi dolduruyor?
o Eger

1
|t—s|<ﬂ

ise, 0 zaman t ve s degerleri icin isaretledigimiz kareler ise ayni ya da
komsu olmak zorundadir.
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

@ Peki v neden siirekli ve neden birim kareyi dolduruyor?
o Eger

1
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ise, 0 zaman t ve s degerleri icin isaretledigimiz kareler ise ayni ya da
komsu olmak zorundadir.
o Bu durumda 7(t) ve 7(s) arasindaki uzaklik en fazla v/5/2" olabilir.

e Demek ki t noktasi s noktasina yaklasirsa y(t) noktasi da v(s)
noktasina yaklasmak zorundadir.
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Hilbert'in uzay-dolduran egrisi

@ Peki v neden siirekli ve neden birim kareyi dolduruyor?
o Eger
1
|t —s| < a

ise, 0 zaman t ve s degerleri icin isaretledigimiz kareler ise ayni ya da
komsu olmak zorundadir.

Bu durumda ~(t) ve 7(s) arasindaki uzaklik en fazla v/5/2" olabilir.

Demek ki t noktasi s noktasina yaklasirsa y(t) noktasi da (s)
noktasina yaklasmak zorundadir.

Bu durumda + siirekli bir fonksiyondur.

~'nin orten bir fonksiyon oldugunu gormek icin bu siireci tersten
gerceklestirerek birim karedeki her noktaya atanacak bir t degeri
bulabiliriz.
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Siradisi egriler

@ Simdi daha farkli bir soruyla ilgilenelim. Bir egrinin sonlu hatta
sayilabilir sonsuz tane noktasinda “kose” yaratmak, yani egrilerin bu
noktalarda tegete sahip olmamasini saglamak mimkiin.
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sayilabilir sonsuz tane noktasinda “kose” yaratmak, yani egrilerin bu
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o Peki oyle bir egri bulabilir miyiz ki hi¢cbir noktasinda tegete sahip
olmasin?
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Siradisi egriler

@ Simdi daha farkli bir soruyla ilgilenelim. Bir egrinin sonlu hatta
sayilabilir sonsuz tane noktasinda “kose” yaratmak, yani egrilerin bu
noktalarda tegete sahip olmamasini saglamak mimkiin.

o Peki oyle bir egri bulabilir miyiz ki hi¢cbir noktasinda tegete sahip
olmasin?

@ Yaniti olumlu olan bu soruyu cevaplamak icin Koch kar tanesini insa
edecegiz.
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Koch kar tanesi
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Siradisi fonksiyonlar ve grafikleri

@ Koch kar tanesinin hi¢bir noktada tiirevlenebilir olmayan bir egri
ornegi oldugunu gordiik. Peki bu 6zellige sahip siirekli fonksiyonlar
bulunabilir mi?
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Siradisi fonksiyonlar ve grafikleri

@ Koch kar tanesinin hi¢bir noktada tiirevlenebilir olmayan bir egri
ornegi oldugunu gordiik. Peki bu 6zellige sahip siirekli fonksiyonlar
bulunabilir mi?

@ Her noktada surekli ama hicbir noktada tiirevlenebilir olmayan
fonksiyonlarin ilk ornegi Weierstrass tarafindan 1872 yilinda verilmistir.
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Siradisi fonksiyonlar ve grafikleri

@ Koch kar tanesinin hi¢bir noktada tiirevlenebilir olmayan bir egri
ornegi oldugunu gordiik. Peki bu 6zellige sahip siirekli fonksiyonlar
bulunabilir mi?

@ Her noktada surekli ama hicbir noktada tiirevlenebilir olmayan
fonksiyonlarin ilk ornegi Weierstrass tarafindan 1872 yilinda verilmistir.

o Ornegin
2. cos(17"7x)
) =2 —5r—
n=0

fonksiyonu her yerde siirekli ama hicbir yerde tiirevlenemez bir
fonksiyondur. Bu iddianin kanitini basit olmadigi icin bu konusmada
yapmayacagiz ancak bu sonsuz toplamin kismi toplamlarinin
grafiklerini gorecegiz.
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Siradisi fonksiyonlar ve grafikleri

@ Koch kar tanesinin hi¢bir noktada tiirevlenebilir olmayan bir egri
ornegi oldugunu gordiik. Peki bu 6zellige sahip siirekli fonksiyonlar
bulunabilir mi?

@ Her noktada surekli ama hicbir noktada tiirevlenebilir olmayan
fonksiyonlarin ilk ornegi Weierstrass tarafindan 1872 yilinda verilmistir.

o Ornegin
> cos(17"mx)
) -y )
n=0

fonksiyonu her yerde siirekli ama hicbir yerde tiirevlenemez bir
fonksiyondur. Bu iddianin kanitini basit olmadigi icin bu konusmada
yapmayacagiz ancak bu sonsuz toplamin kismi toplamlarinin
grafiklerini gorecegiz.

@ Peki Weierstrass fonksiyonunun grafiginin uzunlugu nedir?
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Bir egrinin uzunlugu

@ 7 :[0,1] — RR? bir C egrisinin birebir bir parametrizasyonu olsun.
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Bir egrinin uzunlugu

@ 7 :[0,1] — RR? bir C egrisinin birebir bir parametrizasyonu olsun.

e Simdi [0, 1] araligini n es pargaya ayiralim ve bu pargalarin ug
noktalarinin egri tizerindeki karsiliklarini isaretleyelim.
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e Simdi [0, 1] araligini n es pargaya ayiralim ve bu pargalarin ug
noktalarinin egri tizerindeki karsiliklarini isaretleyelim.

° i§aret|edi§imiz ardisik noktalar birlestiren dogru parcalarini cizdikten
sonra bu dogru pargalarinin uzunluklarini birbirine ekleyerek egrisinin
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Bir egrinin uzunlugu

@ 7 :[0,1] — RR? bir C egrisinin birebir bir parametrizasyonu olsun.

e Simdi [0, 1] araligini n es pargaya ayiralim ve bu pargalarin ug
noktalarinin egri tizerindeki karsiliklarini isaretleyelim.

° i§aret|edi§imiz ardisik noktalar birlestiren dogru parcalarini cizdikten
sonra bu dogru pargalarinin uzunluklarini birbirine ekleyerek egrisinin
uzunlugu icin bir yakinsama bulabiliriz.

o Eger parca sayisi sonsuza giderken bu yakinsamalarin bir limiti varsa,
bu limite egrinin uzunlugu diyoruz.
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Bir egrinin uzunlugu

@ 7 :[0,1] — RR? bir C egrisinin birebir bir parametrizasyonu olsun.

e Simdi [0, 1] araligini n es pargaya ayiralim ve bu pargalarin ug
noktalarinin egri tizerindeki karsiliklarini isaretleyelim.

° i§aret|edi§imiz ardisik noktalar birlestiren dogru parcalarini cizdikten
sonra bu dogru pargalarinin uzunluklarini birbirine ekleyerek egrisinin
uzunlugu icin bir yakinsama bulabiliriz.

o Eger parca sayisi sonsuza giderken bu yakinsamalarin bir limiti varsa,
bu limite egrinin uzunlugu diyoruz.

@ Su ana kadar gordiigiimiiz uzay-dolduran egrilerin ve hicbir noktada

tirevlenebilir olmayan egrilerin uzunluklari ne yazik ki tanimli degil,
diger bir deyisle, yukarida hesaplanan limitin sonucu bu egriler icin
sonsuz!
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7'yi hesaplamak

@ Yukaridaki islemi yarim birim ¢ember icin yaptigimizda elde ettigimiz
limit asagidaki belirli integrale esit olacaktir.

=
——dx
_1V1—x?
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7'yi hesaplamak

@ Yukaridaki islemi yarim birim ¢ember icin yaptigimizda elde ettigimiz
limit asagidaki belirli integrale esit olacaktir.

—d
/_1 V1—x2 X

@ Newton'un binom formulunu kullanirsak

Ve Z<1/2> )
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7'yi hesaplamak

@ Yukaridaki islemi yarim birim ¢ember icin yaptigimizda elde ettigimiz
limit asagidaki belirli integrale esit olacaktir.

—d
/_1 V1—x2 X

@ Newton'un binom formulunu kullanirsak

Ve Z<1/2> )

@ Buradan
i LG e
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7'yi hesaplamak

° integrali aldigimizda elde edecegimiz sey

<‘i/2)<1>k/jx”dx

Nt 1/2 1)k 2
2k+1

k=0

WE

I
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Beni dinlediginiz icin tesekkiir ederim!
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