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Betimsel kumeler kurami

o Kiimeler kurami neyle ilgilenir?
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Betimsel kumeler kurami

o Kiimeler kurami neyle ilgilenir?

@ En genis anlamiyla kiimeler kurami, cesitli sonsuzluk derecelerine
sahip matematiksel objelerin davranislarini hem kendi basina hem de
cebir, analiz, topoloji, kombinatorik, dinamik vs. gibi alanlar
baglaminda ordinalite, kardinalite ve tanimlanabilirlik perspektifinden
inceleyen matematik dalidir.
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Betimsel kumeler kurami

o Kiimeler kurami neyle ilgilenir?

@ En genis anlamiyla kiimeler kurami, cesitli sonsuzluk derecelerine
sahip matematiksel objelerin davranislarini hem kendi basina hem de
cebir, analiz, topoloji, kombinatorik, dinamik vs. gibi alanlar
baglaminda ordinalite, kardinalite ve tanimlanabilirlik perspektifinden
inceleyen matematik dalidir.

@ Betimsel kiimeler kurami Leh uzaylarinin alt kiimelerinin davranislarini
(¢ogunlukla tanimlanabilirlik perspektifinden) inceleyen kiimeler
kurami dahdir.
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Leh uzaylari ve standard Borel uzaylari

@ Bir Leh uzayi, ayrilabilir ve tam metriklenebilir bir topolojik uzaydir.

Burak Kaya (ODTU) BOUN Matematik Toplulugu 22 Mayis 2022



Leh uzaylari ve standard Borel uzaylari

e Bir Leh uzayi, ayrilabilir ve tam metriklenebilir bir topolojik uzaydir.
Ornegin, standart topolojileriyle R, 2N, [0, 1]V,...
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Leh uzaylari ve standard Borel uzaylari

@ Bir Leh uzayi, ayrilabilir ve tam metriklenebilir bir topolojik uzaydir.
Ornegin, standart topolojileriyle R, 2N, [0, 1]V, ...

@ X bir kiime ve B kimesi X lizerinde bir o-cebiri olmak tizere (X, B)
ikilisine bir olciilebilir uzay denir.
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Leh uzaylari ve standard Borel uzaylari

@ Bir Leh uzayi, ayrilabilir ve tam metriklenebilir bir topolojik uzaydir.
Ornegin, standart topolojileriyle R, 2N, [0, 1]V, ...

@ X bir kiime ve B kimesi X lizerinde bir o-cebiri olmak tizere (X, B)
ikilisine bir olciilebilir uzay denir.

e (X, ) bir topolojik uzay olmak iizere, X'in tiim acik kiimelerini iceren
en kiiciik o-cebirine X'in Borel o-cebiri denir.
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Leh uzaylari ve standard Borel uzaylari

@ Bir Leh uzayi, ayrilabilir ve tam metriklenebilir bir topolojik uzaydir.
Ornegin, standart topolojileriyle R, 2N, [0, 1]V, ...

@ X bir kiime ve B kimesi X lizerinde bir o-cebiri olmak tizere (X, B)
ikilisine bir olciilebilir uzay denir.

e (X, ) bir topolojik uzay olmak iizere, X'in tiim acik kiimelerini iceren
en kiiciik o-cebirine X'in Borel o-cebiri denir.Bu o-cebirindeki
elemanlarysa X'in Borel alt kiimeleri denir.
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Leh uzaylari ve standard Borel uzaylari

@ Bir Leh uzayi, ayrilabilir ve tam metriklenebilir bir topolojik uzaydir.
Ornegin, standart topolojileriyle R, 2N, [0, 1]V, ...

@ X bir kiime ve B kimesi X lizerinde bir o-cebiri olmak tizere (X, B)
ikilisine bir olciilebilir uzay denir.

e (X, ) bir topolojik uzay olmak iizere, X'in tiim acik kiimelerini iceren
en kiiciik o-cebirine X'in Borel o-cebiri denir.Bu o-cebirindeki
elemanlarysa X'in Borel alt kiimeleri denir.

e (X, B) bir dlgiilebilir uzay olmak tizere, B kiimesi X iizerindeki bir Leh
topolojisinin Borel o-cebirine esitse, bu durumda (X, B) ikilisine bir
standart Borel uzayi denir.
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Borel es yapisallik teoremi

o (X,Qq) ve (Y,Q») standart Borel uzaylari ve f : X — Y olmak
iizere, her B € Qs icin f~1[B] € Q; ise, bu durumda f fonksiyonuna
(Borel) olgiilebilir bir fonksiyon denir.
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Borel es yapisallik teoremi

e (X,Q1) ve (Y,Qy) standart Borel uzaylari ve f : X — Y olmak
iizere, her B € Qs icin f~1[B] € Q; ise, bu durumda f fonksiyonuna
(Borel) olgiilebilir bir fonksiyon denir.

o (X,Qq) ve (Y, Q) standart Borel uzaylari arasinda hem kendisi hem
de tersi olciilebilir bir f : X — Y eslemesi varsa, bu durumda bu
standard Borel uzaylarina es yapisal standart Borel uzaylari, f
fonksiyonuna da Borel es yapi fonksiyonu denir.
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Borel es yapisallik teoremi

e (X,Q1) ve (Y,Qy) standart Borel uzaylari ve f : X — Y olmak
iizere, her B € Qs icin f~1[B] € Q; ise, bu durumda f fonksiyonuna
(Borel) olgiilebilir bir fonksiyon denir.

o (X,Qq) ve (Y, Q) standart Borel uzaylari arasinda hem kendisi hem
de tersi olciilebilir bir f : X — Y eslemesi varsa, bu durumda bu
standard Borel uzaylarina es yapisal standart Borel uzaylari, f
fonksiyonuna da Borel es yapi fonksiyonu denir.

Tiim sayilamaz standart Borel uzaylari birbirine es yapisaldir. \
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Borel hiyerarsisi

e (X, 7) bir Leh uzayi olsun. X'in Borel alt kiimelerini hiyerarsik olarak
inceleyebilir miyiz?
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Borel hiyerarsisi

e (X, 7) bir Leh uzayi olsun. X'in Borel alt kiimelerini hiyerarsik olarak
inceleyebilir miyiz?

o
=] x5 X b2
A? A) A . A° a < w
n? ng nd n
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Borel hiyerarsisi

e (X, 7) bir Leh uzayi olsun. X'in Borel alt kiimelerini hiyerarsik olarak
inceleyebilir miyiz?

o
=] x5 X b2
A? A) A A° o < wi
n? ng nd n

@ Eger X uzayi sayilamazsa, bu hiyerarsi hicbir noktada ¢okmez, diger
bir deyisle her basamakta onceki basamaklarda olmayan yeni kiimeler
elde edilir.
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Borel hiyerarsisi

e (X, 7) bir Leh uzayi olsun. X'in Borel alt kiimelerini hiyerarsik olarak
inceleyebilir miyiz?

o
=] x5 X b2
A? A) A A° o < wi
n? ng nd n

@ Eger X uzayi sayilamazsa, bu hiyerarsi hicbir noktada ¢okmez, diger
bir deyisle her basamakta onceki basamaklarda olmayan yeni kiimeler
elde edilir.

@ Bu hiyerarsiyi Borel kiimeleri “karmasikliklarina” gore siniflandiran bir
hiyerarsi olarak dustinebiliriz.
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|z distimsel hiyerarsi

o
! x} rl r!
Al Al Al . Al neN
ni ni ni nt
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|z distimsel hiyerarsi

o
! x} rl r!
Al Al Al . Al neN
ni ni ni nt

@ Borel ve izdisiimsel kiimeleri X'in “tanimlanabilir’ ya da "ac¢ik¢a
yazilabilir” alt kiimeleri olarak dustinebiliriz.
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|z distimsel hiyerarsi

Al Al Al Al neN

@ Borel ve izdisiimsel kiimeleri X'in “tanimlanabilir’ ya da "ac¢ik¢a
yazilabilir” alt kiimeleri olarak dustinebiliriz.

(R, +, *,Z) yapisindaki parametreyle birinci-derece tanimlanabilir kiimeler
tam olarak R 'nin iz diisiimsel alt kiimeleridir.
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Peki bunlarin kiimeler kuramiyla ne ilgisi var?
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Peki bunlarin kiimeler kuramiyla ne ilgisi var?

@ |z diistimsel kiimelerin ikinci seviyeden itibaren “davranislarina” ZFC
kiimeler kurami aksiyomlariyla karar verilemiyor.
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Peki bunlarin kiimeler kuramiyla ne ilgisi var?

@ |z diistimsel kiimelerin ikinci seviyeden itibaren “davranislarina” ZFC
kiimeler kurami aksiyomlariyla karar verilemiyor.

Teorem (ZFC+V=L)

Her X3 kiime Lebesgue 6lciilebilir, Baire ézelligine ve miikemmel kiime
ozelligine sahip degildir.

Burak Kaya (ODTU) BOUN Matematik Toplulugu 22 Mayis 2022



Peki bunlarin kiimeler kuramiyla ne ilgisi var?

@ |z diistimsel kiimelerin ikinci seviyeden itibaren “davranislarina” ZFC
kiimeler kurami aksiyomlariyla karar verilemiyor.

Teorem (ZFC+V=L)

Her X3 kiime Lebesgue 6lciilebilir, Baire ézelligine ve miikemmel kiime
ozelligine sahip degildir.

Teorem (ZFC+ “Olgiilebilir bir kardinal vardir”)

Her Z% kiime Lebesgue ol¢lilebilirdir, Baire ozelligine ve miikemmel kiime
ozelligine sahiptir.

\
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“Aleni” olmak ne demek?

© Amacimiz cesitli insalarin ne zaman “aleni”, “acikca yazilabilir”,
“tanimlanabilir” vs. olup olmadigini incelemek.
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“Aleni” olmak ne demek?

© Amacimiz cesitli insalarin ne zaman “aleni”, “acikca yazilabilir”,
“tanimlanabilir” vs. olup olmadigini incelemek.

@ Bu durumda bu sezgisel kavrama matematiksel bir karsilik bulmamiz
lazim.
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“Aleni” olmak ne demek?

© Amacimiz cesitli insalarin ne zaman “aleni”, “acikca yazilabilir”,
“tanimlanabilir” vs. olup olmadigini incelemek.

@ Bu durumda bu sezgisel kavrama matematiksel bir karsilik bulmamiz

lazim. Konusmanin geri kalaninda, bu kavramlari Borel olmakla
ozdeslestirecegiz.
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“Aleni” olmak ne demek?

© Amacimiz cesitli insalarin ne zaman “aleni”, “acikca yazilabilir”,
“tanimlanabilir” vs. olup olmadigini incelemek.

@ Bu durumda bu sezgisel kavrama matematiksel bir karsilik bulmamiz
lazim. Konusmanin geri kalaninda, bu kavramlari Borel olmakla
ozdeslestirecegiz.

@ Borel kiimeleri acik araliklardan “sayilabilir miktarda bilgiyle”
uretebildigimiz kiimeler olarak distinebiliriz.
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“Aleni” olmak ne demek?

© Amacimiz cesitli insalarin ne zaman “aleni”, “acikca yazilabilir”,
“tanimlanabilir” vs. olup olmadigini incelemek.

@ Bu durumda bu sezgisel kavrama matematiksel bir karsilik bulmamiz
lazim. Konusmanin geri kalaninda, bu kavramlari Borel olmakla
ozdeslestirecegiz.

@ Borel kiimeleri acik araliklardan “sayilabilir miktarda bilgiyle”
uretebildigimiz kiimeler olarak distinebiliriz.

o Eger ZF belitleri tutarliysa, o zaman ZF+“R’'nin her alt kiimesi
Boreldir” belitleri de tutarlidir.
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“Aleni” olmak ne demek?

© Amacimiz cesitli insalarin ne zaman “aleni”, “acikca yazilabilir”,
“tanimlanabilir” vs. olup olmadigini incelemek.

@ Bu durumda bu sezgisel kavrama matematiksel bir karsilik bulmamiz
lazim. Konusmanin geri kalaninda, bu kavramlari Borel olmakla
ozdeslestirecegiz.

@ Borel kiimeleri acik araliklardan “sayilabilir miktarda bilgiyle”
uretebildigimiz kiimeler olarak distinebiliriz.

o Eger ZF belitleri tutarliysa, o zaman ZF+“R’'nin her alt kiimesi
Boreldir” belitleri de tutarlidir.

@ Dolayisiyla, secim beliti olmadan Borel olmayan bir kiime oldugunu
kanitlayamayiz.
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“Aleni” olmak ne demek?

Amacimiz cesitli insalarin ne zaman “aleni”, “acikca yazilabilir”,
“tanimlanabilir” vs. olup olmadigini incelemek.

@ Bu durumda bu sezgisel kavrama matematiksel bir karsilik bulmamiz
lazim. Konusmanin geri kalaninda, bu kavramlari Borel olmakla
ozdeslestirecegiz.

@ Borel kiimeleri acik araliklardan “sayilabilir miktarda bilgiyle”
uretebildigimiz kiimeler olarak distinebiliriz.

o Eger ZF belitleri tutarliysa, o zaman ZF+“R’'nin her alt kiimesi
Boreldir” belitleri de tutarlidir.

@ Dolayisiyla, secim beliti olmadan Borel olmayan bir kiime oldugunu
kanitlayamayiz.

@ Bu baglamda Borel kiimeleri “aleni” kiimeler olarak degerlendirmek

makul goziikiyor.
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Peki ya iz dustumsel kiimeler?

@ “Aleni” olmayi Borel olmak yerine iz diisiimsel olmakla da
ozdeslestirebilirdik. Ancak bu durumda iz disiimsel kiimelerin
patolojik davranis sergilemesini engellemek icin cesitli biiylik kardinal
belitlerini kabul etmemiz gerekirdi.

Teorem (Godel)
Eger V = L ise, o zaman gercel sayilarin A} bir W C R x R iyi siralamasi

vardir.

e Diger bir taraftan, uygun belitler (6rnegin, iz diisimsel belirlilik beliti)
altinda iz diusumsel kiimeler “olmasi gereken” sekilde davrandigi igin,

cesitli amaclarla bu kiimeleri de ele alabilirdik.

22 Mayis 2022
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Hamel tabanlari ve Borel kumeler

@ Zorn onsavi kullanarak her vektor uzayinin bir tabani oldugunu
kanitlayabiliriz.
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Hamel tabanlari ve Borel kumeler

@ Zorn onsavi kullanarak her vektor uzayinin bir tabani oldugunu
kanitlayabiliriz.

@ H C R kiimesi R'nin bir Q-vektor uzayi olarak tabani olsun.
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Hamel tabanlari ve Borel kumeler

@ Zorn onsavi kullanarak her vektor uzayinin bir tabani oldugunu
kanitlayabiliriz.

@ H C R kiimesi R'nin bir Q-vektor uzayi olarak tabani olsun.
@ H kiimesi Borel olabilir mi?
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Hamel tabanlari ve Borel kumeler

@ Zorn onsavi kullanarak her vektor uzayinin bir tabani oldugunu
kanitlayabiliriz.

@ H C R kiimesi R'nin bir Q-vektor uzayi olarak tabani olsun.
@ H kiimesi Borel olabilir mi?

Theorem (Sierpiriski)

R’nin Q iizerindeki hicbir tabani Borel degildir.
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Hamel tabanlari ve Borel kumeler

@ Zorn onsavi kullanarak her vektor uzayinin bir tabani oldugunu
kanitlayabiliriz.

@ H C R kiimesi R'nin bir Q-vektor uzayi olarak tabani olsun.
@ H kiimesi Borel olabilir mi?

Theorem (Sierpiriski)

R’nin Q iizerindeki hicbir tabani Borel degildir.

@ Dolayisiyla R'nin Q tizerindeki bir tabanini kullanarak yaptigimiz

insalarin hepsi potansiyel olarak Borel kiimeler vermeme tehlikesi
barindiriyor.
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(R, +)'nin 6z yapi doniisimleri ve Borel kiimeler

(R, +) 'nin stirekli bir 6z yapi déniisiimii bir r # 0 icin x — rx formundadir.

Burak Kaya (ODTU) BOUN Matematik Toplulugu 22 Mayis 2022



(R, +)'nin 6z yapi doniisimleri ve Borel kiimeler

(R, +) 'nin stirekli bir 6z yapi déniisiimii bir r # 0 icin x — rx formundadir.

(R, +) 'nin siireksiz bir 6z yapi dénlisiimii vardir.

H kiimesi R 'nin Q iizerinde bir Hamel tabani olsun. Bu durumda her

¢ : H — H permiitasyonu bir f, : R — R 6z yapi doniisiimiine
genisletilebilir. O zaman |Aut(R, +)| = |Sym(H)| = |P(R)|. Onceki
teorem geregi (R, +) 'nin siirekli 6z yapi déniisiimlerinin kardinalitesinin |R|
oldugunu biliyoruz.
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(R, +)'nin 6z yapi doniisimleri ve Borel kiimeler

(R, +) 'nin siirekli bir 6z yapi déniistimii bir r # 0 icin x — rx formundadir.

(R, +) 'nin siireksiz bir 6z yapi dénlisiimii vardir.

H kiimesi R 'nin Q iizerinde bir Hamel tabani olsun. Bu durumda her

¢ : H — H permiitasyonu bir f, : R — R 6z yapi doniisiimiine
genisletilebilir. O zaman |Aut(R, +)| = |Sym(H)| = |P(R)|. Onceki
teorem geregi (R, +) 'nin siirekli 6z yapi déniisiimlerinin kardinalitesinin |R|

oldugunu biliyoruz.

@ Peki siireksiz bir f : R — R 6z yapi donlistimiinii agik¢a yazabilir
miyiz? Daha spesifik olarak, f Borel olabilir mi?
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Olciim kuramiyla ilgili bazi temel bilgiler
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Olciim kuramiyla ilgili bazi temel bilgiler

Teorem (Steinhaus)

A C R Lebesgue olciimii pozitif bir kiime olsun. Bu durumda
A—A={a—b:a,be A} kiimesi 0 etrafinda bir aralik icerir.
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Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

f : R — R Borel ol¢iilebilir bir 6z yapi dontisiimii olsun. Bu durumda f
stireklidir.
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Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

f : R — R Borel ol¢iilebilir bir 6z yapi dontisiimii olsun. Bu durumda f
stireklidir.

.

f’'nin O noktasinda stirekli oldugunu gostermemiz yeterli.

A\,
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Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

f : R — R Borel ol¢iilebilir bir 6z yapi dontisiimii olsun. Bu durumda f
stireklidir.

.

f'nin O noktasinda stirekli oldugunu gostermemiz yeterli. Bir ¢ > 0 alalim.

Amacimiz0 € O C f~Y(—e, €) olacak sekilde bir O C R acik kiimesi
bulmak.

A\,
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Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

f : R — R Borel ol¢iilebilir bir 6z yapi dontisiimii olsun. Bu durumda f
stireklidir.

\

f'nin O noktasinda stirekli oldugunu gostermemiz yeterli. Bir ¢ > 0 alalim.

Amacimiz0 € O C f~Y(—e, €) olacak sekilde bir O C R acik kiimesi

bulmak.
R=J ( ’p + 2)
peQ

olmasindan otiirti . .
2= -5+
U pP—5Pty
pEQ
olur.
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Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

Bu durumda o6yle x € Q vardir ki m (ffl (p - 5,p+ %)) > 0 olur.
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Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

Bu durumda o6yle x € Q vardir ki m (ffl (p - 5,p+ %)) > 0 olur. Ancak
bu durumda Steinhaus’un teoremi geregi oyle bir & > 0 vardir ki

49 (o5 5) - (o= 5+

olur.

Burak Kaya (ODTU) BOUN Matematik Toplulugu 22 Mayis 2022



Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

Bu durumda o6yle x € Q vardir ki m (ffl (p - 5,p+ %)) > 0 olur. Ancak
bu durumda Steinhaus’un teoremi geregi oyle bir & > 0 vardir ki

49 (o5 5) - (o= 5+

olur. Ancak o zaman
0€(—6,6) C f 2 (—ee)

olur. Demek ki f fonksiyonu O noktasinda stirekli.
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Es yapi donusumleri ve Borel kiimeler

Bu durumda o6yle x € Q vardir ki m (ffl (p - 5,p+ %)) > 0 olur. Ancak
bu durumda Steinhaus’un teoremi geregi oyle bir & > 0 vardir ki

49 (o5 5) - (o= 5+

olur. Ancak o zaman
0€(—6,6) C f 2 (—ee)

olur. Demek ki f fonksiyonu O noktasinda stirekli. R bir topolojik grup ve
f bir grup benzer yapi doniisiimi oldugu icin f her noktada stirekli olur.

v
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Cizgeler, boyamalar ve kromatik sayilar

@ Bir cizge, informal olarak, bir noktalar kiimesi ve bu noktalar arasina
konusmus kenarlardan olusur.
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Cizgeler, boyamalar ve kromatik sayilar

@ Bir cizge, informal olarak, bir noktalar kiimesi ve bu noktalar arasina
konusmus kenarlardan olusur. Daha formal olarak, V' bir kiime olmak
ve E C V x V simetrik yansimaz baginti olmak iizere (V, E) ikilisine

V' uzerinde bir cizge denir.
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Cizgeler, boyamalar ve kromatik sayilar

@ Bir cizge, informal olarak, bir noktalar kiimesi ve bu noktalar arasina
konusmus kenarlardan olusur. Daha formal olarak, V' bir kiime olmak
ve E C V x V simetrik yansimaz baginti olmak iizere (V/, E) ikilisine
V' uzerinde bir cizge denir.

e (V. E) bir ¢izge, | bir kime ve ¢ : V — | bir fonksiyon olsun. Eger
her v,w € V igin vEw = ¢(v) # c(w) oluyorsa, bu durumda f
fonksiyonuna bir (kose) boyamasi, I kiimesine de bu boyamanin renk
klimesi denir.
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Cizgeler, boyamalar ve kromatik sayilar

@ Bir cizge, informal olarak, bir noktalar kiimesi ve bu noktalar arasina
konusmus kenarlardan olusur. Daha formal olarak, V' bir kiime olmak
ve E C V x V simetrik yansimaz baginti olmak iizere (V/, E) ikilisine
V' uzerinde bir cizge denir.

e (V. E) bir ¢izge, | bir kime ve ¢ : V — | bir fonksiyon olsun. Eger
her v,w € V igin vEw = ¢(v) # c(w) oluyorsa, bu durumda f
fonksiyonuna bir (kose) boyamasi, I kiimesine de bu boyamanin renk
klimesi denir.

e (V, E) cizgesinin kose kromatik sayisi su sekilde tanimlanir:

X(V,E) =min{|l| : (V, E) gizgesinin |/| renkli bir boyamasi vardir.}
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Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

(V, E) her dongiisiiniin uzunlugu ¢ift olan bir ¢izge olsun. Bu durumda
x(V,E) <2 olur.
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T

Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

(V, E) her dongiisiiniin uzunlugu ¢ift olan bir ¢izge olsun. Bu durumda
x(V,E) <2 olur.

I kiimesi (V/, E)’'nin baglantili bilesenlerinin kiimesi olmak tizere her C € |
icin bir v¢ € C segelim.
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T

Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

(V, E) her dongiisiiniin uzunlugu ¢ift olan bir ¢izge olsun. Bu durumda
x(V,E) <2 olur.

I kiimesi (V/, E)’'nin baglantili bilesenlerinin kiimesi olmak tizere her C € |
icin bir ve € C segelim. Simdi asagida tanimlanmis ¢ : V — {0,1}
fonksiyonunu ele alalim:

c(v) =

0 eger v'den bir v¢'ye tek uzunluklu yol varsa
1 eger v'den bir v¢'ye cift uzunluklu yol varsa
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T

Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

(V, E) her dongiisiiniin uzunlugu ¢ift olan bir ¢izge olsun. Bu durumda
x(V,E) <2 olur.

I kiimesi (V/, E)’'nin baglantili bilesenlerinin kiimesi olmak tizere her C € |
icin bir ve € C segelim. Simdi asagida tanimlanmis ¢ : V — {0,1}
fonksiyonunu ele alalim:

(v) 0 eger v'den bir v¢'ye tek uzunluklu yol varsa
()] =
1 eger v'den bir v¢'ye cift uzunluklu yol varsa

Her baglantili bilesenden bir v¢ sectigimiz icin c(v) her zaman tanimlidir.
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Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

(V, E) her dongiisiiniin uzunlugu ¢ift olan bir ¢izge olsun. Bu durumda
x(V,E) <2 olur.

I kiimesi (V/, E)’'nin baglantili bilesenlerinin kiimesi olmak tizere her C € |
icin bir ve € C segelim. Simdi asagida tanimlanmis ¢ : V — {0,1}
fonksiyonunu ele alalim:

T

c(v) =

0 eger v'den bir v¢'ye tek uzunluklu yol varsa
1 eger v'den bir v¢'ye cift uzunluklu yol varsa

Her baglantili bilesenden bir v¢ sectigimiz icin c(v) her zaman tanimlidir.
Bunun yani sira, (V, E) tek uzunlukta bir déngii barindirmadigi icin c(v)
iyi tanimhdir ve ayni zamanda bir boyamadir.
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Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonu¢

Ornek. R kiimesi iizerinde asagida tanimlanmis bagintiyi ele alalim:

xEy ancak ve ancak dyle bir n € Z varsa ki |x — y| = 3"
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Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

Ornek. R kiimesi iizerinde asagida tanimlanmis bagintiyi ele alalim:
xEy ancak ve ancak dyle bir n € Z varsa ki |x — y| = 3"

Bu durumda (R, E) cizgesi tek uzunlukta bir dongii barindiramaz
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Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

Ornek. R kiimesi iizerinde asagida tanimlanmis bagintiyi ele alalim:
xEy ancak ve ancak dyle bir n € Z varsa ki |x — y| = 3"

Bu durumda (R, E) cizgesi tek uzunlukta bir dongii barindiramaz
x1ExoE . .. ExpExy bir dongii olsun. Bu durumda tanim geregi

0=(x1—x2)+ (xa—x3) + -+ (xp —x1) = £3 £ 3% ... 4 3k

olurdu.
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Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

Ornek. R kiimesi iizerinde asagida tanimlanmis bagintiyi ele alalim:
xEy ancak ve ancak dyle bir n € Z varsa ki |x — y| = 3"

Bu durumda (R, E) cizgesi tek uzunlukta bir dongii barindiramaz
x1ExoE . .. ExpExy bir dongii olsun. Bu durumda tanim geregi

0=(x1—x2)+ (xa—x3) + -+ (xp —x1) = £3 £ 3% ... 4 3k

olurdu. Simdi her tarafi yeterince biiyiik bir 3% ile carparak n tane tek
sayinin toplaminin ¢ift oldugunu goriiriz. Demek ki n ¢ift olmali.
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Kromatik sayilarla ilgili basit bir sonuc

Ornek. R kiimesi iizerinde asagida tanimlanmis bagintiyi ele alalim:
xEy ancak ve ancak dyle bir n € Z varsa ki |x — y| = 3"

Bu durumda (R, E) cizgesi tek uzunlukta bir dongii barindiramaz
x1ExoE . .. ExpExy bir dongii olsun. Bu durumda tanim geregi

0=(x1—x2)+ (xa—x3) + -+ (xp —x1) = £3 £ 3% ... 4 3k

olurdu. Simdi her tarafi yeterince biiyiik bir 3% ile carparak n tane tek
sayinin toplaminin ¢ift oldugunu goriiriz. Demek ki n ¢ift olmali.
Dolayisiyla x(R, E) = 2.
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Borel cizgeler, Borel boyamalar ve Borel kromatik sayi

@ V bir standart Borel uzayi ve E C V x V simetrik yansimaz bir Borel
baginti olmak iizere (V, E) ikilisine V lizerinde bir Borel ¢izge denir.
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Borel cizgeler, Borel boyamalar ve Borel kromatik sayi

@ V bir standart Borel uzayi ve E C V x V simetrik yansimaz bir Borel
baginti olmak iizere (V, E) ikilisine V lizerinde bir Borel ¢izge denir.

e (V, E) bir Borel cizge, I bir standart Borel uzayi ve ¢ : V — I bir
Borel fonksiyon olsun. Eger her v,w € V i¢in vEw = ¢(v) # c(w)
oluyorsa, bu durumda f fonksiyonuna bir Borel (kdse) boyamasi denir.

e (V, E) cizgesinin Borel kromatik sayisi su sekilde tanimlanir:
xs(V,E) =min{|l| : (V, E)'nin|l| renkli bir Borel boyamasi vardir.}

o Borel es yapisallik teoremi geregi xg(V, E) € {0,1,2,...,Rq, 2%},
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Kromatik sayi vs. Borel kromatik sayi

Oyle (V, E) cizgeleri vardir ki x(V,E) = 2 ve xg(V, E) = 2% olur.
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Kromatik sayi vs. Borel kromatik sayi

Oyle (V, E) cizgeleri vardir ki x(V,E) = 2 ve xg(V, E) = 2% olur.

Kanit (Robin Thomas, 1986)

Daha énce tanimladigimiz (R, E) ¢izgesini ele alalim. x(R, E) =2
oldugunu biliyoruz. Celiskiye ulasmak icin diyelim ki bir c : R — N Borel
boyamasi var.
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Kromatik sayi vs. Borel kromatik sayi

Oyle (V, E) cizgeleri vardir ki x(V,E) = 2 ve xg(V, E) = 2% olur.

Kanit (Robin Thomas, 1986)

Daha énce tanimladigimiz (R, E) ¢izgesini ele alalim. x(R, E) =2
oldugunu biliyoruz. Celiskiye ulasmak icin diyelim ki bir c : R — N Borel
boyamasi var. Bu durumda éyle bir i € N vardir ki m(c=1(i)) > 0 olur.
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Kromatik sayi vs. Borel kromatik sayi

Oyle (V, E) cizgeleri vardir ki x(V,E) =2 ve xg(V, E) = 2% olur.

Kanit (Robin Thomas, 1986)

Daha énce tanimladigimiz (R, E) ¢izgesini ele alalim. x(R, E) =2
oldugunu biliyoruz. Celiskiye ulasmak icin diyelim ki bir c : R — N Borel
boyamasi var. Bu durumda éyle bir i € N vardir ki m(c=1(i)) > 0 olur.
Simdi Steinhaus’un teoremini uygularsak, éyle bir 6 > 0 bulabiliriz ki

(=6,0) S cH(i) = cH(1)

olur.
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Kromatik sayi vs. Borel kromatik sayi

Oyle (V, E) cizgeleri vardir ki x(V,E) =2 ve xg(V, E) = 2% olur.

Kanit (Robin Thomas, 1986)

Daha énce tanimladigimiz (R, E) ¢izgesini ele alalim. x(R, E) =2
oldugunu biliyoruz. Celiskiye ulasmak icin diyelim ki bir c : R — N Borel
boyamasi var. Bu durumda éyle bir i € N vardir ki m(c=1(i)) > 0 olur.
Simdi Steinhaus’un teoremini uygularsak, éyle bir 6 > 0 bulabiliriz ki

(=6,0) S cH(i) = cH(1)

olur. Bir k € 7 secelim Syle ki 3k € (-4, 6).
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Kromatik sayi vs. Borel kromatik sayi

Oyle (V, E) cizgeleri vardir ki x(V,E) =2 ve xg(V, E) = 2% olur.

Kanit (Robin Thomas, 1986)

Daha énce tanimladigimiz (R, E) ¢izgesini ele alalim. x(R, E) =2
oldugunu biliyoruz. Celiskiye ulasmak icin diyelim ki bir c : R — N Borel
boyamasi var. Bu durumda éyle bir i € N vardir ki m(c=1(i)) > 0 olur.
Simdi Steinhaus'un teoremini uygularsak, oyle bir § > 0 bulabiliriz ki

(=6,0) S cH(i) = cH(1)

olur. Bir k € 7. secelim Syle ki 3¥ € (—0,0). Demek ki 3¥ = x — y olacak
sekilde x,y € c=1(i) vardir. Ancak xEy ve c(x) = c(y) = i oldugundan
celiski elde ederiz. Demek ki xg(V, E) > No.
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Iki sasirtici ikilik

o 2N Cantor uzayini, yani N ile indekslenmis 0-1 dizilerinin uzayini
belirtsin.
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o 2N Cantor uzayini, yani N ile indekslenmis 0-1 dizilerinin uzayini
belirtsin. Oyle {s,}nen secelim ki
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Iki sasirtici ikilik

o 2N Cantor uzayini, yani N ile indekslenmis 0-1 dizilerinin uzayini
belirtsin. Oyle {s,}nen secelim ki s, uzunlugu n olan bir 0-1 dizisi
olsun,
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Iki sasirtici ikilik

o 2N Cantor uzayini, yani N ile indekslenmis 0-1 dizilerinin uzayini
belirtsin. Oyle {s,}nen secelim ki s, uzunlugu n olan bir 0-1 dizisi
olsun, her x € 2<N icin x C s, olacak bir k € N bulabilelim.

Burak Kaya (ODTU) BOUN Matematik Toplulugu 22 Mayis 2022



Iki sasirtici ikilik

o 2N Cantor uzayini, yani N ile indekslenmis 0-1 dizilerinin uzayini
belirtsin. Oyle {s,}nen secelim ki s, uzunlugu n olan bir 0-1 dizisi
olsun, her x € 2<N icin x C s, olacak bir k € N bulabilelim.

e Gy = (2%, G) cizgesi su sekilde tanimlansin.
xGopy ancak ve ancak oyle bir n € N varsa ki

x| n=y|n=s,vex(n)=1—y(n) ve her m > nigin x(m) = y(m)
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Iki sasirtici ikilik

o 2N Cantor uzayini, yani N ile indekslenmis 0-1 dizilerinin uzayini
belirtsin. Oyle {s,}nen secelim ki s, uzunlugu n olan bir 0-1 dizisi
olsun, her x € 2<N icin x C s, olacak bir k € N bulabilelim.

e Gy = (2%, G) cizgesi su sekilde tanimlansin.
xGopy ancak ve ancak oyle bir n € N varsa ki

x| n=y|n=s,vex(n)=1—y(n) ve her m > nigin x(m) = y(m)

Teorem (Kechris-Solecki-Todorcevic, 1999)

G = (V, E) bir standart Borel uzay iizerinde £} bir cizge olsun. Bu
durumda

XB(G) S No ya da GO Ss G
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Iki sasirtici ikilik

Teorem (Carroy, Miller, Schrittesser, Vidnyanszky, 2021)

G = (V, E) bir standart Borel uzayi iizerinde X1 bir cizge olsun. Oyle bir
Lo Borel ¢izgesi vardir ki

xB(G)<2yadaly<sG

Teorem (Todorcevic, Vidnyanszky, 2021)

Benzer bir sonu¢ xg(G) < 3,4,... icin elde edilemez.

Burak Kaya (ODTU) BOUN Matematik Toplulugu 22 Mayis 2022



Bazi kaynaklar

Betimsel ¢izge kombinatorigi son 20 yilda giderek ivme kazanan, hem
betimsel kiimeler kurami hem de ¢izge kuraminin tekniklerini barindiran
heyecanli bir alan. Bu konuda okuyabileceginiz ve bu alandaki temel
sonuclar kapsayan bazi kaynaklar:
@ A.S. Kechris, S. Solecki, and S. Todorcevic. Borel chromatic
numbers. Adv. Math., 141(1):1-44, 1999.
@ Alexander S. Kechris and Andrew S. Marks. Descriptive graph

combinatorics. http://www.math.caltech.edu/~kechris/papers/combinatorics20book.pdf, October 2020.

Burak Kaya (ODTU) BOUN Matematik Toplulugu 22 Mayis 2022



